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Zusammenfassung

Der Inhalt dieser Arbeit kann grundsétzlich in zwei Teile gegliedert werden. So betrachten
wir einerseits multivariate Zufallsfelder der Form {X(t) : t € R%}, wobei X (¢) fiir jedes
t € R? ein R™-wertiger Zufallsvektor ist, und untersuchen dann die Existenz solcher Fel-
der, die Operator-selbstahnlich im Sinne von [29] sind und dariiber hinaus echt Operator-
stabile Randverteilungen besitzen. Dies geschieht anhand einer harmonischen sowie einer
moving-average Integraldarstellung, jeweils beziiglich geeigneter independently scatte-
red random measures (kurz: Zufallsmafe) und verallgemeinert somit die entsprechenden
Beitréage von [40], [5] beziehungsweise [29], wobei der Aspekt der Operator-Stabilitit in
diesem Zusammenhang neuartig ist und fiir den Umgang mit multivariaten Fragestellun-
gen als natiirlichere Verteilungseigenschaft angesehen werden kann. Des Weiteren werden
wir fiir beide Darstellungen noch zusétzliche Eigenschaften herausarbeiten koénnen, ins-
besondere erlaubt die harmonische Darstellung fiir einen Spezialfall die Konstruktion
stetiger Modifikation und bildet somit einen von vielen Ausgangspunkten fiir nachfolgen-
de Untersuchungen.

Andererseits bedingt die gewiinschte Operator-Stabilitdt der Randverteilungen, dass be-
reits die verwendeten Zufallsmafe diese Eigenschaft besitzen. Und auch die resultierenden
stochastischen Integrale, die zur Konstruktion dieser Felder herangezogen werden, miissen
entsprechend verstanden werden. Diesem Umstand wird auf besondere Weise Rechnung
getragen, indem wir die sehr allgemeinen, aber univariaten Ergebnisse in [35] vereinheit-
lichen, um die komplexwertige Betrachtungsweise wie in [40] erweitern und schlieflich
mit Hilfe vektorieller Mafie auf den multivariaten Fall iibertragen. Zugleich kénnen wir
zeigen, dass die Atomfreiheit der betrachteten Zufallsmafe auch stets ihre unendliche
Teilbarkeit impliziert. Dabei erfahren diese Ergebnisse durch ihre Allgemeinheit einen ei-
genstandigen Wert und konnten auch hier die Beantwortung zukiinftiger Fragestellungen
zur Modellierung komplexer, zufilliger Phéanomene erlauben.

Zusatzlich geben wir eine mogliche Definition fiir den Anziehungsbereich multivariater
Zufallsfelder an, die zwar zum einen sehr breit ausféllt, zum anderen aber dennoch eine
elegante Charakterisierung der Operator-Selbstdhnlichkeit eines gegebenen Zufallsfelds
erlaubt und dabei das entsprechende univariate Resultat in [17] umfasst.

Trotz aller Flexibilitdt zieht sich der Umgang mit linearen Operatoren und verallgemei-
nerten Polarkoordinaten (man vergleiche [5]) auf der deterministischen Seite wie ein roter
Faden durch die vorliegende Arbeit, was die Angabe von anschaulichen und praktikablen
Beispielen erméglichen wird.



Abstract

Roughly speaking, the content of this thesis can be divided into two parts. On the one
hand, we will deal with multivariate random fields in form of {X (¢) : t € R%}, where X ()
is an R™-valued random vector for each t € R%, and then we will investigate the existence
of such fields which are operator-self-similar in the sense of [29] and whose margins, at
the same time, have a real operator-stable distribution. This will be done in terms of a
harmonizable and a moving-average integral representation with respect to an appropria-
te independently scattered random measure, respectively. Hence, we actually extend the
results in [40], [5] and [29], whereas the aspect of operator-stability is mentionable and
seems to be more natural in the context of multivariate questions. Additionally, we will
be able to present some further properties. In particular, a special case of the harmoni-
zable representation permits us to construct continuous modifications and can therefore
- among other examples - be regarded as a source for subsequent researches.

On the other hand, we have to ensure that the applied random measures already provide
the property of operator-stability which is intended for the resulting margin distributi-
ons of the random field. So we have to cope with the challenges that occur concerning
the related stochastic integrals as this will be the method for constructing these random
fields. This problem will be solved in a very comprehensive way by unifying and exten-
ding the results in [35] for the univariate case towards the multivariate one via vector
valued measures and even by adding a complex-valued perception as proposed in [40]. In
this context we will also be able to show that these random measures always have to be
infinitely divisible as long as they are atomless. In view of their universality our results
appear rather self-contained and could also serve as a useful tool for extensive modeling
problems in the future.

Furthermore, we state a potential definition for the domain of attraction of multivariate
random fields which looks quite general, but which still allows a nice characterization
for the operator-self-similarity (of a given random field) by extending the corresponding
univariate result in [17].

In spite of the mentioned flexibility it will turn out that the consideration of linear opera-
tors and generalized polar coordinates (see [5]) is some kind of central theme throughout
the whole thesis which finally leads to interesting and practicable examples.
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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

Die Untersuchung stochastischer Prozesse und Felder ist traditionell mit der Frage nach
Selbstahnlichkeitsprinzipien verbunden, sodass im Verlauf der letzten Jahrzehnte und
ausgehend von [25] eine sukzessive Verallgemeinerung dieser Prinzipien stattfand. Dies
ist neben ihrer Anwendung in der Natur und anderen Wissenschaften insbesondere durch
ihre hohe theoretische Relevanz fiir die zugrunde liegenden stochastischen Objekte be-
griindet. So bestimmt der Hurst-Exponent im Falle der (gebrochenen) Brownschen Be-
wegung bereits die grundlegenden Verteilungs- und Pfadeigenschaften entsprechender
Modifikationen.

Insofern leisten die Ausfithrungen in [29] mit der Einfithrung Operator-selbstihnlicher
Felder (vergleiche (1.2)) nicht nur einen aktuellen Beitrag zu diesem Thema, sondern
haben die vorliegende Dissertationsschrift zusammen mit [5] und [40] wesentlich moti-
viert. Genauer betrachten Xiao und Li in [29] gegentiber [5] vektorwertige Felder, be-
schrianken sich dabei jedoch weiterhin auf solche mit (a-)stabilen Randverteilungen. Nun
sind die Operator-stabilen Verteilungen zum einen eine unmittelbare Verallgemeinerung
der stabilen, zum anderen erscheinen sie aber auch natiirlicher im Kontext von vektor-
wertigen Feldern und fiir den Umgang mit linearen Operatoren (man vergleiche spéter
Definition 2.4.2). Insbesondere sei daran erinnert, dass die (vollen) Operator-stabilen
Verteilungen gerade den moglichen schwachen Grenzwerten von geeignet normierten
Partialsummen unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvektoren entsprechen (siehe
Theorem 2.4.4). Priméres Ziel dieser Arbeit ist also die Konstruktion und Untersuchung
von Operator-stabilen sowie Operator-selbstahnlichen Zufallsfeldern (synonym: Vektor-
feldern) der Form {X(t) : t € RY}, wobei X(t) fiir alle t € R? ein R™-wertiger Zufalls-
vektor auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) sei.

Dabei hat sich methodisch die Verwendung von stochastischen Integralen nach so ge-
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nannten Zufallsmafen (independently scattered random measures) als dukerst praktikabel
erwiesen, wobei die Ausfithrungen in [29] bereits Zufallsmafe nahelegen, die auf geeigne-
ten Teilmengen des RY definiert sind, um schlussendlich die Eigenschaft der Operator-
Selbstahnlichkeit zu etablieren. Zugleich ist der nicht-deterministische Anteil der resul-
tierenden Zufallsvektoren X (¢) im Wesentlichen bereits in dem zugrunde liegendem Zu-
fallsmafs kodiert; die Realisierung Operator-stabiler Objekte bedingt also, dass das ver-
wendete Zufallsmafl bereits entsprechend verteilt ist. In diesem Zusammenhang hat sich
jedoch gezeigt, dass es in der Literatur kaum explizite oder zumindest ausreichend allge-
meine Beitrdge zu Operator-stabilen Zufallsmafen auf moglichst variablen Mengensyste-
men (man vergleiche spéter Definition 3.3.1) gibt. Vielmehr entsteht gerade im Kontext
a-stabiler Integraldarstellungen der Eindruck, dass bei der Verwendung vektorwertiger
Zufallsmafe stillschweigend auf die lediglich univariaten Ausfithrungen in [40] verwie-
sen wird, so auch in [29]. Diese wahrgenommene Diskrepanz miindete - aus zunéchst
rein pragmatischer Motivation - in einem zweiten Schwerpunkt dieser Arbeit, ndmlich
der fundierten Ausarbeitung multivariater Zufallsmafe auf so genannten §-Ringen sowie
des resultierenden Integralbegriffs fiir operatorwertige Funktionen. Dabei erwiesen sich
die univariaten Ergebnisse in [35] als passende Grundlage, um diese in moglichst breiter
Form zu ergénzen und auf den vektorwertigen Fall zu tibertragen. Die damit einhergehen-
den technischen Probleme konnten einerseits mit Hilfe der Beitrége in [9] zu vektoriellen
Mafen iberwunden werden. Andererseits, ndmlich im Zusammenhang mit der sich an-
schliekenden Integrationstheorie, gelang dank einiger Ideen aus [37] der Ubergang zu
hoheren Dimensionen. An dieser Stelle sei erwéhnt, dass der Zugang von [37] zwar die
Konstruktion von stochastischen Objekten mit Werten in abstrakteren Banachrdumen
erlaubt, dass diese dadurch aber von Beginn an auf eine spezielle homogene Sichtweise
(siche spéter (3.4) und Beispiel 3.6.3 (b)) eingeschrénkt sind und, dass dariiber hinaus
eine reichhaltige Folgerung fiir den Spezialfall endlicher Vektorrdume erschwert wird.
Dieses tiefe Verstdndnis ist aber gerade von Néten, um auch in diesem Fall noch prak-
tikable Existenzbedingungen interessanter Beispielfelder herausarbeiten zu kénnen und
um schlieflich eine durch [40] motivierte komplexwertige Sichtweise einzunehmen. Der
zuletzt genannte Aspekt findet dabei seit [40] noch seltener Eingang in die Literatur, so-
dass die hier geleisteten Beitrige zur multivariaten stochastischen Integration insgesamt
einen eigenstdndigen Wert erfahren.

Abschliefsend méchten wir den Begriff der Operator-Selbstédhnlichkeit in Anlehnung an
[29] recht weit fassen, um die Frage, ob ein gegebenenes Zufallsfeld diese Eigenschaft
besitzt, in moglichst allgemeiner Form charakterisieren zu kénnen. Dazu fiihren wir auch
eine denkbare Definition fiir den Anziehungsbereich eines Vektorfelds ein.

1.2 Aufbau und zentrale Ergebnisse der Arbeit

In Kapitel 2 ist der Name zunéchst Programm, so werden neben einigen Konventionen in
Abschnitt 2.1 vor allem die stets wiederkehrenden Eigenschaften des Matrizexponentials
wiederholt, ehe wir in Anlehnung an [5] die so genannten verallgemeinerten Polarkoordi-
naten einfiihren konnen. Letztere erlauben insbesondere die Betrachtung von homogenen



1.2 AUFBAU UND ZENTRALE ERGEBNISSE DER ARBEIT

und zuldssigen Funktionen, von denen wir gegen Ende dieser Arbeit profitieren werden.
Mit Hinblick auf [31], [40] und [19] kénnen die Abschnitte 2.3 und 2.4, in denen der
Leser sprichwortlich abgeholt wird, weitestgehend auch zu den Grundlagen gezéhlt wer-
den. Wir ergénzen die Inhalte jedoch an manchen Stellen, nicht zuletzt, um spéter auf
einige Ideen verweisen zu kénnen. Dabei 16sen wir die Definition der Operator-Stabilitat
zunachst von der Voraussetzung der Vollheit, um die angestrebten Integraldarstellungen
nachher universell mit dieser Eigenschaft versehen zu kénnen. Ferner soll die Teilklasse
der strikt Operator-stabilen Verteilungen akzentuiert werden, da diese wiederum eine
Obermenge der symmetrisch Operator-stabilen Verteilungen bilden, was auf eine weitere
Verallgemeinerung der bereits bekannten a-stabilen Integraldarstellungen hinausléuft.
Wie zuvor bereits angekiindigt, streben wir stochastische Integrale der Form [ f dM an,
wobei M ein independently scattered random measure ist und somit gewissermafsen die
Rolle des Integrators iibernimmt. Dabei bildet Kapitel 3 in erster Linie einen Teil der
gewiinschten Verallgemeinerung von [35] ab. Insbesondere wird sich herausstellen, dass
ein bijektiver Zusammenhang zwischen solchen Zufallsmafsen auf der einen und gewis-
sen deterministischen Objekten auf der anderen Seite besteht (sieche Abschnitte 3.3 und
3.6). Zu diesem Zweck werden wir vorbereitend vektorwertige Mafe betrachten, miis-
sen jedoch einige Modifikationen der Ausfithrungen in [9] vornehmen, da die zugrunde
liegende Struktur dort im Allgemeinen eine o-Algebra statt eines J-Rings ist. Letztere
werden in [35] jedoch zu knapp dargestellt, sodass sich in Abschnitt 3.1 zunéchst eine
grundlegende Untersuchung dieser Systeme empfichlt, was im Ubrigen iiberhaupt erst
die zentrale Aussage von Abschnitt 3.5 erlauben wird.

Kapitel 4 bildet das entsprechende Gegenstiick zu Kapitel 3, wobei die Charakterisie-
rung der beziiglich M integrierbaren Funktionen im Mittelpunkt steht und in Abschnitt
4.2 erfolgt. Die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Erweiterung steht hingegen eher in der
Tradition von [40]; wihrend dort, in einem univariat a-stabilen Spezialfall, die Klassen
der reell- respektive komplex-integrierbaren Funktionen jedoch zusammenfallen, ergeben
sich hier im Allgemeinen Unterschiede, die letztlich zu dem in Abschnitt 4.4 entwickelten
Kompromiss fithren, wéhrend Abschnitt 4.5 den fiir die geplanten Anwendungen beno-
tigten Spezialfall beleuchtet.

Den Ubergang zum zweiten Teil dieser Arbeit stellt nun Kapitel 5 dar: Wihrend wir
zunéchst im Wesentlichen den Ausfithrungen in [29] folgen werden, wird uns dann in Ab-
schnitt 5.2 eine Charakterisierung der Operator-Selbstahnlichkeit eines gegebenen Vek-
torfeldes iiber den zugehorigen Anziehungsbereich gelingen, den wir zuvor geeignet defi-
nieren werden.

Die Anwendungskapitel 6 und 7 markieren schliefflich den zentralen Inhalt des zweiten
Teils der vorliegenden Arbeit und untersuchen dabei die moving-average Integraldarstel-
lung

Xyp(t) := / [p(t — s)P~98 — ¢(—s)P 98] M(ds), teR? (1.1)
R4
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beziehungsweise die harmonische Integraldarstellung

Ron(t) = Re [ (09 = 1) o(s) Po(s) 9" Ni(ds), te R (1.2)
R4

Statt die beteiligten Komponenten sowie gefundenen Existenzbedingungen in (1.1) und
(1.2) ndher zu beschreiben, beschrinken wir uns fiir den Moment auf die Feststellung,
dass beide Darstellungen die entsprechenden Felder aus [29], [5] und [40] als Spezial-
fall beinhalten, im Allgemeinen jedoch echt Operator-stabile Randverteilungen besitzen.
Ferner erfiillen beide Darstellungen eine strikte Form der Operator-Selbstdhnlichkeit,
némlich

Vr>0:  {Xyp(rft)ite R 0Px, (1)t e RY, (1.3)
analog fiir )?(b’ p- Unter der Vielzahl an weiteren Eigenschaften wird sich herausstellen,
dass beide Darstellungen sowohl Gemeinsamkeiten als auch signifikante Unterschiede be-
sitzen. Insbesondere kénnen wir fiir einen echt Operator-stabilen Spezialfall der harmoni-
schen Darstellung, die iiberhaupt erst mit Hilfe unserer komplexwertigen Uberlegungen
zur Integrationstheorie moglich ist, die Existenz stetiger Modifikationen zeigen, man ver-
gleiche Abschnitt 7.3.
Der zuletzt genannte Abschnitt wird nicht nur den inhaltlichen Abschluss bilden, sondern
motiviert stellvertretend auch einen der zahlreichen ankniipfenden Aspekte, die Gegen-
stand von Kapitel 8 sind. Ferner findet dort implizit eine weiterfithrende Einordnung
dieser Arbeit in die bisherige Literatur statt.
Ein ausfiihrliches Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis sowie eine Liste der zitierten Quel-
len befinden sich schliefslich im Anhang.

1.3 Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich ausdriicklich bei Herrn Prof. Dr. Hans-Peter SchefHer fiir
sein jederzeit offenes Ohr, das in mich gesetzte Vertrauen und die Vielzahl an Ratschlidgen
bedanken, auch abseits des Campus. Seine Unterstiitzung steht zugleich beispielhaft fiir
das harmonische und stimulierende Arbeitsklima des Departments Mathematik an der
Universitédt Siegen. Auch der andauernden Hilfe und Geduld meiner Angehorigen gebiihrt
grofser Dank. Schlieflich freue ich mich, dass Herr Prof. Dr. Peter Kern sich bereit erklért
hat, die vorliegende Arbeit zu begutachten.



KAPITEL 2

Grundlagen

Neben einigen Bezeichnungen sollen in diesem Kapitel jene Ergebnisse bereitgestellt wer-
den, die wir wiederkehrend benutzen werden. Ausgehend von absoluten Grundlagen be-
trifft dies zunéchst das Matrixexponential und seine Vielzahl an Eigenschaften, mit deren
Hilfe wir auch das Konzept der verallgemeinerten Polarkoordinaten angeben kénnen. Im
Anschluss werden wir dann die notwendigen wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundla-
gen ansprechen.

Vorab sei bemerkt, dass wir hinsichtlich ihrer Darstellung zwischen Skalaren und (endlich-
dimensionalen) Vektoren in der Regel nicht unterscheiden méchten, insbesondere kann
die 0 kontextbezogen auch fiir den Nullvektor (0, ...,0) oder gar den Nulloperator stehen.
Ferner stellen wir Vektoren meistens in Komponentenform (beztiglich der Standardbasis)
dar und identifizieren R x R mit dem R? et cetera.

Wir beginnen mit einem allgemein bekannten Ergebnis, von dem man sich alternativ
aber auch mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung sowie der Konvexitét
von z — " (fir r > 1) leicht iberzeugen kann. Demnach gilt

(a+b)" <max{1,2" "'} (a" +b") fiir alle a,b,7 > 0. (2.1)

Da wir nun im weiteren Verlauf ausschlieflich multivariate Felder betrachten werden und
Aussagen iiber die zugehorigen endlich-dimensionalen Verteilungen (Randverteilungen)
treffen mochten, kommt man im Gegensatz zum univariaten Fall mit Hilfe des Cramér-
Wold-Devices haufig nicht mehr zum Ziel. Die nachfolgende Beobachtung wird sich daher
fiir uns trotz ihrer Einfachheit als wichtig erweisen.

Lemma 2.0.1
Seien {X (j) : j € J} und {Y(j) : j € J} zwei Familien von R"-wertigen Zufallsvektoren
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(auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum) zu einer beliebigen Indexmenge J.
Falls man fiir alle £ € N und ji, ..., jix € J sowie uy, ..., ur € R zeigen kann, dass

E (eiZf=1<X<J'z)vw>> ) (eizé"=1<yul>,ul>) 7

so gilt:
(X():je Ty 2 y@)jean

Beweis. Geméf der Definition der endlich-dimensionalen Verteilungen (solcher Familien
von Zufallsvektoren) ist eben fir all jene jq, ..., jp zu zeigen, dass

X = (X(j1)s oo X)) £ (Y (1), Y (i) = Y-

Nach dem Eindeutigkeitssatz (der Fouriertransformation) geniigt also der Nachweis von
E (ei<X’“>> =K (ei<Y’“>) fiir alle u € R¥™.

Dabei lisst sich jedes solche u € RF™ in eindeutiger Weise schreiben als u = (u1, ..., uz)
mit u; € R (fiir [ = 1,..., k). Per Definition des Standardskalarprodukts folgt dann die
Behauptung. O

2.1 Lineare Operatoren und Matrixexponential

Wir werden in einem der kommenden Abschnitte sehen, dass Operator-stabile Verteilun-
gen mafgeblich durch lineare Operatoren beschrieben werden. Gleiches gilt spéter fiir das
Konzept der Operator-Selbstdhnlichkeit. Insbesondere die so genannten Exponentialma-
trizen werden sich dabei als zentral erweisen, sodass sich an dieser Stelle eine ausfiihrliche
Wiederholung dieser Konzepte empfiehlt. Aufsetzend auf obigen Bemerkungen beginnen
wir jedoch mit einigen Vereinbarungen; man beachte auch das Symbolverzeichnis.

Konvention 2.1.1
Wenn nicht anders gekennzeichnet, bezeichne ||z|| fir z € R™ die euklidische Norm. In
gleicher Weise unterstellen wir als Operatornorm die von der jeweiligen Vektorraumnorm
induzierte Norm, fiir A € L(R"™) gelte also
IA|l ;== max ||Az|| = max || Az]|. (2.2)
=<1 ll=l|=1
Dies hat den Vorteil, dass sich die Operatornorm einerseits submultiplikativ verhélt und

andererseits vertraglich gegeniiber der zugrunde liegenden Vektorraumnorm zeigt, d.h.
fir alle A, B € L(R") und = € R" gilt

[AB[ < [A[ll[BI| - sowie [[Az| < [|A]|]z]

Dabei ordnen wir den Elementen aus L(R™) stets in eindeutiger Weise eine entsprechende
n x n Matrix mit reellen Eintrdgen zu (et vice versa) und stellen Vektoren des R™ in
Koordinatenform dar, jeweils beziiglich der Standardbasis im R™.
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Definition 2.1.2

Jede Matrix A € L(R"™) kann via A(x+1iy) := Az +iAy auch als linearer Operator auf C"
interpretiert werden. Insbesondere definieren wir die Eigenwerte eines linearen Operators
stets als kompleze Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Dabei bezeichne o(A)

das Spektrum von A, d.h. die (nichtleere) Menge der Eigenwerte. Weiter definieren wir
fir A € L(R™):

Aa:=min{Re A: A€ 0(A)}, As:=max{Re A: X e€o(A)}.
Schlieflich sei Q(R") := {A € L(R") : A4 > 0}.

Wir definieren nun fiir A € L(R") und s > 0 beliebig das Matrizezponential als die
(stets konvergente) Potenzreihe

— 1
s = exp{(Ins)A Z— Ins)? A7 € L(R™),

:()j

wobei A? := I,,. Die nachfolgenden Rechenregeln dhneln dabei den iiblichen Potenzge-
setzen und werden daher im weiteren Verlauf intuitive Verwendung finden.

Eigenschaft 2.1.3
Fiir alle A, B € L(R") und s,t > 0 gilt:

st =s.1,.
s4sB = ¢ATB — ¢BgA ynd s4B = tBs4, falls A und B kommutieren.

sAtA = (st)A.

)
)
)
)
e) s? ist invertierbar mit der Inversen s=4 = (1/s)4.
) o(s4) = {s}: A € o(A)} fiir alle s > 0.

) Die Abbildung (0,00) > s — 54 € GL(R") ist stetig.
) det(s4) = s,

)

Die Adjungierte (hier: Transponierte) von s ist durch s gegeben.

Beweis. (a) und (b) folgen unmittelbar per Definition, (c¢)-(e) und (g) sind die Aussagen
von Proposition 2.2.2 respektive Proposition 2.2.11 in [31], wobei die zweite Teilaussage
von (c) aus der ersten folgt, da mit A und B auch (Ins)A und (Int)B kommutieren.



2.1 LINEARE OPERATOREN UND MATRIXEXPONENTIAL

Teil (f) entnimmt man Satz 19.7 in [15], wihrend Aussage (h) der Folgerung 5.1.5 in [14]
entspricht. Da schliefslich

*
n n

1 o 1 o "1 o
> ﬁ(lns)]AJ => ﬁ(lns)J(A]) => ﬁ(lns)] (A*)I
j=0 =0 j=0
fiir alle n € N, bleibt die Aussage auch im Grenzwert erhalten, d.h. (i) gilt. O

Absolut essentiell ist fiir uns in diesem Zusammenhang die folgende Abschétzung der
Operatornorm, fiir die wir der Idee von Proposition 2.1 in [30] folgen. Man vergleiche
auch Lemma 3.2 in [2], wo sich unter Beriicksichtigung der Spektralzerlegung des entspre-
chenden Operators (wie in Theorem 2.1.4 bei [31]) sogar eine noch schérfere findet, die
fiir unsere Zwecke jedoch vorerst nicht von Vorteil ist.

Proposition 2.1.4
Sei A € L(R™). Dann existieren fiir alle so > 0 und 6 > 0 Konstanten C, Cy > 0, sodass

Aq—6 i <
||5AH§ Cis ir 0 < s < sg,

Cy shatd fijr 5 > S0-

Beweis. Nach Theorem 2.2.4 in [31] gilt zuniichst allgemein: [|s~*s%2| — 0 kompakt
gleichméfig in x € R™ und fiir s — oo, solange o > A 4. Durch Betrachtung der (kom-
pakten) Menge S~ zusammen mit (2.2) folgt also, dass ||s~®s?|| fiir s — oo ebenfalls
gegen Null konvergiert. Sei § > 0 beliebig, dann erhélt man fiir o := A4 + § unmittelbar:

lim ||s~(Aat)s4| = 0. (2.3)
§—00
Wir nehmen nun zunéchst an, dass A4 > 0. Dann gilt fiir B := — A insbesondere, dass
Ap = —)A4 und es folgt:
lim [|s~ P49 s4|| = lim [|s?M 0574 = lim ||s~ A8 +)sB| =0,
s—0 5—+00 s—00

indem wir (2.3) auf B anwenden. Zusammen mit der Stetigkeit der Abbildung s +— s4

implizieren also die beiden letzten Aussagen die Endlichkeit der Ausdriicke

Cr:= sup [|s~ M A und Oy := suplls~ a4 (2.4)
0<s<so 8§20
Dank der Homogenitéit der Norm schreibe man schlieRlich ||s?|| = s*=9||s~(Aa=0) g4,

dann folgt die gewiinschte Abschétzung fiir 0 < s < sg, ganz analog fiir s > sq.

Bleibt der Fall, dass A4 < 0. Dann wihle man ein v > |\ 4], sodass die Behauptung nach
dem bisher Gezeigten und wegen Aaq7, = Aa +7v > 0 fir A’ :== A + I, mit gewissen
C1,Ch > 0 gilt. Somit folgt aber fiir 0 < s < sg auch, dass

s = s77||s4|| < Cls™7srt1=8 = ¢ a0,

Analog geht man unter Berticksichtigung von A g7 = Ay + vy fiir s > s vor. O



2.2 VERALLGEMEINERTE POLARKOORDINATEN

Falls A diagonal ist, so kann das zugehorige Exponential explizit angegeben werden,
was zur folgenden Verbesserung der Aussage fiihrt.

Korollar 2.1.5

Falls A € L(R") von der Form A = diag(ay, ..., ay) ist, so gilt s4 = diag(s™, ..., s%) fiir
alle s > 0. Ist A zumindest diagonalisierbar, so kann die Abschétzung der Operatornorm
wie in Proposition 2.1.4 auch fiir § = 0 vorgenommen werden.

Beweis. Sei A zuniichst diagonal. Wegen A7 = diag(a{, ...,a%) fiir alle j € N folgt die
Darstellung von s4 in diesem Falle unmittelbar per Definition (komponentenweise Be-
trachtung der Potenzreihe). Mit Hinblick auf die nachstehende Bemerkung betrachten
wir nun ohne Einschrénkung die ||-|[;-Norm und erhalten fiir alle 0 < s < s (fest):

n

n
1541 = ZS“’“ = Z(s/so)aksg’“ < max{s!, ..., 50"} -n - (s/s0)M =: C ™.
k=1 k=1

Unter Beriicksichtigung von max{ay, ...,a,} = A4 geht man ganz analog fiir s > sg vor,
wobei dann (s/sg) > 1 gilt.

Wenn schlieflich A nur diagonalisierbar ist, dann existieren also ein P € GL(R"™) und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = PDP~!. Somit folgt nach Proposition 2.2.2 (e) in [31] fiir
alle s > 0, dass s = PsP P~!. Bekanntlich besitzen aber D und A das gleiche Spektrum,
sodass die gewiinschte Abschitzung wegen

sl = [|1PsP P~ < PP~ 1s”]
mit obiger Uberlegung folgt. O
Bemerkung 2.1.6. Da auf R” und L(R"™) alle Normen &quivalent sind, gelten die genann-
ten Abschétzungen natiirlich auch fiir jede andere Operatornorm, lediglich mit anderen

Konstanten Cp,Cy > 0. Ferner erkennt man sofort, dass ||s?|| — 0 fiir s — 0, sofern
Aa > 0.

2.2 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

Uns werden im weiteren Verlauf immer wieder so genannte verallgemeinerte Polarkoordi-
naten als zentrales Hilfsmittel begegnen. Dariiber hinaus werden wir gewisse Funktionen-
klassen definieren, die nur mit dem Konzept dieser Polarkoordinaten verstanden werden
konnen. Dabei beginnen wir in Anlehnung an [31] und [5] mit Letzteren.

Lemma und Definition 2.2.1
Sei B € Q(R™) beliebig. Dann ist mittels

1
[E4lPz ::/]sBa;Hds, z € R” (2.5)
0



2.2 VERALLGEMEINERTE POLARKOORDINATEN

eine Norm ||-|| g auf R™ erklért, sodass die Abbildung Up : (0,00) x Sp — I', := R™\ {0},
definiert durch

Up(s,0) = 5P,
ein Hom6omorphismus ist, wobei Sp := {x € R" : |z||[p = 1}. Wir bezeichnen das
(eindeutige) Paar (75(z),1p(x)) := U5 (v) als verallgemeinerte Polarkoordinaten von x
(unter B); 7(z) = 7p(x) wird radiale Komponente und I(z) = lg(x) wird Richtungskom-
ponente genannt.

Beweis. Dies ist die Aussage von Lemma 6.1.5 in [31]. O

Offensichtlich ist Sp eine kompakte Teilmenge des R™, wihrend die Abbildungen 7(-)
und [(-) insbesondere stetig sind. Die folgenden Rechenregeln wurden grofitenteils in [5]
gelistet und unterstreichen dabei noch einmal die Sinnhaftigkeit der jlingsten Bezeich-
nungen. Aus Griinden der Vollstédndigkeit geben wir auch einen kurzen Beweis an.

Eigenschaft 2.2.2
In der Situation von Lemma und Definition 2.2.1 gilt:

)
)
(c) 7(sPz) = s7(x) fiir alle s > 0 und = € T',.
) 1(sBl(x)) = I(z) fiir alle s > 0 und = € T,.
) Sp={r eR": 7(x) =1}.

)

7(sP0) = s fiir alle s > 0 und 6 € Sp.

Beweis. Mit der Polarkoordinatendarstellung von x € I',, gilt zunéchst
—z = —7(2)Pl(z) = 7(2)P (~l(x)).

Da mit [(x) auch —I(x) € Sp, folgen (a) und (b) aus Griinden der Eindeutigkeit. Mit
dem gleichen Argument folgt (d) und wegen

sBr = sPr(x)Pl(z) = (s7(x)Pl(2)

auch 7(sPx) = s7(z), d.h. (c) gilt. Weiterhin liegt auch Teil (e) wieder die Eindeutig-
keitsaussage zugrunde: So folgt wegen z = I,z = 1Pz, dass 7(z) = 1, wenn = € Sp
(geméfs der urspriinglichen Definition von Spg). Gelte umgekehrt 7(x) = 1, so erhalten
wir

Izl = I7(2)"l(2) |5 = [171(=)] 5 = [(2)llz =1,

da l(z) € Sp. Somit folgt aber auch, dass z € Sp und daher insgesamt die Behauptung.
Fiir (f) liest man schlieklich (c¢) zusammen mit (e). O

10



2.2 VERALLGEMEINERTE POLARKOORDINATEN

Das néchste Ergebnis entspricht im Wesentlichen der Aussage von Lemma 2.1. in [5]
und ist ebenso von zentraler Bedeutung, da es einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen 7(-) und ||-|| herstellt. Auch hier existieren inzwischen prézisere Abschétzungen,
die fiir unsere Zwecke jedoch zu unhandlich sind, man vergleiche beispielsweise Corollary
3.4 in 2] und Lemma 2.2 in [27].

Proposition 2.2.3
Sei B € Q(R™). Dann gilt fiir alle § > 0 und sg > 0:

(a) Es existieren Konstanten Cy,Cy > 0 mit

Chl|lz||YAB 70 < rp(x) < Cylz||YA2~%  fiir alle x mit () < so.

(b) Es existieren Konstanten C3, Cy > 0 mit

Csllz||A2 70 < rp(z) < Cyllz)|V B+ fiir alle & mit () > so.
Falls B diagonalisierbar ist, so kann wieder § = 0 gewéhlt werden.

Beweis. Ohne Einschrankung betrachte man |[|-|| 5. Dann kann man - unter Berticksich-
tigung von Proposition 2.1.4 und Korollar 2.1.5 - die Ausfiihrungen zu Lemma 2.1 in [5]
(fir 0 < § < 1/Ap) in analoger Weise aufgreifen. Fir 6 > 1/Ap gelten die obigen
Ungleichungen dann mit dem nachfolgenden Korollar aber insbesondere. O

Vor allem wissen wir also fir B € Q(R"), dass 7g(z) — 0 (fiir x — 0) beziehungsweise
T(x) — oo (fiir ||z]| = 00). Somit kann 75(-) durch 75(0) := 0 stetig fortgesetzt werden.
Aus Griinden der Ubersicht notieren wir noch die folgende Beobachtung.

Korollar 2.2.4
7p bildet (von der Null weg) beschriankte Mengen in I, auf (von der Null weg) beschriank-
te Mengen in (0, 00) ab. Gleiches gilt entsprechend fiir das Urbild 75"

Wie schon in (2.5) stehe dz nachfolgend fiir das Lebesguemaf respektive fiir die Inte-
gration nach dem Lebesguemafk.

Lemma 2.2.5
Sei B € Q(R™). Dann existiert ein eindeutiges, endliches Mak o = op auf (Sp,B(SB)),
sodass fiir alle f € L(R", dx) gilt:

/ f(x)de = 73““”—1 / F(sP0) o (dh) ds.
0

R™ SB

Beweis. Dies ist die Aussage von Proposition 2.3 in [5]. O

11



2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

Selbstverstédndlich kann mit Hilfe der vorangegangenen Formel auch getestet werden,
ob f € LY(R",dx) gilt (fiir mefbares f). Wie bereits angekiindigt, sollen noch zwei
spezielle Klassen von Funktionen definiert werden. Dabei wird sich die gerade genann-
te Integrationsformel vor allem fiir die Betrachtung homogener Funktionen als niitzlich
erweisen.

Definition 2.2.6
Sei B € Q(R"). Eine Funktion ¢ : R — C heifit B-homogen, falls ¢(sBx) = s ¢(x) fiir
alle s >0und z € T',,.

Mit 75(0) = 0 handelt es sich bei 75 geméf Eigenschaft 2.2.2 (c) also um ein (stetiges)
Beispiel fiir eine B-homogene Funktion. Generell ist eine B-homogene Funktion ¢ wegen

¢(x) = ¢(mp(z)Plp(x)) = 8(z) ¢(Ip(x)), €Ty,

bereits vollstandig durch ihre Werte auf Sp U {0} festgelegt. Ist ¢ dariiber hinaus zu-
mindest auf Sp stetig sowie strikt positiv (hdufig fordern wir dies sogar auf I';,), so folgt
wegen der Kompaktheit von Sp, dass

= mi < = . .
0 <mg:= min P(0) < M, max P(f) < o0 (2.6)

Die Voraussetzung fiir (2.6) ist also insbesondere durch die folgenden Funktionen gegeben.

Definition 2.2.7
Seien 8 > 0 und B € Q(R™). Eine stetige Funktion ¢ : R"™ — [0, 00) heifst (5, B)-zuldssig,
falls gilt:

(1) ¢(z) > 0 fiir alle z € T'y,.

(ii) Fir 0 < A < B beliebig existiert jeweils eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle
x € R" mit A < ||z|| < B und fiir alle y € R" die folgende Implikation gilt:

) <1 = ¢z +y)— ()| < Crpy)”. (2.7)

Konstruktive Beispiele fiir die beiden genannten Klassen finden sich in [5], wir werden
spater darauf zurtickkommen. Dabei gilt nach Remark 2.9 in [5] notwendigerweise § < A\p
fiir jede (53, B)-zuléssige Funktion.

2.3 Unendlich-teilbare Verteilungen

Der Titel dieses Abschnitts zeigt bereits an, dass es sich auch hier weitestgehend um
Grundlagen (der Wahrscheinlichkeitstheorie) handelt. Dabei sind die Operator-stabilen
Verteilungen, auf die im néchsten Abschnitt sowie dem hinteren Teil dieser Arbeit unser

12



2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

Hauptaugenmerk gerichtet sein wird, eine Teilklasse der unendlich-teilbaren Verteilun-
gen, welche wiederum geeignete Werkzeuge liefern, allem voran die Lévy-Khintchine-
Darstellung. Ferner dient dieser allgemeinere Standpunkt der Vorbereitung auf die an-
gestrebte Erweiterung der Ergebnisse aus [35]. Wir folgen dabei im Wesentlichen den
Ausfithrungen in [31] und beschriinken uns auf die fiir uns relevanten Aspekte. Ahnlich
umfangreiche Darstellungen findet man diesbeziiglich beispielsweise auch in [41].

Vorab sei bemerkt, dass sich die folgenden Definitionen und Aussagen stets dquivalent in
die Sprache von Zufallsvektoren, charakteristischen Funktionen und Mafen bzw. Vertei-
lungen iibersetzen lassen. Folglich beschrinken wir uns stets auf jeweils eine dieser Sicht-
weisen, wobei wir den R™ (beziehungsweise kontextbezogen entsprechende Teilmengen)
stillschweigend immer mit der Borelschen (Spur-)o-Algebra versehen und ihre Elemente
Borelmengen nennen.

Bekanntlich heikt ein Wahrscheinlichkeitsmak u € M(R™) unendlich-teilbar, falls fiir
alle k € N ein py € MY(R") existiert, sodass

Wi = kK g = (2.8)
wobei * die Faltung bezeichne und py, die (eindeutige) k-te Wurzel von p genannt wird.
Theorem 2.3.1
Sei u € M!(R™) unendlich-teilbar mit Fouriertransformierter i. Dann gilt:

(a) u(t) #0 fur alle t € R™.
(b) Es existiert eine eindeutige stetige Funktion ¢ : R” — C mit 1(0) = 0 und
i) =e¥® teR"

¢ wird log-charakteristische Funktion von p genannt (und ist im Allgemeinen nicht
als komplexe Logarithmusfunktion zu verstehen).

Beweis. Theorem 3.1.2 in [31]. O

Die Aussage in Teil (b) gilt generell fiir jede Fouriertransformierte ¢ = [ (eines be-
schrankten Mafes ;) ohne Nullstellen, insbesondere definieren wir in diesem Fall fiir
¢ > 0 beliebig:

©°(t) ==Yt e R™ (2.9)

Falls ¢ jedoch die Fouriertransformierte eines unendlich-teilbaren Mafles p ist, so erkennt
man mit Hilfe des folgenden Theorems unmittelbar, dass ¢¢ dann die Fouriertransfor-
mierte eines ebenfalls unendlich-teilbaren Mafes ist, welches wir mit u¢ bezeichnen. Aus
Griinden der Eindeutigkeit entspricht x'/* der k-ten Wurzel von .

13



2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

Theorem 2.3.2 (Lévy-Khintchine-Formel) (a) Sei y € M!(R") unendlich-teilbar.

Dann besitzt o die log-charakteristische Funktion

i(t, x)

a1 i(he) _q _
() =ila,t) 2<t,Qt)+/<e t 1 e

n

) v(dz), teR" (2.10)

fiir ein a € R™, eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix @@ € L(R"™) sowie
ein Lévymaf v auf T'), (siche Bemerkung 2.3.3 (b)).

Die Darstellung in (a) ist eindeutig, d.h. falls ¢ eine weitere Darstellung wie in
(2.10) fiir entsprechende o/, Q" sowie v/ geniefit, so folgen a = d/,Q = Q' und
v =v'. Wir schreiben: p ~ [a, @, v].

Gegeben ein a € R", eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix @ € L(R"™)
sowie ein Lévymaf v auf T',,, dann existiert ein unendlich-teilbares u € M (R"),
dessen log-charakteristische Funktion durch (2.10) gegeben ist.

Beweis. Theorem 3.1.11 in [31] oder Theorem 8.1 sowie Remark 8.4 in [41]. O

Bemerkung 2.3.3. (a) Der Vektor a € R™ wird Shift oder Punktmaflanteil genannt,

(b)

wihrend die quadratische Form R™ > t +— (¢, Qt) bereits eindeutig durch @ be-
stimmt ist (man vergleiche Corollary 2.1.9 in [31]). @ bzw. die dadurch erzeugte
quadratische Form werden Gauflanteil genannt.

Ein (o-endliches) Mak v auf T, heilt Lévymaf, falls
/mim{l7 |2||*} v(dz) < oco. (2.11)
Iy

Gegebenenfalls kann man Lévymafe auch mit jenen Maflen v auf R™ identifizieren,
fiir die neben (2.11) gilt, dass v({0}) = 0.

Die Bestandteile der Lévy-Khintchine-Formel erlauben die nachstehenden Konvergenz-
kriterien, die wir uns im Anschluss entsprechend zunutze machen werden. Insbesondere
mochten wir die mutmaklich bekannte Aussage von Theorem 2.3.5 formulieren und der
Vollstandigkeit halber auch beweisen. Vorbereitend:

Lemma 2.3.4

Eine Folge von unendlich-teilbaren Wahrscheinlichkeitsmafen (g )geny auf R™ mit Lévy-
Khintchine-Darstellungen py ~ [ak, Qk, vi] konvergiert genau dann schwach gegen &y,
wenn gilt:

(a)
(t)

Fiir alle von der Null weg beschriankten Borelmengen A C '), gilt: vix(A) — 0.

ar — 0.

14



2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

(c1) Qr — 0 (in L(R™)).
(co) Fiir alle t € R™ gilt:

lim lim / (t,x)* vy (dx) = 0.

e—0 k—oo
{z:0<]|z||<e}

Beweis. Es gilt g ~ [0, 0, 0]. Beachtet man nun die dortigen Sprechweisen (insbesondere
die so genannte Konvergenz in M), so folgt nach Theorem 3.1.16 in [31] (speziell fiir gg
als Grenzmaf): py konvergiert genau dann schwach gegen ey, wenn neben (a’) und (b')
die folgende Aussage fiir alle ¢t € R™ erfillt ist:

lim lim / ()% vp(da) + (, Qut) | = 0. (2.12)

e—0 k—oo
{z:0<||z||<e}

Dabei haben wir erneut den eindeutigen Zusammenhang zwischen positiv-semidefiniten
quadratischen Formen auf R™ und den sie erzeugenden Matrizen dieser Art genutzt.
Bleibt zu zeigen, dass (¢1) und (c2) zusammen &quivalent zu (2.12) sind. Gelte also
zunéchst (2.12), so definieren wir

&k(e,t) == §](€1)(5,t) + §,(€2)(t) = / (t,x)? vp(dz) + (t,Qxt), k€N,
{z:0<lz]|<e}
wobei {(e,t) € [0,00) fiir ¢ > 0 und ¢ € R™ beliebig, aber fest den nach (2.12) exis-
tenten Limes bezeichne. Dann ist die Folge (§,(€2) (t))ken beschriankt (andernfalls wére
wegen der Nichtnegativitat von (5,(61)(5, t))ken und (f,(f) (t))ken insbesondere (& (e,t))ren
unbeschrankt, Widerspruch). Damit besitzt jede Teilfolge von (fl(f) (t)) eine konvergente
Teilfolge; bezeichne (5,53) (t))ien eine solche konvergente Teilfolge. Dann konvergiert auch

(gg)(g, t))ien entlang dieser Teilfolge und wir erhalten

§et) = lim g7 (e, )+ lim §7(0).

€[0,00) €[0,00)

Mit (2.12) folgt sogar, dass {,(j) (t) — 0 (fiir | — o00), da dieser Limes unabhéngig von ¢ ist.
Zusammenfassend besitzt also jede Teilfolge von (£ ,(62) (t)) eine weitere gegen 0 konvergente

Teilfolge, was dquivalent dazu ist, dass (f,gz) (t)) bereits eine Nullfolge ist. Damit folgt (c1)
nach Corollary 2.1.9 in [31]. Dies zusammen mit (2.12) liefert dann aber unmittelbar auch
(c2). Dass (1) und (c2) umgekehrt (2.12) implizieren, ist offensichtlich. O

Die folgende Charakterisierung beinhaltet dariiber hinaus auch ein Argument, auf das
wir uns spater beziehen werden.
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2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

Theorem 2.3.5

Eine Folge von unendlich-teilbaren Wahrscheinlichkeitsmafen (ux)gen auf R™ mit Lévy-
Khintchine-Darstellungen pp ~ [ak, Q, Vx| konvergiert genau dann schwach gegen &g,
wenn gilt:

(a) ar — 0,

(b) @k — 0 (in L(R")),

(c)
/min{l, |2]|*} vi(dz) — 0. (2.13)
I'n

Beweis. Vor dem Hintergrund von Lemma 2.3.4 miissen wir lediglich zeigen, dass (2.13)
dquivalent zu (a’) und (c2) aus Lemma 2.3.4 ist.

Gelte zunédchst (2.13) und sei A C I'), eine von der Null weg beschriankte Borelmenge,
dann existiert insbesondere ein 0 < § < 1 mit A C {z : ||z|| > 0} und wir erhalten, dass

vi(A) < wvp({z : ||zl = 6})

<w [ lPua+ [ in
{z:0< ||| <1} {z:||||>1}
<L a2l i (d) + — 1 vy (de)
— 62 52
{z:0<|lzl<1} {z:||[|>1}

1 .
— 5 [ min{L ]} ),
I'n

d.h. (a’) gilt bereits nach (2.13). Andererseits folgt mit der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz fiir alle e > 0 und ¢t € R", dass

<t7 l’>2 Vk(dx)
{z:0<||z||<e}
< )P / |2 v ()

{z:0<||z||<e}

< 1) / ) v (d) + €2 {/ 1y (d)

{z:0<||z||<1} {z:1<]|z||<e}
< ||75||2(1+€2)/min{1,||96||2}Vk(dﬂ?)-
Tn
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2.3 UNENDLICH-TEILBARE VERTEILUNGEN

Der letztgenannte Ausdruck konvergiert nun nach (2.13) wieder gegen Null (unabhéngig
von ¢) fiir k — oo, somit folgt insbesondere (c2).
Umgekehrt erkennt man sofort, dass mit (a’) fiir alle € > 0 gilt:

min{1, ||z} vi(dz) < / Lyp(de) = vi({z : [|z]| = €}) =0,
{z:l|=[ =} {:]|z)|>e}
d.h.
min{1, ||z||*} v (dz) — 0.
{a:[|=]| =}

fiir alle € > 0. Wir zeigen nun noch, dass

limsup limsup / |2 ||? vi(dz) = 0. (2.14)
e—0 k—ro0
{z:0<||z||<e}
Denn dann wiirde nach endlicher Anwendung der Subadditivitéit des Limessuperiors sowie
der Tatsache, dass wir ohne Einschrankung € < 1 unterstellen konnen, insgesamt folgen:

k—o0

lim sup /min{l, ]|?} v (dz)
I

= limsup limsup / min{1, ||z|*} v (dz) + / min{1, ||z|*} vk (dz)

e—0 k—o00
{z:0<||z||<e} {z:)|z||>¢}

<limsup limsup / ||| vg (de)
e—0 k—ro0
{z:0<]|z||<e}

+ limsup limsup / min{1, ||z||*} v (dz)
e—0 k—o0
{w:[|z|| >}

=0,

d.h. (2.13) gilt, da die betrachtete Folge nichtnegativ ist. Also bleibt mit Hilfe von (c2) zu
zeigen, dass (2.14) gilt. Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst fiir alle a = (aq, ..., a,) €
{—1,1}" =: J die Mengen

My = {x = (v1,....;zn) € R"|a;z; > 0 oder a;1)(z;) = 1 fiir alle i = 1, ...,n}.

Dann ist der R™ als endliche sowie disjunkte Vereinigung der M,,a € J darstellbar und
fiir a € J beliebig, aber fest folgt:

limsup lim sup / |z||* 1 5z, vi(d)
e—0 k—o0
{z:0<||z||<e}
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2.4 OPERATOR-STABILE VERTEILUNGEN UND WEITERE SPEZIALFALLE

= limsup limsup / (o1 |* + ... + |zq|H) L as, vi(de)
e—0 k—o00
{z:0<||z||<e}

< limsup limsup / (Jo1| 4 o + |2a])? L as, vi(d)
e—0 k—ro0
{z:0<||z||<e}

= limsup limsup / (a, )1 5y, v (de)

e—0 k—ro0
{z:0<||z||<e}
< lim lim (a,z)? v (dz)
e—0 k—oo
{z:0<||z||<e}

indem man (cz) speziell fiir ¢ = a liest, d.h. der uspriingliche Ausdruck hat ebenfalls den
Wert Null. Die folgende Ungleichung (vergleiche oben) liefert nach dem zuvor Gezeigten
also (2.14):

lim sup lim sup / || v (dz) < Zlim sup lim sup / l|2]|* 1 az, vi(dz).
e—0 k—o00 oy 0 k—o00
{z:0<||z||<e} @ {z:0<]|z||<e}

2.4 Operator-stabile Verteilungen und weitere Spezialfille

Wie angekiindigt also nun jene Verteilungen, die als direkte Verallgemeinerung der a-
stabilen Verteilungen verstanden werden konnen, wobei die Begrifflichkeiten fiir n = 1
zusammenfallen; die genaueren Zusammenhénge sollen gegen Ende dieses Kapitels in
aller Kiirze beleuchtet werden. Dabei gibt es verschiedene Moglichkeiten, Operator-stabile
Verteilungen zu definieren. Jene in [31] beispielsweise geht jedoch a priori davon aus, dass
die betrachtete Verteilung hinreichend interessant ist. Das bedeutet:

Definition 2.4.1

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf 1 € M*!(R™) heikt voll, falls keine Hyperebene H C R" mit
w(H) = 1 existiert. Entsprechend nennen wir einen R"™-wertigen Zufallsvektor voll, falls
dies auf die zugehorige Verteilung zutriftt.

Wir mdéchten den zentralen Begriff dieses Abschnitts zundchst ohne diese Einschrén-
kung einfithren, ehe wir im Anschluss wieder die Verbindung zu den Resultaten in [31]
herstellen (vergleiche auch [19]). Dabei betrachten wir Zufallsvektoren auf einem nicht
néher spezifizierten Wahrscheinlichkeitsraum, denn die folgenden Aussagen sind nur von
den jeweiligen Verteilungen abhéngig.

18



2.4 OPERATOR-STABILE VERTEILUNGEN UND WEITERE SPEZIALFALLE

Definition 2.4.2
Ein R"-wertiger Zufallsvektor X (respektive die zugehorige Verteilung p := £(X)) heifst
Operator-stabil, falls fiir alle k € N ein A € GL(R™) und ein a; € R™ existieren, sodass

Ak(Xl—i-...-i-Xk)—FakiX, (2.15)

wobei (X));en eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter (kurz: i.i.d.) Zufallsvekto-
ren mit £(X7) = p sei. Falls a;, = 0 fiir alle & € N, so nennen wir X strikt Operator-stabil.

Der Vorteil dieser Definition ist unter anderen, dass man die Klasse der Operator-
stabilen Verteilungen anhand von (2.8) unmittelbar als Teilmenge der unendlich-teilbaren
Verteilungen erkennt. Genauer sind die k-ten Wurzeln einer Operator-stabilen Verteilung
w durch py = L(ArX + ax/k) gegeben. Auferdem ist (2.15) natiirlich dquivalent zu der
Forderung

X1+ o+ X £ A X + 7, (2.16)
fiir alle k € N und geeignete A € GL(R™) sowie aj € R™.

Definition 2.4.3

Y, Y1, Y5, ... sei eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren in R™ und X ein weiterer R™-wertiger
Zufallsvektor. Wir sagen, dass Y im wverallgemeinerten Anziehungsbereich von X liegt,
falls eine Folge (Ag)ren C L(R™) und eine Folge (ar)reny C R™ existieren, sodass

Schreibweise: Y € GDOA(X).

Folgendes Theorem zeigt somit, dass unsere Definition - zumindest im Falle voller
Verteilungen - dquivalent zu der in [31] ist.

Theorem 2.4.4
Sei X ein voller, R"-wertiger Zufallsvektor. Es gilt: X ist Operator-stabil genau dann,
wenn GDOA(X) # 0.

Beweis. Sei X (mit Verteilung p := £(X)) zunéchst Operator-stabil, d.h. (2.15) gelte
entsprechend. Dann ist fiir diese Folge von Operatoren (Ay) und Vektoren (ax) auch
insbesondere (2.17) erfiillt, indem man eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren Y, Y7, Y5, ...
mit £(Y) = p betrachtet, d.h. X € GDOA(X), insbesondere: GDOA (X)) # 0.

Gelte umgekehrt GDOA(X) # (), so ist X zusammen mit der vorausgesetzten Vollheit
gerade Operator-stabil im Sinne von Definition 3.3.24 in [31]. Damit greift fiir einen
geeigneten Operator B € L(R™) und eine geeignete Folge (as)s>0 C R™ die Aussage des
nachfolgenden Theorems. Insbesondere ist (2.16) dann auf Basis von (2.18) mit Ay, := k?
erfiillt, d.h. X ist auch Operator-stabil geméf unserer Definition. O
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2.4 OPERATOR-STABILE VERTEILUNGEN UND WEITERE SPEZIALFALLE

Das folgende Ergebnis stellt fiir uns die wichtigste Charakterisierung dieses Abschnitts
dar, wobei wir nun stellvertretend wieder die Sichtweise von Mafsen einnehmen.

Theorem 2.4.5

Ein volles Wahrscheinlichkeitsmaf p € M!(R") ist genau dann Operator-stabil, wenn
es unendlich-teilbar ist und wenn ein Operator B € L(R"™) sowie geeignete Vektoren
(as)s>0 C R™ existieren, sodass fiir alle s > 0 gilt:

1 = (sPp) x eq,. (2.18)
Beweis. Das ist nach dem zuvor Gezeigten die Aussage von Theorem 7.2.1 in [31]. O

Bemerkung 2.4.6. (a) Solch ein Operator B ist im Allgemeinen nicht eindeutig (man
vergleiche Theorem 7.2.11 in [31]) und wird Ezponent von p genannt. Wir definieren
allgemein fiir eine volle, Operator-stabile Verteilung 1 € M'(R") (beziehungsweise
fir X mit £(X) = p):

E(p) :=E(X) :={B e L(R"): B ist Exponent von u}.

Fiir alle B € £(u) gilt jedoch Ap > % und A > %, wenn g keinen Gauflanteil
besitzt. In jedem Falle sind die Eigenwerte mit Realteil % einfache Nullstellen des
Minimalpolynoms von FE.

Weiter besagt Theorem 7.2.1 in [31], dass u in eindeutiger Weise als Faltungspro-
dukt 4 = p1* e geschrieben werden kann, wobei u; ein auf V; konzentriertes Wahr-
scheinlichkeitsmafs und V; ein B-invarianter Unterraum (i = 1,2) mit R” = V; @V,
ist. Dabei ist p1 ein volles Operator-stabiles Maf (auf V1) ohne Gaufanteil und po
eine volle Normalverteilung (auf V3). Schliefslich enthélt das Spektrum von Bly, nur
Eigenwerte mit Realteil grofer % und das von Bly, entsprechend nur Eigenwerte
mit Realteil gleich %

(b) Nach Remark 7.2.10 in [31] besitzen alle Exponenten von X (voll) sogar das gleiche
reelle Spektrum und fiir B € £(X) beliebig gilt:

E(|X||”) < oo firalle0<p<1/Ap.
Falls Ap > 1/2 (vergleiche Teil (a)), so gilt zusétzlich

E(]| X||?) = co fiir alle p > 1/Ap.

(c) Gelegentlich rechnen wir (2.15) nur fiir Operatoren der Form Aj = k® nach und
nennen die zugrunde liegende Verteilung dann (strikt) Operator-stabil mit Expo-
nenten B; selbst dann, wenn die Frage der Vollheit von X offen ist. Falls X jedoch
voll ist, so ist mit p := £(X) in jedem Falle klar (siehe Lemma 2.2 in [24]): u ist
genau dann strikt Operator-stabil, wenn (2.18) ohne Shifts erfiillt ist, d.h. wenn
as = 0 gewdhlt werden kann (fiir alle s > 0).
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2.4 OPERATOR-STABILE VERTEILUNGEN UND WEITERE SPEZIALFALLE

Mit der Eindeutigkeit des Lévy-Khintchine-Tripels und Proposition 4.3.2 in [19] er-
kennt man, dass (2.18), wobei u ~ [, Q, V], stets

s-Q=55Qs% und s-v=(s5) (2.19)

fiir alle s > 0 impliziert; insbesondere erbt (s®v) die Lévymafeigenschaft von v. Umge-
kehrt ist mit (2.19) auch stets (2.18) fiir geeignete a erfiillt. Diese Shifts sind dann aber
in jedem Falle eindeutig, wie der Beweis von Proposition 4.3.2 in [19] zeigt, namlich:

B B
I B sCx sCx
as = (s’ —s — — v(dz), s>0. 2.20

o= " /(1+||sBa:H2 1+Hmu2> (dz) (2.20)

n

Bemerkung 2.4.7. Falls 1 ¢ o(B) fiir ein volles, Operator-stabiles Mafs p mit B € E(u),
so existiert nach Corollary 4.9.3 in [19] immer ein z¢ € R™ derart, dass p/ := px*ey, strikt
Operator-stabil ist (ebenfalls mit B € E(u')).

Da die Exponentialfunktion im Komplexen prinzipiell nicht injektiv ist, lohnt es sich
noch, die folgende Beobachtung zu notieren.

Korollar 2.4.8
p € MYR") erfiille (2.18) fiir ein B € L(R") sowie eine Familie von Shifts (as)so.
Ferner bezeichne ¢ die log-charakteristische Funktion von p. Dann gilt fiir alle s > 0 und
te R™

s p(t) = 9(s57) + ila,.1).

Beweis. Rechnet man mit dem gleichen Eindeutigkeitsargument wie zuvor beziehungs-
weise dem Beweis zu Proposition 4.3.2 in [19] unmittelbar nach, man vergleiche (2.9). O

Wir méchten einerseits noch kurz auf den wichtigen Spezialfall der stabilen Verteilun-
gen eingehen. Andererseits ergeben sich Vorteile, wenn man strikte oder gar symmetrische
Operator-stabile Verteilungen betrachtet. Vor dem Hintergrund von Korollar 2.4.8 werden
sich die strikt Operator-stabilen Verteilungen fiir uns sogar als ausreichend praktikabel
erweisen. Genauer ist 1) dann eine B*-homogene Funktion. Dass dies in der Regel keine
nennenswerte Finschrankung darstellt, zeigte bereits Bemerkung 2.4.7, soll aber auch
mit der folgenden Aussage unterstrichen werden. In diesem Zusammenhang erinnern wir
daran, dass ein Mak p auf dem R"™ symmetrisch genannt wird, falls u(A) = u(—A) fiir
alle A € B(R").

Eigenschaft 2.4.9
Falls 4 € M'(R") Operator-stabil und symmetrisch ist, so ist u auch strikt Operator-
stabil.

Beweis. Bekanntlich ist u ~ [v,Q, ] genau dann symmetrisch, wenn v symmetrisch ist
und wenn v = 0 gilt (erneutes Eindeutigkeitsargument). Falls nun (2.15) also fiir alle
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k € N mit einem A € GL(R") und einem aj € R" erfiillt ist, so folgert man wie im
Kontext von (2.20), dass

—(kl-A —/ — dz), keN.
ae = (K — Ay <1+HAkwu? 1 a2 ) )

n

Das liefert wegen v = 0 sowie der Symmetrie von v die Behauptung, da der zuvor
genannte Integrand ungerade ist (fiir alle £ € N). O

Die Umkehrung der obigen Aussage ist im Allgemeinen falsch, wie bereits die Ein-
punktmafie zeigen. Wir mochten nun noch eine konkrete Darstellung fiir das Lévymaf
Operator-stabiler Verteilungen angeben, die einen klaren Bezug zu dem entsprechenden
Exponenten herstellt. Das folgende Theorem ist also mit (2.19) zu lesen, jedoch nicht mit
Lemma 2.2.5 zu vermischen.

Theorem 2.4.10

Seien v ein Lévymaf auf I';, und B € Q(R™) derart, dass fiir alle s > 0 gilt: s-v = (sBv).
Dann existiert ein endliches Maf A auf Sp (vergleiche Lemma und Definition 2.2.1),
sodass fiir alle Borelmengen A C T, gilt:

T 1
v(A) = 14(s20)= ds A(dh),
J [

wobei A die Darstellung
AD)=v({sP0:0e D,s>1}), DeB(Sp)
geniefst. A wird Spektralmafl von v genannt.

Beweis. Nach Definition von ||-||g und Q(R") ist dies die Aussage von Theorem 6.1.7
in [31], insbesondere gehdren Lévymafke zu der dort definierten Klasse M. O

Wir méchten die gerade zitierte Darstellung natiirlich auch konkret fiir die Integration
nach solchen Mafsen nutzen, was uns zu so genannten Mischungsintegralen fihrt. Durch
Betrachtung einfacher Funktionen und Anwendung des Satzes von Beppo-Levi iiberzeuge
man sich daher von der folgenden Aussage.

Bemerkung 2.4.11. In der Situation von Theorem 2.4.10 gilt fiir alle meftbaren Abbil-
dungen f: T',, — [0, 00):

/ (@) v(dz) = / 7 f(sBe)SizdsA(de).
T, Sp O
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Natiirlich kann man v auch wieder als trivial fortgesetztes Mafs auf R™ interpretie-
ren und entsprechend Funktionen f : R™ — [0,00) betrachten. Schlieflich sind wir an
konkreten Beispielen Operator-stabiler Verteilungen interessiert, genauer an einer Art
Umkehrung der Aussage in Bemerkung 2.4.6 (a). Aus Griinden der Einfachheit verzich-
ten wir hier auf Beispiele mit Gauflanteil, iibernehmen jedoch die Konstruktionsidee aus
Theorem 2.4.10. Uber den Fall A\g = % wird dariiber hinaus in Theorem 4.6.12 in [19]
eine entsprechende Aussage getroffen, insbesondere erhebt das folgende Beispiel keinen
Anspruch auf Exklusivitat.

Beispiel 2.4.12
Sei B € Q(R™) mit Ap > % beliebig. Dann existiert ein Operator-stabiles Wahrschein-
lichkeitsmaR pu € MY(R™) mit B € £(u).

Beweis. Sei also solch ein B gegeben, dann wéhle man ein beliebiges, endliches Maf A
auf Sp und definiere damit ein weiteres Maf v (auf I';,) durch

7 1
v(A) = 14(s50)= dsA(dh), A e B(T,).
J [

Die Mafeigenschaft ist klar, bleibt zu zeigen, dass v sogar ein Lévymals ist. Dazu fixieren
wir ein 0 < 6 < % und machen uns klar, dass einerseits ein C7 > 0 existiert, sodass fiir
alle 0 < s <1 und @ € Sp gilt:

|sB0| < C1s*B70.
Andererseits existiert ein Cy > 0, sodass fiir alle s > 1 und 0 € Sp gilt:
|sB0|| > Cos™B 0.

Neben ||f||p = 1 folgen beide Aussagen nach Proposition 2.1.4, wobei man fiir die zweite
Aussage mit Hilfe von Proposition 2.1.3 (b) in [31] schreibt: |[sZ0| > ||6]|/[|(s71)5].
Wegen A\p — § > 0 existieren also insbesondere ein 0 < s; < 1 und ein so > 1, sodass fiir
alle 0 € Sp gilt:

1520 <1, falls 0<s<s;

beziehungsweise
|sP6] > 1, falls s > sy.

Damit rechnet man schlieklich unter Einbeziehung von Bemerkung 2.4.11 nach:

[ min{, o)} v(do)
T'n

b 1 7 1
— [ 12001t octinn670) 5 dsA@0) + [ [ 1 qupagony(576) 5 dsA(at)
SB 0 SB 0
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! 1 r 1
< [ 1500780y (9) 5 ds A@0) + [ [ 1y ds M),
Sg 0 Sp 0

Wahle nun ein € > 0 derart, dass Ap — e > % Dann schétzen wir den Normausdruck
wieder mit Proposition 2.1.4 und einer geeigneten Konstante C' > 0 ab, wobei ohne

Einschrankung ||6]| <1 fiir alle 6 € Sp gelte.

<C / / 52“5‘5)]1(0,82)(5)5%dsA(d@)+ / 57 A(dF)
SB 0 SB
52

= A(Sp) |C / s?As=e=D) g 4 571
0

< 00

nach Wahl von ¢ und da A endlich ist. v ist also ein Lévymafs, nach Theorem 2.3.2
(c) existiert folglich ein u € MY (R™) mit u ~ [0,0,v]. Weiter rechnet man mittels
Substitution (beachte 26 € s~B(A) < (st)P € A) fiir eine beliebige Borelmenge A C T,
sowie s > 0 nach:

(s7v)(A) = v(s~7(4))

T 1
://]IS_B(A)(tBG)thtA(dH)
Sp O

= i 2B 1 shdz
_//]1A( 0) e dz M)
Sp 0

_ s//]lA(zBe)l2 dz A(d6)
z
Sp O

=s-v(A).

w erfiillt wegen des fehlenden Gaufmafanteils also insgesamt (2.19), d.h. p ist Operator-
stabil mit B als Exponenten und die Shifts berechnen sich entsprechend tiber (2.20). O

Bemerkung 2.4.13. (a) Meistens ist man wieder an vollen Beispielen interessiert. Dies
ist nach Proposition 3.1.20 in [31] fiir x# genau dann der Fall, wenn das zugehérige
Lévymak v auf keiner Hyperebene von R"™ getragen ist. Man kann zeigen, dass
dies im Falle < supp(A) >= R" sichergestellt ist. Eine mogliche Wahl fiir A wére
beispielsweise die Gleichverteilung auf Sp.

(b) Falls A symmetrisch ist, so auch v, was wegen dem fehlenden Punktmafanteil
impliziert, dass p dann sogar symmetrisch (also insbesondere strikt) Operator-
stabil ist.
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Wie zuvor ndhern wir uns dem Spezialfall der stabilen Verteilungen wieder iiber eine
so genannte Stabilitdtsgleichung:

Definition 2.4.14
Ein R"-wertiger Zufallsvektor X (beziehungsweise die zugehorige Verteilung p := £(X))
heifst stabil, falls fiir alle k& € N eine reelle Zahl ¢ # 0 und ein dj € R™ existieren, sodass

(X1 + o+ Xp) + di, £ X, (2.21)

wobei (X));en eine Folge von i.i.d. Zufallsvektoren mit £(X7) = p sei. Falls dj, = 0 fiir
alle k € N, so nennen wir X strikt stabil.

Es gelten nun analoge Aussagen und Charakterisierungen wie im Falle Operator-
stabiler Verteilungen. Wir verzichten jedoch auf die zugehorigen Beweise, zumal es sich
dabei im Wesentlichen um eine Abschrift der vorherigen handelt, man vergleiche [31].

Bemerkung 2.4.15. Die stabilen Verteilungen sind also eine Teilmenge der Operator-
stabilen (man betrachtet konkret Operatoren der Form Ay = ci I, in (2.15)), wobei die
Begrifflichkeiten fiir n = 1 zusammenfallen und sich Gaufs- und Lévymafanteil dann vor
dem Hintergrund von Bemerkung 2.4.6 gegenseitig ausschliefsen. Wenig iiberraschend
ergeben sich daher die folgenden Beobachtungen:

(a) Man sagt, der Zufallsvektor Y liegt im Anziehungsbereich des Zufallsvektors X,
wenn (2.17) fiir Operatoren der Form Ay = ¢ I, mit ¢ € R erfiillt ist. Schreibweise:
Y € DOA(X). Und es gilt: Ein voller Zufallsvektor X ist genau dann stabil, wenn
DOA(X) # 0.

(b) Weiterhin ist eine volle Verteilung € M (R") genau dann stabil, wenn sie
Operator-stabil mit B = a I, € £(u) ist, wobei a € R. Mit Hinblick auf Bemer-
kung 2.4.6 gilt dann notwendigerweise a > 1/2 und a := 1/a € (0,2] wird Index
von p genannt. Sprechweise: p ist a-stabil.

Neben der oben genannten Quelle ist im Zusammenhang von stabilen Verteilungen
insbesondere auch [40] als Referenz zu nennen. Zum Abschluss dieses Kapitels greifen
wir noch eine géngige Konvention auf, die fiir n = 1 ebenfalls in [40] zu finden ist.

Definition 2.4.16

Wir nennen einen C"-wertigen Zufallsvektor Z unendlich-teilbar (Operator-stabil, stabil,
voll et cetera), wenn dies entsprechend auf den R?"-wertigen Zufallsvektor (Re(Z),Im(Z))
zutrifft.

Ganz analog fiihrt man die Unabhéngigkeit von komplexwertigen Zufallsvektoren auf die
Unabhéangigkeit von reellwertigen Zufallsvektoren zuriick.
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KAPITEL 3

Independently scattered random measures

Fernziel ist die Konstruktion von Zufallsvektoren {iber stochastische Integrale; die Rolle
des Integrators wird dabei von so genannten independently scattered random measures
iibernommen, die daher nun in moglichst allgemeiner Form untersucht werden sollen.
Diese Zufallsmafe zeichnen sich durch ihre hohe Flexibilitdt hinsichtlich des zugrunde
liegenden Definitionsbereichs aus, sodass wir uns an dem abstrakten Zugang aus [35]
orientiert haben. Andere Beitriage zur stochastischen Integration nutzen alternativ sto-
chastische Prozesse auf R, als Integrator, zum Beispiel solche mit unabhéngigen Zu-
wachsen. Dieser Zugang ist fiir unsere Zwecke und mit Hinblick auf Kapitel 5 jedoch eher
ungeeignet.

3.1 /-Ringe und Mengenfunktionen

Wir beginnen mit der Einfiihrung von d-Ringen, die sich im weiteren Verlauf als passende
Struktur erweisen werden.

Definition 3.1.1
Sei S eine nicht-leere Menge. Ein Mengensystem S C Pot(S) heift d-Ring (auf S), falls
gilt:

(6
A BeS = AUBES,

0)
)
d) A, BeS = A\BeS,
) (ApnenCS = (0,40 €S,
)

(4
3 n)nEN C S mit Ufzozl Sn =GS.
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3.1 6-RINGE UND MENGENFUNKTIONEN

Gegeben (dg) — (03), so ist (d4) offensichtlich dquivalent zu der Existenz einer aufstei-
genden oder auch paarweise disjunkten Folge (Sp)neny €S mit o2, Sn = S.

Lemma 3.1.2
Sei S ein 4-Ring auf S. Dann gilt:

VAeS YMeo(S): ANMES.

Beweis. Indem wir D := {M € o(S)|VA € § : ANM € S} definieren, gentigt es
zu zeigen, dass 0(S) C D. Nun ist S nach (d3) insbesondere schnittstabil ist, d.h. wir
erhalten S C D. Da o(S) zugleich die kleinste o-Algebra ist, die S enthilt, geniigt es
schlieflich zu zeigen, dass D eine o-Algebra auf S ist.

Wegen ANS = A fiir alle A € S, ist S € D offensichtlich. Dass D hingegen abgeschlossen
unter Komplementbilldung (beziiglich S) ist, sieht man wie folgt ein: Sei M € D beliebig,
d.h. ANM € S fiir alle A € S. Dann folgt nach (d2) und wegen der Schnittstabilitdt von
S auch, dass

ANM =A\M=A\(AnM)eS,

ebenfalls fiir alle A € S, d.h. M¢ € D. Sei schlieklich (M,,),en C D beliebig, d.h.
VAeS VYvneN: ANM,e€S.

Dann folgt fiir beliebiges A € S:

Am(fj Mn> = ﬁA\Mn: ﬁA\(AﬂMn)GS
n=1

n=1 n=1

wie zuvor und unter Zuhilfenahme von (d3). Damit haben wir gezeigt, dass (Une; My)*
in D liegt, dank der bereits gezeigten Abgeschlossenheit von D unter Komplementbildung
folgt somit aber die Behauptung. O

Das folgende Beispiel stellt eine gute Verbindung zu dem gerade formulierten Lemma
her. Selbstverstindlich ist jede o-Algebra ein 0-Ring und jeder J-Ring ein Ring (d.h.
(00) — (92) sind erfiillt). Insbesondere sei daran erinnert, dass Ringe bereits schnittstabil
sind.

Beispiel 3.1.3
Sei (S, X, p) ein o-endlicher Mafraum. Dann definiert

Sy ={AeX|nA) < oo}

einen /-Ring (auf S). Weiter erzeugt S, die o-Algebra 3, d.h. o(S,) = X.

Beweis. (d4) ergibt sich gerade aus der geforderten o-Endlichkeit von p, wihrend die
anderen Eigenschaften unmittelbar aus der Monotonie und Subadditivitdt von p sowie
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3.1 6-RINGE UND MENGENFUNKTIONEN

p(0) = 0 folgen, d.h. S, ist ein 0-Ring. Fiir die Zusatzaussage ist ahnlich wie zuvor nur
¥ C 0(Sy) zu zeigen. Selen also A € X beliebig, aber fest und (Sy)nen C S, eine Folge
wie in (d4). Dann kénnen wir schreiben:

A=AnS=JAnS,

n=1

mit (AN Sy,) < pu(Sy) < oo, da S, € S,. Insbesondere folgt AN S, € S, C o(S,) fir
alle n € N. Und da o(S,,) als o-Algebra abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen
ist, erhalten wir schlieklich A € o(S,,). O

Das vorangegangene Beispiel unterstreicht, dass J-Ringe im Allgemeinen nicht abge-
schlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen sind. Die folgende Eigenschaft wird sich fiir
uns trotz ihrer Einfachheit jedoch als hilfreicher Ausweg erweisen.

Lemma 3.1.4
Sei S ein 6-Ring und A € S beliebig. Dann gilt fiir jede Folge (A,)neny € S mit A, C A
(n € N), dass U2 1 A, € S.

Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen gilt offensichtlich:
oo o
U 4. = A\ (A\ UAn>.
n=1 n=1

Wegen (J2) bleibt also zu zeigen, dass der hintere Ausdruck zu S gehort. Dazu schreiben
wir

A\UAn— (AN An)
n=1

und nutzen (J2) sowie (d3). O

Wir méchten nun vektorwertige Abbildungen auf solchen Mengensystemen betrachten
und fiihren zu diesem Zweck die nachstehenden Definitionen ein.

Definition 3.1.5
Sei S ein Ring (auf einer Menge S # 0)), V' ein normierter Vektorraum und 7': § — V/
eine beliebige Abbildung (auch Mengenfunktion genannt).

(a) T heilt additiv oder vektorieller Inhalt, falls gilt:
(i) 7(0) =0,

k
(i) T(Up_y An) =) T(Ay) fiir alle Ay,..., Ay, € S disjunkt und k € N.

n=1

(b) T heifst o-additiv oder vektorielles Pramafs, falls gilt:
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3.1 6-RINGE UND MENGENFUNKTIONEN

(i) T (U2, An) ZT fiir alle (Ap)nen C S disjunkt mit (J52; A, € S.
Ist § dariiber hlnam eine o-Algebra, so nennen wir T ein vektorielles Mafs.

Bemerkung 3.1.6. (a) Ist V endlich-dimensional und 7' : § — V (o-)additiv, so ist
offensichtlich auch jede der Komponentenfunktionen (o-)additiv.

(b) Die Konvergenz der Reihe in (b)(ii) ist - beziiglich der Vektorraumnorm - absolut
zu verstehen. V' soll dabei in speziell gekennzeichneten Situationen auch [0, oo]
entsprechen diirfen (man vergleiche den néchsten Abschnitt). Dann handelt es sich
zwar um keinen (normierten) Vektorraum mehr, die absolute Konvergenz ist jedoch
weiterhin erklért (zumindest als Element in [0, co]).

Bei dem folgenden handelt es sich gewissermafien um ein Standardresultat aus der
klassischen Maftheorie.

Proposition 3.1.7
Sei S ein Ring, V ein normierter Vektorraum und 7' : & — V ein vektorieller Inhalt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) T ist ein vektorielles Pramafs.

(b) T ist stetig von unten, d.h. fiir jede Folge (A, )peny € S mit A, T A und A € S gilt:

lim T(A,) = T(A).

n—oo
(c) T ist stetig von oben, d.h. fir jede Folge (Ay,)peny € S mit A, | Aund A € S gilt:

lim T(A,) = T(A).

n—oo

(d) T ist (-stetig, d.h. (c) gilt entsprechend fiir jede Folge (A, )peny C Smit A, | 0 =: A

Dabei sind die jeweiligen Grenzwerte in beziiglich der entsprechenden Vektorraumnorm
in V' zu verstehen.

Beweis. Die Aussage entspricht einer Abschrift des bekannten Resultats fiir [0, oo]-wertige
Inhalte. Da wir jedoch hier fordern, dass T'(A) € V fiir alle A € S, entféllt die sonst {ibli-
che Endlichkeitsbedingung in den Punkten (c) und (d), insbesondere gilt die Implikation
(¢) = (b) ohne weitere Voraussetzungen. Siehe beispielsweise Satz 1.36 in [23]. O
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3.2 TOTALE VARIATION

3.2 Totale Variation

Ziel dieses Abschnitts ist es, die gerade eingefiihrten vektorwertigen Objekte wieder mit
herkémmlichen (Pra-)Mafen zu assoziieren. Dies geschieht mit dem Begriff der totalen
Variation, wobei wir uns in weiten Teilen an den entsprechenden Ausfiihrungen in [9]
und [26] orientieren. Da dort jedoch im Allgemeinen o-Algebren anstelle von (J)-Ringen
betrachtet werden, miissen wir die jeweiligen Aussagen auf unsere Situation erweitern.

Definition 3.2.1
Seien S ein Ring und 7' : § — V eine Mengenfunktion, wobei V' ein normierter Vektor-
raum ist. Dann definieren wir die Abbildung |T'| : § — [0, co] durch

IT|(A) :==supq > IT(A4)]: Q€T(A) p, AE€S,
A;€Q

wobei
II(A) == {{A1, ..., A} : A1, ..., A, € S paarweise disjunkt mit A; C A,n € N}.

Die Abbildung |T'| wird totale Variation von T' genannt und T selbst ist von beschrinkter
Variation, falls |T'|(A) < oo fiir alle A € S.

Offensichtlich gilt |T'|(A) < |T|(B), falls A C B. Auferdem kénnte man in der Definiti-
on von II(A) auch nur jene Familien {4, ..., A, } paarweise disjunkter Mengen aus S zu-
lassen, deren Vereinigung bereits A entspricht, da sonst die Familie { Ay, ..., 4,11} € II(A)
mit

n
A=A\ J4; €8
j=1
stets einen mindestens gleich grofsen Beitrag zum Supremum leistet. Mit dem folgenden
Theorem ist offensichtlich das zu Beginn des Abschnitts formulierte Vorhaben realisiert.

Theorem 3.2.2
Seien S ein Ring, V' ein normierter Vektorraum und 7' : § — V ein vektorielles Pramafs.
Dann ist |T| ein Pramaf auf S (mit Werten in [0, oo]).

Beweis. |T|(0) = 0 ist klar. Dass |T'| hingegen additiv ist, zeigt man analog zu III 1.,
Lemma 6 in [9]. Insbesondere macht der entsprechende Beweis nicht davon Gebrauch,
dass die zugrunde liegende Mengenstruktur dort stéarker als ein Ring ist. Fiir die o-
Additivitat von |T| konnen wir uns an der Beweisidee zu III 4., Lemma 7 in genannter
Quelle orientieren, selbst wenn die eigentliche Aussage dort eine andere ist. Sei also
(Ap)nen C S eine Folge paarweise disjunkter Mengen mit A := (77 A,, € S. Dann folgt
mit der zuvor bemerkten Monotonie sowie der gerade gezeigten (endlichen) Additivitat
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von |T'| fiir alle k € N:

k k
T(A) = |T| <U An) = ITI(A,).
n=1 n=1
Somit gilt
D ITI(A,) < |TI(A),
n=1

wobei auf beiden Seiten auch oo stehen kann. Andererseits gilt fiir @ € II(A) beliebig,
aber fest:

2 ITB) =) IT(BNA)

BeQ Be@
=Y T BN A
BEQ
=S| rnay
BeQ "

dank der o-Additivitat von 7. Weiter:

<SS rBna)

Be@n=1

=> > ITBNA4)].

n=1BeQ

Schlieflich gilt {4, N B : B € Q} € II(A4,) fiir alle n € N, d.h.

<3 ITI(An).
n=1

Dabei ist der letzte Ausdruck unbhéngig von @ € II(A), sodass insgesamt auch die
umgekehrte Ungleichung gilt. O

Die folgende Aussage ist eng angelehnt an das entsprechende Resultat in [26]. Nichts-
destotrotz ist unsere Definition der totalen Variation etwas anders, sodass neben der
Betrachtung von d-Ringen (anstelle von o-Algebren) ein verkiirzter Beweis sinnvoll er-
scheint. Dabei beachte man stets, dass |T'(+)| # |T|(-)-

Theorem 3.2.3

Seien S ein 6-Ring, V' ein endlich-dimensionaler, normierter Vektorraum und 7': § — V
ein vektorielles Pramaf. Dann ist T von beschréankter Variation.
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Bewets. Besitze V' die Dimension n, so konnen wir ohne Einschrankung den K" betrach-
ten (es existiert ein isometrischer Isomorphismus), wobei wir uns auf den Fall K = R
konzentrieren (sonst Betrachtung von Real- und Imaginérteil). Gelte zunéchst n = 1.
Angenommen, es existiert ein A € S mit |T'|(A) = oo, so muss eine Folge (Qx)ren C II(A)
mit Zé’;l |T'(Ajx)| > 2k existieren, wobei Qi = {A1, ..., Ay, )} fiir alle & € N. Durch
Unterscheidung der jeweiligen Vorzeichen muss dann aber fiir alle & € N auch jeweils eine
Teilauswahl Q) C Q mit

Y T(B)>k oder Y T(B)< -k

BeQj, BeQr\Qy,

existieren. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass Q) = Qj, (sonst Cj unten
entsprechend definieren), d.h. \Zé’;l T(Ar)| > k fir alle £ € N. Indem wir C}, :=
Ay pU---UA,, i € S setzen und lediglich die endliche Additivitét von 7" ausnutzen, folgt
also, dass |T'(C)| > k fiir alle £ € N. Anders: Zu A € S mit |T|(A) = oo und K > 0
beliebig existiert immer eine Teilmenge A’ C A aus S mit |T'(A”)] > K. Somit kann man
nun analog zu Theorem 8 (Kapitel XI, Paragraph 3) in [26] verfahren, um - beginnend mit
Dy = A - eine absteigende Folge (Dy)geny C S mit |T'(Dg)| > k zu konstruieren, wobei
man davon Gebrauch macht, dass nach Theorem 3.2.2 fiir B C A aus S insbesondere
gilt: |T'|(A) = |T|(A\ B) + |T|(B). Dies liefert jedoch den gewiinschten Widerspruch,
denn T ist als o-additive Abbildung stetig von oben (man vergleiche Proposition 3.1.7),
wahrend S gerade (d3) erfiillt, d.h.

VoT (Ql Dk) = lim T(Dy)
im Widerspruch zu |T'(Dy)| > k fiir alle k € N.

Falls schlieflich n > 1 gilt, so sind nach Bemerkung 3.1.6 (a) auch die Komponenten-
funktionen 7U) : § — R fiir j = 1,...,n o-additiv. Dann folgt fiir alle A € S und
Q € II(A):

YT =D Ym0 =) Y 1TV <Y ITV|4)
A;eQ AjeQ =1 =1 A;eQ =1

per Definition der totalen Variation, wobei der letzte Ausdruck nicht nur unabhéngig von
Q € TI(A), sondern nach dem bereits Gezeigten auch endlich ist. Somit folgt aber wegen
der Aquivalenz aller Normen auf R auch, dass |T'|(A) < oc. O

Wir haben gerade gesehen:

Korollar 3.2.4
Seien S ein §-Ring und 7' : & — R" ein vektorielles Pramafs. Dann existiert ein C' > 0,
sodass fiir alle A € S gilt:

T[(A) < Czn: 70](4).
=1
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Nun wiirden wir (zumindest komponentenweise) gerne eine Aussage im Sinne der Hahn-
Jordan-Zerlegung fiir unsere Abbildungen T nutzen kénnen. Dies ist aber auf §-Ringen
nicht moglich; stattdessen werden wir mit den folgenden Objekten arbeiten.

Definition 3.2.5
Seien S ein é-Ring und T : § — R o-additiv. Dann definieren wir die positive Variation
T+ sowie die negative Variation T~ fiir alle A € S durch

THA) = STIA) + T(A)), T (4) = L(TI(4) - T(A))

Eigenschaft 3.2.6
In der Situation von Definition 3.2.5 gilt:

(a) T=T% —T" sowie |[T| =T+ +T".

(b) TF und T~ sind o-additiv mit Werten in [0, 00).

Beweis. Teil (a) ist klar, insbesondere sind nach Theorem 3.2.3 alle Ausdriicke wohldefi-
niert. Weiterhin wissen wir fiir alle A € S, dass {A} € TI(A4), d.h. |T'(A4)| < |T|(A), somit
folgt die Nichtnegativitat von T" beziehungsweise T~. Wegen T () = T~ (0) = 0 bleibt
also fiir (b) nur noch der Nachweis der o-Additivitit, wobei wir lediglich 7" betrachten
(fiir T~ analog). Sei dazu (Ay)neny C S wieder eine beliebige Folge paarweise disjunkter
Mengen, dessen Vereinigung zu S gehort. Dann folgt mit der o-Additivitdt von T und
|T| (vergleiche Theorem 3.2.2):

T+ (U An> = % (Z IT|(An) + ZT(A,») = T (4,).
n=1 n=1 n=1 n=1

Theorem 3.2.7
Seien S ein 4-Ring und 7' : § — R ¢-additiv. Dann gilt fiir alle A € S:

TH(A) =sup{T(B): B€Sund B C A}
sowie

T (A)=—inf{T(B): B€ Sund B C A}.

Bewets. Unter den genannten Voraussetzungen kann man den zentralen Teil des Beweises
von III 1., Theorem 8 in [9] auf unsere Situation anwenden, um die Behauptung fiir
T+ zu erkennen. Insbesondere sind die dortigen Argumente auch fiir 5-Ringe zuliissig.
Offensichtlich erfiillt nun auch T := —T die obigen Voraussetzungen und es gilt wegen
| = T'| = |T| (im Sinne der Definition der totalen Variation):

Tt = (| -T|-T)= (7| -T) =T~
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Damit folgt der zweite Teil der Behauptung nach dem bisher Gezeigten (angewandt auf
T') und unter Beriicksichtigung von sup —M = —inf M (fiir eine Beispielmenge M). [O

Korollar 3.2.8
Seien S ein 6-Ring und T : § — R g-additiv. Dann existieren fiir alle A € S und fiir alle
e >0 Mengen Ay, Ay € S mit A; C A (fiir ¢ = 1,2), sodass

IT|(A) < T(A1) — T(As) +e.

Beweis. Per Definition des Infimums beziehungsweise des Supremums folgt die Aussage
unmittelbar nach Theorem 3.2.7, da [T| =T+ +T". O

3.3 Implikationen im unendlich-teilbaren Fall

In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen fiir independently scattered ran-
dom measures, die jedoch nur leicht voneinander abweichen. Wahrend wir uns auf solche
mit Werten in R™ (respektive spéater in C™) fokussieren, wird sich zeigen, dass J-Ringe
fiir unsere Zwecke der geeignetste und zugleich allgemeinste Definitionsbereich sind, um
reichhaltige Ergebnisse zu erzielen. Daher machen wir dies von Beginn an zum Bestand-
teil der Definition. Weiter bezeichnen wir fiir einen abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum
(9, A,P) die Menge aller R™-wertigen Zufallsvektoren darauf durch

LO°(Q,R™) := {X : Q — R™| X ist A-B(R™)-mekbar}.

Wenn nicht anders gekennzeichnet, so ist der Zusatz fast sicher in diesem Zusammenhang
immer hinsichtlich P zu verstehen.

Definition 3.3.1

Sei S ein 4-Ring auf einer Menge S # . Eine Abbildung M : S — L°(Q,R™) wird
independtly scattered random measure (auf S mit Werten in R™) genannt, falls die beiden
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) Fiir jede endliche Auswahl paarweise disjunkter Mengen A, ..., A, € S sind die
Zufallsvektoren M (A1), ..., M(A,;) stochastisch unabhéngig.

(2) Fiir jede Folge (Ay)nen paarweise disjunkter Mengen mit U2 ; A, € S gilt:

M (U An> = Z M(A,) fast sicher.
n=1 n=1

Falls M (A) dartiber hinaus fiir alle A € S unendlich-teilbar ist, so nennen wir M selbst
unendlich-teilbar (vergleiche spater Korollar 4.2.11).
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Man beachte, dass die resultierende Nullmenge in (2) jeweils von der betrachteten
Folge abhéngt, insbesondere ist M (-,w) fiir festes w € Q im Allgemeinen kein vektoriel-
les (Pra-)Mak auf S. Nichtsdestotrotz werden wir ein solches M haufig als Zufallsmafs
oder kurz ISRM bezeichnen. Weiter werden wir uns im Folgenden auf unendlich-teilbare
Zufallsmafse beschrianken, was vor dem Hintergrund der Ausfithrungen in Abschnitt 3.5
einerseits natiirlich erscheint. Andererseits erlaubt uns diese Annahme die angestrebte
Verallgemeinerung der Ergebnisse in [35] fiir die Félle m > 1, wobei wir ohne explizite
Betonung stets von einem J-Ring (auf S) ausgehen.

Theorem 3.3.2
Sei M ein unendlich-teilbares und R"-wertiges ISRM auf S mit M (A) ~ [ya,Q4, d4]
fiir alle A € §. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildung A — 74 ist ein vektorielles Pramak auf S (mit Werten in R™).

(b) Q4 ist fiir alle A € S symmetrisch sowie positiv-semidefinit und die Abbildung
A+ Q4 ist ein vektorielles Pramaf auf S (mit Werten in L(R™)).

(c) ¢4 ist fiir alle A € S ein Lévymaf auf R™ (vergleiche Bemerkung 2.3.3 (b)) und fiir
jede von der Null weg beschriankte Menge B € B(I'},) ist die Abbildung A — ¢ 4(B)
ein endliches Pramafs auf S (also mit Werten in [0, c0)).

Beweis. Aus (2) in Definition 3.3.1 folgt unmittelbar, dass M(0)) = 0 fast sicher und
somit auch, dass vy, Qp und ¢y dem jeweiligen Nullelement entsprechen, insbesondere gilt
¢g(B) = 0 fir jede Menge B wie oben angegeben. Seien nun A, ..., 4, € S paarweise
disjunkt, dann wissen wir mit dem gleichen Argument wie zuvor, dass

M(A;U---UA,) =M(A1) +---+ M(A,) fast sicher. (3.1)

Dabei sind aber M(A;),..., M(A,) nach (1) auch stochastisch unabhéngig, sodass fiir
alle t € R™ gilt:

E(M(A) + -+ M) () = [ EMIAN) 0 = exp | S wa, (0]

wobei 14 allgemein fiir A € S die log-charakteristische Funktion von M (A) (beziehungs-
weise der zugehorigen Verteilung) sei. Bezeichne nun = +— h(¢,x) den Integranden des
Integrals in (2.10), so gilt:

n

a0 = 3 |16, 0) = 5 (Qatit) + [ hita) o, (d)
j=1

j=1 T

Aus Griinden der Eindeutigkeit bedeutet dies aber vor dem Hintergrund von (3.1) (man
beachte, dass die Summe symmetrischer und positiv-semidefiniter Matrizen wieder eine
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solche ist), dass
n n n
YALU-UA, = Z’YAjv QAlu---uAn = Z QA]') ¢A1U---UAn = Z ¢Aj7
j=1 j=1 j=1

d.h. die entsprechenden Abbildungen in (a)-(c) sind bereits (vektorielle) Inhalte, wobei
wir bezliglich ¢ offensichtlich sogar noch mehr zeigen konnten. ¢4,u...u4, (B) (analog die
rechte Seite) ist dabei aber in jedem Falle fiir eine Menge B der obigen Form endlich,
da es sich um Lévymafe handelt. Sei nun (A;,),en C S eine beliebige Folge mit A, | (.
Dann definieren wir die paarweise disjunkte Hilfsfolge (B, )neny C S durch

By = 0’ By = An 1 \An (n > 2)’
um zu erkennen, dass

M(Ay) = M(U2,B,)

= lim [M(Ap—1) — M(Ap)]
n=2

= lim [M(A;) — M(Ax)] fast sicher,

k—o00

wobei man sich den vorletzten Schritt mit Hilfe von Eigenschaft (2) eines ISRM iiberlegt
(siche unten). Wir konnten also zeigen, dass li_>m M(A,) = 0 fast sicher. Nach Lem-
n—oo

ma 2.3.4 folgt insbesondere:

YA, — Oa QAn — 07 ¢An — 07

dabei meint Letzteres: Fiir jede von der Null weg beschriankte Menge B € B(I'),) gilt
¢4, (B) — 0. Damit ist aber geméf Proposition 3.1.7 gezeigt, dass die Abbildungen in (a)-
(c) dieses Theorems o-additiv sind, was insgesamt gerade der Behauptung entspricht. [

Ebenfalls der Idee fiir m = 1 in [35] folgend, méchten wir nun zu gegebenem M das
so genannte Kontrollmafs konstruieren, dessen Name im Anschluss und in Anlehnung an
Proposition 2.1 der genannten Quelle gerechtfertigt werden soll. Dabei profitieren wir
von den Vorbereitungen des vorangegangenen Abschnitts, insbesondere sei A — |y|4 die
totale Variation der Abbildung v:S — R™.

Proposition 3.3.3
Sei M ein unendlich-teilbares ISRM wie in Theorem 3.3.2, wobei M (A) ~ [ya,Qa, ¢ 4]
fiir alle A € S. Dann existiert genau ein o-endliches Mafs Ay auf o(S) mit

A (A) = IWIA+tr(QA)+/min{lvllwllg}%(dl‘) (3.2)
Lo

fiir alle A € S. Wir nennen \y; das Kontrollmajf$ von M.
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Beweis. Wir definieren Ajps zunéchst auf S wie in (3.2) beschrieben. Nach Theorem 3.3.2
(a) und Theorem 3.2.3 folgt dann, dass || ein endliches Pramaf auf S ist. Weiter ist
Q4 fiir alle A € S symmetrisch und somit dhnlich zu einer (reellen) Diagonalmatrix D 4
mit nichtnegativen Diagonaleintrigen (dies sind gerade die nichtnegativen Eigenwerte
der positiv-semidefiniten Matrix @Q4); somit gilt tr(Q4) = tr(D4) > 0. Andererseits ist
die Spurabbildung als lineare Abbildung (zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektor-
raumen) stetig. Zusammen mit dem, was wir in Theorem 3.3.2 (b) gezeigt haben (und
erneut unter Zuhilfenahme der Linearitdt der Spurabbildung), folgt also unmittelbar,
dass auch A — tr(Q4) ein Pramaf auf S ist. Schliefslich ist auch der dritte Summand
aus (3.2) nichtnegativ und - als Abbildung in A gelesen - additiv, da dies bereits auf die
makwertige Abbildung A — ¢4 zutrifft (man vergleiche den Beweis von Theorem 3.3.2).
Bleibt zu zeigen, dass die Abbildung

As /min{l,]mHQ}qﬁA(da:)
T'm

o-additiv und somit insgesamt ein Pramafs ist. Nun ist aber ¢4 fiir alle A € S ein
Lévymak und das zugehorige Integral somit endlich, sodass es erneut geniigt, die (-
Stetigkeit nachzuweisen. Sei also (A, )nen C S eine Folge mit A, | (). Dann haben wir
im vorangegangenen Beweis bereits zeigen konnen, dass M (A,) somit auch in Verteilung
gegen 0 konvergiert, was uns nach (2.13) das Gewiinschte liefert.

Als endliche Summe von [0, co)-wertigen Pramafen auf S trifft dies also offensichtlich
auch auf \jy; zu und da S als J-Ring (d4) erfiillt, ist Aps sogar o-endlich. Das gesuchte
Mak auf o(S) entspricht somit der nun eindeutigen Fortsetzung von ;. O

Bemerkung 3.3.4. Offensichtlich hatte man das Kontrollmaf via (3.2) auch mit |Q]a
anstelle von tr(Q4) definieren kénnen. Dies erschwert tendenziell jedoch die konkrete
Berechnung von Aps. In jedem Falle haben wir gesehen, dass Ay auf S endlich ist.

Theorem 3.3.5
Sei M wie zuvor und Ay; das zugehérige (eindeutige) Kontrollmaf. Dann gilt fiir jede
Folge (Ap)nen C S:

(i) Falls Apr(Ayn) — 0, so konvergiert M(Ay,) in Verteilung gegen 0.

ii) Falls M(A]) fir jede Folge (A])nen € S mit A], C A, in Verteilung gegen 0
n n n
konvergiert, so folgt A\pr(A,) — 0, jeweils fiir n — oo.

Beweis. Sei (Ap)nen C S eine Folge wie angegeben und gelte Ayr(Ay,) — 0. Nun sind
alle Summanden in (3.2) nichtnegativ, miissen also selbst jeweils gegen 0 konvergieren.
Somit sind (c¢) und wegen ||va, || < |7v|a, (per Definition der totalen Variation) auch (a)
in Theorem 2.3.5 erfiillt. Bleibt fiir (i) zu zeigen, dass folgende Implikation gilt:

tr(Qa,) =0 = Qa, >0 (in L(R™)). (3.3)
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Wie zuvor liefert die Symmetrie von @ 4,,, dass sich tr(Q 4, ) als Summe der ausschlieflich
nichtnegativen Eigenwerte darstellen lasst. Zugleich ist )4, als symmetrische Matrix
auch normal, somit konnen die Sétze VI.1.6 und VI.1.7 in [45] kombiniert werden, um
insgesamt fiir alle n € N

1Qa, | =max{[A: A€ o(Qa)} < > = D A=tr(Qa,),

Aea(Qa,) Aea(Qa,)

zu erhalten, d.h. (3.3) gilt.

Umgekehrt sei (A,)peny C S solch eine Folge, dass fiir jede Folge (A])neny € S mit
Al c A, gilt: M(A]) — 0 in Verteilung. Wir mochten nun zeigen, dass dann auch
A (Ay) — 0 folgt, was sich auf den Nachweis von |y|a, — 0 reduziert, denn: Einerseits
konvergiert der entsprechende Integralausdruck nach Theorem 2.3.5 (¢) bereits gegen Null
(betrachte die vorliegende Voraussetzung fiir die Folge (A,,) selbst). Andererseits wissen
wir mit dem gleichen Argument, dass Q)4, — 0, also insbesondere komponentenweise,
was hinreichend fiir tr(Q 4, ) — 0 ist. Nach Korollar 3.2.4 geniigt es somit zu zeigen, dass
die totalen Variationen aller Komponentenfunktionen ™), ..., ~(m) (von ) gegen Null
konvergieren. Seien also j € {1,...,m} und € > 0 beliebig, aber fest. Bekanntlich erben
die reellwertigen Komponentenfunktionen die o-Additivitat von v aus Theorem 3.3.2 (a),
sodass nach Korollar 3.2.8 Folgen (A, i)neny C S mit A, ; C A, (jeweils fiir i = 1, 2) und

Y4, < ’YX)LJ - 7%212 +e, neN

existieren. Indem wir nun fiir diese beiden Folgen die Voraussetzung lesen, folgt wie zuvor
nach Theorem 2.3.5 (a), dass 4, , — 0, also insbesondere, dass 71(421_ — 0 (firi=1,2
und n — o0). Da € > 0 beliebig gewéhlt war, liefert dies aber die Behauptung, denn

0 < limsup || 4, < limsup (71(4]2 1 7,(4{,)12 + 6) =e,
n—00 ’ ]

n—oo

d.h. [y, — 0. O

Angesichts des jeweils konstanten Grenzwertes kann das gerade gezeigte Theorem na-
tiirlich auch mittels stochastischer Konvergenz formuliert werden. Schlieflich nennen wir
solch ein unendlich-teilbares ISRM M homogen, falls fiir A1, A2 € S beliebig die folgende
Implikation gilt:

d
AM(Al) = /\M(AQ) = M(Al) = M(Ag) (3.4)

3.4 Faktorisierungstheorem

In diesem Abschnitt soll eine Verallgemeinerung von Lemma 2.3 in [35] gezeigt werden,
wonach die Familie der Lévymale (¢4)acs ein eindeutiges Maf auf o(S) @ B(R™) be-
stimmt, das wiederum mit Hilfe des Kontrollmafes geeignet faktorisiert werden kann.
Neben einer alternativen Darstellung der charakteristischen Funktionen von M (A) wird
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sich die hier zu leistende Arbeit in erster Linie als grundlegend fiir die Integrationstheorie
in Kapitel 4 erweisen. Wir beginnen mit einer Wiederholung;:

Seien (21,.41) und (Qq, Ag)“zwei Mefraume, so nennt man eine Abbildung x : Q1 x Ay —
[0, 00| einen (o-)endlichen Ubergangskern von Q1 nach Qo, falls gilt:

(i) w1 — Kk(wy, Ag) ist fiir alle Ag € Aj eine A;-B([0, oo])-mekbare Abbildung.

(ii) A +— r(wi, Ag) ist fiir alle wy € Q4 ein (o-)endliches Mak auf (22, A2).
Im Falle x(w1, Q) =1 fiir alle wy € Q; heilt & Markovkern.

Definition 3.4.1

Wir nennen einen Ubergangskern & von € nach Qo simultan o-endlich, falls eine (dis-
junkte) Folge (A2 )nen C Az sowie eine Zahlenfolge (an)nen C [0, 00) existieren, sodass
gilt:

U Ay =89 und Vn e NVw; € Qg :k(wi,A2y) < ap.

n=1

Offensichtlich sind Markovkerne Beispiele simultan o-endlicher Ubergangskerne. Wir ver-
allgemeinern nun Korollar 14.23 und Satz 14.29 aus 23], was uns im Anschluss einigen
Aufwand ersparen wird. Dazu seien (€1,.4;) und (Q2,.A2) Mefrdume wie zuvor.

Proposition 3.4.2
Seien (21, A1, 1) ein o-endlicher Mafraum und x ein simultan o-endlicher Ubergangskern
von {1 nach Qy. Dann existiert genau ein o-endliches Maf 1 © k auf (€1 x Q9, A1 ® A2)
mit der Eigenschaft:

(LOK)(A; X Ay) = //@(wl,Ag) p(dwy) fir alle Ay € Aj, Ay € As. (3.5)
Ay

Weiter gilt fiir jede A; ® As-B(R) mefbare Abbildung f : Q1 x Q2 — R, die nichtnegativ
oder aber p ® k-integrierbar ist, dass

/ F(@) (1 © ) (dx) = / / F (w1, ws) (w1, duws) pu(d ). (3.6)

Ql ><Qg Ql QQ

Beweis. Falls k im 1. Argument konstant ist, so entspricht u ® k also gerade dem Pro-
duktmaf @ ® k. Dabei sind die Aussagen von (3.5) und (3.6) fiir den Fall, dass p und s
endlich sind, bereits bekannt und in obiger Quelle festgehalten. Wir beginnen mit dem
ersten Teil der Behauptung: Geméft Voraussetzung existieren folgen (A; ,)nen C A; mit
U Aip = Q filr ¢ = 1,2, sodass p(A1,) < oo und k(wi, Azy) < ay, fir alle wy € O
und n € N. Sei nun 7 = (71, m2) : N — N? eine (stets existente) Bijektion, so definieren

39



3.4 FAKTORISIERUNGSTHEOREM

wir die Mengen Cj, := Aj 1) (n) X Az r,(n) und es folgt, dass UpZ,Cy, = Q1 X (g, wobei

/ (W1, Aoy (ny) (dwr) < / Oy () 11(dw1) = gy 1 (A 7y () < 0.
Atmy (n) ALy (n)
Da das System {A; x Ay : Ay € Ay, Ay € Ay} zugleich ein schnittstabiler Erzeuger von
A ® Aj ist, folgt die Eindeutigkeitsaussage. Insbesondere ist jedes Maf, das unter den

genannten Voraussetzungen (3.5) erfiillt, o-endlich. Die Existenz eines solchen Mafes ist
aber nun in Gestalt von

(LOK)C) = 1o(wr, w2) k(wi, dwa) pu(dwi), C € A ® Ay
I

gesichert. Dabei ist die Makeigenschaft genau so offensichtlich (Beppo-Levi) wie der cha-
rakterisierende Zusammenhang, der nach (3.5) erfiillt sein muss. Damit p ® s jedoch
wohldefiniert ist, muss das innere Integral (als Abbildung in w; gelesen) mefbar sein.
Dies wire gemif Lemma 14.20 in [23] der Fall, sofern  ein endlicher Ubergangskern
ist. Nun kénnen wir aber durch &) (wy, Ag) := k(wy, A2 N Agy) fiir jedes k € N neue
Ubergangskerne definieren, die dann endlich sind. Damit folgt aus

/]lc(wl,wg) K(wi, dws) = Z / 1o (wy,we) k(wr, dws)

Qa kzlAz,k

ZZ / To(wi,we) K (wr,dws), wi €
k=1,

das Gewiinschte (punktweiser Limes mefsbarer Abbildungen ist mefbar). Wir kommen
zum zweiten Teil der Aussage und definieren weiter fiir alle n € N die endlichen Mafse
™ () = pu(-N Ay ) sowie fiir jedes I € N das Mak (1@ &) (-) := (u©® k)(- N C;). Dann
folgt fiir alle Ay € Ay, Ay € As sowie | € N iiber (3.5):
(h®K) V(A x Ag) = (O K) (A1 x A2) N (A1 r ) % AQ,WQ(Z))]
= (po k) (AN A7) * (A2 N Ay )]

= / r(w, Az N AQJrg(l)) p(dwy)
AlmAl,rrl(l)

_ / kT20) (01 Ag) ™) (dion)
Aq

— (M(m(l)) 0 /{WQ(Z))(Al x As),

was mit dem gleichen Argument wie zuvor beweist, dass (1 ® &) = (u(™ @) @ xm0)
fiir alle I € N. Um nun (3.6) zu zeigen, partitioniert man das Integral (mit Hilfe des
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Satzes von Beppo-Levi) iiber die Mengen Cj,l € N und nutzt, dass auf diesen einge-
schrénkten Mengen nach dem gerade Gezeigten auch nach den Mafsen (u(ﬂl(l)) ® K™ (l))
integriert werden kann, fiir die die Aussage nach Korollar 14.23 in [23] aber bereits gilt.
Abschliefsend wende man erneut den Satz von Beppo-Levi an. O

Der Beweis des angestrebten Lemmas nutzt mafgeblich das folgende Ergebnis, wobei es
sich lediglich um eine marginale Modifikation von Proposition 2.4 aus [35] handelt. Dort
ist jedoch nur eine knappe Skizze des (nicht-trivialen) Beweises angegeben, die hier aus
Griinden der Vollstandigkeit entsprechend ergédnzt werden soll. (), Qo und Ay sind dabei
nur temporéare Bezeichnungen und stehen in keiner Beziehung zu denen des vorherigen
Abschnitts.

Theorem 3.4.3
Sei Qo : 0(S) x B(R™) — [0, 0] eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Qo(A4,-) ist fir alle A € o(S) ein Mak auf B(R™),
(b) Qo(:, B) ist fiir alle B € B(R™) ein Mak auf o(S),
(c) das speziell durch A\g(A) := Qo(A,R™) definierte Maf ist o-endlich.

Dann gibt es ein eindeutiges (und o-endliches) Maf @) auf o(S) ® B(R™), sodass fiir alle
A € o(S) und B € B(R™) gilt:

Q(A x B) = Qo(A, B). (3.7)

Weiter existiert ein Markovkern k von S nach R™ derart, dass Q = Ag ® k. Dieser
Markovkern k ist bis auf eine Ag-Nullmenge bereits eindeutig festgelegt.

Zunichst zeigen wir das folgende Resultat, mit dem wir den Beweis des Theorems im
Wesentlichen auf den Fall m = 1 herunterbrechen kénnen.

Lemma 3.4.4

Die Mefraume (R™, B(R™)) und (R, B(R)) sind isomorph, d.h. es existiert eine mefbare
und bijektive Abbildung ¥ : R™ — R, deren Inverse ebenfalls mefbar ist (jeweils zwischen
den genannten o-Algebren).

Beweis. Ohne Einschrankung gelte m > 1. Bekanntermafen ist der R™ (mit der durch
||I-|| erzeugten Topologie) ein Polnischer Raum, nach Satz 8.35 in [23] ist (R™, B(R™))
also ein Borelscher Raum, was geméf der dortigen Definitionen die Existenz einer Menge
E € B(R) (wobei im Allgemeinen E # R) sowie die einer Bijektion ¥} : R™ — FE liefert
mit der Eigenschaft:

U ist B(R™)-B(E)-mefbar und W' ist B(E)-B(R™)-meRkbar.
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(R™ B(R™)) und (E,B(FE)) sind also isomorph. Dann definieren wir die zunéchst nur
noch injektive Abbildung ¥y : R™ — R durch ¥;(x) := ¥|(z), d.h. T1(R™) = E und
erhalten hinsichtlich des Urbilds von ¥, fiir alle B € B(R), dass

U YB)=9(BNE)=Y"YBnNE)cBR™),

da BN E € B(E), d.h. die Mefbarkeit bleibt erhalten. Andererseits konnen wir fiir alle
A € B(R™) schreiben (man unterscheide jeweils Inverse und Urbild):

Ty (A) = W (A)
= (U1 7 (4) € B(E),

indem man die Mekbarkeit von W™ ausnutzt. Wegen B(E) C B(R) konnten wir also
zeigen, dass VU1(A) € B(R) fiir alle A € B(R™). Damit ist Uy eine bimefbare Injektion
im Sinne von [44|. Umgekehrt ist eine bimefbare Injektion Wy : R — R™ offenbar sofort
durch R 5 z — (z,0,...,0) gefunden. Dass man aus ¥; und W9 nun eine Abbildung ¥
wie angegeben konstruieren kann, ist die Aussage von Proposition 3.3.6 in [44]. O

Beweis von Theorem 3.4.3. Vor dem Hintergrund von Proposition 3.4.2 (insbesondere
(3.5)) gentigt es, einen Markovkern s von S nach R™ zu finden, sodass fiir alle A € o(S)
und B € B(R™) gilt:

Qo(A, B) = / (s, B) Ao(ds). (3.9)
A

Zuvor die Eindeutigkeitsaussage hinsichtlich k: Sei k ein weiterer Markovkern mit @ =
(Ao ® k). Dann handelt es sich bei £ und kK geméf (3.7) um Ag-Dichten des Mafes
Qo(+, B). Da A\g nach (c) jedoch o-endlich ist, folgt nach dem Satz von Radon-Nikodym,
dass k(s, B) = K(s,B) fir Ao-fast alle s € S. Man betrachte nun beispielsweise den
abzahlbaren und schnittstabilen Erzeuger

M :={B=(-00,a1] X -+ x (—00,ap]|a; € Q fir j =1,...,m}
von B(R™). Dann folgt also auch, dass
k(s,B) = kK(s,B) fiir alle B € M und \-fast alle s € S.

Wegen k(s,B) < 1 < oo (fiir alle s € S und B € B(R™)) kann daher analog zu oben
wieder fiir jedes solche s € S (auferhalb dieser Ap-Nullmenge) der Eindeutigkeitssatz
aktiviert werden, um

k(s,B) = k(s,B) fiir alle B € B(R™) und A\o-fast alle s € S

zu erkennen. Somit bleibt die Existenz eines solchen Markovkerns x zu zeigen, wobei
wir den in Abschnitt 8.3 vorgestellten Ideen in [23] folgen, insbesondere betrachten wir
zundchst den Fall m = 1. Sei dazu B € B(R) beliebig, aber fest. Dann besitzt das
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Mafs Qo(-, B) eine Ag-Dichte (mit Werten in [0,00]), die wir mit go(-, B) bezeichnen,
denn mit der Monotonie von Qo im zweiten Argument folgt fiir alle A € o(S), dass
Qo(A, B) < X(A) und somit insbesondere, dass Qo(-, B) < Ao(+), wobei wir \g als o-
endlich voraussetzen (man vergleiche VII, §2, Satz 2.3 in [10]). Weiter erfiillt die gerade
gefundene Abbildung gg : S x B(R) — [0, oo] die folgenden Eigenschaften:

(i)

(i)

(ii)

Per Definition gilt fiir alle A € ¢(S) und B € B(R):

Qo(A, B) = /qo(s,B) -1 4(s) Ao(ds) = /qo(s,B) Ao(ds), (3.9)

S A

d.h. die Abbildung ¢o erfillt (3.8) anstelle von  entsprechend fiir m = 1. Weiter
erkennt man (aus Griinden der Eindeutigkeit im Satz von Radon-Nikodym), dass
ohne Einschrankung go(s,R) =1 fiir alle s € S angenommen werden kann, denn

/1 Mo(ds) = Mo(A) = Qo(A,R), A€ o(S).
A

Seien Bj1, By € B(R) disjunkt. Dann erhalten wir mit der Mafeigenschaft im zweiten
Argument fiir alle A € o(S):

Qo(A, B U Bg) = Qo(/L Bl) + Qo(/L Bg) = / [qO(S, B1) + Q()(S, Bg)] /\0(d8).
A

Bei qo(-, B1)+4qo(+, B2) handelt es sich also offensichtlich ebenfalls um eine Ap-Dichte
von Qo(+, BiUB3). Mit dem gleichen Eindeutigkeitsargument wie zuvor folgt somit:

qo(s, B1 U B2) = qo(s, B1) + qo(s, B2) fiir A\p-fast alle s € S.

Sei B € B(R) beliebig, aber fest. Dann gilt go(s, B) < 1 fiir A\o-fast alle s € S.
Andernfalls wiirde fiir die Menge A’ := {s : qo(s,B) > 1} € o(S) folgen, dass
Ao(A4") > 0 und dass die nichtnegative Funktion (go(s, B) — 1)1 4/(s) auf A’ sogar
strikt positiv ist. Zugleich gilt:

Qo(A', B) = / (4o(s, B) — 1+ 1) ho(ds) = /(qo(s, B) — 1) Ao(ds) + Mo(4),
Al Al
wobei der Wert des letztgenannten Integrals dann sicher nichtnegativ wére, wegen
Qo(A’, B) < X\g(A’) sogar gleich Null. Das wiirde aber bedeuten, dass das Integral

und somit auch der Integrand bis auf eine Ag-Nullmenge verschwinden. Widerspruch
zur Wahl von A’!
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Ziel ist es nun, mit diesen Eigenschaften aus qg die eigentliche Abbildung s zu konstru-
ieren. Dazu definieren wir zunichst

f(s,x) :=qo(s, (—o0,z]), (s,z)€ S xR

Dann existiert nach (ii) offensichtlich fiir alle z < y eine A\g-Nullmenge A, , mit

f(87$) = QO(Sa (—OO,{L‘]) < QO(S’ (—oo,y]) = f(Say) fir alle s € S \ A:J:,y-

Damit handelt es sich auch bei

o0
U x+n+17

fiir alle x € R um eine Ag-Nullmenge und fiir alle s € S\ B, sowie n € N gilt:

1 1
0§f<8,$’—|— >§f<sa$+>§17
n+1 n

wobei wir im letzten Schritt abkiirzend angenommen haben, dass die Ausnahmemengen
aus (iii) bereits in A U B | integriert seien. Sei nun z € R beliebig, dann existiert
n+1’ n

also fiir alle s € S\ B, der monotone Limes

1
g(s,x):= lim f <s,:c+ ) € [0,1]
n—oo n
(und wir setzen g(s,x) = 0 fiir s € B;). Dann folgt aber fiir jedes A € ¢(S) nach dem

Satz von Beppo-Levi sowie (3.9):

[ st atds) = tim [ 5 (s ) ralas) = tim @0 (4, (<. 2] ).
A A

Wir koénnen an dieser Stelle nicht die Stetigkeit von oben anwenden, da die Ausdriicke
nicht zwingend endlich sind. Daher sei (Sk)ken eine disjunkte Folge geméf (d4), wobei
wir nach Voraussetzung (c) ohne Einschréankung annehmen konnen, dass \g(Sk) < oo.
Dann kénnen wir fir £ € N und # € R die (aus Monotoniegriinden) endlichen Mafe
p*%) (1) := Qo(- N Sk, (—o0, z]) definieren und erhalten durch eine analoge Rechnung wie
zuvor (an dessen Ende nun das gewiinschte Argument greift), dass

/g(s,x)]lsk(s) Xo(ds) = lim Qo (Aﬂ Sp., <oo’x+ H)
' = Qo (AN Sk, (—o0,7])
= p*?)(A).
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Neben f(s,x)-1g,(s) ist also offensichtlich auch g(s,z)-1g, (s) fiir alle k € Nund z € R
eine Dichte von %) Erneut mit Radon-Nikodym folgt daher jeweils die Existenz einer
Ao-Nullmenge Cy, ., sodass

f(S,.%') ’ ]lsk(s) = g(S,:E) ’ ]lsk(s) fir alle s € S \ Ck,:r:;

d.h.
f(s,z) =g(s,x) firallese [(S\Crg) NSkl =5k \ Cre.

Insgesamt gilt also f(s,x) = g(s, z) fiir alle s aus der Menge

(S5 \ Crx) O |J Sk \ U Crw = S\ | Crias
k=1 k=1 k=1 k=1
=:D

also insbesondere fiir alle s € S\ D,,, wobei D, nach wie vor eine A\g-Nullmenge ist. Indem
wir ohne Einschrankung annehmen, dass B, C D, (sonst vereinigen), konnten wir also
zeigen, dass fiir alle z € R gilt:

lim f <8,$ + 1) = f(s,z) firallese S\ D,. (3.10)
n

n—o0

In dhnlicher Weise finden wir nun eine A\p-Nullmenge T, sodass fiir alle s € S\ T gilt:
nh_)n;o f(s,—n) =0, nh_)rrolo f(s,n) =1. (3.11)

So wissen wir hinsichtlich der zweiten Aussage zunéchst, dass der monotone Limes

n—oo

h(s) :== lim f(s,n) firallese S\ (G An’n+1>

n=1

existiert und vor dem Hintergrund von (iii) auch wieder als durch 1 beschrénkt angenom-
men werden kann. Gegebenenfalls setze man h(s) = 0 auf der genannten Ag-Nullmenge,
fiir die der Limes nicht existiert. In jedem Falle erkennt man fiir alle A € ¢(S) nach
Beppo-Levi und der Stetigkeit von unten:

[ 1) ol = lim [ (s,m) Nalds) = lin @A, (~0,n]) = Mo(A).
A A

Der Satz von Radon-Nikodym liefert also wieder die Existenz einer Ap-Nullmenge T7,
sodass h(s) = 1 fiir alle s € S\ T1. Wie zuvor nehme man noch vereinfachend an, dass
UnENAn,n—i—l C T1, um

lim f(s,n) =1 furallese S\T)

n—o0
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zu folgern. Analog verfahrt man mit dem anderen Grenzwert und erhilt eine A\p-Nullmenge
T mit

lim f(s,—m) =0 fiiralle se€ S\ Ty,

n—oo

wobei man Qo(A, D) = 0 beriicksichtigt und die Stetigkeit von oben wie zuvor erst nach
geeigneter Zerlegung des Problems anwenden kann. Setze T' := T7 U T5. Schliefslich defi-
nieren wir die A\g-Nullmenge

N=J) JA,u |JDuT

q€Q reQ, qeQ
r>q
und darauf aufbauend die Abbildung F': S x R — [0, 1] durch

F(s,r) :=1inf{f(s,q)[q¢ € Q mit ¢ > z} - Lo\ n(s) + Fo(z) - In(s),

wobei Fj eine beliebige Verteilungsfunktion auf R sei. Dann folgt nach Wahl von N fiir
alle s € S\ N (fiir s € N ohnehin offensichtlich, da Fj eine Verteilungsfunktion ist):

(iv) F(s,-) ist monoton wachsend (mit wachsendem Argument wird das Infimum tiber
eine kleinere Menge betrachtet).

(v) Mit der bereits erkannten Monotonie sowie (3.11) gilt offensichtlich:

lim F(s,z)=0, lim F(s,z)=1.

r—r—00 T—00

(vi) Seien x € R und € > 0 beliebig, aber fest, dann existiert nach Definition des
Infimums ein ¢ € Q mit ¢ > z und F(s,q) < F(s,x) + 5. Weiter existiert nach
(3.10) ein K € N derart, dass f(s,q+ ) < f(s,q) + 5. Somit folgt fiir dieses K
zunichst:

F(s,q+[1(> =f(s,q+[1(> < fls,q)+ 5 = Fls,0)+ 5,

indem man aus Monotoniegriinden f(s,q) = F(s,q) fiir alle ¢ € Q beachtet. Und
somit fiir alle y € R mit o <y < ¢+ % schlieflich, dass

1
F(S,g)ﬁF(s,q—i—K) SF(S,Q)—F%SF(S,&:)—F%-F%:F(S,JU)-F&

Das beweist insgesamt die Rechtsstetigkeit von F'(s, ).

Wir assoziieren nun fiir alle s € S mit F(s,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf x(s,-) auf
(R, B(R)), d.h. F(s,-) ist die Verteilungsfunktion von (s, -). Also bleibt der Nachweis der
MeRbarkeitseigenschaft sowie der von (3.8). Fiir die Mefbarkeit betrachten wir zunéchst
die Menge B = (—o0, q] fiir ein g € Q beliebig, aber fest. Dann ist die Abbildung

S>3 s+ k(s,B)=F(s,q)
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= f(5,9) - Ls\n(s) + Fo(z) - Ln(s)
= qo(s, (—00,4q]) - Ls\n(s) + Fo(z) - Ln(s)

offensichtlich mefsbar (go ist ja im ersten Argument gerade eine Dichtefunktion). Nun
ist aber das System {(—o0,q] : ¢ € Q} ein schnittstabiler Erzeuger von B(R), der die
zu R aufsteigende Folge ((—o0,n|)nen enthélt. Damit ist die obige Abbildung fiir jedes
B € B(R) mefbar und « ist ein Markovkern, man vergleiche beispielsweise Bemerkung
8.25 in [23|. Schlieklich sei A € o(S) beliebig, aber fest und B € B(R) zunéchst wieder
von der Form B = (—o0, ¢] fiir ein ¢ € Q. Dann folgt, da N eine Ao-Nullmenge ist und
mit dhnlichen Argumenten wie zuvor:

/ K(s, B) Mo(ds) = / F(s,q) Mo(ds)

A

A
— / £(5,) holds)

AN

= /qo(s,B))\o(ds)
AN

— [l B) dtds)
A

:QO(AvB)a

Letzteres nach (3.9). Nun ist Qo(A4, ) - fir festes A - ein Maf auf B(R). Gleiches gilt
wegen der Mafeigenschaft von k(s,-) sowie des Satzes von Beppo-Levi auch fiir den
ersten Ausdruck der vorangegangenen Rechnung. Wir wollen nun den Eindeutigkeitssatz
anwenden, um (3.8) nachzuweisen, wobei wir also bereits die Gleichheit der beiden Mafe
auf dem schnittstabilen Erzeuger {(—o0,q] : ¢ € Q} wissen. Wenn wir wie zuvor die
aufsteigende Folge ((—o0,n]),en betrachten, fehlt noch die Endlichkeitsbedingung, die
wir zumindest durch Einschréankung der Menge A erhalten: Genauer:

Wk € NVB € B(R) : / (5, B) Mo(ds) = Qo(A N Sk, B) (3.12)
ANS,

mit Sy wie zuvor. Nun nutzt man abschliefsend, dass die beiden Ausdriicke (vor ihrer
Einschrankung auf Sy) auch in A gelesen Mafe sind, sodass wir mit (3.12) fiir B € B(R)
beliebig, aber fest wie folgt zum Ziel gelangen:

/H(s, B) Xo(ds) = 3 / 5(5, B) Mo(ds) = 3 Qo(AN Sk, B) = Qo(A, B).
k=1

A k=14ns,
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Wir betrachten nun noch den Fall m > 1 und die entsprechende, in Lemma 3.4.4 ge-
fundene Abbildung ¥ : R™ — R. Zu Qo mit den Eigenschaften (a)-(c) definiere man
dann

Qo(A, B) := Qo(A, ¥~ 1(B)) fiir A€ o(S),B € B(R).

Dank der Mefbarkeit von ¥ ist dann auch @g wohldefiniert und erfillt offensichtlich
(a)-(c) in entsprechender Weise fiir m = 1. Nach dem bereits Gezeigten existiert somit
ein Markovkern k von S nach R, fiir den anstelle von (3.8) gilt:

Qo(A, B) = / %(s, B) Ao(ds), (3.13)

A

jeweils fiir alle A € o(S) und B € B(R). Dann ist aber die gewiinschte Abbildung
k: S x B(R™)—[0,1] in Gestalt von

S x BR™) 5 (s, B) — & (s, (w1~ (B))

gefunden, wobei man nun wiederum die MeRbarkeit der Umkehrfunktion ¥~! beachte.
Dass k dann die Eigenschaften eines Markovkerns (von S nach R™) erfiillt, ist offen-
sichtlich, wéhrend wir (3.8) (und somit auch (3.7)) fir A € o(S) und B € B(R™) kurz

nachrechnen:

Qo(A, B) = Qo(A, ¥~ (¥(B)))
(4, ¥(B))

I
o m\z —_
=S

7(s, U(B)) Ao(ds)

(s, R (B)) o(ds)

k(s, B) Ao(ds).

Dabei ging neben den verschiedenen Definitionen im 3. Schritt (3.13) ein. Auferdem
mache man sich klar, dass wir von allen Eigenschaften des Isomorphismus ¥ : R™ — R
Gebrauch gemacht haben. O

Wir kommen zum angekiindigten Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Theorem 3.4.5
Zu der Familie von Lévymafken (¢ 4)acs aus Theorem 3.3.2 existiert genau ein o-endliches
Maf @ auf o(S) ® B(R™) mit

(A x B) = ¢a(B) fiir alle A € S, B € B(R™). (3.14)
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Weiterhin existiert ein simultan o-endlicher Ubergangskern p von S nach R™ derart, dass
p(s,-) fiir alle s € S ein Lévymaf auf B(R™) mit & = \jys ® p ist.

Beweis. Wir verstehen ¢4 jeweils als geeignetes Lévymak auf B(R™). Setze nun
Q4(A,B) := /min{l, 2|2} pa(dz) < oo (3.15)
B

fir A € S und B € B(R™). Dann haben wir bereits im Beweis von Proposition 3.3.3
gesehen, dass Q(-, B) fiir festes B € B(R™) ein Prdmaf auf S ist (insbesondere kann
das Argument fiir die (-Stetigkeit aus Monotoniegriinden auf alle B € B(R™) angewen-
det werden). Fiir jedes solche B bezeichne Qq(-, B) die wegen (d4) und der Endlichkeit
in (3.15) eindeutige Fortsetzung von Q(-, B) zu einem Maf auf (S, 0(S)). Natiirlich
sind dann auch die Mafke Qo(-, B) fiir alle B € B(R™) o-endlich, insbesondere das Mafs
Ao(+) := Qo(+,R™). Demzufolge erfiillt die Abbildung Qg bis auf (a) bereits alle Voraus-
setzungen von Theorem 3.4.3. Fur den Nachweis von (a) fixiere man also ein beliebiges
A € 0(S) und betrachte eine disjunkte Folge (Bj)reny € B(R™). Ferner sei (Sp,)neny € S
eine disjunkte Folge wie in (d4) vorausgesetzt. Dann erhalten wir:

Qo (A, U Bk> => Qo (Aﬂsm U Bk)
k=1 n=1 k=1

=> Qp (AmSn, U Bk>
n=1 k=1

nach Lemma 3.1.2. Nun nutzen wir, dass sich Q) im zweiten Argument offensichtlich wie
ein Maf verhélt, wihrend wir im darauf folgenden Schritt von der Nichtnegativitét der
betrachteten Ausdriicke profitieren.

=Y > Q(AN Sy, By) (3.16)
n=1k=1

= "> Q5 (AN Sy, By)

k=1n=1

k=1

Wie man beispielsweise anhand von (3.16) erkennt, gilt insbesondere Qo (A4, #) = 0. Damit
greift die Aussage von Theorem 3.4.3, d.h. es existiert genau ein g-endliches Maf @) auf
o(S) @ B(R™) mit Q(A x B) = Qo(A, B) fiir alle A € ¢(S) und B € B(R™). Ferner
betrachte man den zugehorigen Markovkern x von S nach R™ mit Q = A\g ® x. Weiter
erkennt man anhand der Definition der Pramafle, deren Fortsetzungen A\ und A\ps jeweils
sind, dass A\g(A4) < A\pr(A) fiir alle A € S. Damit gilt diese Ungleichung aber offensichtlich
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auch auf o(S), indem man ein beliebiges A € o(S) wieder als disjunkte Vereinigung der
Mengen (AN S,) € S schreibt. Folglich: Ay < Ay und Radon-Nikodym liefert die
Existenz einer Aps-Dichte von \g, die wir mit 79(-) bezeichnen und die bis auf eine Aps-
Nullmenge ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Darauf aufbauend kénnen wir zunéchst die
Abbildung p via

o(s, B) = 7o(3) / (min{1, []2}) " #(s,dz), (s,B) € S x BE™)
B0}

definieren, d.h. p(s,-) ist fiir alle s € S das Maf mit (s, -)-Dichte
2+ 7o(s) - (min{L, [|z]}) 7 - I, (2). (3.17)

Dann erkennt man beispielsweise mit Lemma 14.20 in [23] wieder, dass die Mefsbarkeit
von k(-,B) sich fiir alle B € B(R™) auf p(-, B) tubertrégt. Andererseits konnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dass 79(s) < 1 fiir alle s € S (man beachte A\g < A\js
zusammen mit den Ausfithrungen unter (iii) im Beweis zu Theorem 3.4.3). Denn dann
folgt mit (3.17) sogar fiir alle s € S, dass

/min{l, 2|12} p(s, dz) = To(s) / 1k(s,dx) <1,
T

m

da k(s,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. p(s, -) ist also nicht nur ein Lévymafs, sondern
auch simultan o-endlich, indem man beispielsweise die Folge (Dy)neny € B(R™) mit
Dy, := {0} U{z € R™ : ||z|| > 1/n} betrachtet und sich von der Existenz einer Folge
(dn)nen C (0,00) mit 1p, (z) < d, - min{1, ||z|?} - 1p,(x) iiberzeugt. Weiter gilt fiir
A € S und B € B(R™) beliebig:

/p(s,B))\M(ds)—/To(s) / (min{L, [2]2))" K (s, dz) Ans (ds).
yl yl B\{0}

Nun nutzen wir, was wir iiber 79 wissen und im Anschluss die Tatsache, dass Q = \g® k
zusammen mit (3.6).

=[] Guinga ol ?h) " s do) o)

A B\{0}

_ / (min{1, |[z||2}) " Q(ds, dz).
Ax(B\{0})
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Um den néchsten Schritt zu verifizieren, beachte man, dass der Integrand quasi konstant
im ersten Argument ist. Genauer betrachte man eine monoton wachsende Folge mefiba-
rer Elementarfunktionen (fn)nen mit fn(z) = (min{1, [|z]|*}) " 1\ (03 (z) (punktweise).
Dann ist aber auch durch g,(s,z) := 1 4(s) - fn(x) eine solche Folge von Elementarfunk-
tionen definiert, die nun punktweise gegen (min{1, [|[*}) " 1 ax 5\ joy) (s, %) konvergiert.
Daher folgt mit dem Satz von Beppo-Levi und nach Wahl von ) unmittelbar:

— [ Guin{1, o) Qo(,do)
B\{0}

= / (min{1, |z[|*}) " Qi(A, dx),
B\{0}

da A € S. SchlieRlich entnimmt man (3.15), dass Q5 (A, -) die ¢ 4-Dichte z — min{1, ||z||?}
besitzt, also:

_ / 1 da(da)
B\{0}

= ¢a(B\{0})

= ¢A(B)

nach obiger Vereinbarung, d.h. (3.14) ist erfiillt. Somit ist das gesuchte Mafs nahelie-
genderweise in Gestalt von (Ayy @ p) gefunden. Insbesondere folgt die behauptete o-
Endlichkeit nach Proposition 3.4.2, wobei wir bereits gezeigt haben, dass Aj; ebenfalls
o-endlich ist. Fiir die noch offene Eindeutigkeit von ® bietet sich vor dem Hintergrund von
(3.14) die Betrachtung des schnittstabilen Erzeugers C := {Ax B: A€ S§,B € B(R™)}
von o(S) ® B(R™) an, wobei ® dann speziell auf den Mengen der Form
Snx ({0 U{z eR™: |[z[| = 1/n}) €C, neN
endlich ist. O

Das folgende Korollar rechtfertigt, dass wir im Folgenden von dem Ubergangskern
p = pu sprechen konnen.

Korollar 3.4.6
Der Ubergangskern p aus Theorem 3.4.5 ist bis auf eine Aj/-Nullmenge eindeutig festge-
legt.

Beweis. Die Idee ist absolut analog zu der in Theorem 3.4.3, lediglich der dort betrachtete
Erzeuger M von B(R™) ist ungeeignet. Wenn wir aber zeigen konnen, dass

M= {Ag g0 |1 € Qeo. g2 € Quo} mit  Ag g := {0} U (—00, 1] U g2, 0) € B(R)
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ein (offensichtlich abzahlbarer und schnittstabiler) Erzeuger von B(R) ist, so ist
M= {My x -+ x My, | M; € M’ fiir j =1,..,m}

wegen B(R™) = B(R) ® --- ® B(R) auch ein abzéhlbarer und schnittstabiler Erzeuger
von B(R™). Dabei ist jedes p(s,-) ein Lévymaf (mit Masse 0 im Ursprung), also folgt
die Endlichkeit von p(s,-) auf den Mengen

A—l/n,l/n X X A—l/n,l/n eEM, neN,

die (fiir n — o0) gegen R™ aufsteigen. Schlieflich reicht es offenbar zu zeigen, dass
M* C o(M’), denn von M* := {(—00,q||q € Q} wissen wir bereits, dass es sich um
einen Erzeuger von B(R) handelt. So erhalten wir fiir alle ¢; € Q¢ zunéchst, dass

{0} U (=00, q1] ﬂ ({0} U (=00, 1] U [n,0)) € o(M’)
und somit - neben {0} € o(M’) - auch, dass
U ({0} U (=00, —=1/n]) € a(M").

Durch sukzessive Differenzbildung gehoren also auch Mengen vom Typ (q1,0) sowie
(—00,q1] fiir alle g1 € Q<o zu o(M’). Insbesondere haben wir die zu zeigende Inklu-
sion somit bereits fiir alle Mengen (—oo,q] mit ¢ € Q<o nachgewiesen. Ganz analog
iiberlegt man sich, dass auch die entsprechenden Symmetriemengen enthalten sind, z.B.
[0,00), (0, g2) sowie [ga2, 00) fiir alle g2 € Q0. Schreibe (—o0, g2) = R\ [¢2, 00), dann folgt
fiir alle g2 € Q<o:

o0
(_OO7CI2] = ﬂ (—OO, q2 + 1/”) € O-(M,)a
n=1
was insgesamt die Behauptung liefert. O

Wie angekiindigt m6chten wir noch eine alternative Darstellung der charakteristischen
Funktion von M (A) gewinnen. Das entsprechende Resultat fiir m = 1 in [35] besitzt
jedoch bereits eine Ungenauigkeit, die nun zunéchst korrigiert und auf unseren Fall an-
gepasst werden soll.

Lemma 3.4.7
In der Situation von Theorem 3.3.2 existieren o(S)-mefkbare und bis auf Aj/-Nullmengen
eindeutige Abbildungen a : S — R und b: S — L(R") mit

/a(s) A(ds) =~ya sowie /b(s) Av(ds) = Qa

A A

fiir alle A € S. Die genannten Integrale existieren insbesondere (komponentenweise). Wir
nennen die Abbildungen a und b (vektorielle Pri-)Dichten von -y und Q.
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Beweis. Wir beginnen mit einer allgemeinen Uberlegung: Sei 7' : S — R ein vektori-
elles Primaf, dann wissen wir, dass es sich bei der positiven Variation 7' respektive
der negativen Variation 7~ um endliche Pramafe auf S (mit Werten in [0, c0)) handelt.
Insbesondere gilt T = T — T~ sowie |T| = T + T~. Weiter konnen wir diese drei

Pramafe (auf eindeutige Weise) zu o-endlichen Mafen T+ , 7= und |T/\] auf o(S) fortset-
zen. Wenn wir nun noch voraussetzen, dass ]E/’\| < Ay, dann folgt auch, dass T+ <L Ay
beziehungsweise T~ < A, denn aus T+ < |T| folgt stets T+ < |/T\| (man nutze (d4) und
Lemma 3.1.2 wie frither); entsprechend fiir 7~ und die zugehorige Fortsetung. Insgesamt
liefert der Satz von Radon-Nikodym also die Existenz von o(S)-mefbaren Abbildungen

ff:S—=>RyU{oo}und f~: S — Ry U{oo}, sodass fiir alle A € o(8) gilt:
) = [ £ Auds), T-(4) = [ () hur(as) (315)
A A

Da es sich um Fortsetzungen von endlichen Prémafien handelt, ist fiir jedes n € N
klar, dass fT(s)lg,(s) < oo fiir A\p-fast alle s € S (wobei (Sp)neny C S eine disjunkte
Folge wie in (d3) sei). Nach abzdhlbarer Vereinigung erkennt man somit aber auch, dass
f1(s) < oo fiir alle s € S\ N4, wobei N, eine geeignete Ap/-Nullmenge sei. Entsprechend

argumentiert man fiir £~ und erhilt eine weitere A\j;-Nullmenge N_. Setze f+ := f+ Ine
sowie F = f~ 1yec, dann gilt (3.18) entsprechend weiterhin fiir die [0, co)-wertigen

Abbildungen FF und F Somit erfiillt die R-wertige Abbildung f := F — F fiir alle
AeS:

J101) ntd) < [ F ) i) + [ F(5) daa(as)
A A A

=TT (A) + T (A)

= T*(A) + T~ (A)

< 00,

d.h. f ist iiber A € S integrierbar und ganz analog erhélt man, dass
[ 6 hartds) = 7 (4) - 77 (4) = T ().
A

Damit ist unsere eigentliche Aussage im Wesentlichen gezeigt, denn die Abbildungen
und @ sind gerade vektorielle Pramafe auf S. Folglich sind auch die jeweiligen Komponen-
tenabbildungen R-wertige Pramafse, entsprechend lassen sich die gesuchten Abbildungen
a und b komponentenweise mittels /d\es gerade beschriebenen Verfahrens konstruieren.
Lediglich die Zusatzvoraussetzung |T'| < Ap; muss fiir die vorliegende Situation noch
tiberpriift werden. Dabei gilt nach (3.2) auf S sogar |y| < Ay und somit mit der gleichen
Argumentation wie zuvor auch wieder fiir die jeweiligen Fortsetzungen auf o(S). Insbe-
sondere sind die (Fortsetzungen der) totalen Variationen aller Komponentenabbildungen
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von 7y absolut stetig beziiglich Aps, d.h. die obige Vorgehensweise kann angewendet wer-
den. Bleibt zu zeigen, dass auf S auch die Beziehung |Q| < Ajs gilt. Seien dazu A € S und
R € TI(A) beliebig, aber fest, wobei die Vereinigung der Mengen aus R ohne Einschrin-
kung der Menge A selbst entspreche. Wir konnten bereits zeigen, dass ||Q.| < tr(Q.) auf
S und dass die Abbildung tr(Q.) ebenfalls ein Pramaf auf S ist (man vergleiche jeweils
den Beweis zu Theorem 3.3.5). Also:

D llesll <> tr(@p) = tr(Qa),

BeR BeRr

d.h. |Q[(A) < tr(Qa) < Am(A) fiir alle A € S, Letzteres wieder nach (3.2). Damit ist
die Existenz der Abbildungen a und b bewiesen.

Hinsichtlich der Eindeutigkeitsaussage betrachte man exemplarisch die Abbildung a (ana-
log fiir b). Dabei reicht es zu zeigen, dass die Komponenten von a jeweils eindeutig sind
(bis auf eine Ap/-Nullmenge). So erkennt man durch Einschriankung von v zu fy.(") = 7.nS,
(mit (Sy,)nen Wie zuvor), dass es sich bei den Komponenten von a(™ (s) := a(s)1g, (s)
um Dichten jener (endlichen) signierten Mafe auf o(S) handelt, die man aus den Kompo-
nenten von (™ gewinnt (vergleiche erneut Lemma 3.1.2). SchlieRlich gilt die Eindeutig-
keitsaussage des Satzes von Radon-Nikodym aber auch fiir signierte Mafte, sodass diese
abzéhlbare Zerlegung des Problems das Gewlinschte liefert. O

In diesem Zusammenhang bietet es sich an, noch die folgende Beobachtung zu notieren,
die im n&chsten Kapitel von Bedeutung sein wird.

Korollar 3.4.8
Sei b: S — L(R™) die Abbildung aus Lemma 3.4.7.

(i) Es existiert eine A\j/-Nullmenge By, sodass gilt:

Vs e Bf Yr e R™:  (b(s)x,z) > 0.
(ii) b(s) ist fiir A\ps-fast alle s € S symmetrisch.

Beweis. Betrachte (Sy,)nen wie in (d4). Fiir (i) seien n € Nund x € R™ zunéchst beliebig,
aber fest. Dann ist die Abbildung A — Qangs, nach Lemma 3.1.2 ein vektorielles Mafs
auf o(S). Aus Stetigkeitsgriinden beschreibt A +— (Qans,z,x) folglich ein Maf (mit
Werten in [0,00), denn Qang,, ist positiv-semidefinit). Dieses Maf ist mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und fritheren Uberlegungen nun offensichtlich auch absolut stetig
beziiglich Ajs, sodass eine nichtnegative Aj/-Dichte existiert, die wir mit f,, , bezeichnen.
Andererseits bedeutet die komponentenweise Integrierbarkeit von b(-) (zumindest auf
Mengen aus §), dass fiir alle A € o(S) gilt:

(Qans, o, ) :< / b(s) )\M(ds)x,:v> _ / (b(s)2, 2)1s, (5) Anr (ds).

ANSy A
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Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Radon-Nikodym liefert somit die Existenz ei-
ner A\p-Nullmenge By, mit (b(s)z,x)1s,(s) = fnz(s) = 0 fiir alle s € By . Dann
argumentiert man wie an anderer Stelle die Existenz einer weiteren Aj/-Nullmenge B,
mit (b(s)z,xz) > 0 fiir alle s € BS. Schlieflich gibt es also auch eine Ay/-Nullmenge By,
sodass

Vse By YreQ™: (b(s)x,x) > 0.

Da Q™ C R™ dicht liegt und das Skalarprodukt sogar in beiden Argumenten (simultan)
stetig ist, folgt (i). N
Fiir (ii) seien nun ,j € {1,...,m} sowie n € N beliebig, aber fest. Wenn wir mit Q" die
entsprechende Komponente von @) 4 bezeichnen, so handelt es sich auch bei der Abbildung
A~ Q' um ein endliches, signiertes Maf; Gleiches gilt fir A — (Q'ihg — @%ing )-
Diese Abbildung ist aber aufgrund der Symmetrie von ). nun einerseits konstant 0,
besitzt also die Nullfunktion als Aps-Dichte, andererseits geniefst sie geméaf Lemma 3.4.7
fir alle A € 0(S) die Darstellung

Qihs, — Qlins, = / (b(s)™ — b(s)7") 15, (s) Anr (ds),
A

wobei b(s)¥ und b(s)’* die entsprechenden Komponenten von b(s) seien. Also argumen-
tiert man wie zuvor, dass (b(s)* — b(s)7%)1g, (s) = 0 fiir A\ps-fast alle s € S und gelangt
nach Vereinigung abzahlbar vieler Ajs-Nullmengen zur Behauptung. O

In jedem Falle ist die folgende Abbildung K : R™ x S — C in Anlehnung an [35]
wohldefiniert und bis auf eine Ap/-Nullmenge bereits eindeutig durch M festgelegt.

K(t,s) :=i{a(s),t) — %(b(s)t,t) + / (e1<t’x> —1- lm> p(s, dx). (3.19)
Rm
Auferdem bemerken wir, dass die Abbildung ¢ — K(t,s) fiir alle s € S stetig ist; dies
ist fiir die beiden vorderen Summanden sofort klar, wihrend der hintere gerade der log-
charakteristischen Funktion der unendlich-teilbaren Verteilung mit Tripel [0,0, p(s,-)]
entspricht.

Proposition 3.4.9
Sei M ein ISRM wie in Theorem 3.3.2. Dann kann die charakteristische Funktion von
M(A) fur alle A € S auch wie folgt geschrieben werden:

L(M(A))(t) = exp / K(t,s)A\y(ds) |, teR™
A

Insbesondere existiert das genannte Integral.
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Beweis. Seien A € § und t € R™ beliebig, aber fest. Dann erkennt man geméifs Lem-
ma 3.4.7 wieder (komponentenweise Betrachtung), dass das folgende Integral existiert

mit
/(a(s),t} Auv(ds) = </a(s) )\M(ds),t> = (y4,1t).

A A

Ganz analog iiberzeugt man sich von der Existenz und dem Wert des Integrals

/ (b(s)t, 1) s (ds) = (Qat,t).

A

Wegen M(A) ~ [va,Qa,¢a] bleibt also lediglich zu zeigen, dass das folgende Integral
existiert (wobei h(t,x) der Integrand des Integrals in (3.19) sei) und dass gilt:

/ / h(t,2) (s, dz) | As(ds) = / h(t,z) da(dz). (3.20)
o

A R™

Nun ist aber fiir die Existenzfrage hinreichend, dass das entsprechende Doppelintegral
tiber |h(-,-)| endlich ist. In dieser Situation kénnen wir jedoch (3.6) verwenden und wissen
wegen Ay @ p = @, dass

/ /|h(t,$)|p(s,dm) Ng(ds) = / (L, 2)| - 1a(s) ®(ds, dx).
A Rm™ SxRm™

Andererseits gilt ®(A x B) = ¢4(B) fiir alle B € B(R™), da A € S. Daher erlaubt die
Struktur des Integranden, wie im Beweis zu Theorem 3.4.5 angedeutet, das Folgende:

- / Ih(t, 2)| da(de)
J

< 00,

da ¢4 ein Lévymafk ist. Somit kann aber erneut die Aussage von (3.6) aktiviert werden,
um ganz analog Gleichheit im Sinne von (3.20) zu erzielen. t

3.5 Atomfreie Zufallsmalle

Wir kommen in diesem Abschnitt der Ankiindigung nach, dass die unendliche Teilbarkeit
der betrachteten Zufallsmafe unter einer gewissen Bedingung bereits implizit gegeben ist.
Diese Bedingung entspricht der Atomfreiheit im Sinne von [34] und erscheint anhand der
folgenden Definition natiirlich.
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Definition 3.5.1
Sei M ein ISRM wie in Definition 3.3.1.

(a) Eine Menge A € S heifit Atom von M, falls fiir alle B € S gilt:

M(ANB)=0 fastsicher oder M(ANB)=DM(A) fast sicher.
(b) M selbst heifit atomfrei, falls fiir jedes Atom A gilt: M (A) = 0 fast sicher.

Auch die nachfolgende Proposition ist analog zu der in [34], jedoch hier in etwas all-
gemeinerer Form. Insbesondere lohnt es sich, den dort ausgelassenen Beweis hier auszu-
fiihren, wobei M nach wie vor ein ISRM wie in Definition 3.3.1 sei.

Proposition 3.5.2
M ist genau dann atomfrei, wenn fiir alle A € S mit P(M(A) # 0) > 0 gilt: Es existieren
A1, Ay € S disjunkt, sodass P(M (AN A;) #0) >0 fir i = 1, 2.

Beweis. Sei M zunéchst atomfrei. Dann nehmen wir indirekt an, es gebe eine Menge
A € S mit P(M(A) #0) > 0, sodass fiir alle A1, Ay € S disjunkt gilt:

P(M(ANAD) #0)=0 oder P(M(AN Ap)#0)=0. (3.21)

Sei nun B € § beliebig, aber fest, so betrachte man konkret die disjunkten Mengen
Ay := B und Ay := A\ B aus S. Nach (2) in Definition 3.3.1 folgt dann, dass

M(A)=M(ANB)+ M(AN(A\ B)) fast sicher. (3.22)

Geméf (3.21) sind nun aber zwei Félle zu unterscheiden: Entweder gilt M(AN B) =0
oder aber

(322)

M(AN(A\B)) =0 M(A) = M(AN B),

jeweils fast sicher. Da B € S beliebig gewéhlt war, ist A also in jedem Falle ein Atom
und wegen der vorausgesetzten Atomfreiheit von M bedeutet dies im Widerspruch zu
P(M(A) #0) > 0, dass M(A) = 0 fast sicher.

Gehen wir umgekehrt ebenfalls indirekt vor und nehmen an, M sei nicht atomfrei, so
miisste ein Atom A € S mit P(M(A) # 0) > 0 existieren. Nach dem, was wir in dieser

Beweisrichtung voraussetzen, existieren dann jedoch disjunkte Mengen A1, Ay € S mit
P(M(ANA;) #0) >0 fir i = 1,2. Da A zugleich ein Atom ist, folgt also

M(ANA))=M(A) = M(AN Ay) fast sicher. (3.23)

Nun schreiben wir A\ (431 U A2) = AN[A\ (A1 U A2)], um mit dem gleichen Argument
zu erkennen, dass

M(A\(A1UA3)) =0 fast sicher oder M(A\(A1UA2)) = M(A) fast sicher. (3.24)
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Somit liefert Eigenschaft (2) eines ISRM:

M(A) = M(A\ (A; U Ag)) + M(AN Ay + M(AN As)
= M(A\ (A U Ap)) + 2M(A)

nach (3.23) und geméfs (3.24) schlieflich ein k € {2, 3}, sodass
=k-M(A) fast sicher.
Daraus folgt aber in jedem Falle, dass M(A) = 0 fast sicher. Widerspruch! O

Da per Definition zwingend M (()) = 0 erfiillt ist, erkennt man also insbesondere, dass
fir alle Einpunktmengen {a} € S folgt: M({a}) = 0 fast sicher, sofern M atomfrei ist
(die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht); unsere Definition ist somit beispielsweise
stiarker als die in [46]. Dies hdngt damit zusammen, dass dort S in Gestalt von B([0,1])
eine stéarkere und viel konkretere Struktur besitzt. In jedem Falle kénnen wir nun die
gewiinschte Aussage formulieren:

Theorem 3.5.3
Seien S ein §-Ring und M ein darauf atomfreies ISRM mit Werten in R™. Dann ist der
Zufallsvektor M (A) fir alle A € S unendlich-teilbar.

Dass die Umkehrung der gerade formulierten Aussage nicht gilt, zeigt bereits das tri-
viale Beispiel & = {0, S} mit M(0) = 0 und M(S) = 1 (jeweils konstant). Betrachtet
man auf dem genannten S hingegen das nicht unendlich-teilbare ISRM M’, definiert
durch M’(0) = 0 und M’(S) = X mit einem 3(go + ,)-verteilten Zufallsvektor X sowie
x € I'y, beliebig, dann erkennt man zugleich, dass unsere Definition der Atomfreiheit
nicht zu stark ist, d.h. jene von [46] wiirde in unserem allgemeinen Rahmen nicht das
gewiinschte Ergebnis liefern. Fiir den Beweis der obigen Aussage miissen wir jedoch noch
etwas Vorarbeit leisten. Dabei folgen wir zundchst im Wesentlichen den fiir m = 1 for-
mulierten Ideen in [33] und [34].

Lemma 3.5.4
Sei g : R — [—1, 1] gegeben durch

1, fallsy =0

9(y) =4 .
W) falls y £ 0.

Dann lésst sich fiir alle 6 > 0 die Funktion hs : R™ — [0, 2] durch
ho((21, oy wm)) =1 = [ [ 9(62;)
j=1

definieren und fiir alle v > 0 existiert ein C(4,7) € (0,1), sodass fir alle x mit ||z| > v
gilt: hs(z) > C(4,7).
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Beweis. Fixiere ein ¢ € (1, §), so folgt fiir p > 0 beliebig mit der Stetigkeit von sin(z)/x
auf [min{1, 6}, €] (der Fall [z| > ¢ ist offensichtlich) und dem Mittelwertsatz zunichst die
Existenz eines 0 < C'(p) < 1 mit

sin(x)

T ]l{:c:|z\2p} < é(p)a z €R, (325)

indem man beachtet, dass |cos(§)| < 1 fiir alle £ € (0,¢). Seien nun 6 > 0 und v > 0
beliebig, aber fest. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R™ existiert dann ein K > 0,

sodass
M:={zeR™:|z|| >v} C {x € R™: ||0x|lcc > Ko7}.

Mit C'(K ) aus (3.25) ist dann die gesuchte Konstante C'(3,7) := 1 —C(Kd7) gefunden,
denn fir x = (z1,...,&,) € M beliebig muss per Definition von |||« ein I € {1,...,m}
mit |[0x;| > Ko7 existieren. Somit folgt aber in jedem Falle:

m

[T 9(02))| < 17 lg(sa)] = Siné(jf’) < C(Kv).
j=1
Wegen C(Kdv) € (0,1) folgt schlieRlich iiber
he(z) 21— ﬁg(&“j) >1-C(Kb)
j=1
die Behauptung. O

Das folgende Ergebnis ist eine direkte Verallgemeinerung des Falles m = 1 geméf [33],
fiir die wir gerade die geeignete Vorarbeit geleistet haben.

Proposition 3.5.5
Sei X ein R™-wertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion w. Dann existiert
fir alle § > 0 ein C’(d) > 0, sodass

P(|X] > 8) < C'(6) / 11— w(t)]dr.
[—5,8]m

Beweis. Sei p = L(X), dann gilt zunichst aus Symmetriegriinden und wegen des Satzes
von Tonelli:

/(1—w(t))dt: / /(1—ei<t’y)>,u(dy)dt
[

[7576}m 7676} m Rm
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= / / (1 — cos(t, y)) u(dy) dt — i / / sin(t, y) p(dy) dt

—5,6)m Rm [—6,5]m R™

/ | (= costtw))dutay)

[—5,5]™

—/ (26)™ — / cos(t,y)dt| u(dy) € R,

R™ [_576}7”

wobei offensichtlich alle genannten Integrale existieren. Dabei lasst sich das Innere der
letzten Zeile fir y = (y1, ..., ym) € R” und nach dem Satz von Fubini wie folgt lesen:

/ cos(t,y) dt = Re / by dt

[_575}m [_576]771

m

e [ e,

I=1 5]

Wie zuvor leistet die Integration iiber den Imaginérteil aus Symmetriegriinden jeweils
keinen Beitrag, sodass der Realteil schliefilich obsolet ist:

-11 / cos(ty) d
=1 —0,0
H (6y5)

mit g wie in Lemma 3.5.4. Insgesamt also:

/ 1 — w(t)|dt > Re /(1—w(t))dt

[_(576]m [_576]711

= (20)™ [ hs(y) u(dy)

> (20)™ [ Lis00)(lll) hs(y) p(dy)

/
/

Rm™m

> (26" C(5,6) / 15,00y (191) 1)

= (20)" C(5,8) P(|| X || > 9).
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Dabei haben wir die Bezeichnungen sowie die Aussage von Lemma 3.5.4 aufgegriffen.
- . ~1

Insbesondere gilt C(4,9) > 0, d.h. die Behauptung folgt mit C’(9) := ((26)’” (9, 5)) .
O

Die Differenz 1 — w(t) wird auch im néchsten Lemma von Bedeutung sein, sodass wir
daraus im Anschluss eine Definition ableiten werden, die es uns ermdéglichen wird, die
zuvor eingefiihrten Zufallsmafe in geeigneter Weise mit deterministischen Objekten zu
assoziieren.

Lemma 3.5.6
Sei X ein R™-wertiger Zufallsvektor und bezeichne w seine charakteristische Funktion.

(a) Falls P(X # 0) > 0, so gilt fir alle T > 0:

sup{|1 —w(®)| : ||t|loo < T} > 0. (3.26)
(b) Gelte (3.26) fiir ein 7" > 0, so folgt stets P(X # 0) > 0.

Beweis. Zu (a): Angenommen, es gébe ein 7' > 0 mit sup{|l — w(t)| : ||t]cc < T} =0,
so folgt w(t) =1 fiir alle t € R™ mit ||t||cc < 7. Wir werden nun zeigen, dass dann aber
auch w(t) = 1 fiir alle t € R™ mit [|t]|oc < 27 und somit (iterativ) w(t) = 1 fiir alle
t € R™ gelten muss. Dies wiirde aber im Widerspruch zur Voraussetzung P(X # 0) > 0
bedeuten, dass X = 0 fast sicher. Dazu erinnern wir zunéchst an Proposition 1.3.4 in [31],

wonach fiir jede charakteristische Funktion w’ und fiir alle ¢ € R™ gilt:
1 —Re o'(2t) <4(1 — Re u/'(2)). (3.27)

Sei nun Y ein von X unabhéngiger Zufallsvektor mit £(Y) = £(X) und bezeichne w’ die
charakteristische Funktion des Zufallsvektors X — Y. Wegen «/(t) = |w(t)|? € R fiir alle
t € R™ liefert (3.27) also, dass

0<1— [wEDl? < 4(1 - [w(t)]),
ebenfalls fiir alle t € R™. Geméaf Annahme folgt schlieflich fiir alle t € R™ mit ||¢]|o0 < T
1—|jw@)?P=0 < w(2t)=0.

Da {t: ||t]lco < 2T} = {2t : ||t|lcc < T} folgt der bereits angekiindigte Widerspruch. Teil
(b) erkennt man erneut indirekt, da P(X # 0) = 0 zur Folge hat, dass w(t) = 1 fiir alle
teR™. O

Sei M ein ISRM wie in Definition 3.3.1 und bezeichne f(-, A) die charakteristische
Funktion von M(A) fir A € S. Dann definieren wir fiir alle 7 > 0 die Abbildung
gr : S = Ry durch

gr(A) :=sup{|1 — f(t,A)] : |lt]leoc <T}, A€S. (3.28)
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Nun ist gr prinzipiell nicht o-additiv, dafiir jedoch die zugehorige totale Variation. Dabei
nutzen wir die Beweisidee von Theorem 3.2.2, da die Aussage von Lemma 1 in [32] nicht
greift (man beachte, dass die totale Variation von gp im Allgemeinen nicht endlich ist).

Proposition 3.5.7
Die totale Variation von gr ist fiir alle T > 0 ein Pramaf auf S (mit Werten in [0, 00]).

Beweis. Sei T > 0 beliebig, aber fest. Dann ist |g7|(0) = 0 klar, da M (0)) = 0 fast sicher.
Wir kénnen nun den Beweis von Theorem 2.7 in [33| in analoger Weise abschreiben,
um (mittels der Weierstrafischen Produktungleichung) zu erkennen, dass die Abbildung
S35 A |1 — f(t,A)| fir jedes feste t € R™ zumindest o-subadditiv ist, d.h. fiir jede
Folge (Ap)nen C S paarweise disjunkter Mengen mit A := U | A, € S gilt:

1= f(t A < Y11= f(tAn)l.

n=1

Dann folgt aber aus Monotoniegriinden und da sich das Supremum hier ebenfalls subad-
ditiv verhé&lt insbesondere:

gr(A) < gr(Ay),
n=1

d.h. auch A — gr(A) ist o-subadditiv. Nun erkennt man, dass die o-Subadditivitét
zusammen (!) mit der Nichtnegativitét von gr ausreicht, um den wesentlichen Teil des
Beweises von Theorem 3.2.2 entsprechend zu {ibertragen. Beides wird auch benétigt, um
mit der dort genannten Quelle zuvor die endliche Additivitat von |gp| zu beweisen. [

Indem wir Pramafie p auf S via p(A) fiir alle A € S als deterministische Zufallsvaria-
blen (auf (2, .A,P)) verstehen, konnen die oben eingefithrten Begriffe Atom, Atomfreiheit
et cetera entsprechend iibernommen werden; die betrachteten Wahrscheinlichkeiten sind
dann lediglich Elemente aus {0,1}. Somit kénnen wir nun auch die letzte Hilfsaussage
formulieren.

Lemma 3.5.8

Falls M atomfrei, so trifft dies auch fiir alle T' > 0 auf die totale Variation von gr zu.
Existiert umgekehrt ein T' > 0, fiir das die totale Variation von gr atomfrei ist, so ist
auch M atomfrei.

Beweis. Sei M zunéchst atomfrei und T° > 0 beliebig, aber fest. Zu jedem A € S mit
lgr|(A) > 0 existiert dann ein A’ € S mit A’ C A und gr(A’) > 0. Vor dem Hintergrund
von Lemma 3.5.6 (b) muss also P(M(A’) # 0) > 0 gelten. Somit existieren nach Propo-
sition 3.5.2 auch A;, Ay € S disjunkt mit P(M (A’ N A4;) # 0) > 0. Nach Lemma 3.5.6
(a) bedeutet dies aber schlieflich, dass gr(A’ N A;) > 0, jeweils fiir ¢ = 1,2. Insbesondere
folgt: |gr|(A" N A;) = |grl(ANn (A" N 4;)) > 0, was in Analogie zu Proposition 3.5.2
beweist, dass |gr| atomfrei ist.
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Sei umgekehrt |gr| fiir ein 7' > 0 atomfrei, dann betrachte man wieder ein beliebiges
A e S mit P(M(A) # 0) > 0. Wie zuvor und fiir das obige 7' > 0 folgt dann, dass
gr(A) > 0. Insbesondere gilt |gr| > 0, sodass nach Voraussetzung und Proposition 3.5.2
Ay, Ay € S disjunkt mit |gr|(AN A;) > 0 existieren (i = 1,2). Per Definition der totalen
Variation miissen daher erneut By, By € S disjunkt mit B; C (AN A;) C A existieren,
sodass gr(B;) > 0. Dann gilt wieder P(M(B;) # 0) > 0, jeweils fiir i« = 1,2 und es folgt
die Behauptung, erneut nach Proposition 3.5.2. O

Beweis von Theorem 3.5.3. Wir gehen in mehreren Schritten vor. Dabei sei (Sy, )neny C S
eine disjunkte Folge wie in (d4) beschrieben.

1. Schritt: Sei X allgemein ein R™-wertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funk-
tion w(-) und Verteilung pu, so ergibt sich in Anlehnung an Theorem 3.1 in [33] fiir alle
t € R™ die folgende Abschitzung, wobei man sich von der Existenz der jeweiligen Inte-
grale iiberzeuge:

1w =| [ (09~ 1) u(ay

Rm
< /(ei“’y)—l)ﬂnyg u(dy) +/‘ei<t’y>—1‘1y|>1 u(dy)
R™ R™
g/ ei<t7y>—1—i<t,y>)1y||g1u(dy)+/|<t,y>!]1yuglu(dy)JrQP(llel >1)
Rm™ Rm
1
<5 [P e ntn + [ 160 Ly ) + 220X > 1)
Rm™m Rm

121
<5 P Ly <1 m(dy) + 1] | 1190y <1 p(dy) + 2P(| X || > 1),
Rm™ Rm™

beispielsweise mit Lemma 8.6 in [41] und nach doppelter Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Indem wir kurzfristig die Funktion h(y) := ||y| - 1)< einfiihren, folgt:

K
2

2
Var(h(X)) + ”tQHIE(h(X))2 + [HIE (X)) + 2P(| X ]| > 1).

Nun gilt aber |h(X)| < 1 und somit E(h(X))? < E(h(X)), d.h.

Iiel1* lie)*
< 5 Var(h(X)) + (5 + 1l ) E((0)) +2B(|X] > 1), (3.29)

2. Schritt: Sei (X, )nen allgemein eine Folge unabhéngiger und R™-wertiger Zufallsvekto-
ren derart, dass >, || X,,|| < oo fast sicher. Dann kann beispielsweise Satz 15.50 in [23]
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auf die nichtnegative Folge (|| Xy ||)» angewendet werden, um mit der vorangegangenen
Definition der Funktion h die (absolute) Konvergenz der folgenden Reihen zu erhalten
(man betrachte K =1 in genannter Quelle):

SP(IXall > 1), D E((X,), > Var(h(Xn)). (3.30)
n=1 n=1

n=1

Wenn nun wy,(+) fir n € N die charakteristische Funktion von X,, bezeichne, so folgt
durch Kombination von (3.29) und (3.30) sowie unter Beriicksichtigung der Aquivalenz
aller Normen auf R™ fiir alle T' > 0, dass

> " sup{[1 — wa(t)] : [t < T} < 0. (3.31)
n=1

3. Schritt: Definiere
g(A) == gr(ANS,), Aco(S)

fiir alle n € N und T > 0, wobei der vergrofierte Definitionsbereich dank Lemma 3.1.2

zuléssig ist. Offensichtlich erben die Abbildungen g(Tn) dann die o-Subadditivitdt von gr

und es gilt g(Tn)(A) € [0,2] fiir alle A € o(S). Seien nun 7' > 0 und n € N beliebig,
aber fest. Weiter fixieren wir eine beliebige Folge (Ag)reny C o(S) disjunkter Mengen.
Dann handelt es sich auch bei (Ax N Sy)ren um eine disjunkte Folge aus S. Und da
(AN Sy) C Sy, fur alle k € N, folgt nach Lemma 3.1.4 sogar, dass die Vereinigung dieser
Mengen (iiber k € N) wieder zu S gehért. Somit konvergiert die Reihe Y 72 | M (AN Sy)
fast sicher, wobei gemé&ft (1) in Definition 3.3.1 die gesamten Folge (M (Ax N Sp))ken
unabhéngig ist (definitorisch). Weiter entnimmt man (2), dass die gerade formulierte
Konvergenz der Reihe unabhéngig von der Reihenfolge der Summation sein muss, d.h.
die Reihe konvergiert absolut. Daher erfiillt die vorliegende Folge die entsprechenden
Voraussetzungen des 2. Schritts und da die charakteristische Funktion von M (A N Sy,)
durch f(-, Ax NS,) gegeben ist, folgt analog zu (3.31), dass

S sup{|1 = f(t AN S| ¢ oo <TY =Y g8 (Ar) < 0.
k=1 k=1

Damit erfiillt die Funktion ggpn) die Voraussetzungen von Theorem 1.1 in [33] und das

darauf folgende Theorem 1.2 liefert, dass die totale Variation von g;n), also |g§,,n)|, ein
endliches Mafs auf o(S) ist.

Andererseits wissen wir von |gr| bisher nur, dass es sich um ein Pramafs auf S mit Werten
in [0, oo] handelt. Wie zuvor kénnen wir daraus zunéchst mittels |g7|™ (A) = |g7|(ANS,,)

ein Maf auf 0(S) definieren, das aber nun auch endlich ist, denn nach folgender Rechnung
gilt |gr|™ < ]gg,,n)]. Sei dazu A € o(S) beliebig, aber fest:

l971™(4) = lgr|(AN Sy)
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=  sup Z gr(Bj)
QEM(ANSy) 120

mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2 und da g7 nichtnegativ ist. Insbesondere gilt
B; C (ANS,,) C S, fiir jede solche Menge B;, sodass der folgende Schritt unproblematisch
ist, wihrend der darauf folgende in &hnlicher Weise die Monotonie der Mengen II(-) nutzt.

= sup Z gr(B;j N Sy)
QEII(ANS,) B;€Q

< sup Z gr(B; NSy)
QEH(A) B]'GQ

= sup Z g;n)(Bj)
QETI(A) B;€Q

— |g|(A).

4. Schritt: Wir kommen nun zur eigentlichen Aussage und greifen dabei mit Hilfe der
geleisteten Vorarbeit zum Teil auf die Idee von Theorem 2.2 in [34] zuriick. Sei A € S

beliebig, aber fest. Dann kénnen wir im weiteren Verlauf eine Folge von (jeweils endlichen)

Mengensystemen {C'(()l), Cfl), e C’,il()l)},l € N konstruieren, sodass fiir alle [ € N gilt:

(i) Cél), Cfl), e Clgl()l) gehoren zu S und sind paarweise disjunkt.

D) O _
(i) ¢,'U---U Criy = A

l
(i) B(IM (o = 1/1) < 1/1.
(iv) [g1/(C) < & fiir alle j = 1, ..., k(I) mit
g =1""1t27m (1) >0,
wobei C’(-) aus Proposition 3.5.5 stammt.
Sei also auch | € N beliebig, aber fest. So schreiben wir A zunéchst als disjunkte Verei-

nigung der Mengen (A NS, )nen und erhalten

M(A) = iM(AﬂSn) & M(A) - ZV:M(AﬂSn) =0

n=1 n=1

fast sicher, Letzteres also insbesondere stochastisch und fiir v — oco. Dabei besteht fiir
alle v € N fast sicher folgende Gleichheit:

M(A)—EV:M(AHS,L):M(A)—M(O(AﬂS,J) :M( fj (AﬂSn)>.
n=1

n=1 n=v+1
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Insgesamt existiert daher ein v(l) € N, sodass

P ||m (ANS,) 2% g%.
n=v(l)+1
Folglich definieren wir
v(l) o]
¢ =A\JAns,) = (ANS,) €8
n=1 n=v(l)+1

und Punkt (iii) der Konstruktion ist erfiillt. Betrachte nun die Menge AN .S; beziehungs-
weise das Mafy |91/l|(1) auf (S,0(S)). Nach dem 3. Schritt ist |91/l|(1) endlich, wir kénnen
also beispielsweise IV 9, Lemma 7 in [9] verwenden, wonach endliche viele, disjunkte

Mengen Dgl), vy D,il()u) € 0(S) mit den den folgenden Eigenschaften existieren:

e DVy...uDY =g

k(1,0)

e Fiir jedes j =1,...,k(1,1) gilt:
’91/1\(1)(135»1)) <¢g oder DJ(.I) ist ein Atom von |91/z’(1)- (3.32)

Die zweite Moglichkeit bedeutet dabei im Sinne der Definition von [9], dass fiir alle
D € o(S) mit D C D](-l) gilt:

l
9141 V(D) = g1 (D) oder g1 V(D) = 0.
Somit wire die Menge DJ(-Z) aber offensichtlich auch ein Atom des Mafes |g; /l](l)
im Sinne unserer Definition. Andererseits ist M jedoch als atomfrei vorausgesetzt,
Gleiches trifft also nach Lemma 3.5.8 auch auf das Prémaf |g /| zu. Schlielich ist
leicht einzusehen, dass dann auch die Mafke |g; /l|(") (insbesondere fiir n = 1) diese

Eigenschaft vererbt bekommen. Somit wiirde insgesamt |g; /l|(1)(Dj(-l)) = 0 folgen,
was sich in die erste Moglichkeit von (3.32) integrieren lésst.

Ganz analog existieren nun auch disjunkte Mengen D](Cl()1 D410

den Eigenschaften:

..,D,(gl()m) € 0(S) mit den

D)

( U
® Dy UUD S.

@ =
e Fiir jedes 7 = k(1,1) + 1,...,k(2,1) gilt:

|91/l’(2)(DJ('Z)> < e
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Indem man diese Prozedur nun endlich oft wiederholt, ndmlich bis zur Betrachtung des
Mafses ]gl/l|(”(l)), erhélt man also D%l), ...,D,(cl()l) € o(S) (mit k(l) := k(v(l),1)) und wir
definieren darauf aufbauend fir j =1, ..., k({):

=DV nANS,, fallsk(n—1,0) < j < kn,l),

wobei k(0,1) := 0. Somit erfiillt die Folge nun dank Lemma 3.1.2 auch die Forderungen
aus Punkt (i). Dabei ist (ii) wegen

AnS, =cWY u-..uc®

k(n—1,0)+1 k(n,l) fir n = ]., ceey U(l)

und nach Wahl von C’(()l) offensichtlich. Fiir (iv) fixiere man schlieklich ein j € {1,...,k(1)}.
Dann gilt k(n — 1,1) < j < k(n,l) fur ein n € {1,...,v(I)} und wir erhalten

19121(C) = g1 (D 1 A) < [g1 ™ (DY) < &

nach Konstruktion.

5. Schritt: Sei A € § wieder beliebig, aber fest. Dann wissen wir nach dem 4. Schritt
(und den dort gefundenen Mengensystemen), dass fiir alle [ € N gilt:

k(1)
ZM(CJ@) = M(A) fast sicher, (3.33)
§=0

wobei die Gleichheit auch kiinstlich als Verteilungskonvergenz (fiir | — co) gelesen werden

kann. Nun sind aber M(C(gl)),...,M(C(l)

k(l)) fiir jedes feste I € N unabhéngig, folglich
handelt es sich bei

{M (Cj(l)) 0<j<k(), le N}

um ein so genanntes Dreieckssystem, man vergleiche Definition 3.2.1 in [31] (ohne Ein-
schrankung gelte k(1) > 1 und k(I+1) > k(l), sonst trivial ergénzen). Die dortige Sprech-
weise aufgreifend, ist das Dreieckssystem vor dem Hintergrund von (iv) aber offensichtlich
auch infinitesimal, denn fiir alle l € Nund j = 1, ..., k(1) gilt nach Proposition 3.5.5:

ez <can [ p-saedla
[—1/L1/0™

< ') - gy - 2/
< ') - gl €y - 2™
<C'(A)1) e - (2/)™

=1/

(fiir j = 0 ist dies jeweils die Aussage von (iii)). Diese Erkenntnis und (3.33) liefern
angesichts Theorem 3.2.14 in [31], dass M (A) unendlich-teilbar ist. O
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3.6 Existenz

Bisher sind wir noch nicht der Frage der Existenz solcher Zufallsmafte nachgegangen.
Die Antwort wird nicht nur positiv, sondern in Anlehnung an den univariaten Fall in [35]
(Beweis dort jedoch bestenfalls skizziert) auch reichhaltig ausfallen. Dabei handelt es sich
zugleich um eine Art Umkehrung der Aussage in Theorem 3.3.2. Auferdem sind damit
vor dem Hintergrund von Abschnitt 3.5 alle atomfreien Zufallsmafe auf d-Ringen mit
Werten in R™ charakterisiert.

Zu diesem Zweck wiederholen wir zunachst: Eine Funktion f : R"™ — C heifit positiv-
semidefinit, falls fur alle £ € N und y, ...,y € R™ gilt, dass die durch ¢;; := f(yi — yi)
definierte Matrix C' = (¢jt)ij=1,..k € L(C¥) positiv-semidefinit ist. Letzteres bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass fiir alle A1, ..., A\ € C gilt:

k —
Z )\Z-)\lcil Z 0.
i,l=1

Lemma 3.6.1
Sei f: R™ — C eine positiv-semidefinite Funktion. Dann wird auch durch

R™™ 5z = (xD, 2™y £ Y 201,()) (3.34)
j=1

fir jedes n € N und jede Menge J C {1,...,n} eine positiv-semidefinite Funktion auf
R™™ beschrieben.

Beweis. Seien also n € N sowie J C {1,...,n} beliebig, aber fest und bezeichne g die
resultierende Funktion in (3.34). Ebenso betrachte man k& € N und z1, ...,z € R™™
(n)

beliebig, aber fest, wobei x; = (CCZ(I), .x; ) fiir i = 1,...,k. Dann rechnet man fiir alle
i,1 € {1,...,k} nach:

cii=g(xi—xz) =g ((331(1) — xl(l), ...7$§n) — xl(n))> =flyi—w),

d.h. g erbt die gewiinschte Eigenschaft von f, indem man y; := Z?:l :L'gj 1 J(j) € R™
definiert (fiir i = 1,..., k). O

Theorem 3.6.2

Seien S ein 4-Ring auf einer Menge S # () und ~, ) sowie ¢ Abbildungen auf S wie in
Theorem 3.3.2 (a)-(c) beschrieben. Dann existiert ein unendlich-teilbares independently
scattered random measure M (auf S mit Werten in R™), sodass fiir alle A € S gilt:
M(A) ~ [v4,Qa, ¢4]. Ferner sind die Randverteilungen von M dadurch bereits eindeutig
festgelegt.
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Beweis. Zur Eindeutigkeit: Sei M’ ein weiteres solches ISRM (zwecks Notation ohne
Einschrankung auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum wie M). Wenn wir fiir n € N
und Ay, ..., A, € S sowie t1,...,t, € R™ beliebig, aber fest zeigen konnen, dass
n n
d
Z(tij(Aj» = Z<tj7M/(Aj)>) (3.35)
j=1 J=1
dann folgt das Gewiinschte (man vergleiche Lemma 2.0.1). Wir betrachten nur den Fall
n = 2 (sonst analog, siche unten) und definieren die Mengen B; := A;\ Ag, By := A1 N Ay
und Bs := Ay \ A7 (in S). Dann gilt fast sicher:

(t1, M(A1)) + (t2, M(Az)) = (t1, M(B1) + M(By)) + (t2, M(B2) + M(B3))
= (t1, M(B1)) + (t1 + t2, M(Ba)) + (t2, M (B3)).
Nun sind By, By und Bj disjunkt, sodass die drei zuletzt genannten Zufallsvariablen die

Unabhéngigkeit (unter den jeweils stetigen Abbildungen) vererbt bekommen. Entspre-
chend erhélt man fast sicher, dass

(t1, M'(A1)) + (t2, M'(A2)) = (t1, M'(B1)) + (t1 + ta, M'(Bz)) + (ta, M'(B3)),

ebenfalls mit unabhéngigen Summanden auf der rechten Seite. Dann folgt aber aus
d
M(BJ) = M/(Bj) ~ [’YB]W QBj? ¢Bj]

auch, dass (v;, M (B;)) 4 (vj, M'(By)), jeweils fir j = 1,2,3, wobei v1 1= t1,v2 1= t1 +1t2
und vs := to. Das zeigt vor dem Hintergrund der festgestellten Unabhéngigkeiten jedoch
insgesamt (3.35) fir n = 2. Die Existenzaussage selbst soll nun hingegen in mehreren
Schritten bewiesen werden.

1. Schritt: Wir benétigen fiir den Rest des Beweises die durch

(A,y) = i{va,y) — %<QA y.y) + / <ei<y””> 1o W) )m(dw)

1+ |||
R™m

definierte Funktion © : & x R™ — C, d.h. ©(A4, -) ist die log-charakteristische (und so-
mit stetige) Funktion der unendlich-teilbaren Verteilung auf R™ mit Tripel [ya, Qa, ¢4].
Seien nun n € N und Ajy,..., A, € S (nicht notwendigerweise disjunkt) beliebig, aber
fest, so mochten wir eine Funktion ¥4, . 4, : R"™ — C derart definieren, dass durch
exp(¥a,,...a,(-)) die Fouriertransformierte eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsmafses
auf (R™™ B(R™™) beschrieben wird. Zu diesem Zweck fithren wir zunéchst fiir alle

J C {1,...,n} die folgende Bezeichnung ein:

. 0, falls J = 0
20— Z5(A), ., Ay) = €8,

[mjeJ A\ Uiese Al} , sonst

wobei das Komplement beziiglich {1, ...,n} zu verstehen ist und die leere Vereinigung als
leere Menge definiert ist. Dann ergeben sich folgende Beobachtungen:
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3.6 EXISTENZ

(i) Fiir Ji, Jo C {1,..,n} mit Jy # Jp gilt: 20020 = 0.

(i) UJc{l,...,n} Zgn) = U?:l Aj.

(iii) Falls die Mengen Ay, ..., A,, disjunkt sind, so gilt Z§n) = A;, wenn immer J = {j}
(fiir ein j € {1,...,n}) und Zgn) = () sonst.

Darauf aufbauend definieren wir fiir ¢t = (¢1, ..., t,) € R™"™:

barean = Y 0(203 4). (3.36)

Jc{1,...,n}
Wegen ©(0,t) = 0 (fiir alle ¢t € R™) folgt insbesondere (betrachte n = 1):
Ya(t) = O(A,t) firalle A€ S und t € R™. (3.37)

Und geméf (3.36) gilt allgemein:

exp (Yay,..a, ()= ] exp(@(Zf]n)’ZjEth)), teR™

Jc{1,...n}

Dabei liefert der Satz von Bochner (man vergleiche zum Beispiel Satz 15.29 in [23]), dass
exp(O(A4,-)) fir alle A € S positiv-semidefinit ist, sodass nach Lemma 3.6.1 jeder der zu-
vor genannten 2" Faktoren als jeweils positiv-semidefinite Funktion auf R™"™ verstanden
werden kann. Dass hingegen das endliche Produkt positiv-semidefiniter Funktionen (auf
R™™) wieder eine solche ist, sieht man leicht mit Lemma 3.5.9 in [18] ein. Und da ©(A4,-)
fir alle A € S stetig ist, trifft dies offensichtlich auch auf exp (¢4, ... 4, (+)) zu. Schlieflich
ist wegen ©(A,0) = 0 (fiir alle A € S) auch unmittelbar klar, dass exp (¢4, ... 4, (0)) = 1.
Insgesamt konnen wir also die umgekehrte Richtung des Satzes von Bochner anwenden,
d.h. exp (¥a,,..4,(-)) ist die Fouriertransformierte eines (eindeutigen) Wahrscheinlich-
keitsmafies auf R™™, das wir mit g4, . a, bezeichnen.

2. Schritt: Wir betrachten das System
P :={pa,, . a,|neNund 4;,..., A, € S}

von Wahrscheinlichkeitsmafien aus dem 1. Schritt und moéchten zeigen, dass dieses projek-
tiv ist. Denn in diesem Fall wiirde nach dem FEzistenzsatz von Kolmogorov (man betrachte
hier und im Folgenden beispielsweise Definition 35.2 sowie Korollar 35.4 in [1]) die Exis-
tenz eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2, A, P) sowie einer darauf definierten Familie von
R™-wertigen Zufallsvektoren M = {M(A) : A € S} folgen, sodass fiir alle n € N und
Aq, ..., A, €S gilt:

L((M(A), ., M(A)) = iay, i, (3.38)

Insbesondere folgt dann nach (3.37), dass M(A) ~ [va,Qa, ¢4l fir alle A € S. Wir
werden nun zeigen, dass fiir alle n € N und Ay, ..., 4, € S gilt:
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(1) Fiir jede Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} und fir alle (¢1,...,%,) € R™™ ist
exp <¢Aﬂ(1),~->Aw(n) ((tﬂ(l)v ceey tw(n)))) = €xp (wAl,...,An((tlv ) tn))) .

(2) Fiir alle 1 <n/ <nund (t1, ..., ty) € R?™ gilt:
exp (Yay,.. A, (15 1, 0,.,0))) = exp (Ya,, a4, ((t, s twr))) -

Angenommen, wir hétten (1) und (2) bereits gezeigt. Wenn man nun endliche Teilmengen
I, € Iy C 8§ mit #I; = n/ und #I> = n betrachtet, die ohne Einschrankung nicht leer
seien, so kénnen wir schreiben: I = {A1, ..., A, } und entsprechend I1 = {A;,, ..., 4; , } fiir
ij € {1,...,n}. Fiir die folgende Rechnung kénnen wir wegen (1) weiterhin annehmen, dass
I = {A4,....,Ay}. Wenn nun prﬁ die (kanonische) Projektion von Iy auf I; bezeichne,
so folgt also fiir beliebiges t = (t1,...,tn) € R”™ mit t* := (t1,...,ty,0,...,0) € R*™,
wobei wir n > n/ annehmen kénnen (sonst trivial):

. it pri2 (z
/ ) pr2 (g, o oa,)(dz) = / PNy (de)

R Rivm
- / T g, a, (da)
Rrm
= [Ay,...A, (t7)
= [ia;,..A,, (1),

Letzteres nach (2), d.h. prﬁ(uAl,_,_,An) = fia;,..A,,, Wwas gerade bedeutet, dass P ein
projektives System ist. Stillschweigend haben wir iiber die Wahl der Indizes natiirlich
durchweg Mengen der Form [[,.;R™ mit R™™ identifiziert, sofern #I = n et cetera.
Dies ist der eigentliche Grund, warum (1) gezeigt werden muss, denn es gilt {41, A2} =
{A2, A1}, im Allgemeinen ist jedoch p1a, 4, # f14,,4, -

Somit bleiben (1) und (2) zu zeigen, wobei also n € N sowie Aj,..., A4, € S jeweils
beliebig, aber fest seien. Weiter sei 7 : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, dann
ist auch die Umkehrfunktion 7~! eine solche und 7~! : Pot({1,...,n}) — Pot({1,...,n})
(Bild unter 7~ 1) ist bijektiv. Indem wir schlieRlich A; i= Ar(;) setzen und fiir beliebiges
(t1, ..., tn) € R™™ entsprechend (#}, ...,t},) mit ¢’ := t,(;) definieren, folgt also:

Y (O (s ary) ) =S Y (O (G A))
= I ew(e(29.X,,1))
JcA{1,...,n}

wobei die Mengen Z’ Sn) nun entsprechend auf Basis von A, ..., A!, gebildet werden. Aus

Griinden der Ubersicht nennen wir das Bild von 7~ iibergangsweise 7. Dann:

_ (n)
= 1 ew <® (Z/T“)’Za’eTU)t;))

J{1,...,n}
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= I ew(o(20 Y1)

J{1,...,n}
=exp (Va,,..A,((t1, .., tn)))

anhand der vorangegangenen Definitionen. Fiir (2) betrachte man hingegen 1 < n' < mn,
wobei ohne Einschriankung n = n’ + 1 gelte (n’ = n klar, sonst induktiv). Somit erhalten
wir folgende (disjunkte) Vereinigung:

Pot({1,...,n}) = Pot({1,....,n'}) U{J U {n}|J € Pot({1,...,n'})}.

Andererseits erkennt man fiir alle J € Pot({1,...,n'}) \ 0, dass Zgn) uzm = Z§nl),

JUu{n}
denn:

zgnng@{n}: N4\ U alv|l|{Nana |y U A

jeJ le{l,....,n}, jeJ le{1,...,n'},
L I¢J J L Ig¢J

=4\ U aluvlN4a\f4auv U 4

jeJ le{1,...,n}, jeJ le{1,...,n'},

L 1¢J J L I¢J i
=4\ U anjau |J 4

jeJ le{1,...,n}, le{1,...,n'},

IgJ i¢J

=4\ U 4

Jjed le{1,...,n'},

1¢J

=z,

Wegen J # (JU{n}) ist die genannte Vereinigung in jedem Falle disjunkt (man vergleiche
(1)) und fir alle ¢4, ..., ¢,y € R™ folgt, indem wir ¢,, := 0 setzen:

Jc{l,...,n}
B JC{; n'} [6 (Z§n)’ ZjeJ tj) O (Zgﬁ){"}’ ZjGJ tj)}

mit Hilfe der obigen Zerlegung von Pot({1, ...,n}) und da ¢,, = 0. Die beiden Summanden
fiir J = ) leisten somit offensichtlich keinen Beitrag:

JC{lZ "} {@ <Z§n)7zje‘]tj> o (Z%){n}’ jeJ tj)} '
sa "
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Nun gewahrleisten die Voraussetzungen dieses Theorems, dass ©(Bi,t) + ©(Ba,t) =
©(B1 U By, t) fiir alle t € R™ und By, By € S disjunkt; insbesondere nutze man, dass in
diesem Fall auch wieder ¢p,uB, = ¢B, +¢B, gilt (man schreibe eine beliebige Borelmenge
A C Ty, als Vereinigung der Mengen AN{z : ||z|| > 1/5},j € N und nutze die Stetigkeit
von unten). Nach dem zuvor Gezeigten erhalten wir also:

- Z @(Z}”/),Zjeth)

Jc{1,...,n"},
T
_ (n') ]
N JC{; n/}G <ZJ ’ZjeJt])

p— /(/]Al""’An’ ((tl, ceey 'l‘:nl))7

d.h. (2) gilt.

3. Schritt: Es bleibt zu zeigen, dass M die Eigenschaften eines Zufallsmafes erfiillt. Seien
zunéchst wieder n € N und Ay, ..., A, € S beliebig, aber fest, wobei wir nun explizit
voraussetzen, dass diese Mengen disjunkt sind. Wenn wir zeigen konnen, dass die ge-
meinsame Verteilung von (M (A1), ..., M(A,)), also pa, ... A, , dem Produktmafl der ein-
zelnen Verteilungen entspricht, so folgt bereits die Unabhéngigkeit der Zufallsvektoren
M (A1), ..., M(A,). Wir nutzen erneut ©((, -) = 0 sowie (iii), um fiir t = (t1, ..., t,,) € R™™
beliebig folgende Rechnung und somit das Gewilinschte zu erhalten:

fiay...A,(t) = H exp (@ (Z&")’ Z]‘EJ tj))
Jc{1,...,n}

=[] exp (©(4;,t)))

man vergleiche (3.37). Letzteres entspricht bekanntlich der Fouriertransformierten des
Mafses p14, ®@- - -®pa, (an der Stelle t). Fiir die zweite nachzuweisende Eigenschaft fixiere
man zunéchst beliebige disjunkte Mengen A1, A2 € S. Wenn wir zeigen konnen, dass dann
M(A1UAy) — M(A1) — M(Az) = 0 fast sicher gilt, so wire induktiv offensichtlich auch

M(Ay U~ UAg) = M(Ay U+ UAg_y) + M(Ag) = ... =Y M(4;) fast sicher

J=1

fiir jede disjunkte Auswahl A, ..., Ay € S (k € N) bewiesen, d.h. M ist endlich additiv.
Dabei gilt M(A1UAs)— M (A1) —M(Az) = 0 fast sicher genau dann, wenn die zugehorige
charakteristische Funktion konstant eins ist. Setze By := A1UAs, By := A7 und B3 := Ay
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sowie fiir t € R™ beliebig t; := t,t2 := —t und t3 := —t, dann folgt per Definition des
Standardskalarprodukts:

~

L(M(A1 U Az) — M(A1) — M(A2))(t) = lia,04,,41,4, ((t, =, —1))
= [iB,By,B5((t1, 12, 13))

= J] e <@ <Z§3)’Zjeth>> ’

Jc{1,..,3}

wobei die Mengen ZSS) nun beztiglich By, Bo und Bs zu bilden sind. Fiihrt man dies aus,

so ist aufgrund der Tatsache, dass A7 und A, disjunkt sind, unmittelbar zu erkennen,

dass 2(3) (3)

{12 (13} = As und 253) = () in den verbleibenden sechs Féllen.

y = Aq respektive Z

I
:w

exp (@ <Zﬁ?j}, t1+ tj))
2

Il
—_

’

da t; + to = t1 + t3 = 0. SchlieRlich betrachte man eine beliebige Folge (A )neny C S
disjunkter Mengen mit der Eigenschaft A := U2, A,, € S. Dann ist zu zeigen, dass

k
li M(A;) = M(A) fast sicher.
ki)n;O; (A;) (A) fast sicher
Definitorisch und nach dem bisher Gezeigten ist die Folge (M (A;));en also unabhéngig,
somit lasst sich das Problem auf den Nachweis der stochastischen Konvergenz von

k

STM(A) —— M(4) & [ M(A) - M(A) | ——0

- (k—00) - (k—00)

j=1 7=1
reduzieren (vergleiche beispielsweise Theorem 9.7.1 in [8|, offensichtlich auch auf den
vorliegenden Fall von R™-wertigen Zufallsvektoren ausdehnbar); und da der potentielle
Grenzwert konstant ist, im letztgenannten Fall sogar auch auf Konvergenz in Verteilung.
Indem man nun von der zuvor bewiesenen endlichen Additivitdt Gebraucht macht, folgt
aber offensichtlich fiir alle k£ € N:

k
M(A) =) M(4) =M (UleAj) + M (Ui 45) — M (Ué?:lAj) =M (U2 1145) »
=1

jeweils fast sicher. Setze By := U2, ;A; € S (nach Voraussetzung an die Folge (4;)),

dann wissen wir bereits fiir alle k € N, dass M (By) ~ [vB,, @B, ¢B,]. Daher geniigt es
nach Theorem 2.3.5 zu zeigen, dass neben vg, — 0 und @p, — 0 auch

/min{l, |||} ¢B, (dx) — 0 (3.39)
B
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gilt, jeweils fiir k — oo. Die ersten beiden Aussagen sind klar, denn wir haben - erneut
wegen A € § und nach den Voraussetzungen dieses Theorems - fiir alle k € N die Existenz
der Reihen

[e.e] [e.e]
VB, = Z 74, und Qp, = Z Qa;-
j=k+1 j=k+1
Insbesondere konvergieren also diese Reihenreste gegen Null. Fiir die verbleibende Aussa-
ge folgen wir der entsprechenden Idee in [35]: Sei € > 0 beliebig, aber fest. Dann existiert
(da ¢p, ein Lévymaf ist) ein § > 0 mit

min{1, HxHQ} ¢p,(dr) < e.
{a:]|=]| <8}

Andererseits ist die Folge (Bj)ren absteigend (sogar gegen 0, da wir (A;) als disjunkt
vorausgesetzt haben), daher kann man wie zuvor zeigen, dass ¢, = ¢, ., + ®OB\Bjyi1
d.h. dass ¢p, > ¢p,,, fir alle k£ € N und somit:

Jimn sup /min{l,Htz}(ka(d:r)

k—o0
R'Iﬂ

< lim sup / min{1, H:J;||2} ¢B,, (dx) + limsup / min{1, HxHQ} ¢B, (dz)

k—o0 k—o0
{z:)|zl|<6} {z:||lz||>d}

< limsup / min1, [2]2} 65, (dz) + limsup ép, ({z : 2] > 6})
2 ali<o) Fee

= [ min{1 ]} 62 (do)
{z:||=(| <6}
< e,
wobei wir wegen By | () von einer der Voraussetzungen - fiir die von der Null weg

beschrankte Menge {z : ||z|| > 0} - Gebrauch machen konnten. Damit ist (3.39) gezeigt.
0

Kommen wir zu attraktiven Beispielen solcher Zufallsmafe; dabei handelt es sich bei (c)
um ein inhomogenes Beispiel. In (a) hingegen wére es auch denkbar, einen Gaufanteil @’
vorzugeben, dann miissten die komponentenweise wirkenden Pramafse jedoch so gewéhlt
werden, dass Symmetrie und positive Semidefinitheit erhalten bleiben.

Beispiel 3.6.3 (a) Seien S ein 6-Ring auf S und m € N. Weiter seien v, ..., 1, endliche,
signierte Pramafse auf §. Dann betrachte man eine unendlich-teilbare Verteilung
w~[v,0,¢] auf R™ und definiere die folgende Abbildung auf S:

yai= (0 mit Ay = wi(4) ), A€,
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3.6 EXISTENZ

wobei v/ die Komponenten von 7 seien (jeweils fiir ¢ = 1,...,m). Analog definiere
man ¢4(+) := 7(A) - ¢'(+) fiir ein endliches Pramaf 7 auf S. Dann sind mit Q4 =0
(fiir alle A € S) entsprechend die Voraussetzungen von Theorem 3.6.2 erfiillt.

Seien nun ¥ eine o-Algebra (auf S) und v darauf ein o-endliches Maf. Geméf
Beispiel 3.1.3 handelt es sich bei S := {4 € ¥ : v(A) < oo} dann um einen 6-Ring
auf S. Weiter sei u ~ [y, Q’, ¢] eine unendlich-teilbare Verteilung auf R und wir
definieren in Anlehnung an (a) die Abbildungen v4 := v(A)-7, Q4 := v(A4)-Q’ und
da(-) :=v(A) - ¢'(+) (jeweils fiir A € S). Das nach dem vorangegangenen Theorem
resultierende independently scattered random measure M = M), , nennen wir das
von pu und v erzeugte.

Man betrachte S := {x € R? : ||z|| < 1} sowie die Mengen C, := S N M, fiir
a € {—1,1}% mit M, wie im Beweis zu Theorem 2.3.5 . Dann ist

S = {UaeJ C,:JC {—1,1}2}

eine o-Algebra auf S (wobei wir fiir J = () wieder die leere Menge als Element von
S erhalten). Wenn nun ¢ die Gleichverteilung auf B(S) sei (also das auf S einge-
schrankte 2-dimensionale Lebesguemaf), so definieren wir fiir A € S die (endlichen)
Lévymake ¢4(-) := ¢'(- N A). Nach Theorem 3.6.2 existiert also offensichtlich ein
RZwertiges Zufallsmaft M auf S mit M(A) ~ [0,0,¢4] und fiir das Kontrollmaf
Ay auf o(S) = S gilt:

() = / le|?¢'(dx), A€S.
A

Das zeigt aber auch, dass das vorliegende Beispiel inhomogen ist. Man betrachte
dazu Ay = C(q1) U C(_y _y) sowie Ay = Cq _1) U C(_y,1), dann gilt zwar offen-
sichtlich A\pr(A1) = Ay(A2), aber M (A1) und M (A3) besitzen eine verschiedene
Verteilung (sonst Widerspruch zur Eindeutigkeit des Lévymafes).

Zufallsmafe des homogenen Typs in (b) werden fiir uns im hinteren Teil dieser Arbeit
von groker Bedeutung sein. Daher notieren wir die folgenden Beobachtungen, wobei Teil
(d) die Frage der Unabhéngigkeit gegeniiber Eigenschaft (2) in Definition 3.3.1 prézisiert.

Eigenschaft 3.6.4

Seien p ~ [7,Q', ¢'] eine volle sowie unendlich-teilbare Verteilung auf R™ und v ein
o-endliches Maf auf dem Mefraum (S,X). Dann gelten fiir das von p und v erzeugte
Zufallsmaft M gemifs Beispiel 3.6.3 (b) folgende Eigenschaften:

(a)

Fiir alle A € S gilt:

Va=vA) - IVl [Qla=v(A)-IQ, tr(Qa) =v(4)-tx(Q)
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sowie fiir alle A € o(S):
A (A) =v(A) - | ]+ tx(Q) + /min{lv 1%} ¢'(dz) | =: v(A) - Cp. (3.40)
Im

(b) Der Ubergangskern aus Theorem 3.4.5 ist konstant durch p(s,-) = C 1/ () fiir alle
s € S gegeben.

(c) Die Dichten von v und @ geméf Lemma 3.4.7 sind durch a = C. 14" beziehungs-
weise b = C'M_lQ’ (jeweils konstant) gegeben. Weiter gilt K(t,s) = C’;l ~p(t) fur
allet € R™ und s € S, wobei ¢ die log-charakteristische Funktion von p bezeichne.

(d) M(A;) und M(A2) sind genau dann unabhéngig, wenn v(A; N Az) = 0, wobei
Aq, As € S beliebig.

Beweis. Wegen u # €o (sonst sind die Aussagen trivialerweise zu iibertragen) gilt zu-
néchst C,, > 0. Dann folgt (a) mit der Homogenitit der Norm sowie der Mafieigenschaft
von v unmittelbar anhand der Definition der totalen Variation. Dabei gilt (3.40) wegen
der o-Endlichkeit von v und der Mafeigenschaft beider Seiten auch auf o(S). Weiter folgt
P(Ax B) =v(A)-¢/'(B) fur alle A € S und B € B(R™) und mit dem gleichen Argument
wie zuvor somit auch fiir alle A € o(S) (vergleiche Theorem 3.4.5). Der genannte Uber-
gangskern ist also nach (a) und vor dem Hintergrund von (3.5) zutreffend, sodass man
auch (c) mit Hilfe von (a) und (b) unmittelbar nachrechnet. Nun sind M (A;) und M (As)
genau dann unabhéngig sind, wenn die gemeinsame Verteilung dem Produktmafs der ein-
zelnen Verteilungen entspricht, d.h. wenn geméf der Konstruktion in Theorem 3.6.2 und
der vorliegenden Situation fiir alle t1,t5 € R™ gilt:

exp(v(A1)Y(t) + v(A2)¥(t2))
= exp(v(A1 \ A2)ib(t1) + v(A2 \ A)(ta) + v(A1 N A2)dh(t + t2)).
Da das Produktmaf wieder eine unendlich-teilbare Verteilung beschreibt, trifft dies auch
auf die gemeinsame Verteilung zu (sofern die gerade genannte Gleichheit gilt), was dann
nach Lemma 3.1.10 in [31] die Gleichheit der entsprechenden log-charakteristischen Funk-

tionen zur Folge hat. Die Unabhéngigkeit von M(A;) und M (Az) kann also wiederum
fiir alle t1,t9 € R™ iiber folgende Identitat charakterisiert werden:

v(A)y(t) + v(A2)p(t2)
=v(Ar \ A2)p(t1) + v(Az \ A1)Y(t2) + v(Ar N A)Y(ty + t2) (3.41)

beziehungsweise da v auf S (!) ein endliches Maf ist schliefslich

V(A1 N Az) - (¥(t1) +(t2) — Yt +1t2)) = 0.

Die hinreichende Bedingung ist also klar, wahrend wir umgekehrt lediglich ausschliefien
miissen, dass
Vit € R™ . ¢<t1) + 1/1(t2) — w(tl + tg) =0. (3.42)
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Angenommen, (3.42) gelte doch, so wiirde insbesondere folgen, dass ¥(—t) = —(t) fiir
alle t € R™. Dann gilt die Aussage aber auch fiir die Realteile beider Seiten, was wegen
Re 9(t) < 0 sogar zur Folge hitte, dass Re ¢(t) = 0, jeweils fiir alle ¢ € R™. Damit
ware aber |fi(t)| = 1 (konstant), Widerspruch zur Vollheit von p (man vergleiche Lemma
3.1.11 in [31]). O

Korollar 3.6.5
Sei M wie oben. Dann gilt fir alle n € N und Ay,..., 4, € §: M(A1),..., M(Ay) sind
genau dann unabhéngig, wenn sie paarweise unabhéngig sind.

Beweis. Gelte die paarweise Unabhéngigkeit, so folgt nach Eigenschaft 3.6.4 (d), dass
v(A;NAj) =0 fiir alle 1 <¢ < j <n (ohne Einschrankung fiir n > 2). Dies hat wegen

A= Z(") ul4an {J 4
1<j<n,
JFi
sowie der Subadditivitdt und Monotonie von v einerseits zur Folge, dass v(4;) = V(Zgl}))
fiir alle ¢ = 1,...,n. Ganz ahnlich liefert die Monotonie von v, dass V(Zgn) ) = 0 fiir alle
J C{1l,...,n} mit #J > 2. In Analogie zu (3.41) iiberzeugt man sich also wieder davon,

dass die gemeinsame Verteilung dem entsprechenden Produktmafs entspricht. O

3.7 Komplexwertige ZufallsmaRe
Betrachtet man eine Familie von C™-wertigen Zufallsvektoren, also von Elementen aus
L2%(Q,C™) := {X : Q — C™| X ist A-B(C™)-mekbar},

wobei B(C™) geeignet mit B(R?™) zu identifizieren ist, so kann die Definition eines C™-
wertigen ISRM mit Hinblick auf Definition 2.4.16 absolut analog zum R"-wertigen Fall
erfolgen. Insbesondere die resultierende Frage der Existenz lésst sich in aller Kiirze auf
Theorem 3.6.2 zuriickfithren: Denn offensichtlich gewinnt man mit jedem R*™-wertigen
Zufallsmaf M = {M(A) : A € S} und M(A) = (Mi(A),..., M2, (A)) auch ein C™-
wertiges Zufallsmaf M = {M (A) : A € §}, indem man fir alle A € S entsprechend
M(A) := (M(A),..., M, (A)) mit

Mj(A) = Mj(A) +iMpyi(A), j=1,...m (3.43)

definiert. Wenn wir also im Folgenden C™-wertige Zufallsmafie aus solchen mit Werten
in R?™ konstruieren, so unterstellen wir stillschweigend diesen Zusammenhang. Speziell
gilt dann fiir alle A € S:

Re M(A) = (My(A), ..., My (A)), TIm M(A) = (Myi1(A), ..., Mo (A)).
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Sei umgekehrt M = {M(A) : A € S} ein beliebiges (unendlich-teilbares) C™-wertiges
Zufallsmag, so erkennt man sofort, dass es sich auch bei {Re M(A) : A € S} sowie
{Im M(A) : A € 8} um jeweils R™-wertige (und unendlich-teilbare) Zufallsmafe han-
delt. In &hnlicher Weise und unter erneuter Beriicksichtigung von Definition 2.4.16 ist
ersichtlich, dass dann schliefslich die durch

M(A) := (Re M(A),Im M(A)), A€S

definierte Familie M = {M(A) : A € S} ein R*™-wertiges und unendlich-teilbares ISRM
reprasentiert. Wir nennen M das zu M (reell) assoziierte ISRM.

79



KAPITEL 4

Stochastische Integrationstheorie

Wir méchten nun mit Hilfe der Objekte aus Kapitel 3 weitere Zufallsvektoren konstruie-
ren, die jedoch alle auf dasselbe ISRM zuriickgreifen, was somit in der Regel zu Abhén-
gigkeiten fiihren wird. Dabei erinnern die Art der Konstruktion sowie die resultierenden
Eigenschaften an die deterministische Integrationstheorie und begriinden daher auch den
Titel dieses Kapitels. Ferner wird sich herausstellen, dass die Verteilung dieser einzelnen
Zufallsvektoren im Wesentlichen bereits durch die Verteilung des zugrunde liegenden Zu-
fallsmafses bestimmt ist.

Nun ist die Existenz von unabhéngigen Zufallsvektoren mit vorgegebener Verteilung
(auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum) wohlbekannt. Besonders im Rahmen
des Konzepts, das im néchsten Kapitel vorgestellt werden soll, sind wir jedoch an be-
stimmten Abhéngigkeiten interessiert.

Diesbeziiglich wird sich die nachfolgende Konstruktion als geradezu pradestiniert erwei-
sen. Dabei vergleiche man die Ausfithrungen und Ergebnisse in [35] fiir den Fall m = 1,
da diese nun im ersten Teil dieses Kapitels entsprechend verallgemeinert werden sollen.
Weiter sei beispielsweise auf [5] und [29] verwiesen, wo zwar jeweils nur die Situation von
Beispiel 3.6.3 (b) mit einem speziellen, symmetrisch a-stabilen Erzeuger betrachtet wird,
in der letztgenannten Quelle jedoch auch bereits fiir m > 1, was die Verwendung von
L(R™)-wertigen Funktionen erlaubt.

Schlieflich betonen wir noch einmal, dass sich die Existenz von (deterministischen) In-
tegralen fiir komplexwertige Funktionen stets auf Real- und Imaginérteil bezieht, wih-
rend die Integrierbarkeit von reellwertigen Funktionen &dquivalent zu der Endlichkeit des
Integrals {iber den Betrag der jeweiligen Funktion ist. Im Falle von vektorwertigen Inte-
granden gelten die Vereinbarungen entsprechend komponentenweise.
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4.1 DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In diesem und in dem néchsten Abschnitt sei M = {M(A) : A € S} ein beliebiges,
unendlich-teilbares Zufallsmafs auf einem §-Ring & mit Werten in R™, wobei wir den
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum mit (€2, A, P) bezeichnen. Weiter nennen
wir eine Abbildung f : S — L(R™) einfach (beziiglich S), falls eine Darstellung

f(s) =) Rjla,(s) (4.1)
j=1

existiert, wobei Ry, ..., Ry, € L(R™) und Ay, ..., A, € S disjunkt (mit n € N). Falls S eine
o-Algebra ist, so handelt es sich also gerade um alle S-B(L(R™))-mefkbaren Abbildungen,
die nur endlich viele Werte annehmen.

Definition 4.1.1 (Teil 1)
Sei f: S — L(R™) wie in (4.1) einfach (beziiglich S). Dann definieren wir (symbolisch)
fiir jedes A € o(S):

Jj=1

Tr(F1a) = I(f1.4) ::/fdM ::/f(s)M(ds) =S R, M(AN4).  (42)
A A

Schreibe I(f) et cetera, falls A = S.

Bemerkung 4.1.2. (a) Die vorangegangene Definition nutzt zwar nicht aus, dass M
unendlich-teilbar ist, wir kdnnen uns jedoch jetzt bereits auf diesen Fall beschrén-
ken. Dies hat den Vorteil, dass I(f14) als Summe unabhéngiger und unendlich-
teilbarer Zufallsvektoren selbst wieder unendlich-teilbar ist (vergleiche Proposition
3.1.21 in [31]).

(b) Vor dem Hintergrund von Lemma 3.1.2 ist I(f 1 4) iiberhaupt erst fiir alle A € o(S)
wohldefiniert. Weiter ist die jiingste Definition fast sicher unabhéngig von der Dar-
stellung in (4.1), denn falls die Operatoren Ry, ..., R, nicht paarweise verschieden
sind, so bleibt die rechte Seite in (4.2) nach entsprechender Zusammenfassung fast
sicher unveréndert (man beachte die Additivitat von M). Andererseits ist die Dar-
stellung von f geméfs (4.1) bis auf die Hinzunahme des Nulloperators eindeutig,
wenn man neben der Disjunktheit der Mengen A; € & auch voraussetzt, dass die
Operatoren R; paarweise verschieden sind (j = 1,...,n).

(c) Sei f einfach und A € o(S) beliebig. Dann ist offensichtlich auch g := f14 ein-
fach beztiglich S und es gilt I(g) = I(f14) (fast sicher), was obige Bezeichnung
rechtfertigt.

Eigenschaft 4.1.3 (a) Die Abbildung f +— I(f) ist fast sicher linear (iiber R).
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(b) Die charakteristische Funktion von I(f 1,4) ist fiir alle A € o(S) gegeben durch

( (f14))(t) =exp /K )t 8) Apr(ds) |, teR™. (4.3)

Beweis. Zu (a): Angenommen, f; und fo seien einfache Funktionen mit Darstellungen
fi= 2?7:1 Rgz) L ,@ (i =1,2). Definiere
j

AN = UA \UA1 AP = UA \UA

und R((Jl) = R((]2) = 0, dann koénnen wir auch die folgenden Darstellungen im Sinne von
(4.1) nutzen:

ni no
fi(s) = Z Z R ]1A(1)0A<2)( s), Z Z R 1 1>mA(2>( 5)-
J1=072=0 j1=0 j2=0

Somit folgt unmittelbar fiir oy, as € R:

I f1 + aafe) = arI(f1) + aol(f2) (fast sicher).

Fiir (b) betrachte man ein einfaches f wie in (4.1). Dann wissen wir, dass die charakteris-
tische Funktion des Zufallsvektors R; M (AN A;) fiir alle j = 1, ..., n durch die Abbildung

R™ >t +— E(M(A N Aj))(R;t) = exp / K(Rjt,s) A (ds)
ANA,
gegeben ist (vergleiche Proposition 3.4.9). Da M(A;),..., M(A,) unabhéngig sind, folgt
geméak (4.2) fiir alle t € R™:

n

EI(F A0 =exp | S / K(R:t,3) Ayr(ds) (4.4)

I=1 AnA;

~ exp / SRR, 5)1a, () | Ane(ds)

a \=t

Nun gilt K(0,s) = 0 fir alle s € S. Angesichts der Darstellung von f folgt also das
Gewtinschte:

= exp /K )t s) A (ds)
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Dabei entnimmt man der Rechnung insbesondere, dass K (f(-)*t,-) fiir alle ¢ € R™ inte-
grierbar ist (beziiglich Ayr). O

Bemerkung 4.1.4. Die Abbildung ¢ — [, K(f(s)*t,s) Ap(ds) ist vor dem Hintergrund
von Theorem 2.3.1 wirklich die log-charakteristische Funktion von I(f 1 4). Insbesondere
entnimmt man (4.4) die Stetigkeit dieser Abbildung, da geméf Proposition 3.4.9 fiir
alle t' € R™ und A’ € S gilt: [,, K(t',s) Ay(ds) = ©(A',t'), wobei die letztgenannte
Funktion als log-charakteristische Funktion (in ¢’ gelesen) selbst bereits stetig ist.

Wir mochten nun wie iiblich das Integral auf eine gréfiere Klasse von Funktionen
ausdehnen, wobei uns die gerade gezeigten Eigenschaften helfen werden. Ferner iiberzeuge
man sich davon, dass die nachfolgende Definition konsistent mit der vorangegangenen ist.
Insbesondere ist jede einfache Funktion integrierbar.

Definition 4.1.5 (Teil 2)

Sei f: S — L(R™) eine o(S)-B(L(R™))-mekbare Abbildung. Dann nennen wir f in-
tegrierbar beziiglich M beziehungsweise M -integrierbar, falls eine Folge von einfachen
Funktionen (fy,)nen (bezliglich §) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(1) fu(s) — f(s) fir Ay-fast alle s € S,

(2) die bereits erklarte (und jeweils fast sicher eindeutige) Folge (I(fn14))nen von
Zufallsvektoren konvergiert fiir alle A € o(S) stochastisch (n — 00).

Weiter sei
Z(M) :={f:(S,0(S)) — (LR™),B(L(R™)))| f ist M-integrierbar}.

Proposition 4.1.6

Seien f € Z(M) und (fy)nen eine zugehorige Folge einfacher Funktionen, wobei n(A) fiir
alle A € o(S) den stochastischen Limes in (2) bezeichne. Dann gilt fiir alle A € o(S)
und t € R™:

~

B =exp | [ K769 M) | (1.5)
A
insbesondere ist K(f(-)*t,) integrierbar (beziiglich Ays).

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis zu Proposition 2.6 in [35] und definieren fiir
alle t € R™ und n € N die Abbildung i, : 0(S) — C durch

pn(A) = /K(fn(s)*t7 s)Am(ds), A€ a(S).
A

Wir haben zuvor bereits bemerkt, dass K (f,(-)*t,-) integrierbar ist. Somit erkennt man
also, dass die Abbildung A — ., (A) (fir alle t € R™ und n € N) ein signiertes,
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endliches Mafs ist. Offensichtlich gilt dabei: iy, < Apr. Andererseits wissen wir, dass
I(fn14) fir alle n € N unendlich-teilbar ist, somit aber auch 7(A), sieche Lemma 3.1.6
in [31]. Bezeichnen wir mit x(A4,-) die log-charakteristische Funktion von n(A), so folgt
mit Lemma 3.1.10 in obiger Quelle und wegen Bemerkung 4.1.4 fiir festes ¢ € R™ sowie
A€ o(S): un(A) = x(A,t) fiir n — co. Nun besagt aber das Hahn-Saks-Vitali Theorem
(siehe Kapitel IX, Theorem 11 in [7]), dessen Voraussetzungen nach dem bisher Gezeigten
erfiillt sind, dass die Abbildung A — x(A,t) ebenfalls fiir alle ¢ € R™ ein signiertes Mafs
auf o(S) darstellt, wobei sich x(-,¢) < Ap(-) offensichtlich iibertragt. Der Satz von
Radon-Nikodym liefert also fiir alle ¢ € R™ die Existenz einer Aj-Dichte von x(-,¢), die
wir mit z; bezeichnen. Angesichts der Endlichkeit von x(-,t) folgt sogar, dass z; : S — R
und dass z; fiir alle ¢ € R™ integrierbar ist (vergleiche VII, §2 , Korollar 2.4 in [10]).
Wegen

X(A,t) = /Zt(S) Av(ds), Aeo(S),teR™
A
geniigt es also zu zeigen, dass fiir t € R™ beliebig, aber fest gilt: z(s) = K(f(s)*t, s) fiir
Ay-fast alle s € S. Nun haben wir bereits an anderer Stelle betont, dass K im ersten
Argument stetig ist, zusammen mit der Voraussetzung an die Folge (f,) gilt also

K(fn(s)*t,s) = K(f(s)*t,s) fir Ay-fast alle s € S.

Weiter ist Ay o-endlich, nach dem Satz von Egorov (siehe VI, §3, Satz 3.5 und Aufgabe
3.1 in [10]) existiert somit eine Folge (Cj)ren C 0(S), sodass Cy := S\ Up2,C}, eine
Ap-Nullmenge ist und fiir die weiterhin gilt: ¢ := Aps(Ck) < 0o mit

n—oo Seck

lim ( sup |[K(fn(s)*t,s) — K(f(s)*t,s)\) =0, kel

Mit der Dreiecksungleichung und wegen ¢, < oo folgt also nicht nur, dass K (f(-)*¢,)1¢, ()
die Integrierbarkeit von den Funktionen K(f,(-)*t,-)1c,(-),n € N erbt, sondern auch,
dass fiir alle k € N und A € o(S) gilt:

zt(s) Anr(ds) = x(AN Cy, t)
ANCY,

n—oo
ANCy,

= / K(f(s)"t,s) An(ds).

ANCl,

~ lim / K(fu(s)™, 5) Ans(ds)

Durch Betrachtung der eingeschriankten signierten Mafe x(-NC, t) erkennt man schlieft-
lich wie friiher fiir alle £ € N, dass z(-) 1¢, (-) und K(f(-)*t, ) 1¢, () jeweils zugehorige
Dichten sind, sodass aus Griinden der Eindeutigkeit \jp/-Nullmengen Bi, Ba, ... mit

VEeN: z(s)=K(f(s)"t,s) furallese Cy\ By
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existieren. Damit besteht aber insgesamt Gleichheit bis auf jene Ap/-Nullmenge, die aus
Cy nach Vereinigung mit den Mengen Cy N By, k € N hervorgeht. 0

Man beachte, dass Definition 4.1.5 (in dieser starken Form) bereits die Implikation
feEI(M)= flyeZ(M) fir alle A € o(S) liefert, inklusive einer geeigneten approxi-
mierenden Folge. Umgekehrt geniigt es im Allgemeinen nicht, hinsichtlich der Bedingung
(2) nur die Menge A = S zu testen, da sonst f14 ¢ Z(M) gelten kann oder aber
(fn1 A)nen zumindest keine geeignete Folge ist (jeweils fiir gewisse A € o(S)). Von Letz-
terem haben wir jedoch im vorangegangenen Beweis massiv profitiert.

Beispiel 4.1.7

Sei M das von p ~ [1,0,0] und dem auf [—1, 1] eingeschridnkten Lebesguemafs erzeugte
Zufallsmak., d.h. S = [-1, 1] mit S = B([—1, 1]). Dann gehort f := 0 zu Z(M) (betrachte
zum Beispiel f,, = 0 fiir alle n € N), wihrend die durch

gn(s) :==n [(_l)nn[_%,o)(s) + (_1)n+1ﬂ(0,%](3)} , se[-11]

definierte Folge einfacher Funktionen (g, )nen zwar neben (1) offensichtlich auch (2) fiir
A =8 = [-1,1] erfiillt (in Definition 4.1.5), jedoch nicht fiir A = (0, 1] (man vergleiche
Eigenschaft 3.6.4).

Korollar und Definition 4.1.8
Seien f € Z(M) und ( f,)nen eine entsprechende Folge einfacher Funktionen, so definieren
wir fiir alle A € o(S)

m(fLa):=1(f14): /fdM /f M(ds) :=P - lim /fndM (4.6)

und schreiben I(f) et cetera, falls A = S. Die resultierenden Grenzwerte sind dabei
jeweils fast sicher unabhéngig von der Wahl der Folge (f,,). Schlieklich ist I(f1,4) fiir
alle A € 0(S) unendlich-teilbar mit log-charakteristischer Funktion

RmatH/K V1. 5) At (ds).

Beweis. Gegeben eine solche Folge (f,,), so haben wir die jeweiligen Grenzwerte in Pro-
position 4.1.6 zundchst mit 7(A) bezeichnet und bereits als unendlich-teilbar erkannt.
Betrachtet man nun eine weitere Folge (gn)nen, die (1) und (2) erfiillt, so liefern die
Linearitdt des Integrals fiir einfache Funktionen sowie die Additivitat des stochastischen
Limes einerseits, dass durch h,, := f,, — g, eine Folge einfacher Funktionen (h;,),en de-
finiert wird, die h := 0 € Z(M) geeignet approximiert. Andererseits folgt dann aber
nach (4.5) auch, dass die Differenz der resultierenden Grenzwerte eine eo-Verteilung be-
sitzt, d.h. das Integral ist sogar fast sicher eindeutig bestimmt. Die angegebene log-
charakteristische Funktion entnimmt man ebenfalls dem Beweis von Proposition 4.1.6
(und der Betrachtung von x(A,t)). O
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4.1 DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN

Die Darstellung der charakteristischen Funktion geméf (4.3) gilt also nicht nur fiir
einfache Funktionen f. Als Ndchstes mochten wir auch die Linearitdtsaussage iibertragen,
ehe wir im Anschluss weitere niitzliche Eigenschaften gewinnen kénnen. Dabei haben
wir gerade bereits erkannt, dass alle Aussagen nur fast sicher gelten konnen. Genau
genommen wire also auch die Abbildung f — I(f) erst nach Identifizierung fast sicher
identischer Objekte in L°(Q2, R™) wohldefiniert. Wir werden auf diese Unterscheidungen
jedoch weitestgehend verzichten.

Eigenschaft 4.1.9
Z(M) ist ein Vektorraum und die Abbildung Z(M) > f + I(f) ist linear (iiber R).

Beweis. Die meisten der zu zeigenden Vektorraumeigenschaften sind offensichtlich. Seien

also nun fi, fo € Z(M) mit approximierenden, einfachen Funktionenfolgen ( f,, 1)nen und

(fn,2)nen gegeben. Man betrachte weiter fiir a1, az € R die Abbildung h := «; f1 + az fa,

so liefert die durch hy, := a1 fy,1 +ao fy 2 definierte Folge (hy)nen insgesamt mit dhnlichen

Argumenten wie im Beweis zu Korollar und Definition 4.1.8 das Gewiinschte und es gilt
I(h) =P- lim I(hn) =P- nh_{glo ((llf(fml) + OéQI(fn’Q)) = oqI(fl) + Oégf(fg)

n—o0

fast sicher. O

Eigenschaft 4.1.10
Seien f1, fa € Z(M). Falls fur Ay-fast alle s € S gilt: || fi(s)]| - || f2(s)]] = 0, dann sind
I(f1) und I(f2) unabhéngig.

Beweis. Fir A; :={s € S : fi(s) # 0} € o(S) (i = 1,2) gelte also: Apr(A1NA2) = 0. Nun
nutze man Theorem 3.3.5 (a), um aus Monotoniegriinden fiir alle A € S mit A C (A1NAs)
zu erkennen, dass M (A) = 0 fast sicher. Weiter seien (fy, i)nen approximierende, einfache
Funktionenfolgen von f; fiir ¢ = 1,2. Dass nun auch f; 14, integrierbar und (f,1 14, )nen
eine geeignete approximierende Folge ist, wissen wir bereits. Andererseits folgt jedoch
nach Wahl von Aj, dass fi(s) = fi(s) 14,(s) fiir alle s € S. Analog argumentiert man
fiir fo. Wegen der Unabhéngigkeit von der Wahl Folge gilt also (jeweils fast sicher):

I(fl) = P- 17,113010 I(fn,l ]lA1)7 I(f?) =P- nh~>nolo I(fn,? ]lAg)‘

Wenn wir nun noch zeigen konnen, dass I(f,114,) und I(f,214,) fir jedes n € N
unabhéngig sind, so liefert dies bekanntermafen die Behauptung (siche Problem 3.10
in [36]). Mit der Linearitdt und dem zuvor Gezeigten wissen wir aber, dass

I(fnala,) = I(fua Lapa,) + I(fnaLana,) = I(fo1Lapa,)

fast sicher und fiir jedes n € N (siehe Definition 4.1.1). Analog zeigt man fiir alle n € N,
dass I(fn21a,) = I(fa214,\4,) fast sicher. Somit werden aber bei der Definition des
Integrals hinsichtlich f, 114\ 4, und fn 2 1 4,\ 4, de facto jeweils disjunkte Mengen und
somit unabhéngige Zufallsvektoren betrachtet. O
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4.1 DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN

Méchte man auch eine Charakterisierung der Unabhéngigkeit erhalten, so wird man
mehr Informationen von M benéGtigen. Denn falls beispielsweise M = 0, so gilt auch
I(f) = 0 fir alle mefbaren f, d.h. die Umkehrung stimmt im Allgemeinen nicht.

Lemma 4.1.11
Seien f € Z(M) und R € L(R™). Dann gehort auch die durch (R - f)(s) := Rf(s)
definierte Abbildung R f : S — L(R™) zu Z(M) und es gilt

I(R-f)=RI(f) (fast sicher). (4.7)

Beweis. Ohne Einschrankung gelte R # 0, wobei (f,,)nen eine approximierende Folge
einfacher Funktionen fiir f sei. Wahrend die Meftbarkeit von R - f aus der von f folgt
(komponentenweise Betrachtung), erkennt man auch, dass Rf,(s) — Rf(s) fir Ap-fast
alle s € S. Weiter gilt (4.7) offensichtlich fiir alle einfachen Funktionen und wir erhalten
fir A € 0(S) sowie € > 0 beliebig, aber fest:

PR fala) = RI(f1a)]| =€) = P([RI(fala) = RI(fLA)] =€)
< POII(faLa) = I(fLA)] = €/lIR])
— 0

nach Wahl von (f,). Dies liefert gleichermafen, dass R - f € Z(M) als auch, dass (4.7)
gilt. O

Wir erinnern an Lemma 2.0.1 und die dem vorausgegangene Bemerkung. Diesbeziiglich
wird sich die nachfolgende Eigenschaft, die eine konkrete Darstellung der Fouriertransfor-
mierten der gemeinsamen Verteilung von (I(f1), ..., [(f,)) liefert, als geeignetes Scharnier
erweisen.

Eigenschaft 4.1.12
Seien n € N und fi, ..., f € Z(M) beliebig. Dann gilt fiir alle ¢4, ...,¢, € R™:

E <eizi=1<l(ff)’tj>) = exp /K jzlfj(s)*tj,s A (ds)
% =

Beweis. Seien ti,...,t, € R™ beliebig, aber fest. Setze e := (1,...,1) € R™ und sei R;
fir alle j = 1,..,n die Diagonalmatrix mit Rje = t;. Dann folgt wegen (4.7) und der
Linearitat des Integrals (endlich oft angewendet):

E (ei Z?:1<I<fj>7tj>> ) (ei Z?:1<R;I<fj>,e>)
(ei<z;:1 I(R;.fj),e))

E
-E (eiu(zg‘:l R;-fj),e>>
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4.2 CHARAKTERISIERUNG DER KLASSE Z(M)

*

— exp /K SR | es | urds)
=1

= exp /K ij(s)*Rje,s A (ds)

= exp /K ij(s)*tj,s )\M(ds)

Eigenschaft 4.1.13
Seien f, f1, fa,... € Z(M). Dann gilt:

I(fa) — 2 I(f) & VteR™: /K (fa(s) — F(5))"t, $) Aas(ds) —— 0.

S

Beweis. Zunéchst konvergiert I(f,) genau dann stochastisch gegen I(f), wenn I(f,) —
I(f) = I(f, — f) (Gleichheit gilt fast sicher) in Verteilung gegen 0 konvergiert. Nun
kennen wir aber geméf Korollar und Definition 4.1.8 die log-charakteristische Funktion
von I(f, — f), somit folgt die Behauptung nach Lemma 3.1.10 in [31]. O

4.2 Charakterisierung der Klasse Z(M)

Der Name dieses Abschnitts ist weitestgehend Programm. Dabei sind wir einerseits an
hinreichenden Kriterien fiir f € Z(M) interessiert, da die formale Definition generell nicht
sehr praktikabel ist. Andererseits méchten wir iiber die notwendige Bedingung das Lévy-
Khintchine-Tripel von I(f) bestimmen, sofern f € Z(M). Dazu definieren wir zunéchst
die folgenden Abbildungen, die sich fiir die obige Frage als zentral erweisen werden.

Rz Rz
L+ Rz 1+ |z

U:LR™) x S — R™, (R,S)»—>Ra(8)+/<

Rm

) p(s,dx),
VILR™) xS =Ry, (R,s)— /min{l, IR z||?} p(s, dx).
Rm

Dass U wohldefiniert ist, d.h. dass das genannte Integral fiir alle s € S existiert, wird
insbesondere mit Lemma 4.2.2 folgen. Dabei richten wir uns zwar im Wesentlichen wieder
nach [35], konnen jedoch die dort verwendeten Methoden (fiir den Fall m = 1) nur be-
dingt aufgreifen. Insbesondere miissen wir beide Richtungen getrennt betrachten, wobei
der Beweis der hinreichenden Bedingung einige Ideen aus 37| aufgreift.
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4.2 CHARAKTERISIERUNG DER KLASSE Z(M)

Ist ¢ ein LévymaR, so ist h(t,-) (Bezeichnung aus dem Beweis zu Theorem 3.3.2) be-
kanntlich fiir alle ¢ € R™ integrierbar beziiglich ¢. Unter einer gewissen Voraussetzung
gilt auch die Umkehrung, ndmlich (vergleiche Theorem 3.3.10 in [37]):

Lemma 4.2.1
Sei ¢ ein Maf auf B(R™) derart, dass

R™ >y +— / (1 — cos(y, x)) ¢p(dx) (4.8)
Rm

nach [0, 00) abbildet und stetig ist. Dann folgt
[ minL 2P} é(do) < oc.
Rm

d.h. ¢ ist ein Lévymaf, sofern auch ¢({0}) = 0 gilt.

Beweis. Existiert also (4.8) fiir alle y € R™, so bezeichnen wir die entsprechende Abbil-
dung mit g(y). Weiter definieren wir fiir ¢ € R™ beliebig, aber fest die kompakte Menge
Ay := {st : s € [0,1]}. Nach Voraussetzung gilt also «(t) := sup{g(y) : y € A} < o0,
insbesondere existiert f[o,l] g(st)ds (als Lebesgue-Integral). Dabei kénnen wir mit dem
Satz von Tonelli schreiben:

/ g(st)ds = / / (1 — cos(st, z)) ds p(dx)

[0,1] R™ [0,1]
B sin(t, x)
- [ (-5 e
R’Nl

wobei wir den Integranden als Null verstehen, wenn immer (¢,z) = 0. In jedem Falle
existiert eine Konstante C' > 0, mit der die folgende Abschitzung zuléssig ist, denn fiir
2| <1 gilt 1 — 822 > 122 (Potenzreihenentwicklung) und fiir [2| > 1 vergleiche man
beispielsweise die Aussage von Lemma 3.5.4:

> / min{1, (t, 7)2} ¢(dz).
Rm
Zusammenfassend konnten wir also fiir alle ¢ € R zeigen, dass
/min{l, (t,2)?} ¢(dz) < oo.
Rm

Nun liest man diese Aussage jeweils fiir ¢ = a € {—1,1}™ und erhélt durch Betrachtung
der Mengen M, wie im Beweis zu Theorem 2.3.5 die Behauptung. ]
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4.2 CHARAKTERISIERUNG DER KLASSE Z(M)

Lemma 4.2.2
Fiir alle R € L(R™) und z € R™ gilt:

< max{2,||R| + || BRI’} min{1, [l*}.

Rz Rz
L+ Rzl 1+ =2

Beweis. Fiir ||z|| <1 schreibe man ||Rz|| < ||R|| sowie

[ lll® — (1R |

= < [l + 1RIP |1
(14 1R ][*)(1 + [|]]%)

1 1
LRl 1+ ]

Falls ||z|| > 1, so tiberlege man sich zunéchst den trivialen Fall |Rz| < 1, wihrend wir
fir ||Rz|| > 1 unmittelbar

Rx Rz | Rz || || Rx||
TF Rzl 1+l = T+ 1RalP T T+ P
IRzl IR] ]
S T4 TReP T 17 [l
IR2|2 R Je]?
S T ReE T 1 a2
<1+|R|
erhalten. 0
Lemma 4.2.3
Fiir alle ¢,y € R™ gilt.
\“’”2 - sin<t,y>\ < (11 J1t] + 1e1P) min{1, [ly]2).
T+ Iyl

Beweis. Sei t € R™ beliebig, aber fest. Dann ist der Fall ||y|| > 1 analog zu oben klar
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir ||y|| < 1 betrachte man hingegen die folgende Rech-
nung, bei der wir erneut von der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie von |sin z — z| < 22
Gebrauch machen (Potenzreihenentwicklung und Restgliedabschitzung):

‘ ) oty ‘ ’ (t,y) —sin{t,y)  |lyl*sint, y)
L+ |ly|]? L+ [ly[? 1+ [ly|?
< I(t,y) — sin(t, )| + [ly|
< (t,9)* + lyl?
< (L4 (1)l

O]

Mit der geleisteten Vorarbeit konnen wir also nun das erste Hauptresultat dieses Ab-
schnitts beweisen, man vergleiche Theorem 2.7 in [35].
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Proposition 4.2.4
Es gelte f € Z(M), so existieren die folgenden Integrale:

- / U(f(s).5) Anr(ds), Q= / £(5)b(3)£(5) A (ds)
S

S

und durch (vergleiche Theorem 3.4.5)
d(A) == 2({(s,x) € SxR™: f(s)x € A\ {0}}), AeBR™)

wird ein Lévymal definiert. Weiter gilt: I(f) ~ [vf, Qf, ¢¢].

Beweis. Nach Korollar und Definition 4.1.8 wissen wir bereits, dass die Abbildung t
Js K(f(s)*t, s) Anr(ds) wohldefiniert ist und der log-charakteristischen Funktion von I(f)
entspricht. Damit existiert aber definitorisch auch das folgende Integral fiir alle t € R™ :

/Re K(f(s)*t,s) An(ds)

—— [ {50866 170 + [ (1 costr(5)'t) pls.de) | A (ds).

S RH’L

Unter Berticksichtigung von Korollar 3.4.8 (a) ist nun die folgende Zerlegung zuléssig:

== [ 506616 D Milds) — [ [ (@ cosr(s)7t,0)) s, ) M)
S S R™
1 *
= — / 5(f(s)b(s)f(s) t,t) Apr(ds) — / (1 —cos(t, f(s)x)) ®(ds,dx),
S SxRm

nach Theorem 3.4.5 und (3.6). Schlieklich liefert die Anwendung der Transformationsfor-
mel (man beachte, dass 1 — cos(t,0) = 0 fiir alle t € R™):

== [ U ) Aarlds) = [ (1= cos(t, ) 6(do).

S Rm

Zusammenfassend konnten wir also zeigen, dass die beiden letztgenannten Integrale fiir al-
let € R™ existieren. Daraus mochten wir nun zundchst auf die Existenz von @ s schliefen,
wobei aus Griinden der Ubersicht C(s) := f(s)b(s) f(s)* sei mit C(s) = (C(s)%9); j=1,...m-
Zu i € {1,...,m} beliebig betrachte man dann speziell den Vektor ¢ = ¢;, um

[1cr s = [l ) < oc
S S
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zu erkennen, d.h. die Diagonalelemente von C|(s) sind beziiglich Ay, integrierbar. Analog
folgt fiir 1 < 4,5 < m beliebig durch Betrachtung von ¢ = e; + ¢;, dass

/ () + C(s)™ + C(s)9 + O] Ay (ds) < oo,
S

Mit dem, was wir iiber die Diagonalelemente bereits wissen, ist dann auch C/(s)/ +C(s)?"
integrierbar. Nach Korollar 3.4.8 (b) ist dies aber dquivalent zur Integrierbarkeit von
C(s)", denn es gilt fiir \y/-fast alle s € S:

C(s)* = f(s)b(s)"f(s)" = f(s)b(s)f(s)" = C(s).

Das zeigt insgesamt, dass @y existiert. Indem wir die letzten Aussagen noch einmal
bemiihen, wissen wir aber auch, dass 0y symmetrisch ist und dass fiir alle t € R™ gilt:

(Qrt.1) = / (F()b($)f ()74, 8) Aar(ds) = / (b(s) F(5)°t, £(5)"t) A (ds) > 0,
S S

d.h. @y ist eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix, somit also {iberhaupt zu-
lassig als Gaufanteil von I(f). Andererseits (siehe oben) wissen wir bereits die Stetigkeit
der Abbildung

1
tos [ Re K(£(5)"t.5) Mrlds) = —5 Qs th — [ (1= costt,)) oy(de)
S R™
und somit aber auch die von ¢ — [p,. (1 — cos(t,x)) ¢(dx). Damit greift insgesamt die
Aussage von Lemma 4.2.1, d.h.

/ min 1, 2]} ¢ (de) = / wmin{1, | £(s)z]*} ®(ds, dz)
J

SxR™

:/V(f(s),s) A (ds)
5
< oo,

was zusammen mit ¢;({0}) = 0 insbesondere liefert, dass ¢ ein Lévymaf ist. Schlieklich
mochten wir argumentieren, dass 7y existiert, wobei es geniigt, fiir alle £ € R™ die
Existenz von

/ (L Uf(3), 9)) Mar(ds)
S

nachzuweisen, denn dann erhélt man die j-te Komponente von U(f(s),s) fiir t = e;.
Seien also ¢ € R™ und s € S beliebig, aber fest, so gelangen wir wie folgt zum Ziel:

f(s)z f(s)z
<ta U(f(S), 8)> = <t> f(S)CL(S) + - p(S, d$)>
Rl <1+||f(5>’)30H2 1+H$H2>
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e OO A
(t, £(5) <>>+RZ( ) ol

L+ (If()zl? T+ [l)?

wobei wir von der Existenz des Integrals (fiir alle s € S) geméaf Lemma 4.2.2 profitiert
haben. Dass das zweite (und somit auch das erste) der beiden nachfolgenden Integra-
le existiert, erkennt man hingegen mit Lemma 4.2.3, wird im weiteren Verlauf jedoch
impliziert prézisiert:

=t (egate) + [ (st s0)a) - LHIDY o)

L+ [a?
Rm
M—sin s)x s,dx
*RZ (T 3t 02 s 0

=TIm K(f(s)*t, s) + / <m — sin(t, f(s)x)) p(s, dz)
o

und daher mit Lemma 4.2.3 (setze C(t) := 1+ [|t]| + ||t]|?)

(&, U(f(5),8) < [Tm K(f(s)"t, s)| + C(t) / min{1, [|f(s)z[|*} p(s, dz)
Rm

beziehungsweise insbesondere

1.0l Aar(as) / K()88) Aarlds) + (1) [ V(F(5),) () < o
S S

nach dem zuvor Gezeigten. Fiir die Angabe des Lévy-Khintchine-Tripels sei daran erin-
nert, dass wir die log-charakteristische Funktion von I(f) bereits kennen. Dabei haben
wir insbesondere fiir alle ¢ € R erkannt (mit h(¢,z) wie an frither Stelle), dass

Re /K V¥t 5) A (ds) :—;<th,t>+/Re h(t, @) b (da).
Rm

In dhnlicher Weise iiberzeugt man sich mit den vorherigen Schritten schliefilich von

Im /K )*t, s) Anr(ds)

) <t / V) arlds) >+S/ Z (st £612) = £ ) ) r)

R

= (t,vf) + / Im h(t,x) p(de),

B
d.h. I(f) ~ [vr, Qf, d¢l- -
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Mit dem gerade erbrachten Nachweis der notwendigen Bedingung wird uns nun auch
die hinreichende Bedingung fiir die Frage f € Z(M) gelingen. Zuvor einige Hilfsaussagen,
die sich an Lemma 2.8 in [35] und Theorem 3.2.2. in [37| orientieren.

Lemma 4.2.5
Sei f: S — L(R™) mekbar. Dann gilt fiir alle A € 0(S) und s € S:

1U(f(s)La(s), )| < [U(f(s), 8)[[Lals) + 2V (f(s), ). (4.9)

Beweis. Wir rechnen nach:

_ ]lA(S)f(S)w) o(s. d)

1+ II]lA s):cH? 1+ |||

T4 s)x Ta(s)f(s)z
T Hf xuf T+ [ )p(s’df”)

U(f(s)La(s),s) = La(s)f(s)a(s) +

= ]lA(S)

+

o+ [ (1
o [ (55

LEr i)
*RZ <1+\|11A<s>f<s>wu? o) 7

=1a(s)U(f(s),s) + / ( La(s)/(s)z _ La)f(s) ) p(s,dz).
Rm

L+ [[La(s)f(s)ll? 1+ [[f(s)zl?

Somit folgt die Behauptung nach Dreiecksungleichung und Anwendung von Lemma 4.2.2

(fiir La(s)I,y, statt R und f(s)z statt x). Insbesondere existieren alle Integrale. O
Lemma 4.2.6

Seien (Xfll))neN und (X,(lQ))neN Folgen unendlich-teilbarer Zufallsvektoren auf Rm, wobel
fiir jedes n € N gilt: XT(LI) und XT(l ) sind unabhéngig mit X( ~ [y l), Qn ,gb ] 1=1,2.

Falls nun XT(LI) + XT(LZ) — 0 stochastisch, so gilt auch jeweils
X9 — 4@ 0 stochastisch (n — oo).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir (X,(ll))neN zu argumentieren. Setze X, := X7(11)+X7(12)7

so wissen wir nach Proposition 3.1.21 in [31] fiir jedes n € N, dass X, ~ [yn, Qn, ] mit

Yn = 77(11) + '77(12)7 Qn - Qy(zl) + Q%z)a ¢n - ¢7(11) + ¢£12)

Dabei liefert die eine Richtung von Theorem 2.3.5 insbesondere, dass @, — 0 sowie
[ min{1,||z||*} ¢n(dz) — 0. Lesen wir die erste dieser beiden Aussage, so bedeutet dies
fiir alle t € R™, dass (Qnt,t) — 0. Wegen der positiven Semidefinitheit gilt jedoch stets:

0 < (Wt t) < (QPt,t) +(QPt,t) = (Qut,t), neN,
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d.h. <Q$ll)t,t) — 0 fiir alle ¢ € R™, was nach Corollary 2.1.9 in oben genannter Quelle
impliziert, dass Q,(ll) — 0. Mit einem dhnlichen Monotonieargument schlieft man aus der
zweiten Aussage, dass auch [min{1, Hx||2}¢%1)(dx) — 0, jeweils fiir n — oco. Da nun
x4 jedoch keinen Punktmafanteil besitzt (fiir alle n € N), folgt die Behaup-

tung mit der Riickrichtung von Theorem 2.3.5, da im vorliegenden Fall Konvergenz in
Verteilung auch stochastische Konvergenz impliziert. O

Lemma 4.2.7
Seien f € Z(M) und (fy)nen eine approximierende Folge im Sinne von Definition 4.1.5.
Dann existiert fiir alle 1,9 > 0 ein N = N(e1,¢€3), sodass

Vn>NVAeco(S): P(I(fLa)—I(fala)] > e1) < eo.

Beweis. Definiere g, := f— fy, so wissen wir, dass g, (s) — 0 fiir Ays-fast alle s € S sowie,
dass I(gn14) — 0 stochastisch und fiir alle A € o(S) (jeweils fiir n — 00). Insbesondere
folgt nach Proposition 4.2.4 und Theorem 2.3.5, dass

g (A) 1= / U(La(5)gn(5). ) Aar (ds) = / Ulgn(s), 5) Ar(ds) — 0

S A

fir alle A € o(S). Wir werden nun zeigen, dass diese Konvergenz sogar gleichméfig
in A € 0(S) gilt. Dazu wihle man zunéchst ein endliches Mak X}, auf (S,0(S)) mit
A K A%, dessen Existenz zum Beispiel durch

oo

Ny (B) = ; z—lm7 E e o(S)

gesichert ist, wobei man die Mafeigenschaft analog zu IV 10., Theorem 6 in [9] argu-
mentiert und (5;);ey C S eine disjunkte Folge wie in (d4) sei. Andererseits folgt aus der
Existenz von g, (A) fir alle A € o(S) (insbesondere aus der von 7, (5)), dass die Ab-
bildung A +— 7, (A4) fiir alle n € N ein vektorielles Mak auf o(S) mit 4, < Ay < A},

definiert, die Komponenten ’ygf) sind somit endliche, signierte Mafle. Dabei vererbt sich

die absolute Stetigkeit, d.h. 'yéi) < Ay firallen € Nund £ =1,...,m. Sei nun € > 0
beliebig, aber fest. Dann liefert das Hahn-Saks-Vitali Theorem (man nutze die Variante
in [39], Proposition C.3 fiir endliche Mafe) die Existenz von 1, ...0,, > 0, sodass folgende
Implikationen fiir £ = 1, ..., m gelten:

VAeo(S): ()\*M(A) <dp = sup |7§’Z)(A)| < 8) .
neN

Sei ¢ := min{dy, ..., 6} > 0 und bezeichne C' > 0 die Konstante, mit der ||z|| < Cllz|
fiir alle z € R™ gilt, so konnten wir zeigen:

VA e o(S): (/\*M(A) <6 = sgg Vg, (A)]] < Cms) . (4.10)
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Andererseits erkennt man mit Lemma 4.2.2 und dem Satz von der majorisierten Konver-
genz, dass U(-, ) im ersten Argument stetig ist, somit gilt

U(gn(s),s) > U(0,s) =0 fiir \ys-fast alle s € S.

Nun liefert das bereits an anderer Stelle genannte Egorov-Theorem (man beachte erneut,
dass A}, endlich ist) die Existenz einer Menge D’ € o(S) mit

U(gn(s),s) — 0 gleichmégig fiir alle s € D’ (4.11)

und A}, (S \ D') < 6/2. Mit (d4), der Stetigkeit von unten und Lemma 3.1.2 erkennt
man dann auch die Existenz einer Teilmenge D C D’, die nun jedoch zu S gehort und
Ny (S\ D) <6 erfiillt. Auf dieser bleibt insbesondere die Aussage von (4.11) erhalten,
wobei nun A\j/(D) < oo gilt. Somit folgt fiir alle A € ¢(S) und n € N nach (4.10):

HMMW:/UMM$WMH/Uw@MWW)

A\D AND
<Cme+ sup [Ulga(s),s)l| - Aur(AN D)
seAND
< Cme +sup [|U(gn(s), s)[| - A (D).
seD

Also nach (4.11):

n—00 Aeg(,s) n—00

0 < limsup ( sup H’ygn(A)\> < Cme+Ay(D)-limsup (supHU(gn(s),s)H> =Cme.
seD

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, konnten wir somit wie gewiinscht zeigen:

lim < sup H’an(A)H) =0. (4.12)

n—=00 \ Aeco(S)

Auf dem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) definieren wir nun die

Abbildung d : L°(£2,R™) x LY(Q2,R™) — [0, 1] durch
d(X,Y) = /min{l, | X (w) =Y ()]} P(dw).
Q

Dann ist d eine Metrik und die durch sie induzierte Konvergenz ist dquivalent zur sto-
chastischen Konvergenz (beziiglich P auf L°(Q, R™) und nach Identifizierung von fast
sicher identischen Zufallsvektoren), man vergleiche beispielsweise den Beweis zu Satz
6.7 in [23] und die unten stehenden Ausfithrungen. Definiere weiter die Zufallsvektoren

Xn(A) == I(gnla) — 74, (A) fir n € Nund A € o(S) sowie

cn = sup d(X,(A),0), neN.
Aeo(S)
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Der néchste Schritt besteht darin, zu zeigen, dass (¢,)nen eine Nullfolge ist, ehe wir
daraus die Behauptung schliefen werden. Dazu wéhle man fiir alle n € N ein A,, € o(S)
mit 1

0<c, < d(Xn(An)7O) + Ea (4'13>

wobei man beachte, dass ¢, <1 < co. Schreibe nun mit der Linearitit des Integrals:
I(gn) = I(gn]lAn) + I(gn]lA%) = Xn(An) =+ I(gn]lAz) + Ygn (An)a n € N.

Dabei erkennt man mit Eigenschaft 4.1.10, dass I(gn,14,) und I(g,14¢) unabhingig
sind, somit ist aber X, (A,) auch unabhingig von I(g,1c) + 7y, (An) fiir alle n € N.
Da wir bereits wissen, dass I(g,) = I(gnls) — 0 stochastisch, greift in jedem Falle die
Aussage des vorangegangenen Lemmas, d.h. X,,(A,) — 0 stochastisch, da X,,(A,) per
Definition keinen Punktmafianteil besitzt fiir alle n € N. Dies bedeutet aber gerade, dass
d(Xn(4,),0) — 0, sodass mit (4.13) wie gewiinscht folgt: ¢, — 0, jeweils fiir n — oo.
Wenden wir dies zusammen mit (4.12) auf folgende Ungleichung an:

d(I(gn11),0) = / min{L, | Xn(4) + 740 (A)]]} P

< d(X,(A),0) + / min1, g, (A)|]} dP

< d(Xn(A),0) + [lvg. (A,

die wegen min{1,a + b} < min{1,a} + min{1,b} (a,b > 0) fir alle A € ¢(S) und n € N
gilt, so erhalten wir

0 <limsup [ sup d(I(gnla),0) | =0,
n—00 Aeo(S)

d.h. d(I(gnla),0) konvergiert gleichméfig in A € o(S) gegen Null (fiir n — 00). Indem
man sich abschlieRend fiir beliebiges 0 < ¢ <1 und X € L(£2,R™) von

P(|X| >¢e) =" /min{l,e} L x| >ey dP < g1 /min{l, | X ||} dP = e7td(X,0)

iiberzeugt, folgt fir A € 0(S),n € N und €; > 0 beliebig, aber fest (ohne Einschrinkung
g1 < 1, sonst Monotonieargument):

P(IL(fLa) — I(fala)ll = 1) = P([1(gn1a)]| = 1)

< sup P([[I(gnla)]| = €1)
A€o (S)

<ey! sup d(I(gnla),0).
A€a(S)

Das liefert die Behauptung, indem wir die zuvor gezeigte Konvergenz lesen. O
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Theorem 4.2.8
Sei f: S — L(R™) mefbar, dann gilt: f € Z(M) genau dann, wenn die drei Integrale

vf, @y und
Ly —/V s) A (ds) /mln{l |2)1%} ¢ (d)

existieren.

Beweis. Die eine Richtung entspricht der Aussage von Proposition 4.2.4, die andere soll
hingegen nun in mehreren Schritten gezeigt werden. Dabei sei (Sk)reny C S fiir den Rest
des Beweises eine gegen S aufsteigende Folge, withrend wir mit f*/(s) die Komponenten
von f(s) = (f%9(s))ij=1,..m fiir s € S ansprechen.

1. Schritt: Wir werden nun eine Folge einfacher Funktionen (fy)nen konstruieren, die
f in fiir uns geeigneter Weise approximiert, wobei f,,(s) = ( g (8))i,j=1,..,m. Definiere:

Lo falls L < fii(s) < B fiir 1 =0,..,n2 — 1

fhi(s) = 1g,(s) - —L falls L < fhi(s) < —L fiir [ = 0,. -1

)

0, falls |59 (s)| > n.

Jede der Komponentenfunktionen von f, nimmt also endlich viele Werte auf disjunkten
Mengen in o(S) an (Mefkbarkeit wird von f geerbt); dank der Indikatorfunktion sowie
Lemma 3.1.2 gehoren diese Mengen sogar zu S. Nun finde man wie in Eigenschaft 4.1.3
eine gemeinsame Partition fiir alle Komponenten, um zu erkennen, dass f, fiir alle n € N
einfach (beziiglich §) ist. Weiter konnen wir ohne Einschrankung davon ausgehen, dass
|f59(s)] < n fiir alle s € S, und 1 < 4,j < m; denn andernfalls wird durch

Sl =8, N{seS:|f9s) <nfirallel <i,j<m}, necN

ebenfalls eine gegen S aufsteigende Folge (S, )nen C S beschrieben. Dies hat den Vorteil,
dass |f7(s) — f%9(s)| < L, falls s € S,, wihrend |f7(s)| < |f*(s)| ohnehin fiir alle
s € Sund n € N gilt. Wegen S, 1 S folgt in jedem Falle, dass fi7(s) — fiJ(s) fiir
alle s € Sund 1 < 4,57 < m, was gerade f,(s) — f(s) bedeutet, jeweils fiir n — oo.
Schlieflich existieren C,Cy > 0 mit Cy[|A|| < || A1 < Ca||A] fiir alle A € L(R™), sodass

wir nach dem gerade Gezeigtem fiir alle n € N und s € S wissen:

()l < 2 Hf( )l

und fiir alle s € S), sogar
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Damit folgt aber nach Wahl der Indikatorfunktionen fiir alle j > n und s € S

1fn(s) = fi($) = [1fn(s) = fi(s) Ls, (s) + 1 £5 ()l Ls,\s, (5)
2

C.
< o L)+ 5 16 sy, (9): (4.14)

2. Schritt: In diesem Schritt soll unter Verwendung des vorherigen gezeigt werden, dass
gk = f. 1s, € Z(M) fiir alle k € N. Sei also k € N beliebig, aber fest, so definieren
wir die Folge einfacher Funktionen (gﬁk))neN durch g,(lk) = fn - 1g, mit f,, wie oben.
Offensichtlich gilt dann auch gqgk)(s) — g (s) fiir alle s € S und n — oo, wobei wir mit
Hilfe von (4.14) fiir alle j > n und s € S schliefien kénnen, dass

2m?

1966) = 6 < (B 5.+ 2 1O L, 0)) 1, o),

Insbesondere folgt fiir alle n > k, j > n und s € S:

169(5) — 6P (5)]] < 225 1, (s). (4.15)

Betrachtet man nun noch A € o(S) beliebig, aber fest, so bleibt geméf Definition 4.1.5
zu zeigen, dass die Folge (I(gék)]lA))neN einen stochastischen Limes besitzt (fiir n — o0).
Dabei geniigt aus Grinden der Vollstandigkeit der Nachweis der Cauchy-Eigenschaft be-
ziiglich stochastischer Konvergenz (siehe beispielsweise Korollar 6.15 in [23]). Schlieflich
konnen wir uns sogar auf den Nachweis von

Lg% 1) = 17 14) = I((gF) = ¢")14) 5 0 (. — o0)

beschrinken. Aquivalent dazu (entspricht einem indirekten Zugang) fixiere man eine be-
liebige, streng monoton wachsende Folge n; < j1 < na < j2 < ... natiirlicher Zahlen und
zeigt vor dem Hintergrund von Theorem 2.3.5 sowie den Erkenntnissen aus Propositi-
on 4.2.4, dass

JU (6 = o 6)14(5).5) Mar(ds) >0, (116)
S
[ (6 = 9 55) (68 (5) = 9 (5" Mads) = 0 (417)
A
[V (69 = 9 (6)14(5).5) Mas(ds) 0, (418)
S

jeweils fiir [ — oo. Nun wissen wir, dass ggf)(s) — gj(-lk)(s) — 0 fiir alle s € S, insbesondere

ist die Folge (gy(L]f)(s) - g](-lk)(s))leN beschrankt (fir festes s € S). Somit argumentiert man
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leicht, dass die Integranden in (4.16)-(4.18) punktweise gegen Null konvergieren. Dabei
ist zu beachten, dass sich neben U auch V' im ersten Argument stetig verhélt (ebenfalls
majorisierte Konvergenz). Bleibt also die Angabe (\j/-)integrierbarer Majoranten, wobei
in jedem Falle ein [y € N (zum Beispiel lg = k) mit j; > n; > k fir alle [ > [y existiert.
Dann folgt nach (4.15) fiir alle { > lp und s € S:

gnl gjl ( )) La(s)|| < Q—mQ]IAmSk(s). (4.19)
Ch

Somit ist die gesuchte Majorante zumindest in (4.17) wegen der Integrierbarkeit von
lb(s)|ILans, (s) (man beachte Lemma 3.4.7 und dass A NSy € S) bereits gefunden,
denn das Verhalten der Folge fiir [ = 1,...,lg — 1 kann hier und im Folgenden jeweils
vernachléssigt werden. Als nachstes betrachten wir fiir [ > lp den Ausdruck in (4.18) und

nutzen wieder (4.19) , wobei C':= <5~

/ V(6 (5) — g () Las). ) Mar(ds)

= [ [ min{1 11a)6)(6) - o ()P} s, ) M)

S Rm
g//]lAngk(s)min{l,C2H33||2}p(s,dx))\M(ds)
S Rm
<(1+) / Lans, (s) min{1, ]2} ®(ds, dz)

SxRm
— 1+ / min{1, |2} dans, (dz)

< 00,

da ¢ang, gerade das Lévymaf von M (AN S) ist. Dabei haben wir im vorletzten Schritt
von Theorem 3.4.5 und Teilen des zugehorigen Beweises Gebrauch gemacht. In jedem
Falle ist V(C1ans,(5)Im,s) eine geeignete Majorante. Analog folgt mit (4.19) fiir alle
l Z lo:

[0 (6890 - 261400, 5)] et
S

1a(s)(ghy (s) - gﬂ ( )«

1+ | Las) (g (5) — g], (s)) a2
)

La(s)(gn (5) — 95, (s)
1+ lff?

IN
ne

C lla(3)|[Lans, () + /
Rm™

T

p(s, da:)] A (ds).
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Diese Darstellung lasst - erneut wegen (4.19) - erkennen, dass das innere Integral au-
Rerhalb von A N Sg verschwindet, daher also mit der Indikatorfunktion dieser Menge
versehen werden kann, ehe wir Lemma 4.2.2 (zusammen mit (4.19)) anwenden und &hn-
liche Argumente wie oben nutzen. Setze dazu €’ := max{2,C + C3}.

<c / la(s)]| Aus(ds) + C” / / win{1, [12]]%} p(s, di) Ans (ds)

ANSy ANSE R™

e / la(s)l| s (ds) + C" / min{L, |2]%} dans, (dx)
ANSy R™

< Q.

Man wahle also hier beispielsweise die folgende Majorante:
s> | Clla(s)|l + ¢’ / min{1, [[«]|*} p(s, dz) | Lans,(s).
]Rm

3. Schritt: Wir zeigen nun, dass fiir jedes A € o(S) eine Folge (ji')ien C N existiert, die
ohne Einschrinkung streng monoton wachsend sei (siehe unten), sodass

1 1
VA €o(S) VIEN Yk ky > jf': P (HI(g(kl)]lA) — I(g™ 1) > z) <o (420)
Sei also A € o(S) beliebig, aber fest, so zeigen wir gleichbedeutend zu (4.20), dass
(I(g™1 4))ken eine Cauchy-Folge beziiglich stochastischer Konvergenz bildet und nutzen
dabei das Vorgehen aus dem 2. Schritt, d.h. wir fixieren eine beliebige, streng monoton
wachsende Folge nq < l; < ng < l9 < ... natiirlicher Zahlen und zeigen, dass

JU (166 = g™ 6D La)5) Mslds) 0. (421

S
[ (61 = 99 bls) (59~ 9"(5)) Aus(ds) >0, (422
A
[V (66 - g @) tat).s) ailds) >0, (429
S

jeweils fiir & — oo. Dabei beachte man im Folgenden, dass (wegen ny < l)

g"(s5) = g"(s) = £(5) (L, (5) = 15, (5)) = F(5) L, 15, (5)

fir alle k € Nund s € S. Mit (5;, \ Sp,) C (S\ Sk) und Sk 1 S ist also bereits klar, dass
g(lk)(s) —g(”k)(s) — 0 fiir alle s € S und k — oo, sodass vor dem Hintergrund der bereits
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getroffenen Stetigkeitsaussagen zu U und V' nur noch integrierbare Majoranten gefunden
werden miissen. Hinsichtlich (4.22) ist diese wegen der vorausgesetzten Existenz von Qs
unmittelbar gegeben, denn

1 (8)b(s)f ()"l L5, \8n,)na(s) < [1F(s)b(s)f ()"l

fir alle s € S und k£ € N. Dank der vorausgesetzten Ajs-Integrierbarkeit von V' (f(-),-)
greifen ahnliche Monotonieargumente beziiglich (4.23). Um den Integranden von (4.21)
flir alle s € S und k € N abzuschétzen, bemithen wir schlieflich Lemma 4.2.5 und
erhalten:

1U(f (), \8,)na(8)s ) < NU(f(5), )05, \8,,)n4(5) + 2V (f(s), 5)
<[Uf(s), )l +2V(f(s), )-

Da wir die Existenz von ~, d.h. die Ap/-Integrierbarkeit von U(f(-),-) (und weiterhin
die von V(f(-),-)) unterstellen, ist also auch dieser Fall klar.

Nl

4. Schritt: Nach dem 2. Schritt gilt ¢®) = £ 15 € Z(M) fiir alle k € N; sei (g5 )nen
jeweils die dort gefundene, spezielle Folge approximierender Funktionen. Betrachten wir
nun zunichst k£ = 1, dann existiert nach Lemma 4.2.7 ein nqy € N mit

VAco(S)Vn>n: P <HI(g(1)]1A) ~ I(gW1)) > 1) <1

Mit dem gleichen Argument existiert ein n5, € N mit

1 1
vaco) wmznys P (1?10 - 6P 2 5) <5
Setze ng := max{n,,n; + 1} und so weiter. Dann erhalten wir also eine erneut streng

monoton wachsende Folge (ng)reny C N derart, dass gilt:

1 1
VAco(S) VkeN: P <|I(g(k)]lA) —I(gM14)] > k) <o (4.24)
Nun nehmen wir mittels fi := gﬁf? eine neue Definition der Folge (fx)ren einfacher

Funktionen vor (alte Bezeichnung aufgehoben). Dann erkennt man wegen Si 1 S und

nach Wahl der Folgen (g,%k))neN (siehe 2. Schritt), dass fx(s) — f(s) fiir sogar alle s € S
und k£ — oo, da ni — oo. Sei nun A € o(S) beliebig, aber fest, so bleibt zu zeigen, dass
die Folge (I(fx1a))ken stochastisch konvergiert. Gegeben 1,9 > 0 beliebig, aber fest, so
wiihle man ein Ko € N derart, dass K, ' < tmin{ey,e2}. Weiter sei K := maX{KO,jI@O}
(mit j7, aus (4.20)), so folgt fiir alle ky, ky > K:

PUI(fr1a) = I(fr, 1)l = 1)

3
<P (It 1) - 16l > 1)
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<P (g1 .0) = Ig™a) | + [ 1(9*10) = (g™)14)]

3
H1(g%1.4) — (g% 1A>H>KO)

<P (ol 1)~ 16101 > 5 ) + P (610 = 1101 = o)

1
+ 2 (6 1) - 16101 2 )
1 1
<P (It 10 ~ 16 00) = 1) + P (17610 - 1610 = 1)
1
2 (6™ - 16101 > ).

da k1, ke > K > K. Hinsichtlich der beiden dufteren Summanden wende man nun jeweils
(4.24) an, fiir den inneren greift wegen k1, ke > K > j K& hingegen die Aussage von (4.20):

1+ 1 1
~ k1 Ky ko
3
< 2
=%,
< e

Daeq, ey > 0 beliebig gewéhlt waren, konnten wir also zeigen, dass die Folge (I(fx14))ken
eine Cauchy-Folge bildet und somit konvergiert (jeweils stochastisch). O

Korollar 4.2.9
Fiir mefsbares f : S — L(R™) gilt: f € Z(M) genau dann, wenn

/K )*t, s) Apr(ds) (4.25)
fiir alle t € R™ existiert und
t — exp /K )*t, ) Aar(ds) (4.26)

die Fouriertransformierte einer Verteilung auf R ist

Beweis. Die notwendige Richtung haben wir bereits gezeigt. Umgekehrt wissen wir insbe-
sondere die Stetigkeit der Abbildung in (4.26), welche durch Betrachtung des Betrags und
wegen der strengen Monotonie der reellen Exponentialfunktion zumindest die Stetigkeit
von

t — Re /K )t s) A (ds) (4.27)
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impliziert. Weiter geniigte die Voraussetzung (4.25), um im Beweis von Proposition 4.2.4
auf die Existenz von @y zu schliefen, sodass man per Definition von K und auf Basis
von (4.27) auch leicht die Stetigkeit der Abbildung

t— / / (cos(f(s)"t,x) — 1) p(s,dx) Apr(ds) (4.28)
S R™

einsieht. (4.25) und die Stetigkeit in (4.28) haben aber insgesamt im Beweis von Proposi-
tion 4.2.4 ausgereicht, um gerade jene Aussagen zu zeigen, die den Voraussetzungen von
Theorem 4.2.8 entsprechen. O

Bemerkung 4.2.10. Genau genommen geniigt also neben der Aussage von (4.25) die Ste-
tigkeit der Abbildung in (4.26) oder der in (4.28).

Wir beschliefsen diesen Abschnitt mit einer weiteren Figenschaft der zuvor konstruier-
ten Integrale. Dabei nutzen wir die Idee fiir m = 1 aus [20], ergénzt um die zu klarende
Frage der Integrierbarkeit, weshalb wir die Aussage erst an dieser Stelle beweisen. Au-
fserdem folgt durch Betrachtung der einfachen Funktionen f(s) := 14(s)I,, fiir A € S,
dass die unendliche Teilbarkeit eines Zufallmafes (vergleiche Abschnitt 3.5) implizit auch
bereits fiir alle Randverteilungen von {M(A) : A € S} gilt.

Korollar 4.2.11
Seien n € N und fi,...fn, € Z(M) beliebig. Dann ist der R™™-wertige Zufallsvektor
(I(f1), ..., I(fn)) unendlich-teilbar.

Beweis. Seien fi, ..., f, wie angegeben, dann beschreibt

o(t) :=exp /KM ij(s)*tj,s Av(ds) |, t=(t1,..tn) € R™™
S J=1

nach Eigenschaft 4.1.12 die charakteristische Funktion von (Ips(f1),..., Iar(fn)). Wenn
wir nun fiir | € N beliebig, aber fest zeigen konnen, dass auch /! (analog zu (2.9))
die Fouriertransformierte (irgend)einer Verteilung auf B(R™") ist, so folgt nach (2.8)
offensichtlich die Behauptung. Gelte also M(A) ~ [v4,Qa, 4] fir alle A € S, so er-
kennt man mit Theorem 3.3.2 und Theorem 3.6.2, dass auch ein Zufallsmaff M’ mit
M'(A) ~ [I71y4,171Qa4, 17 4] fiir alle A € S existiert. Entsprechend berechnet man
(dhnlich wie in Eigenschaft 3.6.4), dass Ky (t,s) = 71Ky (t, s). Dies zeigt aber durch
beidseitige Anwendung von Korollar 4.2.9 respektive der darauf folgenden Bemerkung,
dass Z(M) = Z(M'). Insbesondere existiert (In;(f1), ..., Ins/(fn)) und besitzt die charak-
teristische Funktion ¢!/ d

4.3 Komplexwertiger Fall

Die Ausfiithrungen in [40| fir den Fall m = 1 motivieren die Erweiterung des stochasti-
schen Integrals fiir L(C™)-wertige Integranden beziiglich C™-wertiger Zufallsmafe, man
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4.3 KOMPLEXWERTIGER FALL

vergleiche insbesondere Abschnitt 3.7. Fiir unsere Zwecke geniigt dabei wieder die Be-
trachtung unendlich-teilbarer Zufallsmafse, sodass sich die Vorarbeit in diesem Kapitel
hinsichtlich des reellwertigen Falls als duferst hilfreich erweisen wird. Fiir den Rest dieses
Abschnitts sei also M = {M(A) : A € S} ein beliebiges, unendlich-teilbares Zufallsmafs

auf einem 0-Ring & mit Werten in C™ und wir schreiben
M(A) = MDA +iMP(A), Aes.

Dabei haben bereits notiert, dass es sich dann bei {M®(A) : A € S} fiir i = 1,2 um
R™-wertige und ebenfalls unendlich-teilbare Zufallsmafe auf S handelt. Ebenso ist das
zu M assoziierte Zufallsmaf M, wobei

M(A) = (MM (A), MP(A), AesS,

ein unendlich-teilbares (mit Werten in R?™). Allgemein definieren wir fiir den weiteren
Verlauf die bijektive Abbildung = : C™ — R?™ (eigentlich Z,,) durch

E(Re z+ilm 2) :== (Re z,Im z), z¢eC™.

Analog zerlegen wir jedes f:8 = L(C™) via f(s) = fV(s) +1fP(s) und nennen solch
ein f einfach (beziglich S), falls f(1) und 3 einfach im Sinne von (4.1) sind. In diesem
Falle konnen wir also ohne Einschrankung davon ausgehen, dass Darstellungen der Form

FO(s) =S RV 14,(5), i=1,2 (4.29)
j=1
mit Rgi), cey (l) € L(R™) und A4y, ..., A, € S disjunkt existieren (man vergleiche erneut

Eigenschaft 4. 1 3).

Definition 4.3.1 (Teil 1)
Sei f: 8 — L(C™) mit f = fM) +1if? wie in (4.29) einfach (beziiglich S). Dann
definieren wir (symbolisch) fiir jedes A € o(S):

n

T(F1a) = I(f14) ;z/fdzTi ::/f(s)M(ds) =3 "(RY +1RP) M(AN 4).
A A

j=1
Schreibe I(f) et cetera, falls A = S.

Offensichtlich gilt:

n
Re Io(f (R MO (4 45) - R MO (40 47) (4.30)

J:

—_

sowie

Im I (f14) =Y (R§.1>M(2>(A NAj) +RP MO (An Aj)) . (4.31)
j=1
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4.3 KOMPLEXWERTIGER FALL

Somit ist die jiingste Definition kompatibel mit der im reellen Fall, d.h. falls f2) = 0 und
M® =0, so gilt I=(f1a) = Re Ig7(f 14) = I;0)(f 14) fiir alle A € o(S). Dies wird
sich auch fiir Teil 2 der Definition bewahrheiten, sodass wir das stochastische Integral
weiterhin mit I bezeichnen. Aufterdem mache man sich wie frither klar, dass das Integral
fiir einfache Funktionen wohldefiniert, also fast sicher unabhéngig von der Darstellung in
(4.29) ist. Wir definieren nun die zu f assoziierte Abbildung f : S — L(R?™) durch

(10 —r@(s)
fe)= <f<2><s> F0(s) ) e

Bemerkung 4.3.2. Fiir f: S — L(C™) einfach gilt nach (4.30) und (4.31) fast sicher:
= (17(F14)) = Iu(f 1), A€ a(S).

Somit erkennen wir auch wieder, dass I7;( f14) im Sinne von Definition 2.4.16 fiir
alle A € 0(S) unendlich-teilbar ist. Ferner ist die Konvergenz von komplexwertigen Ob-
jekten in der Regel immer als jene von Real- und Imaginérteil zu verstehen, sodass die
nachfolgende Definition, bei der wir B(L(C™)) und B(L(R?™)) wie {iblich identifizieren,
natiirlich erscheint.

Definition 4.3.3 (Teil 2)

Sei f: S — L(C™) eine o(S)-B(L(C™))-mekbare Abbildung. Dann nennen wir f in-
tegrierbar beziiglich M bzw. M -integrierbar, falls eine Folge von einfachen Funktionen
(fu)nen (beziiglich §) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(1) Fir A\ps-fast alle s € S gilt
FV(s) = fD(s) und [P (s) = fP(s),
dh. fu(s) — f(s).

(2) Die bereits erklirten Folgen (Re I(fn 14))nen und (Im I(f,, 1 4))nen konvergieren
fiir alle A € 0(S) jeweils stochastisch. Dabei bezeichne 5" (A) (fiir den Realteil)
beziehungsweise (2 (A) (fiir den Imaginirteil) den entsprechenden stochastischen
Limes.

Weiter sei

I(M) :={f : (S,0(S)) = (L(C™), B(L(C™))) | f ist M-integrierbar}.

Das folgende Theorem zeigt, dass die komplexe Betrachtungsweise im Wesentlichen
den eleganten Zugang fiir ein eigentlich reelles Problem darstellt.

Theorem 4.3.4 . -
Sei f:S — L(C™) mefkbar. Dann ist f € Z(M) dquivalent zu f € Z(M). In diesem Fall
gilt {iberdies fiir alle A € o(S):

2(nW(A) +in®(A)) = Ins(f14) fast sicher. (4.32)
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4.3 KOMPLEXWERTIGER FALL

Beweis. Falls f € T (M ) mit einfachen, approximierenden Folgen ( f,(f))neN (fir i = 1,2),
so approximiert die Folge von Assoziierungen (f,)nen (zu fn = fr(Ll) +i T(LQ)) entsprechend

f und nach Bemerkung 4.3.2 gilt fiir alle A € o(S) und n € N fast sicher:

Ine(fola) = (Re (i 1a), T I (f 11A)). (4.33)

Da stochastische Konvergenz von Zufallsvektoren dquivalent zur Konvergenz aller Kom-
ponenten ist, folgt leicht, dass (In7(fnla))nen ebenfalls stochastisch konvergiert.

Gelte umgekehrt f € Z(M), so wihle man eine Folge einfacher Funktionen (f,)nen, die
f entsprechend approximiert, wobei wir fiir jedes n € N schreiben kénnen:

fn(s) — <fn,1<3) fn,2(8)>
fn,3(3) fn,4(3)

mit fpi(s) € L(R™) fiir alle s € S und ¢ = 1,...,4. Da wir wissen, wie f, also die
Assoziierung zu f aussieht, kénnen wir insbesondere f,,(s) := fn1(s) + 1 fn3(s) setzen,
sodass auch f,(s) — f(s) fir A\y-fast alle s € S. Aukerdem gilt (4.33) wieder fiir
alle n € N und A € o(S) enstprechend, wobei mit der linken Seite nun auch die rechte
(stochastisch) konvergiert, was nach Betrachtung geeigneter Komponenten bedeutet, dass
f € Z(M) mit der behaupteten Gleichheit der Limiten, d.h. (4.32) gilt. O

Wihrend 7™ (A) und n®(A) zunéchst noch von der Folge (f,)nen abhingen konnten,
zeigt (4.32), dass M) (A) und ) (A) doch nur von f und somit nur von f abhéngen (fast
sicher eindeutig, wie der reelle Fall ergeben hat). Dies berechtigt zur folgenden Definition;
insbesondere erkennen wir wieder, dass sich Teil 1 und Teil 2 der jingsten Definitionen
nicht widersprechen.

Definition 4.3.5 .

Seien f € I(M ) und (fn)nen eine zugehorige Folge einfacher Funktionen, so definieren
wir fiir alle A € o(S):

IM(J?]I,O = I(f]lA) = /fdM = /f(s) M(ds) = 77(1)(14) + i77(2)(A)
A A

und schreiben I(f) et cetera, falls A = S. Setze auferdem IW(f1,) :=ReI(fly) =
nW(A) respektive I (f14) :=Im I(f1,4) =3 (A).

Damit werden wir nun die Eigenschaften des reellen Integrals mehr oder weniger analog
iibertragen konnen. Man beachte, dass * im Komplexen prinzipiell die Adjungierte meint.

Korollar 4.3.6
Sei f € Z(M). Dann gilt fiir alle A € o(S) und t = (t1,t5) € R*™:

E (0000 = exp / Kor (2 (7 +18)) s) Aw(ds) | . (430
A
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4.3 KOMPLEXWERTIGER FALL

Dabei sei Kjs : R?™ — C die zu M (der Assoziierung) gehérige Funktion aus (3.19).

Beweis. Die Aussage folgt neben Korollar und Definition 4.1.8 im Wesentlichen aus Theo-
rem 4.3.4. Schlieflich iiberzeuge man sich fiir alle s € S von

o 1D(s) <s>*) ( )
f(s)'t=
“ <—f(2)(8)* fV ()
:E<ﬂ)()h+f2$)m+q((Nﬁﬁg—ﬂm@ﬁh»
@)

(FD) =i D)) (1 +it2)
!

:5((@%m+¢mﬁ.
]

Gegeniiber der reellen Betrachtung ist es nun hilfreich, folgendes Lemma vorzuziehen.

Lemma 4.3.7 o .
Seien f € I( ) und Q € L(C™). Dann ist auch die durch (Q - f)(s) := Qf(s) definierte
Abbildung Q - f : S — L(C™) in Z(M M) und es gilt

IQ-f)=QI(f) fast sicher. (4.35)

Beweis. Schreibe Q = QW +iQ® und sei f nun zunéchst einfach, d.h. von der Form
; . ) .2
F(s) =Y (R +iRP)14,(5),

j=1

dann ist Q - f ebenfalls einfach und nimmt die Werte Q( + i R(Q)) auf den disjunkten
Mengen A; (fiir j = 1,...,n) an. Damit ist die Aussage per Deﬁmtlon des Integrals fiir

einfache Funktionen unmittelbar klar. Gelte nun allgemein f € Z(M) und sei (fo)nen
eine approximierende Folge einfacher Funktionen fiir f Wahrend die Mefsbarkeit von
Q- f wie frither aus der von f folgt, erkennt man auch, dass Q f,(s) — Qf(s) fiir Ays-fast
alle s € S. Weiter konnen wir nach der vorangegangenen Uberlegung fiir alle A € o(S)
und n € N schreiben:

Q- fala) =Re QI(fu14) = QW IV (f14) = QW IP(f, 1),

was nach Wahl von ( fn) und wie in Lemma 4.1.11 (stochastische Konvergenz ist additiv
und bleibt unter linearen Abbildungen erhalten) bedeutet, dass

IVQ- fula) = QWIN(F14) - QPIP(f14) =Re QI(f1)

stochastisch. Ganz dhnlich argumentiert man folgende stochastische Konvergenz:
D@ fala) = QUIP(F14) + QPIV(f14) =Im QI(f 1),
jeweils fiir n — co. Die Aussagen Q- f € Z(M) und (4.35) folgen also gleichermafen. [
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Eigenschaft 4.3.8 . B B
Z(M) ist ein Vektorraum und die Abbildung Z(M) > f ~— I(f) ist fast sicher linear
(jeweils tiber C).

Beweis. Sei a € C, dann folgt mit (4.35) insbesondere, dass I(af) = al(f) fast si-
cher. Somit ist nach Betrachtung einer gemeinsamen Zerlegung klar, dass die Linearitit
bereits fiir einfache Funktionen gilt. Seien nun allgemein f,§ € Z(M) und ( fn)neN be-
ziehungsweise (gp)nen approximierende Folgen, so folgt fiir a, 8 € C beliebig, dass auch
die Funktion A, := « fn + Bgn fiir alle n € N einfach ist und bis auf eine mogliche Aj/-
Nullmenge punktweise gegen hi=a f + Bg konvergiert. Somit erhalten wir fiir alle n € N
und A € o(S), indem wir o = 1 + iy respektive 5 = x9 + iys schreiben:

Re I(fnla) = Re (al(fuLa) + BI(Gu1))

= 2 IV (fulla) — TP (fula) + 220D (G,14) — yoI P (Ga1 ).

Mit dhnlichen Argumenten wie zuvor folgt, dass der letztgenannte Ausdruck ebenfalls
stochastisch konvergiert (fiir n — co) mit Grenzwert

a1 IV (fLa) — g I (Fla) + 22TV (G14) — y2I P (§14) = Re (OJ(JF]IA) + BI@]IA)) :
Ganz analog zeigt man:

i I(h1a) = T ((F14) + BI(714))

stochastisch. Man sieht leicht, dass dies beide Teile der Behauptung beweist. O

Eigenschaft 4.3.9 3 }
Seien f,g € Z(M). Falls fir Aps-fast alle s € S gilt: || f(s)]| - ||g(s)|| = 0, dann sind I(f)
und 7(g) unabhéngig.

Beweis. Gelte die genannte Voraussetzung, so bedeutet dies fiir Ajs-fast alle s € S

(f(l)(s) =0und fP(s) = O) oder <g(1)(s) =0 und g (s) = O) .

Somit erfiillen f und g - per Definition der Assoziierungen - aber die Voraussetzungen von
Eigenschaft 4.1.10, d.h. Ip/(f) und Ip/(g) sind unabhéngig. Nach Theorem 4.3.4 (man
beachte die fast sichere Gleichheit) bedeutet dies aber gerade die Unabhéingigkeit von

E(I(f)) und =(I(g)), was nach Definition 2.4.16 der Behauptung entspricht. O

Eigenschaft 4.3.10 -
Seien n € N und f1, ..., f, € Z(M) beliebig. Dann gilt fiir alle t1, ..., t, € R?>™:

(1]

E(eiZ?=1<E(I(ﬂ)),tj>> = exp /KM D Fis) (ta+itge) | s | Aulds) |
s J=1

wobei tj = (tj71,tj’2) fur alle j = 1, ey n.
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Beweis. Betrachte ti,...,t, € R*™ wie angegeben, so sei R;; fiir alle j = 1,..,n sowie
i = 1,2 die reelle Diagonalmatrix mit R;;e = t;;, wobei e := (1,...,1) € R™. Dann

erhalten wir per Definition von E sowie der des Standardskalarprodukts (fast sicher):

=3 (A IV ) + (B ID (),€))
= Y (BRI = TP () + Q51D () + RIP (fy).e)

mit Rj = %(Rj’l + Rjjg) und Qj = %(RjJ — Rjyg). Indem wir weiter V} = Rj — in
mit V" = R? +1Q; definieren (jeweils fir j = 1,..,n), folgt also analog zu fritheren
Uberlegungen:

= 3" (Re VFI(fj) + Im Vi I(f)),e).
j=1

Im néchsten Schritt nutzen wir die Additivitdt von Real- und Imaginérteil sowie die
Aussage von (4.35), im darauf folgenden die Linearitit des Integrals:

= <Re > IV} f;) +Im ZI(V].*.fj),e>

Jj=1 Jj=1

=1 j=1

(=X a) ()
i=1 e

Daher folgt die Behauptung mit (4.34), denn nach den obigen Definitionen gilt fiir alle
ses:

*
n

SVifi(s) | (e+ie) = fils) Ve +ie)
j=1

=1
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Wir schlieffen die Liste der Eigenschaften mit dem folgenden Ergebnis ab. Dabei be-
achte man, dass die Integralfunktion in (4.34) vor dem Hintergrund von Theorem 4.3.4
und der Uberlegungen im reellen Fall wirklich der log-charakteristischen Funktion von

Z(I(f)) entspricht.

Eigenschaft 4.3.11
Seien f, f1, f2,... € Z(M). Dann gilt:

1(7) @% I(f) & vzeCm: S/KM (2 ((Fals) = Fl))"2) ) Mar(ds) —

Beweis. (Stochastische) Konvergenz im Komplexen meint Konvergenz von Real- und
Imaginarteil, wobei Letzteres jeweils dquivalent zur Konvergenz aller Komponenten ist,
daher gilt:

1(f) == 1() & =(1(F) ——=E=(1()).

(n—00) (n—00)

Da die Abbildung = additiv (und bijektiv) ist, konnen nun mit der Bemerkung, die der
Behauptung vorausgegangen ist, analoge Argumente wie im Beweis zu Eigenschaft 4.1.13
bemiiht werden. O

Bemerkung 4.3.12. Natiirlich erlaubt Theorem 4.3.4 eine direkte Anwendung von Theo-
rem 4.2.8 und Korollar 4.2.9 zur Charakterisierung der Klasse Z(M), was fir konkrete
Betrachtungen jedoch eine explizite Darstellung der Assoziierung von M bedingt.

4.4 Partiell integrierbare Funktionen

Die Einfiihrung der Funktion E deutete bereits an, dass man héufig wieder an reellwer-
tigen Objekten interessiert ist, auf die Vermischungseffekte im Rahmen der komplexen
Integration jedoch nicht verzichten méchte, d.h. man untersucht I (f) oder aber I (f),
sofern f e T (M ). Diesen verschenkten Teil an Information kann man sich vor dem Hin-
tergrund von Definition 4.3.3 in folgender Weise vergiiten lassen, wobei M und M wie
im vorherigen Abschnitt seien.

Definition 4.4.1 }

Sei f: S — L(C™) mekbar. Dann nennen wir f partiell (reell) integrierbar beziiglich
M, falls eine Folge von einfachen Funktionen ( fn)neN mit den folgenden Eigenschaften
existiert:

(1) fa(s) = f(s) fiir A\ps-fast alle s € S,
(2) die Folge (I (f, 14))nen konvergiert fiir alle A € o(S) stochastisch.
Weiter sei

T,(M) := {f : (S,0(S)) = (L(C™), B(L(C™))) | f ist partiell M-integrierbar}.

111



4.4 PARTIELL INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

Bemerkung 4.4.2. (a) Offensichtlich gilt I(M ) C (M ) diese Unterscheidung wurde
jedoch beispielsweise in [40] und [29] nicht vorgenommen, da das zugrunde liegen-
de Zufallsmaf dort einen symmetrisch a-stabilen Erzeuger (mit gleichverteiltem
Spektralmaf) besitzt und die beiden Mengen dann iibereinstimmen, man verglei-
che spéter auch Beispiel 4.5.2 sowie Theorem 7.3.4. Umgekehrt konnen wir im All-
gemeinen nicht davon ausgehen, dass fiir f € Z(M) eine Zerlegung geméf (6.2.2)
in [40] moglich ist, da die einzelnen Ausdriicke eventuell nicht existieren.

(b) Wann immer kontextbezogen klar ist, dass nur I (1)( f) betrachtet wird, soll uns die
Annahme respektive der Nachweis geniigen, dass f el (M ). In diesem Fall gehen
wir also von der folgenden Definition aus:

IO(f) =P - lim 1D(f,),
n—oo

d.h. IW(f) # Re I(f), da das letztgenannte Objekt im Sinne von Definition 4.3.5
unter Umstanden nicht existieren muss.

(c) Selbstversténdlich kann man in analoger Weise auch definieren, wann eine Funktion
f partiell imagindr integrierbar ist. Wir beschrinken uns jedoch auf die partiell
reell integrierbaren Funktionen, da die beiden Fragestellungen nach Betrachtung
von f’:= —if im Wesentlichen gleichwertig sind.

Nach Teil (b) der vorangegangenen Bemerkung wére es unsauber, die Ergebnisse fiir
den komplexwertigen Fall nun ohne Weiteres zu iibertragen, beispielsweise (4.34) unmit-
telbar fiir to = 0 zu lesen. Nichtsdestotrotz kann die Liste an Eigenschaften nachstehend
in kompakter Form und ohne explizite Beweise angegeben werden, da die Argumente
entweder als Spezialfall in den Ausfiihrungen des vorherigen Abschnitts enthalten sind
oder gar aus dem reellen Fall hervorgehen. In jedem Falle hilft es, anstelle von f die zu
f partiell assoziierte Abbildung

fols) = (f RON %)) EL®™), ses
0 0

zu betrachten. Man erkennt daher, dass das Problem gegeniiber dem strikt komplexwer-
tigen Fall teilweise trivialisiert wird. Insbesondere beobachtet man wieder:

Bemerkung 4.4.3. Fiir meRbares f : S — L(C™) gilt f € Ip(ﬁ) genau dann, wenn
fp € Z(M) und in diesem Fall folgt fir alle A € o(S):

M(fpla) = (I(l)(‘f]lA)) fast sicher.
0

Man erhilt I (f14) also als entsprechende Projektion der linken Seite, sodass auch
hier noch einmal folgt: I (f14) ist fast sicher eindeutig bestimmt, sofern f € Z (M ).
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Theorem 4.4.4
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Falls f € IP(M ), so ist I (f1,) fiir alle A € o(S) unendlich-teilbar und die
log-charakteristische Funktion ist gegeben durch

R™ > ¢ /KM (5 (f(s)*t) ,s) Ar(ds).
A

(b) Ip(]\Aj) ist ein Vektorraum und die Abbildung IP(M) > f > IM(f) ist fast sicher
linear (jeweils tiber R).

(c) Seiean,g € Ip(ﬂ). Falls fiir \ps-fast alle s € S gilt: || f(s)| - ||§(s)|| = 0, dann sind
IM(f) und IM(§) unabhingig.

(d) Seien n € Nund fi,..., fn € IP(M) beliebig. Dann gilt fiir alle ¢4, ...,¢, € R™:

[1]

E <eiZ;_L:1<I(1)(fj)7tj>> = exp /KM ij(s)*t] .S )\M(ds)
S j=1

(e) Seien f, fl,fg, . € IP(M). Es gilt: I(M(f,) konvergiert genau dann stochastisch
gegen I (f), wenn

Wt R™ /KM (2((Fal) = F)°t) ) Mrds) ——> 0.
S

(n—00)

Beweis. Man beachte, dass das Lemma, welches Aussage (b) vorausgeht, nun nur noch
fir @ € L(R™) Bestand hat. Auferdem beweist man (d) unter Kenntnis von (a), kann
dann aber die Argumente aus Eigenschaft 4.1.12 unmittelbar {ibernehmen. O

4.5 Anwendung: Operator-stabiler Erzeuger

Der eigentliche Inhalt der Integrationstheorie ist in seiner allgemeinen Form an dieser
Stelle abgeschlossen. Wir mochten jedoch noch untersuchen, welche Vorteile sich ergeben,
wenn das Zufallsmaf M ein Erzeugerpaar (u,r) im Sinne von Beispiel 3.6.3 (b) besitzt.
Wie dann beispielsweise die charakteristischen Funktionen konkret aussehen, kann mit
Hilfe von Eigenschaft 3.6.4, also insbesondere unter der Kenntnis von Ky und Ajy, schnell
aus den allgemeinen Aussagen geschlossen werden (man vergleiche spéter Kapitel 6 und
7). Uns interessiert nun jedoch in erster Linie, wann in dieser Situation iiberhaupt erst
f € Z(M) gilt. Angesichts Theorem 4.3.4 und Bemerkung 4.4.3 konnen wir uns dabei
zundchst auf die reellwertige Situation beschranken. Sei M = M), ,, also nachfolgend das
von p und v erzeugte ISRM, wobei (S, .A,v) ein o-endlicher, nicht-trivialer Makraum
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mit S :={A € A:v(A) < oo} sei und p ~ [y, Q’, ¢'] eine unendlich-teilbare Verteilung
auf R™ bezeichne, von der wir annehmen, dass sie voll ist. Schlieklich sei v die log-
charakteristische Funktion von p. Wir beginnen mit:

Theorem 4.5.1
Falls f : S — L(R™) mefsbar ist, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) feZ(M).

(ii) Die folgenden Integrale existieren:

L / f(s)x f(s)z /
= [ e+ [ (i ~ ) ¢ ) v

S Rm™

@*Z/ﬂ$@ﬂ$wwﬁ
S

Lpi= [ [ winL | (s)el} ¢ (d) vias).

S Rm
(iii) Das Integral

/wﬂwwmm
S

existiert fiir alle ¢t € R™ und die Abbildung

R™ S ¢ / / (cos(f(s)"t, z) — 1) &' (dr) v(ds)
S Rm
ist stetig.

Beweis. Folgt unter den getroffenen Annahmen unmittelbar durch Kombination von Ei-
genschaft 3.6.4 mit Theorem 4.2.8, Korollar 4.2.9 und Bemerkung 4.2.10. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir als Spezialfall insbesondere die Ergebnisse aus [29]
zuriick bekommen. Es zeigt uns aber auch die praktischen Grenzen zur Charakterisierung
der Klasse Z(M) auf, was im Anschluss diskutiert werden soll.

Beispiel 4.5.2
Sei f: S — L(R™) mefkbar. Weiter besitze p eine symmetrisch a-stabile Verteilung.

(i) Falls @ =2, so ist f € Z(M) dquivalent zu

[P vids) < ox. (4.30
S
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(i) Falls a < 2, so ist f € Z(M) dquivalent zu

//||f(s)9||aA(d0) v(ds) < oo, (4.37)
S Sa

wobei A das zu ¢’ gehorige Spektralmaf® auf der Sphiare S, := Si1 7, Sel, man
vergleiche Theorem 2.4.10. Ferner ist

/ 1£($)]1° v(ds) < oo. (4.38)
S

hinreichend fiir f € Z(M). Im Falle ¢(-) = —c||-||* (mit einem ¢ > 0) impliziert
f € I(M) sogar notwendiger Weise auch (4.38).

Beweis. Wir nutzen Aussage (ii) des vorangegangenen Theorems. Zunéchst impliziert
die Symmetrieannahme wie an fritherer Stelle, dass v/ = 0 und dass ¢’ symmetrisch ist,
folglich verschwindet das innere Integral von ~yy fiir alle s € S und ~ existiert unabhéngig
von f mit vy = 0. Weiterhin schliefsen sich Gaufanteil und Lévymakanteil im stabilen Fall
aus (vergleiche Bemerkung 2.4.6 (a)), sodass hier entweder p ~ [0, Q’, 0] oder p ~ [0, 0, ¢']
gilt. Wenn wir zunéichst den Fall o = 2 betrachten, so bedeutet dies: f € Z(M) genau
dann, wenn @)y existiert. Wegen

/ 1£(5) @ F(s)"I| w(ds) < Q] / LSS v(ds) = Q] / 1F(s)]1? v(ds)
S S S

ist (4.36) also hinreichend fiir f € Z(M). Existiere umgekehrt @, so ist (4.36) zu zeigen.
Da wir pu ~ [0,Q’,0] als voll voraussetzen, folgt mit Lemma 1.3.11 in [31] leicht, dass
Q' neben der Symmetrieeigenschaft sogar echt positiv-definit ist. Dann unterstellen wir
zunéchst, dass @' diagonal, also von der Form Q' = diag(q}, ..., q},) mit ¢, ...,q,, > 0
(positive Definitheit) ist und nehmen indirekt an, dass (4.36) nicht gelte. Somit miisste
f = (fij)ij=1...m nach Ubergang zur ||-||;-Norm und Betrachtung von (2.1) jedoch eine
Komponente f;, j, besitzen, fiir die

/fl%,jo (s)v(ds) = o0 (4.39)
S
gilt (ebenfalls indirekt). Nachdem, was wir iiber Q¢ wissen, gilt zugleich fiir alle ¢ € R™:

0<(Qstt) = [ (@)t S50 vlds) < . (4.40)
S

Speziell fiir t = ¢;,, geméf Annahme an Q" = (g; ;)i j=1,.m und wegen fi; = fji folgt
dann aber fiir alle s € S:

m m

(@QF)t F() ) =D | D diifiog(s) | finils)

i=1 \j=1
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m
= Zq; z%,i(s)
=1
2
= q;O iovjo(s)’

sodass wegen ¢j > 0 der gewiinschte Widerspruch zwischen (4.39) und (4.40) entsteht!
Im Allgemeinen muss @’ nicht diagonal sein, dann liefert die Hauptachsentransforma-
tion (man beachte die Symmetrie von Q') jedoch die Existenz einer Diagonalmatrix D
mit positiven Diagonaleintridgen (also den Eigenwerten von @)’) sowie einer orthogonalen
Matrix U € GL(R™) mit Q' = UDU*. Setze g(s) := f(s)U, so folgt fiir alle s € S und
t e R™:

(@Q'F(s)t, f()t) = (DU* f(s)°t, U* f(5)"1) = (Dg(s)"t, g(s)"1).

Dann argumentiert man wie zuvor, um dank der Existenz von @; zu erkennen, dass
2
[ lats)1? vias) < .
S

Damit liefert aber die nachfolgende Ungleichung auch (4.36), wobei man beachte, dass
U* ebenfalls orthogonal ist und dass die Frobeniusnorm ||-||r (auf L(R™)) invariant unter
orthogonalen Transformationen ist. Ferner seien C'1, Co > 0 geeignete Konstanten zwecks
Wechsel der Normen:

lg(s)l = Nlg(s)"ll = CLllUTf(s)" || = CullF(s)" Nl r = Call f(s)*]| = Call f(s)Il, s €S

Nun der Fall a < 2. Nach obiger Uberlegung ist also klar, dass f € Z(M) #quivalent
zur Existenz von Ly ist. Dabei genieft Ly unter Zuhilfenahme von Bemerkung 2.4.11
folgende Darstellung:

//mmwﬂmWwwmmw

S R™

_ / / 7min{1, ()t 1m 0|2} 2 dt A(d6) v(ds)

S Sa O

_ / / / min{1, 2 || £(s)0|2} -2 dt A(dO) v(ds) (4.41)
S Sa O

IIf(s)8] 00
://memwm / £272 | £ (5)6)% dt + / 2 dt | A(d6) v(ds)
S Sa 0 lf(s)0l—

= [ [ 1tz (521501 + 1601 ) Atao) vias)
S Sa
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— 5 [ [ 150l Adas) ).
S Sa

Somit folgt die behauptete Aquivalenz zu (4.37) und wegen

/ / 1£()6]1% A(d8) v(ds) < CA(Sa) / 1F(s)]° v(ds)
S

S Sa

schlieflich auch, dass (4.38) hinreichend fiir f € Z(M) ist, denn A ist ein endliches Mafs
auf S,, wahrend ||0||* fiir alle § € S, beschrankt ist.

Betrachten wir nun noch den Spezialfall ¢(-) = —c||-||* (fir &« < 2 und ¢ > 0), so
impliziert f € Z(M) nach (iii) des vorangegangenen Theorems, dass s — || f(s)*¢||* fiir
alle t € R™ integrierbar ist (beziiglich v). Dies nutze man jetzt wie im Kontext von
(4.39), um durch Negation von (4.38) auf die Existenz einer Komponente f;, j, mit

[ i) vids) = oo
S

zu schliefien. Andererseits erhalten wir jedoch fiir ¢ = e;, wieder:

2

£ = D2 505) | = fioso(8)*, s€S.
j=1

Widerspruch zur oben festgestellten Integrierbarkeit der linken Seite! O

Ungeachtet der Frage, ob die Integrierbarkeit von f im Falle eines symmetrisch a-
stabilen Erzeugers (voll) stets dquivalent zu (4.38) ist, erkennt man anhand des Beispiels
a < 2,m = 2 mit einem auf den Punkten +e; und +es getragenen Spektralmafs A
(Symmetrie von ¢’ {ibertragt sich), dass die genannte Bedingung scharf ist. Ferner haben
wir in Schritt (4.41) mafigeblich davon profitiert, dass der Erzeuger a-stabil ist und dass
(1/a) I, mit jedem Operator kommutiert. Das vorangegangene, sehr spezielle Beispiel
zeigt somit bereits: Will man die Frage f € Z(M) mit Hilfe von Theorem 4.5.1 wei-
ter charakterisieren, so wird man in der Regel weitere Informationen von der konkreten
Funktion f oder dem Erzeuger i benttigen. Angesichts dieser Erkenntnis wollen wir uns
im Folgenden mit mdéglichst scharfen hinreichenden Bedingungen auseinandersetzen, wo-
bei (4.38) in gewisser Weise als Vorlage dienen soll. In diesem Zusammenhang wird sich
Aussage (iii) der obigen Charakterisierung im Besonderen eignen, um attraktive Voraus-
setzungen an solch ein f zu stellen. Dafiir bendtigen wir jedoch weiterhin ein tieferes
Verstéandnis des Lévymafes ¢, sodass wir im Folgenden annehmen, dass p Operator-
stabil ist und dass B € £(u). Vor dem Hintergrund von Bemerkung 2.4.7 stellt es zudem
keine grofe Einschrénkung dar, wenn wir abschlieflend unterstellen, dass p sogar strikt
Operator-stabil ist.
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Theorem 4.5.3

Sei f : S — L(R™) mefkbar. Weiter besitze u eine strikt Operator-stabile Verteilung
mit B als Exponenten. Falls nun ein R > 0 derart existiert, dass die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind, so gilt f € Z(M).

(i) Es existiert ein 0 < §; < 1/Ap mit

()| 75 % v(ds) < oo. (4.42)
(s I<R)

(ii) Es existiert ein do > 0 mit

& +02
L)1 u(ds) < oo. (4.43)
{s:llf()I>R}

Falls B diagonalisierbar ist, so kann d; = 0 beziehungsweise do = 0 gewéhlt werden.

Beweis. Gelten (4.42) und (4.43) mit d1,02 und R wie angegeben. Weiter sei t € R™
beliebig, aber fest, so definieren wir die Mengen
Apg:=Ap(t) : ={s:||f(s)]| <R und f(s)"t # 0},
Ap:=A1(t):={s:||f(s)] >R und 0<|f(s)*t]| <1},
Ag:=Ag(t) : ={s:||f(s)]| >R und | f(s)"t]] > 1}.

Dann gilt wegen 1(0) = 0 folgende Rechnung fiir alle s € S:

O (UG DT UL | w0010y (5)
U (T DU ) | (Lag(5) + Lay (8) + Lag(s)),

wobei (7(+),[(+)) die verallgemeinerten Polarkoordinaten beziiglich B* seien. Nun nutzen
wir, dass p strikt Operator-stabil mit B € £(u) ist (vergleiche Korollar 2.4.8) und dass
[(-) auf die kompakte Menge Sp- abbildet, wihrend v(+) stetig ist. Ohne Einschréankung
sei |¢(+)| auf Sp+ durch 1 beschriankt.

< T(f(8) ) (L ag(s) + L ay () + L ay(s)).

Nun gilt || f(s)*t|| < R||t|| auf A, d.h. zusammen mit der Wahl von A; und As existieren
nach Proposition 2.2.3 und unter Beriicksichtigung von Korollar 2.2.4 positive Konstanten
Co = Cy(R,t),Cy und Cy, sodass

—+02

< CollF(s) ™5 ag(5) + Call F()“H 5 " ay (5) + Call F(5) ] 75 g, (5)
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1 - L5 =6
< Collt]| %~ £ ()75~ Lay(5) + Cullel| %~ £ ()] 75~ 1, (5)
w1+ ~—+06
+ CalltI T P L),
wobei wir neben |[f(s)|| = || f(s)*|| benutzt haben, dass o(B) = o(B*). Schreibe nun

lf(s)ll = R - ([f(s)|I/R), so folgt durch Vergroferung des Exponenten im mittleren
Summanden:

- L ——5
< Colltl ™= |1 £(s)]| 75 111A0(>+01(R||t||) '

+ Oyt 75 2\|f< )75 14, (s)
15 1
< Collt)| ™5 | f(s)) %5 ° "y es))1<ry(5)
—01 (>\ +52) %-HSQ %-&-52
[01<R||t||> RS54 ot %572 | £ ()17 T2 L ey sy 5y (5)-

(1
R™G5 %)) f(5) |75 14, (5)

Damit ist die erste Bedingung von Aussage (iii) in Theorem 4.5.1 wegen (4.42) und
(4.43) erfiillt. Fir die zweite sei also (¢, )nen C R™ eine beliebige, konvergente Folge mit
Grenzwert t. Insbesondere existiert ein K > 0 mit ||¢,|| < K fiir alle n € N. Dann ist
klar, dass (cos(f(s)*tn,x) —1) — (cos(f(s)*t,z) — 1) fiir alle (s,x) € S x R™. Weiter
folgt wegen | cos z — 1| < 2min{1, 22} (Potenzreihenentwicklung oder Lemma 8.6 in [41])
und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung unmittelbar, dass

| cos(f(s)"tn, @) — 1| < 2 min{L, || £(s)|*[[tal*|2]*} < C(s) min{1, 2]|*}, neN,

wobei C(s) := 2 max{1, || f(s)||?K?}. Der Konvergenzsatz von Lebesgue liefert also, dass

[ tcostio ) = 1) (de) —— [ osif(s) ) - D) (@)
R™ R™

fiir alle s € S. Hinsichtlich des dufseren Integrals méchten wir nun das gleiche Argument
verwenden; dabei haben wir aber bereits fiir alle n € N und s € S zeigen kénnen, dass

/ (cos( ()"t ) — 1) & (d2)

]Rm

< S @) b F6) )+ [ (1= cos(F(5)"tn,2)) o o)
R"L

= [Re 9(f(5)"1n)|

< (7 (s)"tn)

< Co||tn|\ABi | £(s)) 75 e Hf(s)H<R}( s)
—0 1) 1) L as
+ [Cr(Rlta ) %5 2 BGE T 4 ot 5 2] (1 ()78 T2 0 g o 1y (5):
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Indem wir erneut von (4.42)-(4.43) Gebrauch machen, liefert dies wegen ||t,|| < K die
gesuchte integrierbare Majorante. Dabei beachte man einerseits, dass wir §; < 1/Ap
unterstellen. Andererseits wurde oben ersichtlich, dass lediglich Cy von ¢, (und R) ab-
héngt. Der Beweis von Proposition 2.2.3 sowie (2.4) zeigen jedoch, dass diese Konstante
monoton in R ||t,|| gewdhlt werden kann, sodass insgesamt die Behauptung folgt. Die Zu-
satzaussage ergibt sich in analoger Weise mit Hilfe von Proposition 2.2.3 und der dortigen
Aussage fiir den diagonalisierbaren Fall (wobei mit B auch B* diagonalisierbar ist). [J

Da im a-stabilen Fall A\g = Ap = 1/« gilt, bleibt die Aussage von (4.38) also erhal-
ten, konnte jedoch zugleich auf den strikten Fall erweitert werden. Auferdem konnten
wir die hinreichende Bedingung fiir die Operator-stabile Situation wie beabsichtigt mog-
lichst scharf und dennoch praktikabel formulieren, insbesondere wird nur das (eindeutige)
Spektrum der Exponenten von p beriicksichtigt, d.h. die Informationen aus dem Spek-
tralmafl werden vernachlissigt. Wir wollen nun noch zwei Eigenschaften untersuchen,
die erst im Falle eines erzeugten Zufallsmafes von Relevanz sind, wobei die nachfolgende
auch fiir einen nicht notwendigerweise Operator-stabilen Erzeuger zu formulieren wére.
Dabei sei daran erinnert, dass wir p bereits als voll voraussetzen.

Eigenschaft 4.5.4
Sei f € Z(M). Falls eine Menge A € A mit v(A4) > 0 und f(s) € GL(R™) fir alle s € A
existiert, so ist I(f) voll.

Beweis. Angenommen, I(f) wire nicht voll, so miisste nach Lemma 1.3.11 in [31] ein
y € 'y, existieren, sodass fiir alle a € R gilt: |[£(I(f))(ay)| = 1. Bezeichne nun (") den
Realteil von v, so folgt in Kenntnis der charakteristischen Funktion von I(f) fir alle
a€R:

/ $W(f(s) ay) v(ds) = 0.
S

Andererseits gilt (1) < 0, somit existiert fiir alle @ € R eine v-Nullmenge E, € A mit
W (f(s) ay) =W (af(s)*y) =0 fiir alle s € B,
Folglich existiert auch eine v-Nullmenge E € A mit
YW (af(s)y) =0 fiir alle s € E° und a € Q. (4.45)

Wegen der Stetigkeit von () (die von 1 geerbt wird) und der Tatsache, dass Q dicht
in R liegt, gilt (4.45) also auch fiir alle a € R. Nach Voraussetzung gibt es aber nun ein
5 € AN E€. Dabei gilt insbesondere:

YN (af(3)*y) =0 fiir alle a € R.

Wegen 5§ € A ist f(8) invertierbar, somit aber auch f(8)*, was angesichts y # 0 zeigt,
dass g := f(8)*y # 0. Damit folgt aber insgesamt:

VaeR: |f(af)| = exp((af)) = 1,
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was nach obigem Lemma wiederum bedeutet, dass p nicht voll ist. Widerspruch! ]

Die etwas neuartige Voraussetzung des nachfolgenden Resultats ist im Falle eines a-
stabilen Erzeugers redundant, wird sich fiir die spéteren Operator-stabilen Anwendungen
jedoch als zentral erweisen.

Eigenschaft 4.5.5

Sei f € Z(M) und p voll sowie (strikt) Operator-stabil mit B € &(u). Falls nun fiir
v-fast alle s € S gilt: f(s)- B = B - f(s), so ist auch I(f) (strikt) Operator-stabil mit
Be&(I(f)).

Beweis. Nach Voraussetzung an p liefert Korollar 2.4.8 zunéchst fiir alle » > 0 die Exis-
tenz eines Vektors a, € R™ mit r - (t) = 1 (rB"t) +i(a,, t) fiir alle t € R™. Andererseits
zeigt man &hnlich wie in Eigenschaft 2.1.3 (i), dass aus f(s)B = Bf(s) auch folgt:

Vr>0Vse S: rBf(s):f(s)TB,

zumindest jeweils bis auf eine mdgliche v-Nullmenge. Aufserhalb dieser folgt dann jedoch
insbesondere fiir alle r > 0 sowie t € R™ :

P (f(s)) = v (rB*f<s>*t) iar, f(s))

= (r "oy 1)
=4 (f(s)r” t) iar, /()"1).

Somit erhalten wir unter dem Vorbehalt einer sich anschliefenden Bemerkung auch die
folgende Rechnung fiir alle 7 > 0 und ¢ € R"™ (vergleiche (2.9)):

L))" = exp r-/¢(f(8)*t) v(ds)
S

(DU T ) + ifar, f(5)8)] v(ds) (4.46)

= exp

e

— exp / w(f Vuds) | -exp [ i / (F()ar, ) v(ds)
S

S

— () ) - exp </f $)an v(ds) > . (4.47)

Dabei wissen wir wegen f € Z(M), dass (4.46) existiert, insbesondere sind Real- und Ima-
giniirteil integrierbar. Gleichermafen wissen wir, dass der Imaginérteil von ¥ (f(s)*r2"¢t)
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fiir festes (r,t) € Ry x R™ integrierbar ist. Dies rechtfertigte die anschliefsende Zerlegung;
somit argumentiert man auch den letzten Schritt wie an fritherer Stelle, indem man fiir
t beispielsweise Einheitsvektoren betrachtet, um die Integrierbarkeit aller Komponenten
von f(s)a, zu erkennen. O

Wir kénnen die Shifts von I(f) also explizit angeben, siehe (4.47). Ferner ist die obige

Kommutativitdtsbedingung im Allgemeinen herausfordernd. Vor dem Hintergrund von
Eigenschaft 2.1.3 (c) erscheinen daher Integranden vom Exponentialtyp (mit festem Ex-
ponenten) besonders geeignet.
Bemerkung 4.5.6. Im Falle eines C™-wertigen ISRM M , das wiederum aus einem R?™-
wertigen mit Erzeugerpaar (i, v) hervorgeht, kann man die beiden vorherigen Eigenschaf-
ten fiir f €7 (M ) analog iibertragen, indem man die assoziierte Abbildung f betrachtet.
Dabei erkennt man mit den Methoden der linearen Algebra, dass f()(s) € GL(R™) zu-
sammen mit f(?)(s) € GL(R™) hinreichend fiir f(s) € GL(R?*™) ist. Entsprechend erbt
I(f) respektive Z(I(f)) die (strikte) Operator-Stabilitéit von fi, sofern ein Exponent von
i existiert, der mit der Assoziierung kommutiert (bis auf eine mogliche v-Nullmenge).

Die partielle Situation ist fiir uns im weiteren Verlauf jedoch von groflerem Interesse:

Korollar 4.5.7
Sei (S, A, v) wie zuvor und fi eine volle, unendlich-teilbare Verteilung auf R?™. Ferner sei

M das C™-wertige ISRM, das wir nach Identifizierung mit dem von p und v erzeugten
ISRM M wie in Abschnitt 3.7 erhalten.

(i) Sei f € Ip(ﬁ). Falls eine Menge A € A mit v(A) > 0 existiert, sodass fiir alle
s € A gilt: [det(fM ()| + |det(fP)(s))| > 0, dann ist T (f) voll.

(i) Sei /i nun (strikt) Operator-stabil mit einem Exponenten der Form B = B & B
(direkte Summe) fiir ein B € L(R™), d.h.

(3 1)

Ferner gelte fiir v-fast alle s € S: f)(s)- B = B- f@(s), i = 1,2. Dann folgt: Falls
f € I,(M), so ist IM(f) (strikt) Operator-stabil und besitzt B als Exponenten.

Seien die Shifts von ji durch a, = (ar1,ar2) € R2™ gegeben, so berechnen sich jene
von I (f) iiber

/ D ()ars — £ (s)ans) v(ds), r > 0.

S

Beweis. M ist also die Assoziierung von M , sodass die log-charakteristische Funktion
von IW(f) durch

RSt [ 3D )t~ 2(5)"0) vlds)
S
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gegeben ist (vergleiche Eigenschaft 3.6.4 sowie Theorem 4.4.4 (a)), wobei ¥ die log-
charakteristische Funktion von fi sei. Somit folgt (i) analog wie zuvor, wihrend man
hinsichtlich (ii) beachte, dass per Definition der direkten Summe sowie der des Matrix-
exponentials fiir alle > 0 gilt:

p(BOB)* _ | B*®B* _ B g B*

Auch die Berechnung der Shifts erfolgt mit Hinblick auf die Definition des Standardska-
larprodukts dhnlich wie zuvor. O
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KAPITEL b

Operator-Selbstahnlichkeit

Theorem 4.2.8 und die Tatsache, dass die reine Existenz eines Zufallsvektors mit Tripel
[v¢, @y, ¢¢] nach Theorem 2.3.2 bereits gesichert ist, mogen noch einmal die Frage auf-
werfen, welchen Nutzen die umfangreiche Integrationstheorie der letzten Kapitel stiftet.
Die Antwort besteht - wie bereits angekiindigt - in der Moglichkeit, Abhéngigkeiten zu
modellieren; diese konnen vor allem durch eine geeignete Wahl der Integranden umgesetzt
werden, wihrend der verfiigbare stochastische Anteil im Wesentlichen durch den Integra-
tor, also dem Zufallsmaf bereitgestellt wird. Dabei beschrénken wir uns auf das in [29]
eingefiihrte und durch Anwendungen motivierte Konzept der Operator-Selbstdhnlichkeit,
mit dem Abhéngigkeiten in recht allgemeiner und zugleich praktikabler Form (vergleiche
spater Theorem 5.1.3) beschrieben werden kénnen. Ferner harmoniert dieses Konzept auf
besondere Weise mit den zuvor erarbeiteten Eigenschaften des stochastischen Integrals.
Wir wenden uns nun also ganzen Familien von Zufallsvektoren (auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)) zu, genauer betrachten wir Zufallsfelder der Art

X={X@®):tecRY mit X(t) € Lo(Q,R™)

und nennen X kurz ein (d, m)-Vektorfeld. Dabei bezeichnen wir R™ typischerweise als
Zustandsraum und R? als Zeit- oder Parameterraum.

5.1 Definition und Skalierungsexponenten

Wie bereits in der Einleitung motiviert, hat die Untersuchung von Selbstdhnlichkeitsbe-
ziehungen eine jahrzehntelange Tradition, wobei sich in der Literatur viele verwandte,
aber nicht einheitliche Definitionen finden. Wir orientieren uns weitestgehend an [29],
was einer direkten Fortsetzung der univariaten Idee in [41] entspricht und vereinbaren
folgende Sprechweisen, wobei wir auf die zum Teil iibliche Bedingung der stochastischen
Stetigkeit (oder der Stetigkeit in Verteilung) zunéchst verzichten.
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5.1 DEFINITION UND SKALIERUNGSEXPONENTEN

Definition 5.1.1
Sei E € Q(RY). Ein (d, m)-Vektorfeld X = {X(t) : t € RY} heift Operator-selbstihnlich
im weiteren Sinne (kurz: WOSS) mit Zeit-skalierendem Exponenten E | falls fiir alle r > 0
ein B, € L(R™) und eine Shiftfunktion b,.(-) : R? — R™ existieren, sodass

(X(Pt)  t e RY Y 1B X (1) + bo(t) - t € RY). (5.1)
Ist b,(-) = b, fiir alle r > 0 konstant, so nennen wir X Operator-selbstihnlich (kurz: OSS)
und falls b,(t) = 0 fiir alle (r,t) € (0,00) x RY, so heit X strikt Operator-selbstihnlich
(kurz: strikt OSS).

Mit E ist offensichtlich auch vE fiir jedes v > 0 ein Zeit-skalierender Exponent von
X. Falls alle X (t) identisch verteilt und unabhéngig sind, so ist sogar jeder Operator
E € Q(RY) ein entsprechender Exponent. Auch die Familie (B,),~o von Operatoren ist
(fiir gegebenes E) nicht eindeutig festgelegt, nicht einmal fiir den Fall, dass ein Raum-
skalierender Exponent existiert (siche unten). Die folgende Eigenschaft ist dhnlich zu
Proposition 3.1 in [29] und besagt im Wesentlichen, dass die Selbstahnlichkeitseigenschaft
entlang der Richtungen geeigneter Eigenvektoren von E erhalten bleibt. Die resultieren-
den multivariaten Prozesse (d = 1) sind dann OSS im Sinne von [30]. Man vergleiche
auch Chapter 11 in [31].

Eigenschaft 5.1.2

Sei X ein WOSS (OSS, striktes OSS) Vektorfeld mit Zeit-skalierendem Exponenten E,
sodass (5.1) entsprechend fiir alle » > 0 erfiillt ist. Falls nun A ein positiver Eigenwert
von E mit Eigenvektor £ ist, so ist der durch Y (u) := X(u&) definierte R™-wertige
Prozess Y = {Y (u) : u € R} ebenfalls WOSS (OSS, strikt OSS) mit Zeit-skalierendem
Exponenten 1 (wobei d=1) und fiir alle » > 0 gilt:

(V(ru) :we R} 2 B s Y () + byajs (u€) - u € R} (5.2)

Beweis. Gelte also EF§ = X fiir ein A > 0 und ein £ € I'y, so wissen wir nach Proposition
2.2.2 (f) in [31], dass auch rF¢ = rA¢ fiir alle 7 > 0. Somit folgt nach (5.1) unmittelbar,
dass
A E fdd
{Y(r*u) ru e R} = {X(r"u) : u € R} = {B, Y (u) + b, (uf) : u € R}.
Da (0,00) > 7 + 7 € (0,00) bijektiv ist (man beachte erneut, dass A > 0), folgt die
Behauptung also durch einfache Substitution. O

Wir ndhern uns nun den Operatoren B,. Dabei nennen wir die betrachteten (d, m)-
Vektorfelder X = {X(t) : t € R} woll, wenn dies jeweils auf die Verteilung aller X (t)
fir t € T'y zutrifft. (5.1) und Lemma 2.3.5 in [31] lassen somit leicht erkennen, dass
die Operatoren B, fiir alle r > 0 invertierbar sein miissen, sofern X ein volles WOSS
Vektorfeld ist. Dies impliziert mit (5.1) wiederum, dass By, = By, By, fiir alle ry, 79 > 0.
Das folgende Resultat erscheint somit plausibel.
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Theorem 5.1.3
Seien E € Q(R?) und X ein volles, stochastisch stetiges (d, m)-Vektorfeld.

(a) Falls X WOSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existieren ein Ope-
rator D € L(R™) mit Ap > 0 und eine stetige Funktion b,(t) : (0,00) x RY — R™
sodass fiir alle r > 0 gilt:

(X(rPt) .t e R Y 0D X (1) + b, (t) : £ € R (5.3)
Weiter gilt genau dann X (0) = a fast sicher (fiir ein a € R™), wenn D € Q(R™). In
diesem Fall kann die obige Funktion durch by(t) = a (konstant) stetig auf [0, oo) x R?
fortgesetzt werden.

(b) Falls X OSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existieren ein Operator
D € L(R™) mit Ap > 0 und eine stetige Funktion b, : (0,00) — R™, sodass fiir
alle r > 0 gilt:

(X(rPt) -t e RY Y 0P X (1) 1 b, t € RO, (5.4)

Weiter gilt genau dann X (0) = a fast sicher (fir ein a € R™), wenn D € Q(R™).
In diesem Fall kann die obige Funktion durch by = a stetig auf [0, 00) fortgesetzt
werden.

(c) Falls X strikt OSS mit Zeit-skalierendem Exponenten E ist, dann existiert ein
Operator D € L(R™) mit Ap > 0, sodass fiir alle r > 0 gilt:

(X(rPt) -t e R Y (0P X (1) + t € RY). (5.5)

Weiter gilt X (0) = 0 fast sicher genau dann, wenn D € Q(R™).

Die Funktion b,(¢t) ist dabei durch F und D bereits eindeutig festgelegt.

Beweis. Entspricht unter Berticksichtigung der dortigen Definitionen einer Kombination
von Theorem 2.1, Theorem 2.2 und Corollary 2.1 in [29], wobei der (dort nicht genannte)
Zusatz von (b) unmittelbar aus (a) folgt. O

Die zitierten Beweise lassen erkennen, dass die Shifts b, bzw. die Shiftfunktionen b, (t)
in (5.3) und (5.4) nicht notwendiger Weise mit den urspriinglichen aus (5.1) {ibereinstim-
men miissen. Kernaussage des vorangegangenen Theorems ist jedoch, dass die Abbildung
r — B, in Gestalt von B, = r? stetig gewihlt werden kann und dass die Familie (B,),~0
dann durch nur einen Operator D beschrieben ist. Ferner {iberzeugt man sich unter den
Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 schnell davon, dass fiir die Shiftfunktion aus (5.3)
gilt:

Vri,re >0Vt € R by () = by, (PEt) + 1700, (8) = by (rFt) + 780, (1), (5.6)
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Bezeichnung 5.1.4

Falls wir also B, = 7P fiir ein D € L(R™) mit Ap > 0 wihlen konnen (fiir alle r > 0), so
nennen wir D einen Raum-skalierenden Exponenten von X; und zwar unabhéngig davon,
ob X die Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 erfiillt. Gilt entsprechend (5.5), so nennen
wir X kurz (E, D)-0SS, unterstellen also stillschweigend den strikten Fall.

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.3 und unter Zuhilfenahme von (5.6) kann
man wie in [29] (Corollary 2.2) zeigen, dass die Funktion b* : I'; — R™, definiert durch

b*(t) :== bryy(le(t)), teTy,
ebenfalls stetig ist und dass gilt:
Vr>0Vtely:  b(t) =b*(rFt) — rPo*(t). (5.7)

b* wird Driftfunktion von X genannt und kann, sofern D € Q(R™), durch b*(0) = a
wieder stetig fortgesetzt werden; (5.7) gilt dann entsprechend auch fiir ¢ = 0. Insbesondere
kann in diesem Falle jedes Zufallsfeld X, das WOSS ist (respektive OSS, dann betrachte
man b*(t) = by, ) via Y (t) := X (t) — b*(¢) zu einem Vektorfeld Y = {Y(t) : t € R%}
transformiert werden, das (F, D)-OSS ist, wie man mit (5.7) unmittelbar nachrechnet.
Strikte OSS-Vektorfelder stellen also aus nicht-deterministischer Sicht keine wirkliche
Einschrankung dar. Insofern verweisen wir an dieser Stelle auch lediglich auf Proposition
3.2 in [29], wo geeignete Bedingungen genannt werden, unter denen ein WOSS-Vektorfeld
auch OSS ist. Schlieflich sei daran erinnert, dass ein (d, m)-Vektorfeld X stationdre
Zuwichse besitzt, falls fiir alle h € R? gilt:
(X(t+h)— X(h): t e R 21X (4) — X(0): t € R},

Damit kénnen wir noch das folgende Ergebnis formulieren, das eine Beziehung zwischen
den Eigenwerten von D und den Momenten von X herstellt.

Korollar 5.1.5

Sei X ein volles (d, m)-Vektorfeld mit stationdren Zuwéchsen und X (0) = 0 fast sicher,
das (5.5) erfiillt. Falls nun A ein positiver Eigenwert von E (mit Eigenvektor £) ist und
falls ein 0 < v < 1 mit E(]| X (£)||") < oo existiert, so folgt Ap < A/7.

Beweis. Definiere Y (u) := X (uf), dann ist offensichtlich auch Y = {Y'(u) : u € [0,00)}
voll und besitzt stationdre Zuwéchse mit Y (0) = 0 fast sicher. Es gilt E(]|Y(1)||7) < oc.
Und da wir (5.5) voraussetzen, folgt auferdem nach Eigenschaft 5.1.2 fiir alle r > 0:

fdd

{Y(ru) : u e [0,00)} = {rP/AY (u) : u € [0, 00)}.

Damit lésst sich der Beweis von Property 2.2. in [30] imitieren und wir erhalten, dass
Ap/y < ~~1, was dquivalent zur Behauptung ist. O
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5.2 Charakterisierung mittels der Anziehungsbereiche

Seien X = {X(u):u € [0,00)} und Y = {Y (u) : u € [0,00)} stochastische Prozesse (also
d = 1) mit Werten in R™, so definieren Meerschaert und Scheffler in [31] beispielsweise:
Y gehort zum wverallgemeinerten Anziehungsbereich von X (kurz: GDOA (X)), falls fiir
alle s > 0 ein A; € GL(R™) und ein as; € R™ existieren, sodass

{ASY (su) +as : u € [0,00)} 22 {X(u) : u € [0,00)} (5.8)

fiir s — oo. Mit dieser Bezeichnung konnte dann in [17] gezeigt werden, dass fiir einen
beliebigen, vollen Prozess X dieser Art gilt: X ist OSS genau dann, wenn GDOA(X) # ().
(Die dort zusétzlich geforderte Stetigkeit in Verteilung héngt einzig mit einer anderen
Definition der Operator-Selbstéahnlichkeit zusammen). Neben der praktischen Relevanz
des oben eingefiihrten Konzepts unterstreicht dieses Ergebnis zugleich die theoretische
Bedeutung selbstédhnlicher Prozesse. Wir mochten nun ein analoges Ergebnis fiir die
von uns betrachteten (d, m)-Vektorfelder herleiten, benétigen dazu jedoch eine sinnvolle
Erweiterung von (5.8). Zunéchst folgt aus (5.8), dass auch

{AsY (sPu) + ags :u € [0,00)} 144 {X(u) :u€f0,00)}

fiir alle 8 > 0 und s — oco. Die Skalierung der Zeit sollte also fiir alle s > 0 linear erfolgen
und zugleich sollte es moglich sein, in allen Komponenten beziehungsweise Richtungen
mit verschiedenen Geschwindigkeiten zu skalieren. Weiter kann es hilfreich sein, gegen-
tiber (5.8) zuzulassen, dass die Vektoren as; vom entsprechenden Zeitpunkt abhéngen
diirfen. Dies motiviert die folgende, noch etwas allgemeinere Herangehensweise.

Definition 5.2.1

Sei X = {X(t) : t € R?} ein (d,m)-Vektorfeld. Dann bezeichne der verallgemeinerte
Anziehungsbereich von X (kurz: GDOA(X)) die Menge aller (d,m)-Vektorfelder Y =
{Y(t) : t € R}, sodass neben einem V € Q(R?) fiir alle s > 0 ein Operator A; € L(R™)
und eine Abbildung a,(-) : R — R™ existieren mit

(AY(sVH) + as(t) - t € R L9 1x (1) 1 t e RDY (5.9)

fiir s — oo. Ist die Abbildung as(-) fir alle s > 0 konstant (Null), so sagen wir, dass Y’
zum (strikten) Anziehungsbereich von X (kurz: DOA(X) respektive DOAs(X)) gehort.

Wir lassen also im Raum zunichst auch die Skalierung mit nicht notwendigerweise
invertierbaren Operatoren zu, wobei dies fiir grofse s immer dann folgt, wenn wir vor-
aussetzen, dass X voll ist (man vergleiche Lemma 2.3.7 in [31]). M6chte man nun eine
Charakterisierung wie im Falle d = 1 erhalten, so wird man s¥ im Allgemeinen jedoch
durch keinen beliebigen Operator B ersetzen konnen, was im Wesentlichen damit zusam-
menhéngt, dass die Definition der Operator-Selbstahnlichkeit hinsichtlich der Skalierung
in der Zeit bereits sehr restriktiv ist. Andererseits haben wir in der jiingsten Definition
keine weiteren Voraussetzungen an X und Y gestellt.
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Theorem 5.2.2

Sei X = {X(t) : t € R} ein volles und stochastisch stetiges (d, m)-Vektorfeld. Dann gilt:
X ist WOSS genau dann, wenn GDOA(X) # (). Dabei ist jeder Operator V € Q(R?),
der (5.9) erfiillt, ein Zeit-skalierender Exponent von X und umgekehrt.

Die sehr allgemeine Definition der Operator-Selbstdhnlichkeit erlaubt uns also, das
gerade formulierte Theorem entsprechend breit anzulegen. Dabei dient uns der Beweis
in [17] fiir den Fall d = 1 (bezogen auf die Aussage in Korollar 5.2.7, siche unten) zwar
zum Teil als Schablone, ist bei genauerer Betrachtung aber zu umstéandlich, denn der ge-
suchte Operator B, in (5.1) (fiir » > 0 fest) kann mehr oder weniger explizit angegeben
werden und muss nicht als Element eines speziellen, nicht-leeren Schnittes erkannt wer-
den. Zu diesem Zweck formulieren wir die vorbereitenden Lemmata etwas préziser (teils
auch unter schwéicheren Voraussetzungen), man vergleiche spéter insbesondere Bemer-
kung 5.2.6. Das folgende erweist sich dabei als niitzlich, um Widerspriiche zu erzeugen.

Lemma 5.2.3
Sei (Ap)neny C L(R™) eine Folge von Operatoren mit ||A,| — oco. Dann existiert eine
Folge (zy)neny C R™, fiir die gilt:

|zn|| = 0 und ||Anz,| =1 bis auf endlich viele n € N.
Insbesondere konvergiert y,, := Az, entlang einer Teilfolge und fiir den Grenzwert y

gilt [Jy|| = 1.

Beweis. Per Definition der induzierten Operatornorm existiert eine Folge (2, )neny C R™
mit ||A,|| = || Anzn|| und ||z,|| = 1 fiir alle n € N. Dies liefert mit der Setzung

Al " 2, falls [|[An] #0,
0, sonst

offensichtlich die gesuchte Folge (zy,). O

Lemma 5.2.4
Seien (fn)nen sowie p, v Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R™, B(R™)) und (ay)pen C R™
eine Folge von Vektoren. Falls nun gilt:

fin —=— p und L * Eq,, — 5,

so ist die Folge der Vektoren beschriankt, d.h. suplla,|| < oo (relativ kompakt).
neN

Beweis. Dies ist die Aussage von Lemma 2.3.9 in [31], wobei man jedoch auf die Vollheit
der Grenzmafe p und v verzichten kann, denn die Menge

A:={R>0:p({z: |zl = R}) + v({z : ||z]| = R}) > 0}
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ist wegen der Endlichkeit von g und v auch in diesem Falle héchstens abzahlbar, wie
man sich durch abzdhlbare und disjunkte Zerlegung der Menge A leicht iiberlegt. O

Damit gelangen wir zu einem ersten wichtigen Zwischenergebnis, das der Aussage von
Lemma 2.3.16 in [31] dhnelt, allerdings etwas schérfer ist und ausfiihrlicher bewiesen
werden soll.

Lemma 5.2.5
Seien (fin)nen sowie p, v Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R™, B(R™)) und g voll. Weiter
seien (Ap)neny C L(R™) und (an)neny C R™ derart gegeben, dass

o ——— - und  (Appin) * €q, —— V.

(n—00) (n—00)

Dann gilt:
sup||A,|| < oo und suplla,| < oc. (5.10)
neN neN

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Folge der Normen || A4,| = ||A} | beschrankt ist

und verwenden dabei die Idee von Lemma 2.3.8 in [31|. Angenommen, dies ist nicht der
Fall, dann gilt also ||A}, || — oo (fiir & — oo) entlang einer entsprechenden Teilfolge.
Lemma 5.2.3 liefert dann die Existenz einer Nullfolge (zx)ren C R™, sodass y, := A}, xp,
entlang einer weiteren Teilfolge konvergiert, sagen wir

A Tk ooy ¥ it lyll = 1.

(I—o00

Dann folgt aber nach dem Stetigkeitssatz von Lévy fiir alle ¢ € R:
Aty)] = i [, (t,).
— 00

wobei wir die vorausgesetzte schwache Konvergenz von ., insbesondere entlang dieser
Teilfolge lesen konnten und sogar die kompakt gleichméfige Konvergenz benétigt haben.

= T |(Any g, ) (G,
— 00

= Hm [(An,, pny, ) (t2r,)] - [exp(i{an,, , tow,))|
—00

= llggo |(Ankl Py, * Eany, ) (x|

Nun lesen wir mit dem gleichen Argument wie oben die zweite Voraussetzung dieses
Lemmas, erneut entlang der genannten Teilfolge, wobei man beachte, dass (txy,)en fiir
festes t ist eine Nullfolge ist, also:

= [2(0)]
=1
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Somit gilt |u(ty)| = 1 fiir alle t € R. Angesichts y # 0 und Lemma 1.3.11 in [31] kann
w somit nicht voll sein, Widerspruch. Also gilt: sup{||4,|| : n € N} < co. Angenommen,
die Folge (|lan||)nen wéire nun unbeschrénkt, so miisste eine Teilfolge mit ||ay, | — oo
existieren, wobei die Teilfolgen(bezeichnungen) von zuvor wieder aufgehoben seien. Dann
existiert nach dem gerade Gezeigten aber eine weitere Teilfolge, entlang derer A,, kon-
vergiert, sagen wir
Ankl —— A € L(R").
(I—00)

Mit Proposition 2.1.8 in [31] folgt also Ankl x; — Ax fiir jede konvergente Folge (x;)en
(mit Grenzwert x). Dies sichert die Anwendbarkeit von Theorem 1.2.8 in genannter Quelle
und wir erhalten schlieflich nach Voraussetzung, dass

m = (Any, piny,) —— (Ap) =: 1.
(I—00)

Zugleich wissen wir aber auch, dass

m * gankl - (Ankl M”kz) * 5ankl (l—’l:}—ooﬁ) v,
sodass nach Lemma 5.2.4 folgt: sup{||an,, || : | € N} < oo; Widerspruch zur Wahl von
(an, ). Damit folgt insgesamt (5.10). O

Wir sind nun in der Lage, das bereits formulierte Hauptresultat dieses Kapitels zu
beweisen. Dafiir werden wir gegeniiber den Ausfithrungen in [17] etwas mehr Aufwand
betreiben miissen, da wir den verallgemeinerten Anziehungsbereich schwicher definiert
haben.

Beweis. (von Theorem 5.2.2)
, = “ Sei X also WOSS, sagen wir mit Zeit-skalierendem Exponenten £ € Q(R?), dann
existieren fiir alle 7 > 0 ein Operator B, € L(R™) sowie eine Funktion b,(-) : R? — R™
mit

(X(rPt)  t e RY 2B X (1) + b, (t) : t € RYY.
Somit folgt aber bereits, dass X € GDOA(X); dazu wihle man Y := X, A, := B!
(man beachte die Ausfiihrungen vor Theorem 5.1.3 und dass wir X als voll voraussetzen)
sowie as(t) := —B;'by(t) fiir alle s > 0 und ¢t € R?. Dann erhalten wir mittels V := E
fiir alle s > 0, dass

{AY (sVt) +as(t) : t € R4} = (B X (sPt) — B bg(t) - t € RY}
B BX (1) 4 bal1) — BIM0(1) 1 € B
={X(t): t € R}
Insbesondere resultiert X als Verteilungslimes (fiir s — oo und im Sinne aller Rand-

verteilungen). Dabei war der zweite Schritt zulédssig, da die fdd-Gleichheit aller nicht-
deterministischen Ausdriicke genutzt wurde.
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, < “Um zu zeigen, dass X WOSS ist, konnen wir also GDOA(X) # () voraussetzen, d.h.
es existieren ein (d, m)-Vektorfeld Y = {Y (t) : t € R?}, Operatoren (As)s>0 C L(R™),
R™-wertige Funktionen (a,(+))y>o auf R? und ein V € Q(R?), sodass gilt:
(AY (5 + as(t) - t e R LE (X (1) t e RTY (s = o0).
Genauer gilt fiir £ € N und tq, ..., t, € R? beliebig:
(AY (sVt1) + as(tr), oy AsY (sV ) + as(tr)) = (X (t1), ..., X (tr)) (5.11)

fiir s — oo. Aus Griinden der Ubersicht fithren wir nun zuerst einige Bezeichnungen ein.
So setzen wir fiir alle k € N sowie t1, ..., t; € R?

Vit + = £((Y(t1>7 ) Y(tk)))a
Mty .ty - = ﬁ((X(t1)7 7X(tk)))

Weiter definieren wir fiir alle £ € N die stetige Abbildung

A 0
G : L(R™) — L(RF™), A

0 A

Seien dann zuniichst r > 0 und ¢t € R? beliebig, aber fest. So erhalten wir nach (5.11)
(fiir K =1 und s = nr) einerseits:

AnTV(n'r)Vt * Eanr(t) L) MUt (5.12)
(n—00)
wobei wir im weiteren Verlauf auf die Klammern zur Beschreibung des Bildmafies ver-
zichten. Andererseits folgt, dass

AnV(nr)Vt * Ean(rVe) = AnVnV(th) * Ean(rVt) (n—ivfoo; Vg
Indem wir fiir den Moment ¢ # 0 annehmen, liefert die Vollheit von p; nach (5.12)
und Lemma 2.3.7 in [31], dass die von ¢ unabhéngigen Operatoren A, fiir hinreichend
grofse n invertierbar sind. Damit ohne Einschrénkung aber auch fiir alle n € N und die
letztgenannte Konvergenz ist wie folgt zu schreiben:

—1 w
An At (A% €0,0) *<0 (Vi) — A A g () T B0 (513)
=:H,

=:hn(t)

wobei wir die jeweilige Abhéngigkeit von r (fest) unterdriickt haben. Wenn wir nun diese
Aussage zusammen mit (5.12) lesen, folgt nach Lemma 5.2.5, dass

sup||Hyp|| < oo und supllh,(t)] < oo.
neN neN
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Also ist H,, entlang einer Teilfolge konvergent, ohne Einschriankung (vergleiche spéter
Bemerkung 5.2.6) gelte H,, — H fiir n — oo und ein H € L(R™). Sei weiter ¢, g, ... eine
Abzihlung von Q7. Nach obigen Uberlegungen (¢t € R? war beliebig) kennen wir die Folge
(hn(q1))nen und wissen, dass sie beschriankt ist, es existiert also eine konvergente Teilfolge
(hn,, (q1))ien, dessen Grenzwert wir mit h(q;) bezeichnen. Ferner ist mit (h,,(q2))nen auch
die Folge (hn, , (g2))ien beschrénkt, sodass eine weitere konvergente Teilfolge (s, ,(q2))ien
mit Grenzwert h(qy) existiert. Dies liefert induktiv eine Familie von konvergenten Folgen
{(hn, ;(g5))ien = j € N} mit Grenzwerten h(g;), wobei (ng j,)ien eine Teil(index)folge von
(11,5, )ien ist, wann immer jp > j1. Seien nun k € N und ¢y, ..., ¢}, € Q4 beliebig, aber fest.
Weiter wihle man ein &' mit {t1,...,tx} C {q1,...,qx }. Nach (5.11) wissen wir, dass

G (Anr )V )V g1 ()Y @i ¥ E anr (@) e (a50)) [

(n—00)

sowie (man wiederhole das Argument zu (5.13))

G (Hp) (Gza(Am«)v(qul,...,(quk/ * ff(am(ql),...,am(qk/))) * E(hn(g1) sl (1))

# IU’TV

A% .
(’I'LA)OO) q1,---577 Qg

Dann gelten beide Aussagen auch entlang der oben gefundenen Teilfolge (), wobei
wir per Konstruktion wissen (komponentenweise Betrachtung):

G (Hy, ) — G (H) and  (hn, ,, (q1), - by o (@) ——— (Alq1), - hlqw))-

(I—>o0) (I—00)

Theorem 1.2.8 und Proposition 2.1.8 in [31] liefern somit aus Griinden der Eindeutigkeit:
G (H) g gy * E(h(ar),shlar) = ¥ qr,irV gy
Dies bedeutet jedoch gerade, dass
d
(X(rYq1), ... X(rVaw)) = (HX (1) + h(q1), ... HX (qw) + hlaw))
und somit, dass
(X (V1) oo X (V) £ (HX (81) + h(t1), ooy HX (1) + h(tr)

nach simultaner Projektion respektive Permutation beider Seiten. Wir haben also bei
gegebenem 7 > 0 bereits einen geeigneten Operator H sowie eine Abbildung A : Q¢ — R™
definieren kdnnen, sodass gilt:

(X(rPt) -t € Q1) 2 (HX(8) + h(t) - t € Q). (5.14)

Sei nun ¢ € R?\ Q? beliebig, aber fest. Dann existiert eine Folge (¢})neny C Q7 mit
¢!, — t und nach Voraussetzung konvergiert also X (r¥¢)) stochastisch gegen X (rft),
insbesondere in Verteilung (jeweils fiir n — 0o0). Wegen

HX(d)) +h(d,) £ X(rPql), neN
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konvergiert schliellich auch die linke Seite in Verteilung, was nach Lemma 5.2.4 impliziert,
dass sup{||h(q},)|| : n € N} < oo, indem wir mit dem gleichen Argument wie zuvor
nutzen, dass HX(q,) = HX(t). Also existiert eine konvergente Teilfolge (h(q),))ien,
dessen Grenzwert wir mit h(t) bezeichnen. Ferner merken wir uns diese (Teil-)Folge und
konnten genau genommen zeigen: Es existiert eine Folge (g t)nen C Q% mit Gn,t — t und
h(gnt) — h(t) (jeweils fiir n — 0o0). Wegen der Beliebigkeit von ¢t € R\ Q% konnte also
insgesamt eine Abbildung h : R? — R™ konstruiert werden. Und indem wir Gngt =t flr
alle n € N und t € Q? setzen, kennen wir sogar fiir alle ¢ € R? eine Folge (g, ¢)nen C Q%
mit ¢, — ¢t und h(gn¢) — h(t). Schlieklich seien k € N und t1, ..., t; € R? beliebig, aber
fest. Da wir weiterhin stochastische Stetigkeit voraussetzen, folgt fiir alle j =1, ..., k:

X(rPane,) —— X0P)

und somit auch

(X Eqnay)s s X(rB s, ) —— (X(rPt), ..., X (rPty)), (5.15)

(n—o00)

also insbesondere in Verteilung. Andererseits wissen wir nach (5.14) fiir alle n € N, dass

(X(Pgs)s o0 X Fn)) £ (HX (@) + 2(@ns)s o HX (Gns) + D)) (5.16)
Nun liefern die stochastische Stetigkeit und Theorem 1.2.8 in [31] wie zuvor:
(HX (gn,01) +h(qntr); o HX (nt) +hlant,)) = (HX (t1) +h(t1), .. HX (t) + h(tr)),
somit nach (5.16) aber auch, dass
(X (P qn); s X(rPane)) = (HX (t1) + h(tr), .., HX (t) + h(tr)), (5.17)

jeweils fiir n — co. Durch Kombination von (5.15) und (5.17) erhalten wir aus Griinden
der Eindeutigkeit:

(X(rFty), .., X(rPt)) £ (HX (t1) + h(t1), .. HX (t) + h(tp)).

Da r > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.6. Die Voraussetzungen von Theorem 5.2.2 kénnen abgeschwicht wer-
den: Statt zu fordern, dass X voll ist, geniigt es, dies fiir ein X (¢') zu wissen, wobei
t" € R? beliebig. In der notwendigen Richtung schreibe man dann X (¢') = X (rFr=Ft'),
um in Analogie zu der Bemerkung vor Theorem 5.1.3 zu erkennen, dass B, fiir alle
r > 0 invertierbar ist. Umgekehrt war die Folge (Hy,)nen zwar genau genommen abhén-
gig von r > 0, aber nicht von ¢ € R%. Mit Hilfe von Lemma 5.2.4, das ohne die Vollheit
der Grenzverteilung auskommt, argumentiert man somit leicht, dass auch die Folgen
(" (1) )nen fiir alle t € R? (und r > 0) beschréinkt sind, zumindest nach Einschrinkung
auf jene Teil(index)folge, entlang derer auch H,, konvergiert.
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Andererseits folgt aus X (t%l)) = X (tM) und X( %2)) = X(t?) im Allgemeinen nicht,
dass (X(t,(ll)), X( 512))) = (X(tM), X (t?)), daher haben wir stochastische Stetigkeit an-
stelle von Stetigkeit in Verteilung vorausgesetzt. Gelingt diese Implikation unter Umstén-
den dennoch (fiir alle endlichen Auswahlen dieser Form), so geniigt es auch, Stetigkeit in
Verteilung zu fordern.

Der erste Teil der vorangegangenen Bemerkung gilt ebenso im Rahmen der folgenden
Aussage, wobei wir auf die stochastische Stetigkeit beziehungsweise auf jene in Verteilung
in jedem Falle verzichten kénnen.

Korollar 5.2.7
Sei X = {X(t) : t € R?} ein volles (d, m)-Vektorfeld. Dann gilt: X ist (strikt) OSS
genau dann, wenn GDOA(,)(X) # (). Dabei ist jeder Operator V' € Q(R?), der (5.9)

entsprechend erfiillt, ein Zeit-skalierender Exponent von X und umgekehrt.

Beweis. Ist X (strikt) OSS, so erkennt man in der notwendigen Richtung der vorherigen
Beweises, dass auch die Vektoren as; = —B; 'bs fiir alle s > 0 unabhingig von t sind.
Umgekehrt sieht man sofort: Ist as(-) = as fiir alle s > 0 konstant, so ist auch h,
jeweils unabhéingig von t. Insbesondere entfiillt die Betrachtung von X auf Q¢ und die
stochastische Stetigkeit wird nicht benotigt. O
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KAPITEL O

Moving-average Darstellung

Die geleistete Vorarbeit ermoglicht es uns nun, die moving-average Darstellung aus [29]
auf den Operator-stabilen (und zugleich strikt a-stabilen statt symmetrischen) Fall zu
verallgemeinern und prézise Existenzbedingungen zu formulieren. Insbesondere werden
wir sehen, dass die dort betrachteten Felder einem Spezialfall unserer Konstruktion ent-
sprechen und dass die zugehorigen Voraussetzungen dann iibereinstimmen. Diese Verall-
gemeinerung erfiillt jedoch keinen Selbstzweck; vielmehr sind Operator-stabile Verteilun-
gen und ihre Exponenten gerade in der gleichen Sprache wie das vorgestellte Konzept der
Operator-Selbstahnlichkeit formuliert. Genauer werden wir sehen, dass Operator-stabile
und Operator-selbstdhnliche Felder im Kern durch drei Operatoren, sprich Exponenten
beschrieben werden.

Motiviert durch die in der Literatur iibliche Definition von a-stabilen Feldern und Pro-
zessen (man vergleiche beispielsweise Definition 3.1.1 in [40]) fiihren wir also zunéchst
die folgende Sprechweise ein.

Definition 6.0.1

Ein (d,m)-Vektorfeld X = {X(t) : t € R} heift (strikt oder symmetrisch) Operator-
stabil, falls alle Randverteilungen (strikt oder symmetrisch) Operator-stabil sind. Exis-
tiert dariiber hinaus ein Operator B € L(R™), sodass alle endlichen Linearkombinationen
der Form

k
chX(tj), 1y € Rund ¢, ..., t, € RY (6.1)
j=1
Operator-stabil mit B als Exponenten sind, so nennen wir B einen Fzponenten von X.

Im stabilen Fall erkennt man schnell: Sind alle Randverteilungen stabil, so muss es
einen globalen Index a geben. Dies ist im Operator-stabilen Kontext nicht zwingend
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gegeben, wie bereits das Beispiel von unabhingigen Zufallsvektoren X (¢),t € R zeigt,
wobei jedes X (t) Operator-stabil mit B; € £(X(t)) sei. Denn in diesem Fall besitzen alle
Vektoren der Form

(X(tl),...,X(tk)), t1, .tk ERd

eine Operator-stabile Verteilung mit By, & - - - @ By, als Exponenten. Insofern kann (6.1)
unter Umstédnden helfen, die Angabe eines globalen Exponenten von der Dimension zu
16sen.

6.1 Existenz der Darstellung

Fiir den Rest dieses Kapitels unterstellen wir folgendes Setting: p ~ [v,Q, ] sei eine
strikt Operator-stabile und volle Verteilung auf (R™, B(R™)) mit B € &(u) und log-
charakteristischer Funktion 1. Ferner sei M das von p und dem d-dimensionalen Le-
besguemah (auf (R, B(R?))) erzeugte ISRM im Sinne von Beispiel 3.6.3 (b). Vor dem
Hintergrund von Beispiel 3.1.3 konnen wir als mogliche Integranden somit Funktionen
der Form f : (R% B(RY)) — (L(R™), B(L(R™)) betrachten. Dass die Menge S also gera-
de dem R? entspricht, wird sich in unserer Situation als vorteilhaft erweisen, prinzipiell
muss die Indexmenge des Vektorfelds jedoch nicht zwingend in Verbindung zu der Struk-
tur stehen, die dem Zufallsmaf zugrunde liegt, man vergleiche beispielsweise [20]. Ferner
vereinbaren wir, dass 04 fiir alle A € L(R™) dem Nulloperator in L(R™) entsprechen
soll.

Schlieflich sei an Definition 2.2.6 und Definition 2.2.7 erinnert; wahrend die Zuléssigkeit
von ¢ technische Griinde hat und die Existenz des nachfolgenden Objekts sichern soll,
wird sich die Homogenitat von ¢ als geeignetes Werkzeug erweisen, um die gewiinschte
Operator-Selbstahnlichkeit zu erhalten. Demgegentiber legt Eigenschaft 4.5.5 die Hoff-
nung nahe, dass die Wahl von M bereits hinreichend fiir die Operator-Stabilitdt im
Sinne der vorangegangenen Definition ist. Wir gehen zuerst der Frage der Existenz nach.

Theorem 6.1.1 (Moving-average Darstellung)

Seien E € Q(RY) und D € Q(R™), wobei ¢ := tr(E). Weiterhin sei ¢ : R? — [0,00)
eine E-homogene und (3, E)-zulédssige Funktion fiir ein S > 0. Falls nun die beiden
Bedingungen

AD—gB + AgB > 0, (6.2)
Ap—qp+ A < B

erfiillt sind, so existiert fiir alle ¢t € R? das Integral
Xy p(t) = / [p(t — s)P798 — ¢(—s5)P~98] M(ds). (6.4)
Ra

Das resultierende (d,m)-Vektorfeld X4 p = {Xyp(t) : t € R?} nennen wir (¢, D)-
moving-average Darstellung (beziiglich M ).
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Beweis. Der Beweis ist in weiten Teilen an den von Theorem 2.5 in [29] angelehnt. Dabei
steht ds flir die Integration nach dem d-dimensionalen Lebesguemafl, wobei wir - falls
moglich - gelegentlich auch das gleichwertige (uneigentliche) Riemann-Integral betrach-
ten werden. Weiter werden wir im Folgenden bei festem ¢t € R Uberlegungen fiir s € R?
vornehmen, die eventuell fiir s = 0 beziechungsweise s = ¢ nicht sinnvoll sind. Hinsichtlich
der im Anschluss zu betrachtenden Integrale handelt es sich dabei jedoch um Lebesgue-
sche Nullmengen, die fiir die Existenz und den Wert des stochastischen Integrals in (6.4)
jeweils unerheblich sind, da das d-dimensionale Lebesguemafs im vorliegenden Fall bis
auf eine Konstante auch dem Kontrollmafs Ap; entspricht, man vergleiche den Beweis zu
Eigenschaft 4.1.10. Schlieflich werden zahlreiche positive Konstanten einflieffen, die aus
Griinden der Ubersichtlichkeit fortlaufend mit C, Cs, ... bezeichnet werden sollen.

Nach obiger Konvention verschwindet der Integrand in (6.4) offensichtlich fiir alle s € R?,
sofern t = 0. Xy p(0) existiert somit und ist konstant 0. Sei nun ¢ € I'y beliebig, aber
fest, so ist zu zeigen, dass die Funktion

Gt — 5)P71F — p(—s5)P798, s ¢ {0,t}
fi(s) := q p(t)P~9B, s=0
—p(—t)P~97, s=t
beziiglich M integrierbar ist, denn nach Voraussetzung gilt ¢(z) = 0 < = = 0 (siehe
unten). Dabei folgt mit der Stetigkeit von ¢ und mit Eigenschaft 2.1.3 (g) leicht, dass

f+(+) mefbar ist. Unter den genannten Voraussetzungen werden wir nun zeigen konnen,
dass ein 0 < §; < 1/Ap und ein J2 > 0 existieren mit

L(t) = / |t — s)P=aB _ qb(—s)D*qBHﬁ_él ds < 0o (6.5)
R

sowie

() = / (¢t — )P~ — §(—s)P~0B|| 75 7 g5 < o, (6.6)
R4

Somit wiirde nach Theorem 4.5.3 in besonderem Mafse die Behauptung folgen. Dabei
wéhlen wir 01 und d2 konkret derart, dass folgende Bedingungen erfiillt sind (unabhéngig
von t):

.1 1 |Gl }
0<d1 =0 <minq —, , , 6.7
P {AB 2|Ap—qB| 2[Ap—qB — B 6.7

wobei

_ )\D—qB + )\qB _ AD—qB + AqB - ﬂ
AB AB

nach (6.2) und (6.3). Falls Ap_4p = 0 oder Ap_4p — = 0, so ignorieren wir die

entsprechenden Beitrage zum Minimum in (6.7). Weiter definieren wir d3 > 0 und d4 > 0

<0

Cli > 0, CQ:
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derart, dass (ebenfalls unabhéngig von t) gilt:
G : [¢3
03 < —————— und 64 <min{ ———— Ayp ¢ 6.8
2(5y; +02) 2(L +0y)" (6.8)

Und da die Spur invariant unter Basistransformationen ist, folgt nach Ubergang zur
Jordanschen Normalform (man vergleiche spéter (7.19) und (7.20)) und wegen Ag > 0,
dass auch ¢ =tr(E) > 0. Seien (7(-),[(+)) nun die verallgemeinerten Polarkoordinaten
beziiglich E, dann folgt mit der E-Homogenitit von ¢, dass ¢(s) = 7(s) ¢(I(s)) fiir alle
s € T'y. In jedem Falle sichern die Voraussetzungen an ¢ die Anwendbarkeit von (2.6):

me = GIIeléI}; #(0) >0 und My := 5161%;( »(0) > 0.

Insgesamt also, indem wir 7(0) := 0 setzen (man beachte, dass ¢(0) = 0 wegen der
Stetigkeit von ¢ sowie Proposition 2.2.3):

Vs e RY: mgT(s) < d(s) < Myt (s). (6.9)

Folglich kénnen wir ¢(s) = 7(s)§ mit einem 0 < myg < & = £(s) < My schreiben und
erhalten fiir alle s € R%:

lo()2722 ] = ()P~ 722792 < || ()77 [|€” 7| < O [|r()"~*"||* (6.10)

aus Griinden der Stetigkeit und da [mg, My] kompakt ist. Mit dem gleichen Argument
und der Tatsache, dass ||7¥| > 0 fiir 7 > 0, erkennt man:

M; ;= max HT‘EH >0 und My := max HT‘EH > 0.
me<r<My 1/My<r<1l/mg

Das Argument bleibt wegen 0 ¢ Sg bestehen (nun die Kompaktheit von Sg), um

0 <v:=min ||f|| <7T:=max || < oo
0eSE 0eSE

einzusehen. Weiter konnen wir fiir alle s € I'y schreiben:

3(s)™Fs = ¢(s)"F7(s)"U(s) = (¢(s) " 7(s)) " U(s).

Somit lésst sich auf Basis der vorangegangenen Bezeichnungen als erstes Zwischenergeb-
nis formulieren:

E

VseTy: 0<—— < |o(s)Zs| < M. (6.11)
M,

Dabei folgt die linke Ungleichung mit Proposition 2.1.3 (b) aus [31] und indem wir wieder
#(s) = 7(s) & fiir ein § € [mg, My] schreiben:

11(s) v v v

) r(s)El(s - M
“(¢( ) ()7 U )H > (o(s)m(s)~1)E| =z l(p(s)T(s)~1)E|| €| = M
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Ganz analog erhélt man auch die rechte Seite der Ungleichung via
l6(s) () Pits) | < [|(€HE] T < Mo

Als néchstes soll die (8, F)-Zulédssigkeit von ¢ genutzt werden. So folgt speziell fiir A" :=
ML1 und B’ := M, Y, dass ein Cy > 0 mit folgender Implikation fiir alle z, z € R existiert:

(A <z <B und r(z) <1) = lp(x + 2) — ¢(2)| < Cy7(z)P. (6.12)

Schlieflich wissen wir nach (6.9), dass ¢(s) > mg7(s) & ¢(s)7! < m(;lT(s)_l fiir alle
s € I'y. Wegen 7(s) = 7(—s) und § > 0 existiert also ein v = 7(t) > 0 derart, dass die
folgenden drei Ungleichungen fiir alle s € R? mit 7(s) > v gelten:

1

d(—s)"Ir(t) <1, Cod(—s)Pr(t)’ < 2 o(—s) > 1. (6.13)

Damit kommen wir nun zur Endlichkeit von I;(¢) sowie I2(t) und definieren fiir alle x > 0
die Menge A(k) := {s € R?: 7(s) < x}. Nach Korollar 2.2.4 ist A(y(t)) also beschrinkt,
sodass wir nachfolgend Proposition 2.1.4 fiir ein C3 = C5(t,d3) > 0 mit d3 > 0 von oben
anwenden kénnen. Zunéchst erhalten wir jedoch nach (6.10) fiir alle p > 0:

J 161758 Lac o) ds
R4

< C{’/HT(—S)D_"BHPﬂA(v(t»(S) ds
Rd

< C{'Cg/T(S)p(AD‘qB53)11A(7(t))(8) ds

R4
= Cng/rq_l/T(rEﬂ)p()‘DqB_‘SS)]lA(W(t))(TEG)J(dH) dr
0 SE

7(t)

ZC{JC{;’/T‘II/T”()‘D‘IB‘;S) o(df)dr

0 SE
v(t)
= CVCY o(Sk) / FPAD—aB=03)+a=1 gy (6.14)
0

Dabei haben wir im vorletzten Schritt benutzt, dass 7(r?6) = r fiir § € Sg und entspre-
chend die Menge A(7y(t)) gelesen. Weiter haben wir Lemma 2.2.5 genutzt; insbesondere
ist o ein beschranktes Mafs auf Sg, sodass fiir die Endlichkeit des obigen Integrals zu
zeigen bleibt, dass p(Ap—qp —d3) +¢—1> -1 &  p(Ap—gB — 03) + ¢ > 0. Nun gilt
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0(¢B) = qo(B) mit g > 0 (siehe oben); somit folgt wegen Ap > Ap > 1/2 insbesondere,
dass gA\p = A¢p > 0 sowie gAp = A p > 0. Betrachten wir dann zunéchst p = 1/Ap—d1,
so erhalten wir also:

1 AD_ 1
< — 51) (Ap—gB — 03) +q = i b _ 01AD—gB — 03 (A - 51> +q
B B

Ap
AD—qp + A 1
_ A A5 ( —51>

AB AB
AD—¢B + \¢B 1
> 2P-ab T gb o -
> As 01AD—qB — 03 As 01
1
> (1 —01Ap—¢B — 03 <)\ + 52)
B
>0
nach (6.7) und (6.8). In dhnlicher Weise folgt fiir p = 1/Ap + Ja:
1 AD—¢gB + A 1
~— +02 ) (Ap—qp —03) +q = 2D-aB T 7B 02AD_qB — 03 | ~— + 02
AB AB AB
AD_¢B + A 1
> 2D—aB T 7B | 02Ap—gB — 03 | ~— + 02
Ap AB

1
= (1 + 2Ap—_gB — 03 ()\ + 52>
B

> 0,

wobei wir im zweiten Schritt noch einmal von (6.2) profitiert haben. Das beweist:

J (99727 4 s 25 ) g (s) s < o

R4

Nun hingen die beiden vorangegangenen Rechnungen nicht von «(t) ab, somit erhalten
wir unmittelbar ein weiteres Ergebnis. Denn nach Lemma 2.2 in [5] existiert ein Cy > 1
mit 7(x 4+ y) < Cy(7(x) + 7(y)) fiir alle z,y € RY. Indem man nun fiir weiterhin festes
t € I'y und beliebiges s € R? schreibt: 7(s) = 7((t + s) + (—t)), folgt wegen 7(—t) = 7(t)
folgende Inklusion:

{s eRY: 7(t+s) <~(t)} C {s € RY: 7(s) < Cy(7(t) + 7())}. (6.15)

Insbesondere erhalten wir mit 7/(t) := Cy(y(t) + 7(t)) nach offensichtlicher Substitution
fiir alle p > 0:

/ ot = )P Lagy 0y (s) ds < / (=) ||” Lagyr (0 (5) ds < o,
R4 Rd
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da wir das Problem vermoge +/(t) auf das vorherige zuriickgefiihrt haben. Zusammenfas-
send existiert also nach (2.1) ein C5 > 0 (auf Basis von §; = d2), sodass

[o(t — 8)P797 — ¢(—5)P795 " ds
A(v(1))
< [ (ot = 57702+ =908 )" as
A(v(8)
< Cs / (qu(t — s)D—qBHP T H(b(—s)D—qBHP) ds
A(v()

< 00

fir p=1/Ap — 01 und p = 1/A\p + d2, d.h. das Intergal

J A e R e e N Ea R
A(v(2))

ist endlich. Betrachten wir nun also die Menge A(v(t))¢ = {s € R?: 7(s) > 4(¢)}. Dann
ist zunéchst bekannt (man vergleiche Satz 5.1.4 in [14]), dass

d
LpP=a — (D — gB) pP-0B -l

und somit fiir § < u < % (komponentenweise als Riemannintegral)

u
HuD_qB - ImH = / (D — ¢B)rP=aB=1m gy

1

max{1,u}
iy P

min{1,u}

max{1,u}
<ColD-qB| [ |2 ar
min{1,u}
<Cr G| D —gBl |u—1], (6.16)
da max{l,u} — min{l,u} = |u — 1| und fiir Oy := max{||rP=9B~In|| . I < < 3},

wahrend Cg > 0 eine voriibergehende Betrachtung der ||-||;-Norm erlaubte. Weiter liefert
die F-Homogenitit von ¢ fiir alle s € 'y die folgende Rechnung:

|o(t - $)P~95 — g(—5)P~95|
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= | [o(=9)""(t — 5)o(~5)] 77" — o(~5)" 95|

= [0 (=) 7"t = 5)) o(=s)] """ — 6(=s)P~7"|
= |l¢ (6= t—s)D "o
= |[[¢ (¢(=s)"Et = o(=s)* )D "~ In] 6(=5)" 792 |

& (6(~5)" t—-¢<—s>*Es)D‘QB-— | lo=s)P=#]. (67)

()P0 — g(—s5)P 0"

IN

Andererseits wissen wir nach Eigenschaft 2.2.2 (c) und (6.13), dass
T(p(=5)7Ft) = d(—s)"'7(t) < 1
fiir alle s mit 7(s) > y(t), wahrend dank der E-Homogenitdt von ¢ gilt:
¢ (=(=5)"Fs) = ¢ (¢(—s)"F(=5)) = dp(—5)"'o(—s) =1
Mit z(s,t) := ¢(—s)"Ft und 2(s) := —p(—s)"Fs = ¢(—s)"F(—s) haben wir insbeson-
dere fiir alle s mit 7(s) > ~y(t) gesehen:

$(2(5)) =1, 7(x(s,t)) <1, [z(s)] €[4, B,

Letzteres nach (6.11). Es liegt also genau die Situation von (6.12) vor und somit folgt fiir
alle s € A(y(t))":

|6(2(s, 1) + 2(5)) — B(2(s))] = |6 (¢(—5) Tt — p(=5)"Fs) — 1
<Csyr (¢(—S 7Et)
= Co ¢(—s)P7(t)". (6.18)

Nun ist der letzte Ausdruck nach (6.13) kleiner als %, Gleiches gilt also auch fiir die
Ausdriicke in der ersten Zeile. Daraus folgt aber unmittelbar, dass

3

1 — —
5 <ulst):=9¢ (p(—s) Pt — p(—s)"Fs) < 5

was im Verlauf der folgenden Rechnung die Verwendung von (6.16) rechtfertigt (kombi-
niert mit (6.18)). Dabei gelte weiterhin s € A(~(¢))¢ und wir starten fiir beliebiges p > 0
mit (6.17):
H¢ D qB ¢(_8)D—qBHP
_g \D—qB p _
W )7t o(=5)Fs)" " < 1| o (—s)P 07|
< CLCE|ID = ¢B|” [ (¢(=5)"Ft — d(=s5)"Fs) —1]" [|é(=s)P 27|
< CLCECE||D — 4B|” (=) (1) ||o(—s5) P97 "
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6.1 EXISTENZ DER DARSTELLUNG

Nach (6.13) gilt ¢(—s) > 1, sodass wir Proposition 2.1.4 entsprechend fiir so = 1,64 > 0
von oben und ein Cg = Cg(d4) > 0 anwenden kénnen:

< CECPCECY || D — qB|P ¢(—s)Php-ant01=8) ()PP,

Dabei ist der Exponent von ¢(—s) wegen (6.3) und (6.8) negativ. Unter Berticksichtigung
von (6.9) und 7(s) = 7(—s) folgt also mit Cg = Cy(d4) := ng_qBJrérﬁ schliefslich:

< CPCECECPCY | D — B||P 7(s)PAo-aB+01=5) 7 (1)PB, (6.19)
Wir wenden nun zunéchst (6.19) mit C1g := CoCsC7CsCs||D — ¢B|| an, ehe wir wieder

von Lemma 2.2.5 Gebrauch machen (wobei sich die Indikatorfunktion in analoger Weise
wie zuvor auf den Integrationsbereich von r iibertrégt):

/ [o(t — )77 — ¢(=5)" 795 ||" 1 a (1)) (5) ds
]Rd

< Cfor (1)’ / () APy ) () ds

Rd
:CfOT(t)pﬁ /Tq—l/rp(ADqBJr&;—B) o(de) dr
v(t) Sp

o0
= CfoT(t)pﬁO'(SE) / TP(AquB+§4—6)+q_1 dr.
~(t)
Fiir die Endlichkeit des Integrals bleibt also zu zeigen, dass p(A Do + 04 — 8)+q<0.

Dabei betrachten wir zunéchst wieder p = 1/Ap — §; und nutzen dhnliche Argumente
wie an fritherer Stelle:

1
(A - 51> (Ap—gB +04—B)+¢
B
_Apyp+Ap—p
= v

<G —61(Ap—gp — B) + 64 (/\13 + 52)

—01(Ap—gB — B) + 4 <AlB — 51)

<0

nach (6.7) und (6.8) Ganz analog folgt fiir p = 1/Ap + da:

1
<>\ + 52) (Ap—gp +04— ) +¢q
B
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6.2 EIGENSCHAFTEN UND BEISPIELE

Ap_ AoB — 1
_Ap-gpt s =B +02(Ap—qp — B) + 64 ~— + 52
AB AB
Ap_o+AjB — 1
g L b +02(Ap—gp — B) +04 | ~— + 62
)\B )\B
Ap_q+ Ao —
< —Pdb A a8 — P +02(Ap—gp — B) + 04 ()\ +52)
B B
1
=(+02(Ap—gp —B) + 4 <)\ + 52)
B

<0,

wobei wir im drittletzten Schritt von Ap_4p+ Agp — 8 < 0 geméf (6.3) profitiert haben.
Damit konnten wir insgesamt (6.5) und (6.6) zeigen. O

6.2 Eigenschaften und Beispiele

Wie bereits zu Beginn von Kapitel 5 motiviert, gewinnen solche Felder wie in (6.4)
erst durch weitere Eigenschaften an Attraktivitdt. Dabei sollten wir auf die Zusatzvor-
aussetzung der folgenden Aussage in der Regel nicht verzichten, da wir ja gerade an
Operator-stabilen und Operator-selbstahnlichen Zufallsfeldern interessiert sind.

Eigenschaft 6.2.1
Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 6.1.1. Falls dariiber hinaus DB = BD gilt,
so folgt fur X¢7D = {X¢7D(t) it e Rd}:

(a) Xy p ist ein strikt Operator-stabiles Vektorfeld mit B als Exponenten.

(b) X p ist (E, D)—OSS

Beweis. Unter der herausgearbeiteten Zusatzvoraussetzung ahnelt Teil (b) dem Beweis
der entsprechenden Aussage von Theorem 2.5 in [29].

(a) Seien k € N und tq,...,tx € RY beliebig, aber fest. Dann wissen wir nach Ko-
rollar 4.2.11 bereits, dass (X4 p(t1),..., X¢ p(tr)) unendlich-teilbar ist, wobei die
charakteristische Funktion geméfs (6.4) und Eigenschaft 4.1.12 durch

k
RF¥™ 3 (uq, ..., up) — exp /w Z(qﬁ(tj — 5)P79B _ p(—s5)P9B) ;| ds
Rd =1

gegeben ist. Nun gilt fiir alle » > 0 und u = (uq, ..., uy) € RF™:

[+
2

J

(¢(tj — S)D_qB — ¢(—S)D_qB)* TB*Uj ds

k
=1
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6.2 EIGENSCHAFTEN UND BEISPIELE

:/w (chb(t s)P=aB _ By S)quB)*u ds
Rd =1
k
= [0 [ 3 (0t = )77 — o)1) ) as
Rd =1
k
= [ (73 (ot — 9779 — gy ) s
Rd =1
k
o [ (3ot — 97 - sy )
=1

geméfs Korollar 2.4.8. Aufserdem haben wir genutzt, dass unter den genannten Vor-
aussetzungen auch B und D —¢B kommutieren. Sei nun By, := B&®---® B, so zeigt
dies wegen rPku = (rBuy, ...,rB wy) offensichtlich, dass (X4 p(t1),..., X¢.0(tk))
eine strikt Operator-stabile Verteilung mit By als Exponenten besitzt. Dass B hin-
gegen ein Exponent von Xy p im Sinne von Definition 6.0.1 ist, erkennt man wie
folgt: Fiir endliche Auswahlen t¢1,...,t, € R¢ und ¢, ...,¢, € R (mit n € N) wissen
wir aus Linearitdtsgriinden, dass

> eiXon(t) = [ ch Blt; — )P — g(—5)P=15] | M(ds)
Jj=1 R4

fast sicher. Damit folgt die Behauptung nach Eigenschaft 4.5.5, indem man sich
per Definition des Matrixexponentials tiberlegt, dass der Integrand der rechte Seite
wegen DB = BD fiir alle s € R? mit B kommutiert.

Wir wollen fiir ¢ > 0 beliebig zeigen, dass

fdd

{(Xsp(cPt)  t e R} = {eP Xy p(t) 1 t € RY}.

Seien also k € N sowie t1,....,t; € R? und uq,...,ur, € R™ beliebig, aber fest, so
liefert die folgende Rechnung geméifs Lemma 2.0.1 die Behauptung. Dabei nutzen
wir wieder (6.4) sowie die F-Homogenitit von ¢:

E (ei Z?=1<X¢,D(0Etj):uj>)

k
= exp /w Z (p(cPt; — s)P9B — qS(—s)D_qB)*uj ds

j=1
= exp /tb

cD_qB (o(t; — ¢ Ps)P-aB _ ¢(—c_Es)D_qB))* uj | ds

M»

<.
Il
—

146



6.2 EIGENSCHAFTEN UND BEISPIELE

Wir substituieren nun s — ¢ Fs. Dabei beachte man, dass ¢=F bijektiv ist mit
det(cF) = (-E) = a0,

k
= exp /Cq . ¢ Z (CD—QB (Qb(t] _ S)D—qB _ ¢(—S)D_qB)) u; ds
Rd =1
Jetzt nutzen wir wieder, dass i eine B*-homogene Funktion ist, wobei offensichtlich

(c)B" = ¢aB" gilt. Weiter kommutieren ¢B und D — ¢B unter der genannten
Zusatzvoraussetzung.

= exp /w
Rd

k
= exp /7,/} Z (cD_qB ((Z)(tj — s)D_qB — (b(—s)D_qB) ch)* uj | ds
]Rd

k
Zch* (CD_qB (¢(tj _ S)D—qB - (b(—S)D_qB))* uj ds

e
—

k
= exp /1/) Z (CD_chqB (gb(tj — S)D_qB — QS(—S)D_QB))* uj | ds
]Rd

k
= exp /1/) Z (cD (¢(tj — S)D_qB — (;S(—S)D_QB))* u; | ds
Rd

= exp /zp Z (o(t; — s)PD=aB _ ¢(—S)D*qB)* P ;| ds
Rd

=E (ei Z.?=1<X¢,D(tj),cmuj>)

=F (ei Z§:1<CDX¢,D(tj)7uj>) .

O]

Auferdem bekommen wir die beiden nachfolgenden Eigenschaften geliefert; jeweils
ohne zusétzliche Voraussetzungen. Dabei profitieren wir einerseits von der sorgsamen
Bezeichnung der Konstanten im Beweis zu Theorem 6.1.1. Andererseits sollten die sta-
tiondren Zuwichse mit Hinblick auf die Struktur der Darstellung nicht iiberraschen.

Theorem 6.2.2

Unter den Voraussetzungen von Theorem 6.1.1 gilt: Xy p = {Xpp(t) : t € R} ist
stochastisch stetig.
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6.2 EIGENSCHAFTEN UND BEISPIELE

Beweis. Seien tg € R? und u € R™ beliebig, aber fest, so ist nach Ausléschung und
gemals Eigenschaft 4.1.13 zu zeigen, dass

/1/’ <(¢(t0 +t—s)P7F — g(ty — S)D_qB)* u) ds — 0
Rd
beziehungsweise nach Substitution, dass

/ 0 (6t = )P~ = 6(~5)"~%)" u) ds — 0, (6.20)
]Rd

jeweils fiir ¢ — 0. Dazu schitzen wir den Integranden in Analogie zu Theorem 4.5.3
zunéchst geeignet ab: Schreibe ¢ (x) = 7p(x)Y(Ip(z)) (gilt mit 75(0) = 0 auch fiir z = 0)
und bezeichne M, das Maximum der stetigen Funktion [t (-)| auf der kompakten Menge
Sp, so existieren nach Proposition 2.2.3 (von z unabhéngige) Konstanten K, Ko > 0
mit

15 L s
()| < My K ||z]| %5 1, y<) + My Ka|lz)| 5 1, 051
J S S Y
< MyE [l + My Kol %"

flir alle x € R™, wobei é; und d2 wie im Beweis zu Theorem 6.1.1 gewéhlt seien. Setze
p1:=1/Ap — 6 und py := 1/Ap + d, so folgt also fiir alle s,t € R%:

v ((8(t = )71 = 6(—5)" %) )|

2
* Pj
< My > K| (6(8 = )P0 — ()P 1E) " "
j=1
2
<My Y Kot — )P0 = ¢(=5)P 7B |Jul”s (6.21)
j=1
wegen ||A*|| = ||A]|. Andererseits haben wir im Beweis zu Theorem 6.1.1 (man vergleiche

insbesondere die Rechnungen zu (6.14) und (6.19)) gesehen, dass fiir alle s,t € R? und
Jj =1,2 gilt (mogliche Probleme fiir s = 0 ignorieren wir im Folgenden wieder):

66t = 5)77% = g(=s)"~17||"
< Cs ([|o(t = )P + [[o(=)"=" ) Ly 0 (s)
+ ot — 5)P798 — (=)L) L ay0))e ()
< Cs (CPCYr(t — 5o Po=00=3) 4 P Cir(s)sCo-0 =3 ) 14 (5)
+ O (s)P s Ao=an T r ()PP 1)) (5), (6.22)

148



6.2 EIGENSCHAFTEN UND BEISPIELE

wobei alle Bezeichnungen mit denen aus Theorem 6.1.1 iibereinstimmen. Lediglich Ci3 =
C3(t) ist neu und erlaubt die Anwendung von Proposition 2.1.4 hinsichtlich 7(t — s)P?~95
fir s € A(v(t)).

Sei schlieflich (t,)neny C R? eine beliebige (und insbesondere beschriinkte) Nullfolge.
Dann existiert ein n* mit 7(t,,) < 7(t,+) fir alle n € N. Vor dem Hintergrund von (6.13)
kann man nun ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass v(t,) = y(t,+) fiir alle n € N.
Weiter waren Cs respektive Cs die einzigen Konstanten, die in (6.22) von t abhingen,
némlich C3 von ~(¢) und C3 von 7(t — s) fiir s € A(y(t)), sodass wir auch C3 und wegen
sup{7(tn, — 5) : s € A(y(tn+)),n € N} < 0o sogar C3 nachfolgend als unabhiingig von n
annehmen konnen. Insgesamt konnten wir also fiir alle s € R, n € Nund j = 1,2 zeigen:

[$(tn — 5)P79F — 6(=s)P =P

< Cs (Clpjéng(tn — 5)Pi(Ap—an=83) 4 ijcng(S)pj(AquB—és)) Lay(t, ) (5)
+ O ()7 A0=am 0O (4,)P550 41,06 (5)

= Ky 7 (tn — )P 0P80y ) () + Kay7(s)P7OP=aB =004 0 ) (s)
4 K57j7_(s)pj(AD_qB+54*/8)T(tn)PjB]lA(’y(tn*))c(s)

fiir geeignete Konstanten K3, K;; > 0 und Ks5; = Cfé. Indem wir schlieflich noch
Ke j := My K;||u||Pi setzen (ebenfalls fiir j = 1,2), so folgt also mit (6.21) fiir alle s € R?
und n € N:

[ ((8(tn = )71 = 6(~5)"71%) ")

<>, [Kﬁ,st,jT(tn = 8)Pmam 0y ) (5)

<.
Il
—

+ Ko K j(s)PAP=am =0 4 0y ) (s)
+ Ko ; K5 j7(s)PiAp-ant01=B)r (1, )il A(V(tn*))c(s)]
= gn(s). (6.23)

Obwohl der Integrand in (6.20) mit der Stetigkeit von ¢ und ¢ punktweise gegen 1(0) = 0
konvergiert, lasst sich der Konvergenzsatz von Lebesgue nicht unmittelbar anwenden, da
wir den ersten Term von g,(-) im Allgemeinen nicht gleichméfig majorisieren kénnen
(fiir j = 1,2 jeweils); insbesondere kann der entsprechende Exponent negativ sein. Daher

aktivieren wir wie in [29] eine verallgemeinerte Version des obigen Satzes (siehe Chapter
4, Theorem 19 in [38]). So gilt dank der Stetigkeit von 7(+) mit 7(0) = 0 und 7(—s) = 7(s):

2

In(s) — ZKG,j(K3,j + Ky ) (s)PrA0=aB=08)0 4 () =t g(s)
j=1

fiir alle s € R und n — oco. Dabei folgt nach den Ausfithrungen im Beweis zu Theo-
rem 6.1.1, dass g, g1, g2, ... integrierbare Funktionen sind. Wenn wir nun noch zeigen
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konnen, dass

/gn(s) ds —— | g(s)ds, (6.24)
(n—00)
R? R
so erhalten wir geméf der oben genannten Quelle die Aussage von (6.20) und somit
die Behauptung. Per Definition der auftretenden Funktionen und erneut aufgrund der

Stetigkeit von 7(-) geniigt es nun offensichtlich zu zeigen, dass

/ T(ty — 51 OP=aB L 0 ) (s) ds — ()P PA0=aB =)y ) (s) ds
R4 R4

fiir j = 1,2. Dabei kann die linke Seite fiir alle n € N und 7 = 1,2 als

/T(tn _ s)pj(AD*qB*‘;S)]lA(,Y(tn*))(8) ds = /T(_S)Pj()\DqB53)]1{8:T(tn+s)§’y(tn*)}(S) ds
R4 Rd

geschrieben werden. Da () eine Nullfolge ist, erkennt man nun wegen 7(s) = 7(—s),
dass der Integrand der rechten Seite zumindest fiir alle s ¢ {s : 7(s) = v(¢,+ )} punktweise
gegen 7(s)Pi(Ap—aB=3)7 A(y(t,-))(8) konvergiert. Zugleich argumentiert man mit Hilfe von
Lemma 2.2.5 leicht, dass {s : 7(s) = y(tn+)} eine Lebesguesche Nullmenge ist. Wegen

{s:7(tnts) < y(tnr)} C{s:7(s) < Caly(5)+7(tn))} C {s: 7(s) < Ca(y(t;)+7(tn))}
fiir alle n € N (man vergleiche (6.15)) folgt also mit Hilfe des klassischen Konvergenzsatzes

von Lebesgue und nach dem zuvor Gezeigten das Gewlinschte. O

Eigenschaft 6.2.3
Das Zufallsfeld Xy p = {Xsp(t) : t € R?} besitzt unter den Voraussetzungen von
Theorem 6.1.1 stationére Zuwéachse.

Beweis. Fiir h € R? beliebig, aber fest ist wegen X4,p(0) = 0 zu zeigen, dass

(Xop(t+h) — Xop(h) it € R L (X, p(t) : t € RY).

Seien also auch k € N und t1, ..., t;, € R? beliebig, aber fest, dann gilt dank der Linearitit
des Integrals und nach (6.4):

Xt +0) = Xon(h) = [ [6lt; +h =918 = o(h — 5)P~1°] M (ds) = Y,
Rd

flir j = 1,..., k, sogar jeweils fast sicher. Somit liefert die folgende Rechnung nach Lem-
ma 2.0.1 wieder die Behauptung, wobei uq, ..., ur € R beliebig seien:

E (ei 25:1<X¢,D(tj+h)—X¢,D(h)7Uj>)
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nach Substitution im dritten Schritt. Ferner haben wir im zweiten und letzten Schritt
von Eigenschaft 4.1.12 profitiert. O

Schlieflich sind wir natiirlich speziell an vollen Vektorfeldern interessiert.

Eigenschaft 6.2.4
Wenn in der Situation von Theorem 6.1.1 zusétzlich gilt: D — ¢B € GL(R™), so ist das
Vektorfeld Xy p = {X4 p(t) : t € R} voll.

Beweis. Zunéchst ist die Zusatzvoraussetzung dquivalent zu 0 ¢ o(D — ¢B). Sei nun ¢t €
'y beliebig, aber fest. Mit den Erkenntnissen aus (6.17) gilt dann fiir alle s € R%\ {0, t}:

det (gb(t —5)PaB _ qb(—s)D_qB)
— det ($(d(—s)"F(t — )P — I,,) - det (6(—s)75).

Nun ist die zweite Determinante verschieden von Null (Invertierbarkeit folgt wegen
¢(x) > 0 fir  # 0). Falls wir dies auch fiir den ersten Faktor zeigen konnen, so folgt
also die Invertierbarkeit des Integranden in (6.4) (bis auf eine Lebesguesche Nullmenge)
und somit nach Eigenschaft 4.5.4 die Behauptung. Dabei gilt:

o ($(6(—5) (k= 9)P7 — L) = A= 1A € 0 (@(o(—5)"E(t = 5))P71)}.

Ferner ist die Determinante das Produkt der entsprechenden Eigenwerte, daher bleibt zu
zeigen, dass 1 ¢ o (¢(¢(—s) " (t — 5))P~9P). Zugleich besagt Eigenschaft 2.1.3 (f):

o ($(d(—s)"F(t = ))777F) = {¢(¢(=s)F(t — ) | A € (D —¢B)}.

Da ¢(¢(—s)"F(t — s)) nach Wahl von ¢ und s positiv ist, liefert die obige Annahme das
Gewdlinschte. O

Nun ist die Existenz der Zufallsfelder aus Theorem 6.1.1 an eine ganze Reihe von Vor-
aussetzungen gekniipft, insbesondere dann, wenn der Wunsch nach den gerade betrach-
teten Eigenschaften besteht. Daher stellt sich die Frage nach nicht-trivialen und zugleich
echt Operator-stabilen Beispielen, da wir ja gerade eine Verallgemeinerung der Darstel-
lungen aus [29] (die wir fiir ¢(-) = —[-|* erhalten) in Aussicht gestellt haben. Unter
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diesem Gesichtspunkt gibt das folgende Beispiel eine positive und reichhaltige Antwort.
Je nach Interesse und Anwendung kann es natiirlich sinnvoll sein, den Raum-skalierenden
Exponenten D € Q(R™) in komplizierterer Form zu wéhlen. Auch kreativere Funktio-
nen ¢ respektive andere Zeit-skalierende Exponenten E € Q(Rd) sind mit Verweis auf
Corollary 2.12 in |5] denkbar.

Beispiel 6.2.5

Gegeben sei eine volle sowie strikt Operator-stabile Verteilung p auf R™ mit B € £(u);
sei M das von ihr erzeugte ISRM. Weiter seien E := diag(ay,...,aq) fir ai,...,aq > 1
beliebig und D := 4B fiir ein 0 < v < 1/Ap mit v # ¢ = tr(F). Schlieflich konnen wir
die Funktion ¢ : R — [0, 00) durch

d 1
o(z) =Y Jaj|%, @ = (21, 50) € R
j=1

definieren. Dann existiert X, p = {Xy p(t) : t € R} mit den genannten Wahlen im Sinne
von Theorem 6.1.1, besitzt stationdre Zuwéchse und ist stochastisch stetig. Aufterdem ist
Xo,p voll, strikt Operator-stabil mit B als Exponenten sowie (E, D)-OSS.

Beweis. Zunéchst bildet die Funktion ¢ einen Spezialfall von Corollary 2.12 in [5] ab
und ist demzufolge F-homogen sowie (3, E)-zulédssig mit § = 1. Ferner gilt DB = BD,
wobei o(D — ¢B) = (v — q) o(B). Wegen v # g und Ag > 1 > 0 ist also klar, dass
0¢o0(D—gB),dh. D—¢B e GL(R™). Schlieklich rechnen wir (6.2) und (6.3) nach:

AD—gB + A8 = (Y — @A + ¢Ap = A > 0,
Ap—gp+MNp=(v—@AB+qAp=7Ap<1=p
nach Wahl von . Damit folgt die Behauptung nach dem zuvor Gezeigten. O

Bemerkung 6.2.6. (a) Dass D und B im vorherigen Beispiel bis auf den Faktor ~ iiber-
einstimmen, sollte nicht unnatiirlich erscheinen, da dies fiir d = 1 unter gewissen
Voraussetzungen bereits notwendiger Weise der Fall ist, man vergleiche Theorem 7
in [17]. In diesem Zusammenhang sind auch die multivariaten Prozesse in [30] zu
nennen, die wir fiir symmetrisches p sowie ¢(-) = |- | mit Theorem 6.1.1 zumindest
symbolisch zuriickbekommen; die dort prasentierte Konstruktion weicht jedoch von
unserer ab und offenbart zudem einige Liicken.

(b) Proposition 6.1 in [2]| besagt, dass jede Modifikation der moving-average-Darstellung
im a-stabilen Fall (0 < o < 2) fiir m = 1 und d > 2 bereits fast sicher unsteti-
ge Pfade besitzt. Damit erscheint es naheliegend, dass dies fiir d > 2 auch auf
die Komponenten von Xy p zutrifft. Die prizise Ausarbeitung dieser Vermutung
bedingt jedoch eine Erweiterung der Ergebnisse von Chapter 10 in [40] auf den
multivariaten beziehungsweise Operator-stabilen Fall und kann als offene Frage be-
trachtet werden. Schlieflich ist nach Wahl von E und ~ im obigen Beispiel klar,
dass d > 2 hinreichend fiir v # ¢ ist.
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KAPITEL [

Harmonische Darstellung

Motiviert durch Theorem 2.6 in [29] mochten wir zum Ende dieser Arbeit noch weitere
Beispiele Operator-stabiler und Operator-selbstédhnlicher Zufallsfelder konstruieren, nam-
lich in Form einer so genannten harmonischen Darstellung. Dabei zeigen bereits die Er-
gebnisse in [5] und [2] fiir m = 1, dass sich die resultierenden Eigenschaften dieser Felder
im Allgemeinen von jenen der moving-average-Darstellung unterscheiden, insbesondere
ergeben sich signifikante Unterschiede hinsichtlich der Pfadeigenschaften entsprechen-
der Modifikationen. Diese Andersartigkeit wird sich auch in der vorliegenden Situation
bewahrheiten, was in erster Linie an der Betrachtung von geeigneten L(C™)-wertigen In-
tegranden sowie C™-wertigen Zufallsmafen liegt. Dank der in Kapitel 4 eingenommenen
komplexwertigen Sichtweise sind wir dabei iiberhaupt erst in der Lage, die harmoni-
sche Darstellung auf den Operator-stabilen Fall zu erweitern. Gegeniiber den speziellen
a-stabilen Zufallsmafen, die in obigen Quellen verwendet wurden, hat dies jedoch zur
Konsequenz, dass die Existenzbedingungen prinzipiell restriktiver ausfallen. Diesem Pro-
blem versuchen wir dadurch zu begegnen, dass wir uns auf die partielle Integrierbarkeit
im Sinne von Abschnitt 4.4 beschrinken, denn letztlich sind wir ja wieder an R™-wertigen
Objekten interessiert.

7.1 Existenz der Darstellung

Fiir diesen und den néchsten Abschnitt sei w~ [, @, v] eine volle und strikt Operator-
stabile Verteilung auf R*™ mit B € L(R*™) als Exponenten sowie log-charakteristischer
Funktion ). Weiter nehmen wir an, dass dieser Exponent fiir ein B € L(R™) von der
Form B = B @ B ist. Dann sei M das von p und dem d-dimensionalen Lebesguemaf
erzeugte ISRM, das wir geméaf (3.43) mit einem C™-wertigen ISRM M identifizieren.
Schlieflich gelte wieder 04 := 0 € L(R™) fiir alle A € L(R™).
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Die nachfolgende Darstellung scheint auf den ersten Blick keine direkte Verallgemei-
nerung von Theorem 2.6 in [29] zu sein. Dass dies dennoch der Fall ist, werden wir spéter
diskutieren. Fiir den Moment erméglichen uns (7.1) und die partielle Herangehensweise
jedoch die Formulierung schwacher Existenzbedingungen.

Theorem 7.1.1 (Harmonische Darstellung)

Seien F € Q(R?%) und D € Q(R™), wobei ¢ := tr(E). Weiterhin sei ¢ : R? — [0, 00) eine
stetige und E*-homogene Funktion mit ¢(x) > 0 fiir alle z € T'y. Falls ferner die Bedin-
gung A\g > Ap erfiillt ist, so existiert fiir alle ¢ € R? und im Sinne von Definition 4.4.1
das Integral

Xyn(t) = Re / () 1) 6(s)~Po(s) " N (ds). (7.1)
R4

Das resultierende (d, m)-Vektorfeld )@),D = {)Z'd),D(t) . t € R%} nennen wir harmonische
(¢, D)-Darstellung (beziiglich M ).

Man erkennt also bereits, dass wir einerseits die - gegeniiber den von B abhéngigen
Forderungen (6.2) und (6.3) vorteilhaftere - Voraussetzung Ap > Ap herausarbeiten
konnten, wihrend wir andererseits eine spezielle Struktur von B unterstellen, was letztlich
auch dem Problem der verschiedenen Dimensionen Rechnung tragt. Zugleich kénnen wir
hinsichtlich der Funktion ¢ jedoch auf die wesentliche Forderung aus (2.7) verzichten.
Wir werden ebenfalls sehen, dass X¢’ p ohne weitere Voraussetzungen bereits voll ist.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis zu Theorem 6.1.1 kann das Verhalten des Integranden
in (7.1) auf Lebesgueschen Nullmengen wieder vernachléssigt werden. Auch der Schreib-
weise ds kommt die gleiche Bedeutung wie frither zu. Schlieflich bezeichnen wir die
auftretenden, héufig durch Maximumsbildung entstehenden Konstanten fortlaufend mit
C4,Cs, ..., wobei die Setzungen des vorherigen Kapitels aufgehoben seien.

Sei nun ¢t € T'y beliebig, aber fest (fiir ¢ = 0 ist wieder klar, dass )Z'd), p(0) existiert mit
)~(¢, p(0) = 0), so setzen wir geméf der Eulerschen Formeln:

Fi(s) 1= (cosft, s) — 1)¢(s)Po(s) ™% +i sin(t, 5)6(s) D)1, s € RY.
Dann ist geméaf Bemerkung 4.4.3 zu zeigen, dass

oi(s) = <<cos<t,s> - 1)ﬁ<s>—%<s>-q3 —sm<t,s>¢<g>—%<s>-q3> (72)

beziiglich M integrierbar ist, da M gerade der Assoziierung von M entspricht. Offensicht-
lich ist g; mefbar, sodass wir Theorem 4.5.1 (iii) nutzen konnen. Dabei bezeichnen wir
mit (7(-),{(-)) nun die verallgemeinerten Polarkoordinaten beziiglich E*. Weiter halten
wir fest, dass unter den genannten Voraussetzungen erneut die Aussage von (2.6) greift:

mg = min o(0) >0 sowie My := Jogx ¢(0) >0
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und somit dank der E*-Homogenitiit von ¢ wieder fiir alle s € R? (mit 7(0) = 0):

mgT(s) < @(s) < MyT(s). (7.3)

Fixiere auferdem ein 0 < § < 1/Ap und setze §; = d2 = J; dariiber hinaus existiert nach
Voraussetzung (ebenfalls unabhéngig von t) ein

)\E—AD}

O<6<min{)\D, 5

Wenn wir nun p; := 1/Ap — ;1 > 0 und p2 := 1/A\p + d2 > 0 setzen, dann erhalten fiir
alle s € R%: _
Liro213(8) [|6(s) 7P| < Cyr(s)= R0 (7.4)

sowie _
]1{7' s)<1} H¢ DHP] < Cj+27—(8)_(AD+a)pj7 (75>

jeweils fiir j = 1,2 und geeignete Konstanten Ci,Cy, C3,Cy > 0. Wir fithren lediglich
(7.4) fur 7 = 1 aus, die anderen Fille verhalten sich analog. Man betrachte also jene s
mit 7(s) > 1 und folgert aufgrund der E*-Homogenitat von ¢:

o)~ || = ||r(5) P 1))
Cpl H S) DHPl
< CHrCfr(s)"Pomelr
= C17(s)” (Ap—¢)p1

I

Dabei beschreibe Cj das Maximum der stetigen Abbildung 0 + ||¢(6) "] auf der kom-
pakten Menge Sg-, wihrend Cy aus der Anwendung von Proposition 2.1.4 fiir das ge-
nannte ¢ > 0 mit so = 1 resultiert. Damit erhalten wir fiir s € Ty und u = (u1, ug) € R?*™
beliebig die folgende Rechnung (man beachte, dass wie frither ¢ > 0 gilt):

~ N (cos(t,s) — 1) (qb s)” qu(s) ) 0) <u1>>
P(ge(s)"u) =9 ((

! —sin(t, s) (¢(s)Po(s) ™1 ) 0/ \us
:J<<<cos<t 5) = Dos) 97 o(s) P ))

—sint, 5)¢(s) "7 d(s) P u

5[ (o054 @ 6(s)95 ((co ) >¢<s>—*D*ul>>
(< e ) —sin(t, s)o(s) 7P uy

~ _D*
7 (o547 ((cos<t, ) = 1)o(s) u))
( —sin(t, s)p(s) P uy

()T (cos(t,s) — 1)p(s) P uy
=¢(s)™ "9 ((  sin(t, s)6(s)-P"uy )) : (7.6)

155



7.1 EXISTENZ DER DARSTELLUNG

Letzteres, da 1; sich hier wie eine E*—homogene Funktion verhalt. Aufserdem haben wir

wieder genutzt, dass 72" @ rB" = rB" fiir alle r > 0. Andererseits iiberzeuge man sich

wie im Beweis zu Theorem 6.2.2 davon, dass es Konstanten Cs, Cg > 0 mit

~ L5 )
()| < Csllz)|*5 " + Collz||*5 " = Cs]|z[|P* + Cs|l]|*? (7.7)

fiir alle z € R2™ gibt, denn offensichtlich gilt o(B) = o(B). Weiter liefert Propositi-
on 2.1.4 die Existenz einer hinreichend groflen Konstante C7 > 0 mit

7B 0P < Cp rPire=e) (7.8)

fir alle 0 < r < 1,0 € S+ (beschrankt) und j = 1,2, wobei man o(E*) = o(F) beachte.
Dass zudem eine Konstante Cs > 0 mit

11— cos(, g} + |sin(z, y)|?7 < Csmin{1, |l2]|" |y[} (7.9)

fir alle ,y € R? und j = 1,2 existiert, erkennt man unmittelbar durch Anwendung
des Mittelwertsatzes (|1 — cosz| < |z| sowie |sinz| < |z| fiur alle z € R) respektive
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Schlieklich folgt, zum Beispiel nach zwischenzeitlicher
Betrachtung der ||-||;-Norm und mit (2.1), dass eine Konstante Cy > 0 existiert, sodass
fiir alle z = (21, 72) € R?" und j = 1,2 gilt:

][ < Colllza[[* + [lz2]™)- (7.10)

Durch geeignete Anwendung von (7.3)-(7.10), [|A*|| = ||Al|, der Submultiplikativitit der
Norm und Lemma 2.2.5 (man beachte, dass tr(E*) = ¢) erhalten wir schliefslich fiir
u = (u1,us) € R?™ beliebig, aber fest:

[ Ptatsya|as

Rd
a0t = 16() "
oo F ()

2 — *
<Y Cuyy /¢(S)‘q <(COS<ta s) — 1)g(s) P m)
=

ds

pj
ds

—sin(t, 8)p(s) P uy

* *

ulupj + H—sin(t, $Yo(s) P uy

< cgicuﬂ- / o)™ (|| (cos(t, 5) = 1)(s) ™" ") ds
J=1 Rd

2
< (Cy ZC’4+j / (gﬁ(s)*q H(Cos<t, S> - 1)¢(3)*D*

j:1 Rd

+o(s)™1

‘sin(t, $)(s) D"

,
s 2) ds
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_092044-3”1““0; /¢ 9 (| cos(t, s) — 1|7 + |sin(t, s)|P) Hd) DHpj ds.

Setze Cio,j(u) = CoCuyjllur||P? max{C;, Cj2}m ? fiix j = 1,2, so folgt weiter nach
(7.3) und (7.4)-(7.5):

2
<> Cuoj(u) / (| cos(t, s) — 17 + |sin(t, 5)|%)7(s) 97 (s)~PFi ds
=1 {s:7(s)<1}

2
+ Z Cho,j(u) / (| cos(t, s) — 1|77 + | sin(t, )7 )7 (s) 97 (s)~AP=9)05 ds.
' {s:7(s)=1}

Auf die Summanden der zweiten Zeile wenden wir nun die grobere Abschitzung aus (7.9)
an, wihrend wir die feinere jeweils in der ersten Zeile nutzen:

2
Z 10,5 (w)Csl[t]|*7 / ”S”pjT(S)fq—(ADJrs)pde
= {s:7(s)<1}

2
+ZCIOJ(U’)CS / T(S)qu()‘D*E)pj ClS.

= {s:7(s)>1}

Man nutze jetzt Lemma 2.2.5 (mit dem genannten Maf o) und im Anschluss (7.8):

|Pig— —(Ap+e)p; o(d) dr

1
—Zcm,] AT / p-l / 1776
0

7=1 S

2 oo
+ ZCmJ(u)Cg/rql / r—1=(Ap—€)p; o(df) dr
j=1 1 Sp

9 1
< Cw’j(u)%@J(SE*)Hthj /r—l-‘v-Pj()\E—AD—Qa) dr
Jj=1 0

+ZCIO,] CSU SE*)/T_l_(AD—a)pj d’[”
1

< 00,

da o ein endliches Ma® auf Sg« ist und nach Wahl von d1, § sowie €. Da u € R*™ beliebig
gewahlt war, ist somit die erste Teilaussage von Theorem 4.5.1 (iii) gezeigt. Dabei haben
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wir insbesondere gesehen, dass |J(gt(s)*u)\ < h(t,u,s) fir alle t € R, u € R*™ und
s € I'y, wobei

2
h(t,u,s) = Lier(s<1y D Crog(w)Cs|[t]]7 5] m(s) 0~ Ao+
=1

2
+ ]1{5:7(3)21} Z CIOJ (U)CST(S)iqi()\Dis)pj (711)
=1

jeweils eine in s integrierbare Funktion ist (Wert fiir s = 0 unerheblich). Bleibt zu zeigen,
dass die Abbildung

R?™ 5y / / (cos(gt(s)*u,x) — 1) v(dx) ds (7.12)

Rd R2m

fiir t € T'y (t = 0 klar) beliebig, aber fest stetig ist. Sei dazu (u, )nen C R?™ eine beliebige,
konvergente Folge mit Grenzwert u € R?™, dann existiert insbesondere ein M > 0 mit
|lun|| < M fiir alle n € N. Weiter zeigt man wie in (4.44) (majorisierte Konvergenz), dass

/ (cos{g¢(s) up,z) — 1) v(dx) — / (cos{g¢(s) u,x) — 1) v(dz)

R2m R2m

fiir alle s € R und n — oo. Ebenfalls wie im Anschluss an (4.44) sowie nach (7.11)
iiberzeugt man sich dann fiir alle n € N und s € I'y von folgender Abschitzung:

[ (coston(s) un,a) — )7t < [dlar(e)"un)

R2m

< h(t,un, s).

Dabei schlégt sich die Abhéngigkeit von w,, ausschlieRlich in |luy1]|? fir j = 1,2 nieder,
wobei u, = (un,1,un2) fiir alle n € N. Nun folgt aber offensichtlich, dass ||uy 1| < M fiir
alle n € N. Wegen p1, p2 > 0 erkennt man also beispielsweise mit @ := (M, 0, ...,0) € R*™:

< h(t,u,s),

d.h. die gesuchte integrierbare Majorante ist gefunden, und der Konvergenzsatz von Le-
besgue liefert (hinsichtlich des dufseren Integrals in (7.12)) abermals die Behauptung. [

Bemerkung 7.1.2. Betrachtet man nun den a-stabilen Spezialfall, also B= é[gm, so folgt
stets, dass D und B = éIm kommutieren. Insbesondere gilt dann:

Xon(t) = Re / () 1) ()P~ ¥ N (ds)
Rd
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wir bekommen also die Felder aus Theorem 2.6 in [29] zuriick, wobei dort wieder ¢(-) =
—||-||* betrachtet wurde. Bemerkenswert ist jedoch, dass wir in Gestalt von Ag > Ap ex-
akt die gleiche Existenzbedingung finden konnten (auch fiir allgemeines B). Dabei haben
wir im vorangegangenen Beweis massiv davon profitiert, dass wir anstelle von ¢(-)~P—458
zuniichst die Abbildung ¢(-)"P¢ ()% betrachtet und im Anschluss mit der Charakte-
risierung aus Theorem 4.5.1 weitergearbeitet haben. Nutzt man stattdessen direkt die
hinreichende Bedingung aus Theorem 4.5.3, so erhélt man komplexere Existenzbedin-
gungen, die fiir den Spezialfall B = ilm zwar wieder auf A\p > Ap fiithren (bei scharfer
Abschétzung), im Allgemeinen aber erzwingen, dass die Differenz Ap — Ap sehr klein
ausfillt. Demgegeniiber unterscheiden sich (6.2) und (6.3) zunéchst von der Bedingung
aus Theorem 2.5 in [29], sind aber fiir B = 11, auch wieder #quivalent zu der dort
genannten Voraussetzung Ap < 5 (da D € Q(R™)).

7.2 Eigenschaften und Beispiele

Die nachfolgenden Aussagen bilden im Wesentlichen das Pendant zu Abschnitt 6.2; wie
angekiindigt werden sich jedoch einige Unterschiede ergeben. Dabei beginnen wir wieder
mit den beiden Figenschaften, denen unser vorrangiges Interesse gehort.

Eigenschaft 7.2.1
Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 7.1.1. Falls D und B dariiber hinaus kom-
mutieren, so folgt fiir X, p = {Xs p(t) : t € RY}:

(a) )?Q p ist ein strikt Operator-stabiles Zufallsfeld mit B als Exponenten.

(b) X4 p ist (E, D)-0SS.

Beweis. Unter den genannten Voraussetzungen konnen wir also fiir alle ¢ € R? schreiben:

Xon(t) i= Re / (¢ 1) o(s) -5 M (as) (7.13)
R4

(a) Seien k € N und ty,...,t;, € R? beliebig, aber fest. Da die unendliche Teilbarkeit
eines Zufallsvektors unter Projektionen sowie Permutationen seiner Komponenten
offensichtlich erhalten bleibt, folgt mit Korollar 4.2.11 und Bemerkung 4.4.3 leicht,
dass (X4, p(t1), ..., X¢,p(t)) eine unendlich-teilbare Verteilung besitzt. Dabei ist
die charakteristische Funktion geméf (7.13) und Theorem 4.4.4 (d) gegeben durch

>j-1(cos(ty, s) — 1)ep(s)~P =15 u;

k
. Do ds
— i1 sin(ty, s)é(s) ™7 T u;

RE¥™ 5 (uy, ..., up) — exp /zZ
Rd

Dann verwende man DB = BD analog zu Eigenschaft 6.2.1 sowie die Tatsache,
dass ¢ eine B* = B* & B*-homogene Funktion ist, um fiir alle r > 0 sowie u =
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(u1,...,ux) € RF™ zu schliefen, dass

S (cos(ty, s) — 1)g(s) "D eB By,

(0 Z?:l — sin(t;, S>¢(S)_D*_qB*TB*uJ
- 7; rB* Z?Zl(cos@j’ s) — 1)¢(5)—D*—q3* “
rB* 25:1 — sin(tj, 3>¢(5)—D _qB*uj
= QZ T‘E* Z?Zl(COS@j’ s> — 1)¢(3)7D*7q8*uj
Z?:l —sin(t, 3>¢(3)—D*,q3*uj
o [ [Ehiteostt o) = 16l

k- . ¥ _ *
> j—1 —sin(tj, s)¢(s) Dr=aBy;

Fir By := B&® --- ¢ B folgt also wieder, dass der Vektor ()~(¢7D(t1), ...,)~(¢7D(tk))
strikt Operator-stabil mit By als Exponenten ist. Indem man schlieflich die Linea-
ritdt geméfs Theorem 4.4.4 (b) sowie Korollar 4.5.7 (ii) nutzt, zeigt man ebenfalls
wie in Figenschaft 6.2.1, dass B ein Exponent von )A(/@D geméfs Definition 6.0.1 ist.

(b) Fiir ¢ > 0 beliebig ist zu zeigen, dass

fdd

{(Xyp(cBt) :t e R} = {P Xy p(t) : t € R},

Zu k € N betrachte man also t1, ..., t; € R? und uy, ..., u;, € R™ beliebig, aber fest.
Dann liefert die folgende (an Eigenschaft 6.2.1 (b) angelehnte und daher verkiirzte)
Rechnung geméfs Lemma 2.0.1 das Gewiinschte, wobei wir das Problem jeweils wie-
der mit Theorem 4.4.4 (d) iibersetzen und obige Zusatzvoraussetzung in bekannter
Weise verwerten (mehrfach).

E (ei Z§:1<)~(¢7D(0Etj)au3'>>

E _ _D*_qB* )
— exp /1/1 PO cos< tj,s) —1)¢(s) Ay
1sm(c Et;, 8)p(s) P 798y
—1 —D*—qB*,, .
— exp /1/1 ] " cos<t], “s) — 1)o(s) v AR
£ sinfty, o s)a(s) D1
k —E* —_D*—gB*
i j ,s)—1 q
= exp /c—q.w ijl(cosﬁj,s) Yo (c * s) v u;j e
_Z§=1 Sin<tja3>¢(67E s)*D —qB uj
~ [ e [ ) 1)eD B ()~ D —aB”
— exp /w o—aB > =1 (cos(tj, s) — e (s) uj "

- Z§:1 sin(t;, S>CD*+qB*¢(S)_D*—qB*u]
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wegen ¢(c ") = ¢ 1¢(s) und zuvor nach Substitution, wobei man erneut beachte,
dass tr(E*) = q.

k o
o o [Bstt-am r)y
Rd - Z?zl sin(tj, s)c™48" P HaB g (5) 7P 4By
k R
Cexp | [0 [Zimrtcosttis) = Deols) T g )
koo L
R4 - Z]:1 Sln<tj7 S)CD ¢(5) D*—qgB uj
k —D*_ * *
e [ [ 5[ [Eiealeosttiss) = Dols) P )
koo e
Rd _ijl S1n<tj78>¢(5) D*=qB* D uj

—E (ei Z?:1<>~<¢,D<tj>,cD*uj>>

-F (ei Z?:1<CD)’Z¢»D(tj)7uj>> ]

O]

Wie bereits vorweg genommen kénnen wir nun ohne weitere Annahmen an die jewei-
ligen Eigenwerte beweisen:

Eigenschaft 7.2.2 B B
Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.1.1 ist Xy p = {X4 p(t) : t € R?} ein volles
(d, m)-Vektorfeld.

Beweis. Sei t € I'y beliebig, aber fest. Fiir alle s € I'y gilt: ¢(s) > 0 und ¢(s)"Pep(s) "8
ist als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar. Wegen det(rA) = r"det(A) (fiir alle
reellen Skalare r und A € L(R™)) stort der Vorfaktor €{t*) — 1 nur dann die Invertier-
barkeit von Real- und zugleich Imaginérteil des Integranden, wenn

cos(t,s) =1 und sin(t,s) =0

gilt, wobei die Erfiillung der linken Seite auch die der rechten impliziert. Die kritische
Menge im Sinne von Korollar 4.5.7 (i) lautet somit K := {s € R?: (¢,s) € 2nZ}. Bleibt
also zu zeigen, dass K¢ positives Lebesguemafi besitzt. Man betrachte beispielsweise
t := (t/||t||?), dann folgt (t,) = 1. Nun ist die Abbildung s + (¢, s) aber stetig, demnach
existiert ein € > 0 mit

(t,s) € (0,2m) Vs € B:(t),
wobei B.(t) C K¢. Aus Monotoniegriinden besitzt also auch K¢ positives Mak. O
Wir méchten nun noch zeigen, dass die Vektorfelder der harmonischen Darstellung
ebenfalls stochastisch stetig sind und unter einer bestimmten Zusatzvoraussetzung so-

gar stationdre Zuwéchse besitzen. Beide Eigenschaften sind miteinander verkniipft und
benotigen etwas Vorleistung.
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Lemma 7.2.3
Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.1.1 gilt fiir alle ¢ty € R und u € R™:

E (eit¥e.p(t0)=Xo.n0)0))  exp / b (Av(to, ) As(t,5) 6() 7 6(5) " u) ds
Rd

mit Aj(tg,s) € R¥*2m und Ay(t, s) € R?™*™ genauer:

Ay (to, s) = ( cos(to, $)Im Sin<t0,8>1m> 7 Ao(t, s) = ((cos(t,s> — I)Im> '

—sin(to, s)Im  cos(to, s) I — sin(t, s) I,

Beweis. Aus Linearitétsgriinden gilt fiir ¢,ty € R? beliebig, aber fest:

XQS,D(t + tO) . X@D(to) — Re / <ei(t+to,8> _ ei<t0,5>> ¢(S)—D¢(S)—QB M(ds)
R

= Re / eilto:s) <ei<t’s> - 1) o(s)Lo(s)"1B M(ds)  (7.14)
R4

fast sicher. Die Gesetze der komplexen Zahlen und Theorem 4.4.4 (a) liefern somit fiir
alle u € R™:

E (ei<i¢’D(t+to)_X¢’D(t0)7u>> = €Xp /{E(C(t(): t? S, ’U,)) ds 5
Rd

wobei
(cos(
C(to,t,s,u): = (
: )sin
_ ( (cos(tp, s)(cos(
) sin(

Nun rechnet man die Behauptung mit den angegebenen Darstellungen fiir A; (¢, s) sowie
As(t,s) und den Rechenregeln fiir Blockmatrizen unmittelbar nach. O

Wenn wir also unter Berticksichtigung der Surjektivitat von (tg,s) — (to,s) (zwischen
R? x R? und R) sowie der Periodizitit von cos(-) und sin(-) fiir alle m € N die Mengen

T(@2m) = {Ar(to, s) : o, s € RY} — { ( (c0s ) (Sinmfm> B e [0,277)}
(sin )l (cos )L

definieren, so kénnen wir zeigen:
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Eigenschaft 7.2.4

In der Situation von Theorem 7.1.1 gilt: Falls (Ag) = g fiir alle A € T(2m) (womit
T (2m) insbesondere Teilmenge der Symmetriegruppe von fi ist, man vergleiche Theorem
2.3.10 in [31]), so besitzt das Zufallsfeld X4 p = {X¢ p(t):te Rd} stationédre Zuwéchse.

Beweis. Mit ji ist auch (Af) fiir alle A € L(R?*™) unendlich-teilbar und besitzt die log-
charakteristische Funktion u +— w(A* ). Nach Voraussetzung folgt daher, dass w( ) =
Y(A*u) fiir alle A € T(2m) und u € R?™ (siche Lemma 3.1.10 in [31]). Sei nun h € R?
beliebig, aber fest, so ist also wegen )Z'@ p(0) = 0 zu zeigen, dass

fdd

{Xo.p(t+h) — Xy p(h) 1 t € R} Z (X, p(t) 1 t € RY}.

Betrachte dazu k € N sowie t1, ...t € R? und w1, ..., u;, € R™ beliebig, aber fest. Dann
liefert die folgende Rechnung, in der wir wieder Theorem 4.4.4 (d) verwenden und die
Uberlegungen aus Lemma 7.2.3 aufgreifen, angesichts Lemma 2.0.1 die Behauptung:

E <ei Z?:l <)’Z¢’D(tj+h)*)z¢’p(h),uj>>

k
—exp | [0 30 Arlh ) Aslts,0) 609 (s, | s |
Re  \JT

wobei die fast sichere Aussage von (7.14) den jiingsten Schritt rechtfertigte, man verglei-
che den Beweis zu Eigenschaft 6.2.3. Nun nutzen wir die bereits zuvor gelesene Voraus-
setzung, fiir die man wegen A (h, s)* = A1(—h, s) erkennt, dass auch A;(h,s)* € T(2m).

*

k
—exp | [0 (Aalhs)) 3 Aaltso0)05) 1 6(s) Py | ds
d J=1

*

_ k
~ exp / 0 {2 Aalt,) 66 0(5) Py | ds

[ [ [Sratemtd - s ot 2) ),
— iy sin(ty, s)o(s) "7 g(s) Py
—F (ei Z§:1(9~(¢,D(t]‘)7“j>> .

= exp

O]

Ob und - wenn ja - unter welchen Voraussetzungen auch die Umkehrung der obigen
Aussage gilt, erscheint fiir den Moment offen. Weiter nennen wir ein Wahrscheinlichkeits-
maf v auf (R”, B(R")) isotrop, falls fiir alle Drehmatrizen A, d.h. fiir alle A € GL(R")
mit det(A) = 1 und A1 = A* gilt: (Av) = v (siehe Definition 2.6.2 in [40] fiir n = 2).
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Insofern zeigt die folgende Eigenschaft wegen |exp(iz)| = 1 (fiir € R) und der Euler-
schen Formeln insbesondere, dass auch die Elemente aus 7 (2m) Drehmatrizen sind; die
Isotropie von /i ist also stets hinreichend fiir die stationéren Zuwéchse von X4 p.

Eigenschaft 7.2.5
Fiir alle z € C\ {0} und m € N ist

) e 1 [ (Rez)I, (Im2)I, om
Blz): || (—(Im 2) I, (Re z) Im> € GHET)

eine Drehmatrix.

Beweis. Mit ahnlichen Uberlegungen wie zuvor zeigen wir zunichst die Orthogonalitiit:

R(2)R(2)* = 1 < (Re 2) I, (Im 2) Im> ((Re 2) I, —(Im 2) Im>
—(Im 2) I, (Re 2) I, (Im 2) I, (Re 2) I,

_ 1 (((Re 2)? + (Im 2)?) I, 0 >
0 ((Im 2)? + (Re 2)?) I,

Zur Berechnung der Determinante von R(z) beziehungsweise |z| - R(z) betrachten wir
zunéchst den Fall, dass Re z # 0. Dann multiplizieren wir die erste Zeile mit iﬁ;; und
addieren sie auf die (m+1)-te Zeile. Entsprechend multiplizieren wir die zweite Zeile, um
sie auf die (m + 2)-te zu addieren et cetera. Dabei bleibt die Determinante unveréndert,

flihrt aber auf die Berechnung der Determinante einer oberen Dreiecksmatrix:

det(R(2)) = |z|72™ det ( (Re 2) I, (Im z) Im>

—(Im 2) I, (Re 2) I,

(Re 2) I, (Im 2) L,

(Re =+ 822 1,
(Im z)2>m

= |z|7?™ det

= |2|72™ (Re 2)™ <Re z+

Re z
= |2]7*™ ((Re 2)* + (Im 2)2)m
=1.
Gilt andererseits Re z = 0, so ist [Im z| = |z| und wir erhalten in diesem Fall

R(z) = ( 0 iIm) )
F1,, 0
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Indem wir die erste Zeile mit der (m+ 1)-ten, die zweite mit der (m 4+ 2)-ten vertauschen
et cetera, folgt:

det(R(2)) = (—1)™ det (*Im 0 > = (-1)"(~1)™ = 1.
0 +1,,

O

Bemerkung 7.2.6. Nach dem zuvor Gezeigten bildet 7 (2m) offensichtlich eine (kompakte)
abelsche Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung von Matrizen als Gruppenope-
ration. Fiir m = 1 entspricht 7(2m) = T (2) dabei gerade der Menge aller Drehmatrizen
auf R2, also der Drehgruppe

S0(2) :{(COSB Sinﬁ):ﬁe[o,%)}.
—sinf cos 3

Ansonsten ist 7(2m) zumindest fiir alle m € N isomorph zu SO(2).

Wie erhofft konnen wir schlieklich zeigen, dass die Zufallsfelder der harmonischen Dar-
stellung stochastisch stetig sind; anders als zuvor auch ohne weitere Voraussetzungen.

Theorem 7.2.7 B
Das Vektorfeld X4 p = {X¢p(t) : t € R} ist unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1.1 stochastisch stetig.

Beweis. Seien tg € R? und u € R™ beliebig, aber fest. Weiter sei (tn)nen C R? eine
beliebige Nullfolge, so geniigt es nach Theorem 4.4.4 (e) und den Uberlegungen aus
Lemma 7.2.3, zu zeigen, dass

/{E(C(t()vtna s,u)) ds — 0.

(n—00)

Nun konvergiert ¢ (to, t,, s, u) fiir alle s € R% und n — oo gegen Null. Wegen der Stetigkeit
von 1; mit J(O) = 0 bleibt also nur noch die Angabe einer integrierbaren Majorante, um
nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue die Behauptung zu erhalten. Dazu schreiben wir
fiir alle s € 'y und n € N wie an fritherer Stelle:

w(C(tOﬂt’m Svu))
_ 3 (( (cos(to, s)(cos(tn,

— (cos(to, s) sin(ty,, s) + (cos(t,, s) — 1)sin(tg, s)) o(s) "B ¢(s) P u

s) —
)

J <¢(5)—q§* ( (cos(to, s)(cos(tn, s) — 1) — sin(tg, s) Sin<tn75>)¢(8)_D*u ))
s) sin(ty, s) + (cos(ty, s) — 1) sin{to, s)) ¢(s) P u

1) — sin(to, s) sin(tn, s)) ¢(s) "5 $(s)~2"u ))

(cos(to,
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= 6(5)7 - (Ai(to, 5) Aaltn, 5) 6(5)"u)

sodass mit (7.7) und den dortigen Bezeichnungen folgt:

2 .
’J(C(to’tn’s’u))‘ < ¢(s)71D  Cayy||Arlto, s)As(tn, s) $(s)" " u &
j=1
2 .
— 6(5)™0 S Cluty || Aatn, ) ps) ™2 u|”
j=1
2 « N\ [P
_ - (cos(tn,s) — 1)op(s)~P u)
= ¢(s)™* Cayj i
]Z; o ( —sin(tn,s>¢(s)_D u

S h(tna a? 8)7

wie der Beweis zu Theorem 7.1.1 gezeigt hat, beispielsweise mit 4 = (u,0) € R?*™. Dabei
haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass Aj(to,s) fiir alle s € R? orthogonal ist (die
euklidische Norm bleibt also invariant). Nun ist (¢,) als Nullfolge beschrinkt, d.h. es
existiert ein M > 0 mit ||t,|| < M fir alle n € N. Schlieklich zeigt (7.11) wieder, dass
wir £ := (M,0,...,0) € R? wihlen kénnen, um insgesamt folgende Abschitzung (fiir alle
s € T'y sowie n € N) und somit die gesuchte integrierbare Majorante zu erhalten:

(((to, tn, s,0))| < h(t, T, s).
Il

Zum Abschluss noch das folgende Beispiel, dem die gleiche Motivation wie Beispiel 6.2.5
zugrunde liegt. Auch hier sind natiirlich wieder viele weitere Konstellationen denkbar.

Beispiel 7.2.8

Gegeben sei eine volle sowie strikt Operator-stabile Verteilung i auf R?™ mit Be¢& (1),
wobei dieser Exponent von der Form B = B ® B fiir ein B € L(R™) sei. Bezeichne M
das von g (sowie dem d-dimensionalen Lebesguemafk) erzeugte Zufallsmaft und M das
entsprechend mit M identifizierte C"-wertige ISRM. Weiter seien F := diag(ay, ..., aq)
fiir a1, ...,aq > 0 beliebig und D := B fiir ein 0 < 7 < Agl min{ay, ...,aq}. Schlieflich
definieren wir die Funktion ¢ : R? — [0, 00) durch

d 1
o(x) = Z lz;|%, x=(x1,...,2q) € RL
j=1

Dann existiert X(b,D = {)Z'd, p(t) : t € R} mit den genannten Wahlen im Sinne von

Theorem 7.1.1 und ist stochastisch stetig. Auferdem ist )~(¢7 p voll, strikt Operator-stabil
mit B als Exponenten sowie (E, D)-OSS.
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Beweis. Die konkrete Gestalt von E liefert hier r% 2 = (r®zy, ..., r%x4) fiir alle r > 0
und z € R? wie angegeben. Damit ist insbesondere klar, dass ¢ neben der offensichtlichen
Stetigkeit und strikten Positivitdt auf I'y auch E*-homogen ist. Ebenso ist klar, dass
DB = BD gilt, wihrend die Wahl von v und erneut die von F gerade gewahrleisten,
dass Ap = yAp < min{ay,...,aq} = Ag. Somit folgt die Behauptung nach dem zuvor
Gezeigten. O

Die Frage, ob )Z'¢7 p im Rahmen dieses Beispiels auch stationdre Zuwachse besitzt, ist
also mit Hilfe von Eigenschaft 7.2.4 zu klaren.

Bemerkung 7.2.9. Unter Umstdnden mag die Vorgabe einer strikt Operator-stabilen Ver-
teilung p auf R™ (voll) mit Exponenten B € L(R™) natiirlicher erscheinen. Dann defi-
niert das Produktmaf p ® p aber eine Verteilung fi auf R?™ wie oben beschrieben, was
der Betrachtung unabhéngiger Komponenten entspricht. Beispiel 2.4.12 und die darauf
folgende Bemerkung liefern jedoch auch die Moglichkeit zur Modellierung von Abhén-
gigkeiten (iiber das Spektralmaf A).

7.3 Stetige Modifikationen

Wir mo6chten schliefslich noch einen wichtigen Spezialfall diskutieren, der gegeniiber der
moving-average Darstellung eine erste Untersuchung von Pfadeigenschaften erlaubt. Zu-
gleich wird sich herausstellen, dass dieser Spezialfall nichtsdestotrotz die a-stabilen har-
monischen Darstellungen aus [29] und [5] (m = 1) abdeckt, im Allgemeinen sogar echt
Operator-stabil ist. Dabei nutzen wir einige Ideen aus [43], was letztlich auf die Verwen-
dung der Ergebnisse in [3] hinauslauft.

Fiir den Rest dieses Kapitels gelte grundsétzlich das gleiche Setting wie in Abschnitt
7.1, wobei wir den Erzeuger i nun auf zwei Weisen beschrinken: Einerseits nehmen wir
an, dass fi isotrop (somit insbesondere symmetrisch) ist und andererseits unterstellen
wir, dass fiir den Exponenten B = B @ B gilt:

B = B* = diag (al_l, cnant), ag, .. anm €(0,2). (7.15)
Wir verzichten der Einfachheit halber also auf einen Gaubanteil. Ferner gelten die An-
nahmen aus Theorem 7.1.1, ergéinzt um DB = BD, wobei wir mit X := {X(t) : t € R%}
statt Xy p abkiirzend die resultierende harmonische Darstellung aus (7.1) (auf einem
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)) bezeichnen.

Schreibt man nun X (t) = (X1(¢), ..., Xin(t)), so besteht die Idee geméf [43| darin, die
skalarwertigen Komponentenfelder X; = {X;(t) : t € R%} zu verstehen. Genauer miis-
sen wir zwecks Anwendung von Proposition 5.1 in [3] einen Bezug zu den harmonischen
Darstellungen aus [5] herstellen. Dabei ist der zuletzt genannte Aspekt der eigentliche
Grund fiir die getroffene Isotropieannahme.
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Proposition 7.3.1
Unter den zuvor genannten Voraussetzungen gilt fiir alle j € {1,...,m},n € Nyu € R"
und tq,...,t, € R%:

E (o 2ke ) — exp | / () — Lyug| | ()| ds | (7.16)
pa k=1
wobei u = (uy, ..., uy) und
1/Ctj
~ —D*—qB*
fi(s) =¥ ((gf)(s) e]>> , seR<
0

Beweis. Die Symmetrie von Ji impliziert insbesondere, dass ¢(-) € (—oc0,0]. Fixiere nun
j,n,u und tq, ..., t, wie angegeben, so folgt zunéchst:

E (eiZZ:I X (tk)uk)
=FE (eiZ;cL:l(X(tk)»ukej))

=ow| [0 ((ZZI(COS“’“ ) - 1>¢<s>—D*—qB*ukej>> ds

— >y sin(ty, s)gi)(s)_D*_qB*ukej

" <<<zzzl<cos<tk,s> - 1>uk>¢<s>—D*‘qB*ej>>

— (e sin(te, s)uy) ¢(s) "2 15 ¢;

R4

( / ds) R

Setze z := 2(s) := > p_, (€!) —1)uy. Wegen Re z = Y}, (cos(t, s) —1)uy und Im z =
> gy sin(tg, s)uy verschwindet der Integrand in (7.17), sofern z(s) = 0. Andernfalls
greift fiir alle s € R? die folgende Rechnung, wobei wir aus Griinden der Ubersicht
voriibergehend A := A(s) := ¢(s) P 798" definieren.

v (((221(608% s) — Duy) ¢>(s)_D*_qB*ej>>

—(X ey Sin(ty, s)uy) ¢(s) P 718 e;

:{/;(< (Re 2)Ae; ))

—(Im 2)Ae;

~ << (Re 2)A  (Im z)A) (q))
—(Im 2)A (Re 2)A 0

s (1 ( (Re 2)I,, (Im z)Im> (A O) <|z|ej>>
E —(Im 2)I, (Re 2)l,,/ \0 A 0
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()
()
:@<(§ Z)UA%F%<2>>

:J(Od%f%<§ Z><z>>
— |2 J((? Z) (Z))
ZVPL$<<M$Jqu%>>_ (7.18)

Der Fall z = 0 ist also in (7.18) inbegriffen. Dabei haben wir, neben den inzwischen
bekannten Argumenten wie im vorletzten und drittletzten Schritt (dort mit DB = BD),
mafgeblich von Eigenschaft 7.2.5 sowie der vorausgesetzten Isotropie profitiert. Weiter
haben wir von rfe; = r%e; fir A = diag (a1, ...,am) Gebrauch gemacht. (7.17) und
(7.18) liefern also nach Definition von z(s) beziehungsweise f;(s) die Behauptung. O

Diese multiplikative Trennung des Integranden in (7.16) wird sich im Anschluss als
zielfithrend erweisen, wobei wir fiir f;(s) noch eine maoglichst scharfe Abschétzung in s
benotigen. Vorbereitend zeigen wir:

Lemma 7.3.2
Fiir alle z € R™ gilt: 7p(7) = 75((x,0)).

Beweis. Fiir x = 0 entspricht dies unserer Konvention. Ansonsten wiirde die Behauptung
aus Griinden der Eindeutigkeit und wegen

m@ﬁ<@“0=<m“W%@vz<ﬂ
0 0 0

folgen, solange wir zeigen konnen, dass (Ip(7),0) € Sg. Dies erkennt man aber anhand
von Lemma und Definition 2.2.1, denn:
Sgcgmvuydﬁ
0

1
zgmv _
H( 0 B 0/
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1
_ / <SBZB($))
9 0
1
— [ 1sPtao))s " ds
0

= [ltz(=)ll5
=1.

s tds

O

Fiir das néchste Resultat wiederholen wir aus der linearen Algebra (siehe beispielsweise
Theorem 2.1.16 in [31]): Ein Operator J € L(R™) liegt in (reeller) Jordanform vor, falls
J = diag (Ji, ..., Jp) fiir ein 1 < p < m, wobei fiir alle 1 <[ < p gilt: J; besitzt die Form
YR

A1
Jp = (7.19)
1
Al

fiir ein \; € R (reeller Jordanblock) oder aber die Form

A I
A I

Jy = mit A= (@ U (7.20)
by
L

A

fir ein \; := a; +ib; € C (komplezer Jordanblock). A1, ..., A, sind also gerade die (nicht
notwendiger Weise verschiedenen) Eigenwerte von J. Ferner bezeichne n(l) fir il =1,...,p
die entsprechende Grofe des Blocks, d.h. J; ist eine n(l) x n(l)-Matrix.

Insbesondere ist wohlbekannt, dass zu A € L(R™) beliebig stets ein P € GL(R™) exis-
tiert, sodass A := P~' AP eine (reelle) Jordanform besitzt. Da das Spektrum einer Matrix
invariant unter Ahnlichkeitstransformationen ist, folgt fiir jeden Jordanblock von A wie
in (7.19) oder (7.20), dass A; € o(A). Dabei kann durch geeignetes Vertauschen der
Spalten von P stets eine beliebige Reihenfolge der Jordanbldcke erzielt werden. Jedoch
impliziert AB = BA nicht zwingend, dass auch AB = BA.

Lemma 7.3.3

Seien L > 0 und j € {1,..,m} beliebig, aber fest. Dann folgt unter den zuvor genannten
Voraussetzungen:
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(i) Fiir alle 0 < & < Ap existiert ein K7 > 0 mit

fi(s) < Kytps(s)"p79)79/o5 5| > L.

(ii) Besitzt der Operator D speziell die Form D = diag (Dq,...,D,) firein 1 <p <m
mit D; wie in (7.19) oder (7.20) fir [ = 1,...,p, so sei j4 € {1,...,p} die eindeutige

Zahl mit
J+—1 J+
> n(l) << n().
=1 =1

Dann existiert fiir alle 0 < e < Re A;, ein K3 > 0 mit
fi(s) < Karpe(s)" X770/ )| > L.

Beweis. Per Definition von f; (mit DB = BD) folgt zunéchst wie in (7.6) fiir alle s € I':

(7))

Andererseits nutze man die verallgemeinerten Polarkoordinaten beziiglich B = E*, um
zu erkennen, dass eine Konstante C1 > 0 mit [¢)(z)| < Ci75(x) fiir alle z € R*™ existiert.
Somit folgt nach Lemma 7.3.2 und (7.3) fiir alle s € I'y:

* 1/Oéj
fi(s) < €Y% (s) "/ 7 <<¢(3)0D e”))

o  —q/o; — . —D* 1/e;
Scll/ ]m¢q/ ]TE*(S) q/OtJ B <¢(5) D 8]) J. (721)

1/

fils) = @(s)79/

Sei nun € > 0 jeweils wie angegeben beliebig, aber fest, so bleibt geméf (7.21) also die
Existenz von Konstanten C3, Cy > 0 mit

(i) 7B(o(s) P e;) < Carps(s)~a(Ap=2),
(it) 7B(¢(s) P ej) < Carp-(s)~ B As )

fiir alle ||s|| > L zu zeigen. Zunéchst (i), dann kénnen wir dank der B-Homogenitit von
7p und der Gestalt von B (insbesondere gilt hier D*B = BD*) schreiben:

m(6(s) 7 ¢j) = 0() Py (9(s)0 PP (5) ;)
(s)—aj(AD—a)TB ((l)(S)_D*(Z)(S)aj(AD_g)Bej)
()72~ 7 (6(s) 2" (5P 7€)

171



7.3 STETIGE MODIFIKATIONEN

Wegen o(D) = o(D*) und

|62 60 ~%s | < ols) = 10(5) 2"
< Co ¢(s)*P~*p(s)"0 =)
=(Cy

fiir ||s|| > L, wobei Cy aus Proposition 2.1.4 stammt (man beachte erneut (7.3)), geniigt
es also zusammen mit Korollar 2.2.4, wenn wir

Cy 1= m, 0™ sup{ra(6(s) 09 P"e) s s = L} < o

setzen. In der Situation von (ii) folgt ganz analog, dass

T(6(5) 7" e;) = o)~ BT 7 (9(5) 70 o) Ve )

Somit bleibt zu zeigen, dass dann auch
o)™ 6% e ey | = o) X< o) ey

fir alle ||s|| > L beschréankt ist. Dies folgt aber aufgrund der Annahme, dass D eine
(reelle) Jordanform besitzt und nach marginaler Modifikation (siehe unten) von Corollary
2.2 (b) in [43], da dann eine Konstante C}) mit

p(s) ™ eyl < Cho(s) e+t 5] > L

existiert. Dabei beachte man einerseits, dass die Definition von j; gerade dem Umstand
Rechnung tragt, dass die oben genannte Quelle eine Sortierung der Blocke von D in
aufsteigender Reihenfolge der Realteile (der korrespondierenden Eigenwerte) unterstellt.
Andererseits erkennt man wegen D* = diag(D7, ..., D;) unmittelbar, dass das jiingste
Resultat auch auf D* anwendbar ist. O

Fiir den Spezialfall B = (1/a)I,, bekommen wir mit dem folgenden Theorem also
insbesondere die Aussage von Proposition 4.1 in [43] zuriick. Dabei sei daran erinnert,
dass zwei Zufallsfelder X; = {X;(¢t) : t € I},i = 1,2 auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum mit Indexmenge I Modifikationen voneinander sind, falls fiir alle ¢t € [
gilt: X (t) = Xa(t) fast sicher. Weiterhin verzichten wir im Folgenden darauf, die jeweils
komplexwertigen Objekte auf besondere Weise kenntlich zu machen (so wie etwa frither
M und M et cetera).

Theorem 7.3.4

Es gelten die Voraussetzungen dieses Abschnitts. Falls D dariiber hinaus eine Jordanform
wie in Lemma 7.3.3 (ii) besitzt, setze 8; := Re A;, fiir alle j = 1,...,m; andernfalls sei
B; := Ap (konstant). Dann existiert fiir jede nicht-leere, kompakte Teilmenge K C R? und
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fir alle § > 0 sowie € > 0 (klein) eine Modifikation X* := {(X7(¢),..., X} (t)) : t € K}
von X (auf K), sodass fiir alle j = 1,...,m gilt:

[ X5 (s) = X5 (®)]

sup 2 < oo fast sicher. (7.22)
steK Bi— notatas
1K (s — )Pi<[log(1 + 7u(s — ) 1) T2

Weiter existiert fiir jedes € > 0 (klein) eine Modifikation X* von X (auf K'), sodass fiir
alle j = 1,...,m und geeignete [0, co)-wertige Zufallsvariablen A; gilt:

Vs, t € K : | X7 (s) = X5 (t)] < AjTe(s — )% fast sicher.

Beweis. Seien K,§ und e (wie angegeben) beliebig, aber fest, wobei € klein gerade
bedeutet, dass 0 < ¢ < ; fiir alle j = 1,...,m. Wir definieren nun zunéchst fiir
j =1,...,m (auf weiteren Wahrscheinlichkeitsrdumen (£2;, A;,P;)) die C-wertigen Felder
Vi={Y/(t):te R4} durch

Y/ (t) = / (") —1)f;(s) Ma,(ds), teR?,

wobei My, (nach Identifizierung) das C-wertige ISRM sei, das von dem d-dimensionalen
Lebesguemaf und einer a;-stabilen Verteilung p; auf R? mit 7;(z) = exp(—||z[|%) er-
zeugt wird. Nun konnen wir analog zu (7.17) (fiir n = 1 und u; = 1) wieder schreiben:

7 ([ ((eostt.s) = Dols) o) e
—sin(t, 5)¢(s) 17 ¢(s) "¢
um wie im Beweis von Theorem 7.1.1 zu erkennen, dass diese Funktion fiir alle t € R?

jeweils in L'(R?, ds) liegt. Indem wir dann beispielsweise die Frobeniusnorm betrachten
und nachrechnen, dass

Aj

() = 1)fi(s)

9

Aj

= 209/2 (e~ 1)f5(s)|”
F

H ( cos(t,s) —1)f;(s)  —sin(t,s)f;(s) )
sinft,s)fi(s)  (cosft, ) — 1)f5(s)

folgt nach Theorem 4.3.4 und Beispiel 4.5.2 unmittelbar die Existenz von Y7, ...,Y, . Bis
auf eine hier zu vernachléssigende, multiplikative Konstante geniefsen alle Yj’ also eine
Darstellung wie in (17) bei [3] (man vergleiche auch (6.3.1) in [40] und die Ausfithrungen
weiter unten). Damit kann Proposition 5.1 in [3| benutzt werden, um nach Lemma 7.3.3
und wegen 0 < Bj —e < f; < Ap < Ag (geméf Voraussetzung) zu folgern, dass eine
Modifikation Y; von Yj’ auf K existiert (j = 1,...,m), sodass gilt:

. ¥3(5) = Y5(0)

K 1i(s — 1)~ [log(1 + Ti(s — 1))

5+%+a%. < oo fast sicher. (7.23)

173



7.3 STETIGE MODIFIKATIONEN

Insbesondere sind {Re Y;(t) : t € K} und {Re Y/(t) : t € K} fiir alle j = 1,...,m
Modifikationen voneinander mit

Re Y;(s) — Re Yi(t
sup [Re 1(5) € J()‘

K (s — )%~ [log(1 + 7a(s — ) 1))

5*?%% < oo fast sicher. (7.24)

Ferner erhalten wir fiir alle n € N und ¢4, ...,t, € R? sowie uq, ..., up € R:

E (eiELl(Re Y;(tk»uk)

— exp (Zz 1 (cos(ty, s) — 1)fj(s)uk> " s
2 k=1 Sintr, ) fi(s)u
n 2 n 2 @;j/2
= exp / ( (cos(ty, s) — 1)uk> fi(s)* + (Z sin(tk,s)uk> fi(s)? ds
k=1 k=1
= exp / ] eiltes) ) ug| | f;(s)|% ds

R4 :1

) (eiZkzl j(tk)uk>

nach (7.16), d.h. {X;(t) : t € RY} "=
alle j =1,...,m:

[ {ReY](t) : t € R}, Folglich gilt insbesondere fiir

fdd fdd

(X;(t) it e K} 2 {Re Y/(1) : t € K} 2 {Re Yj(t) : t € K}, (7.25)

Um die gewiinschte Modifikation zu definieren, folgen wir nun der Idee aus dem Beweis
zu Proposition 5.1 in [3]. Sei D C K eine dichte, abzdhlbare Teilmenge (beispielsweise
D = KnNQ%, so ist auch D’ := {(x,9) : x,y € D,z # y} abzdhlbar. Sei weiter
dy,d,, ... eine Abzéhlung von D', dann definieren wir fiir alle £ € N die endlichen Mengen
Dj :={d},...,d},}. Somit folgt aber wegen (7.25) und (7.24) fiir alle j = 1,...,m, dass

Xi(s) — X;(t
P| sup X5(5) {0 i+ L <
SP i(s = ) #flog(1+ 7u(s — 1) 7)) 2T
X;(s) — X;(t
Y . |X;(s) ()] Grig 1 <n
n—oo 20y
€D ri(s — 1)~ [log(1+ 7i(s — ) ")) =" %

mit der Stetigkeit von unten. Mit der Stetigkeit von oben weiter:

[ X;i(s) = X;(1)]
7u(s — )% [log(1 + (s — t)71)]

= lim lim P
n—oo | k—oo

/
5“‘%4‘@% <n V(s t)e D,
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[Re Yj(s) — Re Y; (1)

e(s — )% [log(1 + (s — t)~1)]

<n V(s,t) € D

= lim lim PP
J 6+§+a%, -

n—oo | k—oo

S . [Re Y;(s) — Re ¥;()|

€D (s — )% ~<[log(1 + (s — )]

< o0
S+y+as

=1

Daher existieren auch Nullmengen Ny, ..., N, € A mit

[ X;(s,w) = X;(t,w)|

Cj(w) := sup I <00 we€ N7 (7.26)
P (s — )52 [log(1+ (s — ) 1) 2%
fir alle j = 1,...,m. Via Cj(w) := 0 fiir w € Nj ist also insgesamt jeweils eine [0, c0)-

wertige Zufallsvariable C; = Cj(e,d) definiert (wobei sich die Mefbarkeit offensichtlich
vererbt). Sei N := Ny U---U Ny, so setzen wir X*(t,w) := 0 fiir allew € N und t € K
sowie X*(t,w) := X (t,w) fir alle w € N°und t € D. Fiir w € N°und t € K \ D erfolgt
die Definition von X*(¢,w) nun komponentenweise. Sei dazu (t,)nen eine (beliebige, aber
von nun an fixierte) konvergente Folge aus D mit Grenzwert ¢; dann ist (X7 (¢, w))nen
wegen

5+§+C%j

| X(s,w) — Xj(t,w)| < Cj(w) TE(s — t)ﬁj*g[log(l +7E(s — t)fl)] (7.27)

(fir alle s,t € D mit s # t) und dank der Stetigkeit von 7z mit 75(0) = 0 eine
Cauchy-Folge, indem man weiter unten das Argument hinsichtlich der Zusatzaussage
dieses Theorems beachtet. Den resultierenden Grenzwert taufen wir jeweils X7 (¢, w) und
somit X*(t,w) = (X](t,w), ..., X} (t,w)), d.h. X*(t) ist fiir alle ¢ € K wohldefiniert.
Ferner ist fiir ¢ € D klar, dass X* eine Modifikation von X ist. Fiir t € K \ D konnten
wir X*(t) hingegen als fast sicheren Grenzwert von X*(t¢,) = X (¢,) realisieren. Zugleich
konvergiert X (t,) nach Theorem 7.2.7 jeweils stochastisch gegen X (t), die fast sichere
Eindeutigkeit des stochastischen Limes liefert also auch hier die Modifikationsaussage.
Schlieflich folgt per Konstruktion (siehe (7.27)) und erneut wegen der Stetigkeit von 7,
dass auch
* * Bi—e -1 5+l+i-

X5 (s,w) = X5 (t,w)| < Cj(w) T(s — )7 [log(1 +7p(s — 1)) *
fir alle j = 1,...,m und w € N¢ sowie s,t € K mit s # ¢t. Fiir w € N ist die Aussage
trivial, was insgesamt (7.22) liefert, sogar fiir alle w € Q.
Da der Logarithmus langsamer als jedes Polynom von positivem Grad wéchst und indem
man 75(s — )% 7% = 15(s — )% ~1p(s — t)2 schreibt, folgt die Zusatzaussage leicht aus
(7.22) (gelesen fiir §). Aj(w) wiirde dann zum Beispiel dem Produkt aus C;(§,d,w) und
einer hinreichend grofsen Konstante entsprechen. O

Offensichtlich kénnte man in (7.22) auch fiir alle j = 1, ..., m jeweils ein §; > 0 respek-
tive €; > 0 (klein) wéhlen; interessanter ist jedoch die folgende Beobachtung.
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Korollar 7.3.5

In der Situation von Theorem 7.3.4 kann man sogar auf ganz R? eine Modifikation X*
von X konstruieren, die dann fiir jede nicht-leere kompakte Teilmenge K C R? und jedes
d > 0 sowie £ > 0 (klein) die Aussage von (7.22) jeweils fast sicher erfiillt.

Beweis. So wie wir im vorherigen Beweis die Modifikationen X j* auf Basis von Y; und
(7.23) fiir alle j = 1, ..., m konstruiert haben, wurde im Beweis von Proposition 5.1 in [3]
(dank der wir ja gerade Y7, ..., Y;,, gewonnen haben) mit Hilfe eines C-wertigen Zufallsfelds
auf R? argumentiert, das die Bezeichnung S,, triigt (und einer fast sicher konvergenten
LePage-Reihe entspricht). Der dortige Beweis zeigt unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 7.3.4 aber auch, dass S, die Aussage von (7.23) in analoger Weise bereits fiir jede
nicht-leere, kompakte Menge K C R? und alle 6 > 0 sowie £ > 0 (klein) erfiillt, jeweils
fast sicher. Dass man daraus nun fiir j = 1,...,m auf die Existenz einer Modifikation Y;
von Yj’ schlieRen kann, die auf ganz R¢ definiert ist und fiir alle nicht-leeren, kompakten
Teilmengen K C R? und alle § > 0 sowie € > 0 (klein) jeweils

. [Yj(s) — Y;(t)|
S (s — 1) [log(1 + (s — )7

Geues < oo fast sicher (7.28)

erfiillt, folgt wiederum in gleicher Weise, wie wir nun aus der Annahme von (7.28) auf die
Behauptung dieses Korollars schliefsen werden. Dabei konnen wir aufgrund der kompo-
nentenweisen Betrachtung ohne Einschrankung den Fall m = 1 annehmen (seien 3 := (3;
und « := aq). Dann nutze man zunéchst wieder (7.25), hier also mit fdd-Gleichheit auf
R, um nun mit (7.28) (analog zu (7.26)) fiir jede nicht-leere, kompakte Menge K C R?
und alle § > 0 sowie € > 0 (klein) eine Nullmenge N (K, J, ) mit

X(s,w) — X(t,w
C(K,b,e,w):= sup J (5,w) ( )|71 T
waeknQt 7 (s — )7 ~*(log(1 + 7i(s — ) IPHEFE

< oo (7.29)

fiir alle w € N(K,§,¢)¢ zu erhalten. Betrachte man speziell N,, :== N([-n,n]?,n~!, n™1)
mit Cp(w) := C([-n,n]% n~!,n~1 w) fiir alle n € N, so definieren wir die Nullmenge
N := N;UNyU---. Dann erfolgt die Definition von X*(¢,w) fiir w € N bezichungsweise
fir (t,w) € D x N¢ wie zuvor, wobei nun Q% die Rolle von D iibernimmt. Da ferner
fiir jedes t € R?\ Q¢ und fiir jede gegen t konvergente Folge (t,)neny C Q¢ ein 7 € N
mit (t,) C [~7,n]? existiert, kann man (7.29) nach Wahl von N; C N analog zu (7.27)
verwenden, um X*(¢,w) fiir alle (t,w) € (RY\ Q%) x N¢ zu definieren; insbesondere ist X *
wieder eine Modifikation von X. Seien schlieflich K, § und e beliebig (wie angegeben),
aber fest, so bleibt zu zeigen, dass

X* — X*(t
SUp X7(e) ) — < oo fast sicher.
S’tif( 75(s — t)F~¢[log(1 + 7p(s — )~ 1)]° T2 =
S

Dazu wéhle man ein ng € N mit

K C [—ng,no)?, nal <9, nal <e.

176



7.3 STETIGE MODIFIKATIONEN

Vor dem Hintergrund von (7.29) sowie der Definition von X* gilt dann insbesondere fiir
alle s,t € KNQ? (s #t) und w € N

1X*(s,0) — X*(t,w)|
< Crg (W) TE(s — )77 [log(1 + 7p(s — )"0 *ata
< 12(no, €, 8) Crg (w) TE(s — )P [log(1 + (s — t) )2 ta
mit der nach Wahl von ng endlichen Zahl
n(no,,6) == sup{re(s — )" + [log(1 +7x(s —t)")]"0 0 : s,t € [~ng,nol%, s # t}.

Dabei beachte man, dass [—ng, ng]? beschriankt und die Werte von log(1 + 7(s —t)™1)
somit wiederum von der Null weg beschrankt sind. Daher folgt wie im Beweis von Theo-
rem 7.3.4 die Behauptung. Auch die dortige Zusatzaussage kann in dhnlicher Weise iiber-
tragen werden. O
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KAPITEL 8

Fazit und Ausblick

Waihrend wir in Kapitel 3 durch die Einfithrung von vektoriellen (Pré-)Mafen in der Lage
waren, die Zufallsmafe aus [35] auf den R™-wertigen Fall zu verallgemeinern, benétigten
wir im Rahmen der Integrationstheorie (siche Kapitel 4) einige Ideen aus [37], wenn-
gleich die dort betrachteten Objekte auf andere Weise eingeschrinkt sind. Dies konnte
aus theoretischer Sicht die Betrachtung unendlich-teilbarer Zufallsmafse mit Werten in
(beliebigen) Banachraumen motivieren, um dann eine weitere Verallgemeinerung der Er-
gebnisse aus Kapitel 3 und 4 vorzunehmen. M&chte man jedoch an der Aussage von
Theorem 3.5.3 festhalten, so erscheint es unwahrscheinlich, die zugrunde liegenden J-
Ringe durch noch schwéchere Systeme zu ersetzen. In jedem Falle konnte der hintere,
bisher nicht beriicksichtigte Teil von [35] der Ausgangspunkt fiir zwei weitere Fragestel-
lungen sein: Einerseits konnte man den Vektorraum Z (M) topologisch einem tieferen Stu-
dium unterziehen (Stichwort Musielak-Orlicz-Rdume). Andererseits ist damit die Frage
verbunden, welche Vektorfelder - fiir gegebenes Zufallsmafs M - iiberhaupt eine entspre-
chende Integraldarstellung erlauben und wie dann die Integranden zu wéahlen sind.

Fiir den Moment erweisen sich die in dieser Arbeit konstruierten Objekte jedoch als
reichhaltig genug, um daran ankniipfende Ideen zu entwickeln. So kénnte man ausgehend
von den Darstellungen in Kapitel 6 und 7 weitere Zufallsfelder definieren, deren Rén-
der eine noch allgemeinere Verteilung besitzen, beispielsweise eine semi Operator-stabile
oder eine temperierte Operator-stabile Verteilung, man vergleiche dazu die Ausfiihrungen
in [31] und [6]; dann wird sich das zuvor erprobte Zusammenspiel mit den verallgemei-
nerten Polarkoordinaten vermutlich jedoch als sehr herausfordernd erweisen. Hélt man
also zunéchst an der Operator-Stabilitdt fest, so diirfte es spannend sein, weitere a-
stabile Beispiele aus der Literatur in dhnlicher Weise auszudehnen, wie es uns fiir die
Darstellungen in [29] und [5] gelungen ist. In diesem Zusammenhang vergleiche man die
Quellen [16] und [4]: Wahrend die Operator-skalierenden Felder aus [16] verschiedene
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8 FAZIT UND AUSBLICK

Zeit-skalierende Exponenten auf geeigneten Unterrdumen des R? zulassen, variiert der
Exponent £ = E(t) € Q(R?) in [4], abhiingig von der Position ¢ des Zufallsfelds. Die
Operator-Skalierung (siehe Definition 5.1.1 fiir m = 1) bleibt dabei nicht mehr erhalten,
sondern wird durch eine schwéchere, lokale Selbstédhnlichkeitsbeziehung ersetzt. Ausge-
hend von (6.4) und (7.1) kann man sich in dhnlicher Weise nach der Existenz und den
resultierenden Eigenschaften von Feldern mit variablen Exponenten D(t) respektive B(t)
fragen. Diesbeziiglich beachte man auch die Arbeiten [11], [12] und [13], in denen skalar-
wertige und stabile Prozesse dieses Typs behandelt werden.

Dabei konnte es in jedem der zuvor genannten Félle hilfreich sein, Zufallsmafe zu betrach-
ten, die nicht von der homogenen oder gar erzeugten Form wie im hinteren Teil dieser
Arbeit sind; auch Integraldarstellungen mit beschranktem Integrationsbereich, also der
Verwendung von Indikatorfunktionen sind denkbar. Andererseits wird man womoglich
das Konzept der (strikten) Operator-Selbstahnlichkeit aufgeben beziehungsweise iiber
Definition 5.1.1 hinaus verallgemeinern miissen (sieche oben). Ferner wird man aller Vor-
aussicht nach schérfere Abschatzungen fiir die Normausdriicke des Matrixexponentials
bendtigen, so wie auf Basis von [43] im Beweis zu Lemma 7.3.3 bereits geschehen (man
vergleiche auch [2] und [28]).

Noch konkreter 1dsst sich der Ausblick natiirlich hinsichtlich Abschnitt 7.3 formulieren.
Dieser zeigte fiir den dort behandelten Spezialfall bereits, dass die harmonische Darstel-
lung sich von der moving-average Darstellung im Allgemeinen unterscheidet, insbeson-
dere hat der komplexwertige Zugang uns wie erhofft einen zusédtzlichen Nutzen gestiftet.
Somit ergibt sich als erste weiterfithrende Frage, ob auch die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1.1 oder Eigenschaft 7.2.1 geniigen, um die Existenz stetiger Modifikationen zu
erhalten. Andererseits zeigen gerade die Ergebnisse in [42] und [43], dass Theorem 7.3.4
genutzt werden kann, um eine obere Schranke fiir die Hausdorff-Dimension der Pfade
und Graphen (dieser Modifikation auf kompakten Mengen) zu erhalten. Sofern also eine
geeignete Verallgemeinerung von Lemma 5.2 in [43] gelingt, besteht die berechtigte Hoff-
nung, auch in diesem Falle Aussagen iiber die entsprechenden Hausdorff-Dimensionen et
cetera treffen zu konnen. Ferner ldge dann sogar die Vermutung nahe, exakt die gleichen
Resultate wie in [43], Theorem 5.1 und [42]|, Theorem 4.1 etablieren zu kénnen.

Ungeachtet der bereits angedeuteten Frage, ob die Selbstdhnlichkeitseigenschaft aus Ka-
pitel 5 fiir zukiinftige (d, m)-Vektorfelder aufrecht erhalten werden kann, ist die Aussage
von Theorem 5.2.2 in ihrer Allgemeinheit natiirlich recht abstrakt. Das bedeutet insbe-
sondere, dass - neben Ausschmiickungen wie beispielsweise in [31], Chapter 11 fiir den
Fall d = 1 geschehen - der Wunsch besteht, den Anziehungsbereich eines gegebenen
OSS-Zufallsfelds besser zu verstehen. Ausgehend von der grundlegenden Fragestellung
in [31] kénnte man sich diesem Problem néhern, indem man zunéchst nur solche Felder
{Y(t) : t € R?} des Anziehungsbereichs betrachtet, die eine spezielle Struktur aufweisen,
beispielsweise fiir jeden Zeitpunkt ¢ aus endlich vielen Elementen einer zugrunde liegen-
den Familie von i.i.d. Zufallsvektoren gebildet werden.
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Gerade im Kontext der beiden bewiesenen Darstellungen in dieser Arbeit ergibt sich
die Frage nach moglichen Grenzwertsédtzen. Denn auch hier féllt die Antwort, die wir
bislang geben konnen, abstrakt aus: Da M im Falle der moving-average Darstellung
(harmonische Darstellung analog) von einer strikt Operator-stabilen Verteilung g mit
B € &(u) und dem d-dimensionalen Lebesguemafs Ay erzeugt wird, erkennt man leicht,
dass \g(A)BX 4 M(A) fiir alle A € S := {A € B(R?Y) : \y(A) < 0o}, wobei L(X) = p.
Zugleich konnten wir zeigen, dass der Integrand in (6.4) fiir alle ¢t € R? in Z(M) liegt,
geméh Definition 4.1.5 existiert also fiir alle ¢ € R? eine Folge einfacher Funktionen
(fn,t)nen wie in (4.1), sagen wir

k(n,t)
Fat(s) =) Rjnmla,,.(s), seR
j=1

mit

k(n,t)

Z ij’t)\d(Aj,n,t)BXj — X¢7D(t) (8.1)

j=1
stochastisch und fiir n — oo, wobei Xi, Xo, ... eine Folge unabhéngiger und identisch
u-verteilter Zufallsvektoren sei.
Die Konvergenzaussage in (8.1) ist jedoch in aller Regel nicht sehr praktikabel, sodass
man geneigt ist, explizite Folgen einfacher Funktionen (f,+) zu suchen, die auch in ge-
schlossener Form von ¢ abhéngen. Dabei konnte das Vorgehen in [22] fiir die Darstellun-
gen aus [5] als Schablone dienen, wenngleich dort keine Konvergenz im fdd-Sinne gezeigt
wird, sondern schlussendlich der Simulationsaspekt und die zugehorige Implementierung
im Vordergrund stehen. Unter dem Vorbehalt, dass die Simulation Operator-stabiler Ver-
teilungen im Allgemeinen noch Schwierigkeiten bereitet, wére es unter Umsténden den-
noch moglich, zumindest das theoretische Fundament zur Simulation der Darstellungen
aus Kapitel 6 und 7 zu erarbeiten, man vergleiche auch [21]. Nichtsdestotrotz erscheinen
echte Grenzwertsitze (anstelle von Diskretisierungen) umso spannender, als diese uns
gegebenenfalls erlauben wiirden, die Folge Xj, X»,... in Darstellungen wie (8.1) durch
solche i.i.d.-Folgen zu ersetzen, die zum Anziehungsbereich von p (im Sinne von [31])
gehoren und dann eventuell auch wieder leichter zu simulieren sind.

Abschliefsend wére es denkbar, die Definition 5.2.1 des Anziehungsbereichs eines (d, m)-
Vektorfeldes dahingehend abzuschwiichen, dass man in (5.9) statt s — s" eine beliebige
Abbildung B(-) : Ry — L(R?) (respektive GL(R?)) zuldsst und sich nach den Konsequen-
zen hinsichtlich Theorem 5.2.2 fragt. Um diese Aussage in analoger Weise zu konservieren,
wird man dann aber vermutlich mehr von der Konvergenz in (5.9) (mit B(s) statt s")
fordern miissen, was auf einen alternativen Begriff des Anziehungsbereichs hinauslaufen
wiirde.
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Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

ACB A ist eine (nicht notwendiger Weise echte) Teilmenge von B
A* Adjungierte von A (beispielsweise fiir A € L(K"))

A° Komplement der Menge A (beziiglich eines Universums)
0A (topologischer) Rand der Menge A

Al Ay direkte Summe der linearen Operatoren A; und As

A, T A Folge (A,) mit A, C Ap4q und US2 A, = A

A, L A Folge (Ay) mit At C Ap und N92, A, = A

A @ As Produkt-o-Algebra von A; und As

B() Borelsche o-Algebra des (topologischen) Raums

B.(x) offene Kugel um z (beispielsweise fiir 2 € R™) mit Radius ¢
d

= Verteilungsgleichheit
diag(aq, ..., an) n x n Diagonalmatrix mit Diagonaleintriagen aq, ..., an,,

entsprechend fiir Blockmatrizen

det(A) Determinante von A (beispielsweise fiir A € L(K™))

(d, m)-Vektorfeld Zufallsfeld mit Werten in R™ und Indexmenge R?

E(w) Menge der Exponenten der Operator-stabilen Verteilung u
e Eulersche Zahl

e Vektor (1,...,1) (Dimension kontextbezogen)
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Im 2
14
ker(A)

AM
L0(Q, Km)

LS, )
L(K™)
L(X)

MLY(R™)

KA

j-ter Einheitsvektor

Erwartungswert der C-wertigen Zufallsvariable X (beziiglich P)

Punktmaf in z (beispielsweise fiir x € R")
f ist eine A-A’-mefibare Abbildung von 2 nach Q'
kontextbezogen die Inverse oder die Urbildabbildung von f

Gleichheit aller endlich-dimensionalen Verteilungen

Verteilungskonvergenz aller endlich-dimensionalen Verteilungen

Menge R™\ {0}

Menge aller invertierbaren Endomorphismen auf R™
Menge der beziiglich M (partiell) integrierbaren Funktionen
imagindre Einheit

unabhéngig und identisch verteilt

Imaginérteil des komplexen Vektors z (komponentenweise)
Identitatsoperator auf R"

Indikatorfunktion der Menge A

Korper (der reellen oder komplexen Zahlen)

Kern von A (beispielsweise fiir A € L(K™))

Kontrollmaf des Zufallsmafes M

Menge aller K™-wertigen (und mefbaren) Zufallsvektoren

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, P)

{f:8 — C: f ist mekbar und u-integrierbar},
wobei (5,3, ) ein beliebiger Mafraum ist

Menge aller Endomorphismen auf K™

(dargestellt als n x n Matrizen mit Eintragen aus K)
Verteilung des Zufallsvektors X

Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R", B(R™))
Einschrankung des Mafses p auf eine geeignete Teilmenge A,

entsprechend fiir Vektorrdume et cetera
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u <L v
M1 * o
H1 @ o
wOR
(Q, A P)
Pot(S)
pr;

Q(R™)

supp(y)

|T|, T*,T—
4A

(Tw)
(tB(2),lp())
tr(A)

eV,

Var p) (X)
W(0SS)

z

Z? Qv Rv (Cv N(0,<0)

#A
|- |

Fouriertransformierte des (beschrankten) Mafes

1 ist absolut stetig beziiglich v

Faltung der (beschrankten) Mafe u1 und po

Produktmafs der Mafse pq und po

Maf aus Proposition 3.4.2 (mit u und & wie dort beschrieben)
abstrakter Wahrscheinlichkeitsraum

Potenzmenge der Menge S

(kanonische) Projektion von I auf J (wobei J C I)

Menge aller Matrizen auf R™, deren Eigenwerte

strikt positive Realteile besitzen

Realteil des komplexen Vektors z (komponentenweise)
Spektrum des linearen Operators A

erzeugte o-Algebra des Mengensystems &

die durch ||-||p induzierte Einheitssphére

die (durch [|-|| induzierte) Einheitssphére {z € R™ : ||z|| = 1}
Trager des Mafes

totale, positive und negative Variation der Mengenfunktion T°
das Matrixexponential exp((Int)A)

Bildmaft von u unter der Abbildung T

verallgemeinerte Polarkoordinaten von z unter B

Spur von A (beispielsweise fir A € L(K"))

direkte Summe der Untervektorrdume V; und V5

Varianz der reellen Zufallsvariable X (beziiglich P)
Operator-selbstédhnlich (im weiteren Sinne)

komplexe Konjugation des Vektors z (komponentenweise)
Menge der ganzen, rationalen, reellen, komplexen

und natiirlichen Zahlen (inklusive Null, kleiner Null et cetera)
Kardinalitit der Menge A

Betragsfunktion auf den reellen oder komplexen Zahlen
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die euklidische Norm (beispielsweise auf R™)
oder die von ihr erzeugte Operatornorm (auf L(R™))
Betragssummennorm (auf R™ oder L(R"™))
Maximumsnorm (auf R™ oder L(R™))

die von B € Q(R") induzierte Norm (auf R™)
Frobeniusnorm auf L(R™)

Konvergenz in Verteilung

schwache Konvergenz

stochastische Konvergenz (auf (€2, A,P))
lineare Hiille der Menge A
Standardskalarprodukt (beispielsweise auf R™)
Lévy-Khintchine Tripel
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