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Vorwort

»Es ist schon ein grofer und noéthiger Beweis der Klugheit oder Ein-
sicht, zu wissen, was man verniinftiger Weise fragen solle. Denn wenn
die Frage an sich ungereimt ist und unnoéthige Antworten verlangt, so
hat sie aufser der Beschdmung dessen, der sie aufwirft, bisweilen noch
den Nachtheil, den unbehutsamen Anhérer derselben zu ungereimten
Antworten zu verleiten und den belachenswerthen Anblick zu geben,
daf einer (wie die Alten sagten) den Bock melkt, der andre ein Sieb
unterhalt.” IMMANUEL KANT

Das Sieb in IMMANUEL KANTs Gleichnis! illustriert die Vergeblichkeit eines in dop-
pelter Weise absurden Unternehmens — die ohnehin nicht zu erwartende Milch
des Bocks konnte mit einem Sieb auch gar nicht aufgefangen werden. Auf absurde
Weise schlecht gestellt ist nach KANT die ,alte beriihmte Frage” nach einem ,all-
gemeine[n| und sichere[n] Kriterium der Wahrheit einer jeden Erkenntnis“. Dabei
sei die géingige Definition der Wahrheit als ,Ubereinstimmung der Erkenntnis mit
ihrem Gegenstande” zwar zutreffend, im Grunde jedoch trivial und als Kriterium
gerade nicht hilfreich. Ein solches allgemeines und hinreichendes Kriterium der
Wahrheit konne aber gar nicht angegeben werden, ,da man bei demselben von
allem Inhalt der Erkenntnis (Beziehung auf ihr Objekt) abstrahiert, und Wahrheit
gerade diesen Inhalt angeht.

Als absurdes Unternehmen sind die Siegener Beitrége nun allerdings nicht gedacht;
lohnend ist es jedoch allemal KANTs Hinweis auch in Bezug auf ihre Leitfrage zu
bedenken. Es mag nicht mehr zeitgemaf klingen, sei aber probehalber erlaubt, die-
se Leitfrage als die ‘Frage nach dem Wesen der Mathematik’ zu formulieren. Diese
umfasst die ontologischen Fragen nach ihren Gegensténden, epistemologische Fra-
gen nach dem Status ihrer Beweise, aber auch die Frage nach ihrer Funktion in und
Wechelwirkungen mit der Gesellschaft und im Gefiige von Kiinsten und Wissen-
schaften und nicht zuletzt auch die Frage nach den Bedingungen der Moglichkeit
ihrer Lehr- und Lernbarkeit. Und jede dieser Fragen lésst sich nur mit Bezug auf

1. Fiir dieses und die folgenden Zitate vgl. KrV B82ff. Nachforschungen zu Kants Bezugnahme
auf ,die Alten* présentiert Daniel S. Robinson: Kant and Demonaz—A Footnote to the History
of Philosophy. Philosophy and Phenomenological Research 10, No. 3 (1950), 374-379.
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die historische Genese der mathematischen Begriffe, Probleme und Prozeduren
angemessen bearbeiten. Bei den Antwortversuchen eine einheitliche, allgemeine
Methodik bzw. Beschreibungssprache — gar eine mathematisch formale Sprache —
zu erwarten, ware dabei wohl ebenso ungereimt wie die Suche nach dem von KANT
verweigerten allgemeinen Wahrheitskriterium.

Ein Unternehmen wie die Siegener Beitriage wird also transdisziplinir angelegt sein
miissen, nicht in jedem Einzelbeitrag, aber in seiner Gesamtanlage. Gerade wegen
der Pluralitdt von Themen, Perspektiven und Methoden sind die Siegener Beitrige
auf einen produktiven Diskurs angewiesen, der zugleich die Vielfalt der Aspekte
wie die Einheit der Bemiihung um ein besseres Verstehen 'der’ Mathematik zur
Geltung bringt.

Wir freuen uns, hiermit den vierten Band der Siegener Beitrige, nach zwei mono-
graphischen Beitgrigen den zweiten Sammelband, vorlegen zu koénnen. Ganz im
Geiste der voranstehenden Gedanken dokumentiert er sehr eindringlich die Plura-
litdt von Themen, Perspektiven und Methoden — vereint er doch Beitréige zur Ge-
schichte der Mathematik (Nicola Oswald) und des Mathematikunterrichts (Peter
Ullrich, Tanja Hamann) sowie zur Rolle der Mathematikgeschichte fiir die Lehr-
erbildung (Sebastian Schorcht) mit Beitrédgen zur Philosophie der Mathematik in
historischer (Elena Ficara) und systematischer Perspektive (Tim Réz und Tilman
Sauer, Gregor Nickel). Damit kann er hoffentlich ein Anstof fiir den erwiinschten
produktiven Diskurs sein.

Den Autoren danken wir sehr herzlich fiir ihre Bereitschaft, daran mitzuwirken,
Herrn Daniel Rompf fiir die Bearbeitung des Manuskripts.

Ralf Krémer Gregor Nickel
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Einige Bemerkungen zur
Entstehung des Analysis-
Unterrichts bis zur Mitte des
20. Jahrhunderts

Peter Ullrich*

Zur Geschichte der Analysis als Teildisziplin der
Mathematik!

Die Vorstellungen {iber das Differenzieren als das Bestimmen von Steigungen und
iiber das Integrieren als das Bestimmen von Flacheninhalten entwickelten sich im
17. Jahrhundert. Auch wurde damals bereits erkannt, dass diese beiden Prozes-
se miteinander zusammenhingen (Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung).

Im Jahre 1696 erschien dann das erste Lehrbuch der Differentialrechnung, die ,,Ana-
lyse des infiniment petits* des Marquis G. F. A. de 'Hospital (1661-1704), der sich
allerdings — fiir eine jahrliche Rentenzahlung von 300 Livres — der Fachkompetenz
von Johann Bernoulli (1667-1748) als ,,ghostwriter” versichert hatte.

Das einfluireichste Analysis-Lehrbuch des 18. Jahrhunderts war die 1748 zum
ersten Mal erschienene ,Introductio in Analysin Infinitorum® von Leonhard Euler
(1707-1783). Wer allerdings nach dem theoretischen Unterbau dieses Werkes sucht,

*. Dieser Text ist in einer Zeit der fachlich fruchtbaren und menschlich angenehmen Zusam-
menarbeit mit Wolfgang Hein in Siegen entstanden.

1. So trivial diese Aussage auch erscheinen mag, so grundlegend sind doch ihre Konsequenzen:
Auch die Analysis hat eine Geschichte!
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wird feststellen, dass Euler darin nur sehr selten Konvergenzfragen anspricht und
unbefangen mit ,unendlich grofen Zahlen“ wie dem ¢ in der Darstellung

2\
€z=(1+—.)
(2

der Exponentialfunktion arbeitet oder auch mit ,,unendlich kleinen Zahlen“ wie
dz.

Erste Ansétze zu einer strengeren Begriindung der Infinitesimalrechnung gab es
jedoch durchaus: So leitete Isaac Newton (1642/43-1727) in seinen ,,Principia Ma-
thematica“ (1687) Ergebnisse, die heutzutage der Differentialrechnung zugerech-
net werden, der besseren Uberzeugungskraft wegen geometrisch her. Auch Julius
Pliicker (1801-1868), der akademischer Lehrer Felix Kleins (1849-1925) pflegte in
seinen Bonner Vorlesungen in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts einen geome-
trischen Zugang zur Differential- und Integralmathematik.

Andererseits gab es eine starke Stromung, die Infinitesimalrechnung algebraisch
zu fundieren, indem man zum Beispiel wie schon Euler mit unendlichen Summen
genau so rechnete wie mit endlichen, also Potenzreihen als ,unendliche” Polyno-
me behandelte. In Frankreich betrachtete Joseph Louis Lagrange (1736-1813) in
seiner ,, Théorie des fonctions analytiques® (1797) nur solche Funktionen, die in
Potenzreihen entwickelbar sind:

flz) = Z a, (T — zo)".
v=0

Die Ableitung solch einer Funktion an der Stelle xy wurde von ihm definiert(!)
als

f/(l'o) =ai.

In Deutschland wurde dieses Gebiet der ,Algebraischen Analysis* dominiert durch
die von Karl Friedrich Hindenburg (1741-1808) begriindeten Schule der ,kom-
binatorischen Analysis®, die sich intensiv mit Manipulationen an (Potenz)Reihen
beschiftigte, wie Ausmultiplizieren von Produkten, Potenzieren und Invertieren.

Die heutzutage iibliche arithmetische Fundierung von Differential- und Integral-
rechnung mittels ,,“ und ,,6* begann sich erst ab 1820 zu entwickeln mit dem
,Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique® (1821) von Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857). Ab 1860 wurde ein derartiger ,strenger* Zugang von Karl Weierstrafs
(1815-1897) in seinen Vorlesungen in Berlin propagiert. Weierstraft gab auch eine
der ersten formalen Definitionen der reellen Zahlen; andere stammen von Richard
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Dedekind (1831-1916) und Georg Cantor (1845-1918).2

Das 19. Jahrhundert: von Humboldt, Stivern und
Schellbach

Unter Wilhelm von Humboldt (1767-1835) wurde das preuRische® Unterrichtswe-
sen grundlegend reformiert. Insbesondere wurde das Schulwesen der Oberaufsicht
des Staates unterstellt.

Dies fiihrte unter anderem dazu, dass in den Jahren 1809 bis 1816 zum erstem
Mal ein Lehrplan fiir Gymnasien aufgestellt werden mufite. Bei den Beratungen zu
diesem, der mit dem Namen von Johann Wilhelm Siivern (1775-1829) verbunden
wird, hatte sich — der Schulpraktiker — Georg Wilhelm Bartholdy (1765-1877)
dafiir ausgesprochen, ,erste... Griinde... der Differential- und Integralrechnung®
aufzunehmen, was jedoch bei der finalen Redaktion entfiel.

Andererseits war der Siivernsche Lehrplan auch nur als Minimalprogramm gedacht,
in dem die fiir alle Gynmasien verpflichtenden Stoffe aufgefithrt wurden: So wurde
beispielsweise in der Geometrie Euklids ,,Elemente* als verpflichtend erwéhnt, nicht
aber die Kegelschnitte.

Der Bereich der Zahlen- und Funktionenlehre war geméft dem Konzept der Alge-
braischen Analysis strukturiert [Jahnke, S. 376]:

— die 4 Species mit ganzen und gebrochenen Zahlen,
— die 4 Species mit Buchstaben,

— Zahlensysteme (speziell das dekadische),

entgegengesetzte Grofen,

Polynome,

— Potenzrechung (speziell Quadrat- und Kubikwurzeln),

2. Es ist bemerkenswert, dass Cauchy, Weierstrafs und Dedekind zu der Zeit, als sie Beitrige zu
den Grundlagen der Analysis leisteten, Vorlesungen fiir eine Horerschaft hielten, die Mathematik
nicht um ihrer selbst studierte, sondern sie anwenden wollte.

Was Cantor betrifft, so hatte dieser in Berlin Vorlesungen bei Weierstraff gehoért. Nur Bern-
hard Bolzano (1781-1848) fillt aus dem Schema, dass die arithmetische Grundlegung der Infi-
nitesimalrechnung aus Vorlesungen fiir Anwender entstand. Allerdings wurden seine, in relativer
Abschiedenheit entwickelten, Beitrage zu seinen Lebzeiten kaum rezipiert.

3. Zwar bildete Preufsen nur einen Teil des deutschen Sprachraums; fiir die im folgenden be-
schriebenen Entwicklungen hatte es aber in grofsen Teilen Schrittmacherfunktion.



4 Peter Ullrich

— Proportionen,

— Gleichungen des ersten und zweiten Grades,

— Diophantische Gleichungen, Kettenbriiche,

— Logarithmen,

— irrationale und imaginire Grofen,

— kubische und héhere Gleichungen,

— Progressionen (Folgen),

— Kombinatorik,

— unendliche Reihen und analytische Operationen mit unendlichen Reihen,
— binomischer Satz.

(Insbesondere stammt das Ordnungsprinzip der Zahlbereichserweiterungen im heu-
tigen Lehrplan von dieser Strukturierung ab.)

Der ,Taylorsche Lehrsatz* wurde zwar erwéahnt, jedoch nicht als Bestandteil der
Differentialrechnung behandelt, sondern durch das Umentwickeln von Potenzrei-
hen gewonnen.

Die politische Restauration in den Jahren nach 1815 wirkte sich auch auf den
Bildungsbereich aus, unter anderem als Tendenz, die Humboldtschen Reformen
riickgéngig zu machen — und dabei auch noch hinter die Praxis der preufischen
Aufklarung zuriickzufallen —, indem man die ,Realien”, zu denen auch die Mathe-
matik gezdhlt wurde, zugunsten der alten Sprachen wieder zuriickdrangte.

Im Sinne dieser Zeitstromung ist etwa die Circular-Verfiigung in der preufischen
Provinz Sachsen aus dem Jahre 1826 zu sehen, die die Differential- und Integral-
rechnung als Schulstoff ausschlofs, oder auch die 1834 erfolgte Festlegung, dass der
als Minimalkatalog angelegte Siivernsche Lehrplan im Hinblick auf die Mathema-
tik auch als Maximalkatalog anzusehen war (was insbesondere die Kegelschnitte
endgiiltig aus dem Unterricht entfernte).

Diese restriktive Haltung beziiglich der Differential- und Integralrechnung war al-
lerdings keinesfalls auf die (humanistischen) Gymnasien beschrankt: 1882 wurde
durch Ministerialverfiigung deren Behandlung fiir Realgymnasien, 1892 auch fiir
Oberrealschulen verboten.
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Ein Beispiel dafiir, wie in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts Stoff behandelt
wurde, den man heute im Analysis-Kurs findet, ist die Bestimmung von Extrema
mittels der Methode von Karl Heinrich Schellbach (1804-1892)%:

Um die Extrema einer Funktion f(z) zu bestimmen, verwendete man dabei im
wesentlichen den ,,Satz von Fermat® in der algorithmischen Fassung, die Pierre de
Fermat (1601(?7)/07(?)-1665) selbst gegeben hatte:

e Man teile f(x +¢) — f(z) durch .
e Man setze in dem Ergebnis ¢ gleich 0.

e Eine (notwendige) Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums ist dann,
dass der so entstandene Ausdruck verschwindet.

(Ein konkretes Beispiel, wie mit diesem Verfahren vor hundert Jahren Aufgaben
in der Schule gerechnet wurden, findet sich im néchsten Abschnitt.)

Felix Klein interpretierte diese Methode so, dass Schellbach damit das Verbot der
Kultusverwaltung hinsichtlich der Infinitesmalrechnung habe umgehen wollen (et-
wa in ,Vortrage iiber den mathematischen Unterricht an den héheren Schulen®,
Teil 1, Teubner 1907, S. 108). Allerdings sollte man keinesfalls die Moglichkeit au-
fer acht lassen, Schellbach habe sich — aus padogogischen Uberlegungen — nicht
an die ,Epsilontik“ begeben wollen: 1860, als Schellbach seine ,Mathematische[n]
Lehrstunden. Aufgaben aus der Lehre vom Gréfiten und Kleinsten® verdffentlich-
te, begann Weierstralt gerade mit seinen strikt ,arithmetisierten Vorlesungen in
Berlin, und diese waren fiir die Studenten keinesfalls einfache Kost.

Ein Beispiel von vor hundert Jahren: Hermann
Weyls Abiturarbeit

Als Beispiel wére natiirlich im wesentlichen fast jede Mathematikklausur der pas-
senden Zeit geeignet; nur ist Hermann Weyl (1885-1955)%, der Abiturient, aus
dessen Abiturarbeit im folgenden zitiert wird, so prominent, dass seine Arbeit
nach fast einem Jahrhundert als Dokument publiziert wurde.

4. Lehrer am Friedrich-Werderschen Gymnasium in Berlin; erster Leiter des 1855 gegriin-
deten ersten mathematisch-pddagogischen Seminars; ein grofter Teil der Mathematiker, die im
19. Jahrhundert in Berlin wirkten, wurde von ihm ausgebildet, sei es als Schiiler oder als Lehr-
amtskandidat.

5. 1908 Promotion bei David Hilbert, 1913 Professor an der ETH Ziirich, 1930 Professor in
Gottingen, 1933 Griindungsmitglied des Institute for Advanced Study in Princeton (neben, u. a.,
Albert Einstein), dort bis 1951 tétig.



6 Peter Ullrich

Die Abiturpriifung fand 1904 am ,Koniglichen [Gymnasium] Christianeum in Al-
tona® statt. (Wohlgemerkt, Altona gehorte damals zu Preufen und wurde erst
1937/38 nach Hamburg eingemeindet.)

Die erste Aufgabe der Mathematikarbeit lautete:
»Um ein Parallelogramm ein Dreieck von kleinstem Inhalte zu legen.”

Mit h der Hohe des Parallelogramms, y der des Dreicks leitete Weyl zunéchst her,
dass die gestellte Aufgabe darauf fithrt, dass

,die Funktion

ein Mininum*
wird [Elsner, S.7].
Dies loste er wie folgt [Elsner, S. 7-8]:

»,Die Bedingung hierfiir lautet:

fly+e)=f(y)

oder
(y+e)3? ¢

y+e—h y—h’

also
(y+e)’(y—h)=y*(y—h+e).

Daraus findet man mit Und[!|erdriickung der von hoherem Grade un-
endlich kleinen GliederS:

v (y —h)+2ye(y — h) = y*(y — h) + €.
Kiirzt man mit ye, so:
mithin
y = 2h".

Weyl standen aber auch noch andere Moglichkeiten zur Verfiigung, um diese Auf-
gabe zu 16sen. Am Ende seiner Arbeit fiigte er noch an [Elsner, S. 13-14]:

6. Der Lehrer, Dr. Karl Eichler, notierte hier als Korrektur ,der unendlich kleinen Glieder von
hoéherem Grade“.
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,, Weitere Losungen zu Aufgabe I:
Auch die sogenannte Diskriminantenmethode fiihrt bei dieser Aufgabe

zum Ziel. Aus

folgt ndmlich
y* — fy+ fh=0.

Rechnet man aus, so:

fEVI?P—4rh

x[lies: 2]

Da fiir Minimum die Diskriminante zu Null werden mufs, so erhélt man:

f=4h, y:£:2h.

Am einfachsten fiihrt die Anwendung der Differentialrechnung zum
Ziel. Aus

ergibt sich unmittelbar

df _ 2y(y—h) — ¢

= =0
dy (y —h)? ’

also
y = 2h".

Es sei dabei jedoch darauf hingewiesen, dass laut dem Jahresbericht des Chris-
tianeums von Jahre 1904 Differentialrechung gar nicht im Unterricht behandelt
wurde.

Die erste Halfte des 20. Jahrhunderts: Klein und
die Folgen(den)
Zur Zeit von Weyls Abiturarbeit, also Ende des 19., Anfang des 20. Jahrhunderts,

wurde einerseits allgemein akzeptiert, dass die Differential- und Integralrechnung
méchtige Hilfsmittel zur Verfligung stellt, um — durchaus anwendungsorientierte —
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Aufgaben zu 16sen (man vergleiche etwa Weyls obigen Kommentar). Andererseits
gab es seitens der ,,Abnehmer* mathematischer Bildung, etwa der Ingenieure, und
auch der Schulpraktiker massive Vorbehalte gegeniiber der als zu abstrakt empfun-
denen Infinitesimalmathematik in ihrer arithmetisch begriindeten Fassung. Felix
Klein, der selbst Vorbehalte gegeniiber einer im Weierstrafischen Stile durchge-
fithrten Analysis hatte, setzte sich dennoch fiir eine Einbeziehung der Differential-
und Integralrechnung in den Schulunterricht ein.

Auf der Allgemeinen Schulkonferenz vom Juni 1900 wurde zwar die verpflichtende
Beriicksichtigung der Infinitesimalrechnung noch abgelehnt. Auf der Jahresver-
sammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1905 in Meran legten Klein
und andere dann jedoch ein Diskussionspapier zur generellen Reform des Ma-
thematikunterrichts vor, das zur Grundlage der sogenannten ,Meraner Reform®
wurde.

Beziiglich der Differential- und Integralrechnung machte dies den Kompromifsvor-
schlag, dass die Frage von deren Behandlung dem Fachlehrer iiberlassen werden
sollte. In der Praxis setzte sich dieser Kompromif relativ rasch (d.h., bis Anfang
des Ersten Weltkriegs) durch. Obligatorischer Schulstoff wurde die Differential-
und Integralrechnung allerdings erst durch die Richtertsche Schulreform im Jahre
1925. Die darauffolgenden Jahre brachten dann keine Weiterentwicklung, die Zeit
des ,,Dritten Reiches sogar eine Reduktion der Mathematikausbildung.

Nach dem Ende des Zweiten Weltkriegs wurde in den westlichen Besatzungszo-
nen bzw. der Bundesrepublik an die Tradition der ,Weimarer Republik® ange-
kniipft. Den Anspruch, wenn auch nicht unbedingt die Realitét, des Analysisun-
terrichts in jener Zeit kann man dem ,Kasseler Lehrplan“ von 1953 entnehmen
(nach [Blum/Té6rner, S. 187]):

»11. Schuljahr: Arithmetische und geometrische Folgen und Reihen.
Anwendungen aus der Finanzwirtschaft und Versicherung. Zahlenfol-
gen. Grenzwertbegriff. Die unendliche geometrische Reihe. Einfiihrung
in die Differerentialrechnung am Beispiel ganzer rationaler Funktionen.
Der Begriff des Integrals. Die Bedeutung infinitesimaler Begriffe und
Verfahren fiir Geometrie und Physik. Die Winkelfunktionen . ..

12. und 13. Schuljahr: Weiterfiihrung der Infinitesimalrechnung: Ge-
brochene rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, Winkelfunktionen,

Exponentialfunktion, logarithmische Funktionen, Anwendungen auf
Kurvenuntersuchungen und physikalische Probleme. Fehlerrechnung.
Néherungsverfahren zur Losung von Gleichungen. Flachenberechnun-
gen, Rauminhalt von Drehkoérpern.”
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Zur weiteren Entwicklung vergleiche man die historischen Abschnitte der einschlé-
gigen Werke zur Didaktik der Analysis wie etwa [Blum/T6rner, Kapitel B.1| und,
insbesondere fiir die Zeit nach 1983, [Tietze/Klika/Wolpers, Abschnitt 7.1].

Literatur
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David Hilbert, ein Schiiler von
Adolf Hurwitz?

Nicola Oswald

Der Mathematiker Adolf Hurwitz (1859 - 1919) zeichnete sich stets durch ein zu-
riickhaltendes Auftreten aus. Dies schlagt sich noch in der modernen Rezeption
seines Lebenswerks nieder. Obwohl seine Resultate, Teilgebiete der Mathematik
iibergreifend, weitreichenden Einfluss hatten, ist iiber sein Leben sowie seinen wis-
senschaftlichen Werdegang wenig bekannt.! Eine wesentlich auffilligere Person-
lichkeit stellt hingegen David Hilbert (1862 - 1943) dar, der hiufig als einer der
letzten Vertreter der so genannten Universalmathematiker angefiihrt wird. Hilbert
hatte enormen Einfluss auf eine heutzutage auch als ,Moderne der Mathematik*
(Gray 2008) bezeichnete Epoche der Mathematik, die einen gewissen Umschwung
innerhalb der Grundlagenforschung der Mathematik markiert.? Gerade auf Grund
dieser ungleichen Prominenz bleibt meist im Verborgenen, dass Hilbert ein Schiiler
Hurwitz’ war. Ein Blick auf die wissenschaftlichen Vitae der beiden Mathematiker
zeigt jedoch den tiefgehenden Einfluss, den der Lehrer auf seinen Schiiler ausiib-
te.

Im Archiv der ETH Ziirich wird der Nachlass von Adolf Hurwitz verwahrt, darun-
ter dreiffig mathematische Tagebiicher (Hurwitz 1882-1919). Diese werden nach-
folgend im Kontext der wissenschaftlichen Beziehung von Adolf Hurwitz zu seinem
Schiiler David Hilbert analysiert. Hierbei steht insbesondere die Frage im Vorder-
grund, zu welchem Zeitpunkt das Lehrer-Schiiler-Verhéltnis der beiden Kollegen
schliefilich iiberwunden wurde.

1. Tatsachlich war Adolf Hurwitz’ Leben nicht nur duflerst interessant, sondern ermoglicht
dariiber hinaus einen Einblick auf die Situation im wissenschaftlichen Betrieb des ausklingenden
19. Jahrhunderts. Fiir mehr Informationen siehe (Rowe 2007; Oswald und Steuding 2014).

2. Zahlreiche wissenschaftliche Arbeiten beschéftigen sich mit dem Leben und Werk David
Hilberts, siehe u. a. (Reid 1970; Tapp 2013).
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Die Anfange

Ein erstes Zusammentreffen der beiden Mathematiker fand im Jahr 1884 in Ko-
nigsberg statt, wo Adolf Hurwitz auf seine erste Professur berufen worden war. Im
Riickblick erinnerte sich der Jiingere:

Sein freundliches und offenes Wesen gewann ihm, als er nach Konigs-
berg kam, rasch die Herzen aller, die ihn dort kennenlernten [...]* (Hil-
bert 1921, S. 167)3

David Hilbert, der in der Residenzstadt aufgewachsen war und dort studierte,
galt zu dieser Zeit bereits als wissbegieriger junger Nachwuchsforscher, der nach
fortschrittlicher Mathematik verlangte. Fiir ihn und seinen Freund und Kommi-
litonen Hermann Minkowski (1864 - 1909), der als auferordentliches Talent ge-
handelt wurde, war es sicherlich eine gliickliche Fiigung, dass Adolf Hurwitz ihr
neuer Lehrer und Mentor wurde. Da dieser nicht nur mit der von Alfred Clebsch
(1833 - 1872) und seinem Doktorvater Felix Klein (1849 - 1925) geprigten ma-
thematischen Schule vertraut war, sondern dariiber hinaus in Berlin bei Leopold
Kronecker (1823 - 1891) und Karl Weierstrass (1815 - 1897) studiert hatte, ist der
Beitrag seiner Kenntnisse auf den Kénigsberger Lehrbetrieb hoch einzuschitzen.*
Tatséchlich schrieb Hilbert in seinem Nachruf auf Adolf Hurwitz selbst (S. 162):

»Hier wurde ich, damals noch Student, bald von Hurwitz zu wissen-
schaftlichem Verkehr herangezogen und hatte das Gliick, durch das
Zusammensein mit ihm in der miihelosesten und interessantesten Art
die Gedankenrichtungen der beiden sich damals gegeniiberstehenden
und doch einander so vortrefflich ergdnzenden Schulen, der geome-
trischen Schule von Klein und der algebraisch-analytischen Berliner
Schule kennenzulernen. [...] Auf zahllosen, zeitweise Tag fiir Tag un-
ternommenen Spaziergingen haben wir damals wihrend acht Jahren
wohl alle Winkel mathematischen Wissens durchstébert, und Hurwitz
mit seinen ebenso ausgedehnten und vielseitigen wie festbegriindeten
und wohlgeordneten Kenntnissen war uns dabei immer der Fiihrer.”

Ferner zitierte ihn Otto Blumenthal (1876 - 1944), ein vormaliger Doktorand Hil-
berts, wie folgt: ,Wir, Minkowski und ich, waren ganz erschlagen von seinem Wis-
sen und glaubten nicht, dass wir es jemals so weit bringen wiirden.* (Blumenthal

3. Hier zitieren wir aus der Gedachtnisrede ,Adolf Hurwitz‘ von David Hilbert vom 15. Mai
1919, die im Rahmen einer &ffentlichen Versammlung der Koniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaftlichen Gottingen gehalten wurde, auch verdffentlicht unter (Hilbert 1920).

4. Insbesondere im Bezug auf die geometrische und analytische Herangehensweise an Probleme
der Funktionentheorie (Blumenthal 1932, S. 390)
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1932, S. 390) Abgesehen von seiner wissenschaftlichen Expertise war Adolf Hur-
witz augenscheinlich im besonderen Mafse um die Betreuung seiner Studierenden
bemiiht. ,In den Ubungen war er stindig darauf bedacht, durch anregende Auf-
gaben zur Mitarbeit heranzuziehen, und es war charakteristisch, wie oft man ihn
in seinen Gedanken auf der Suche nach geeigneten Aufgaben und Problemstellun-
gen fiir Schiiler antraf. (Hilbert 1921, S. 166), erinnerte sich der frithere Student
Hilbert, sowie: ,Anregungen vermittelten das Mathematische Kolloquium [...], vor
allem aber die Spaziergdnge mit Hurwitz ,nachmittags prézise 5 Uhr nach dem
Apfelbaum“.* (Blumenthal 1932, S. 393) Diese Gewohnheit mathematischer Spa-
ziergénge mit Studierenden wurde spater von David Hilbert fortgefiihrt und Zeit
seines akademischen Werdegangs beibehalten.

Folglich war es zu Beginn naturgeméf Hilbert, der von seinem Lehrer Adolf Hur-
witz enorm profitierte. Im Jahr 1892 erhielt er seine erste Professur als Hurwitz’
Nachfolger in Konigsberg.

Wissenschaftliche Lebenswerke

Sowohl Adolf Hurwitz als auch David Hilbert kénnen als universelle Mathematiker
bezeichnet werden: Beide hatten einen umfangreichen Kenntnisstand und forschten
innerhalb einer Vielzahl mathematischer Disziplinen. Dariiber hinaus waren beide
extrem produktiv. Einen ersten Eindruck davon erhélt man durch die circa 1350
Seiten umfassenden, wissenschaftlich einflussreichen ,Gesammelten Abhandlungen
I - III‘ von Hilbert (Hilbert 1935) sowie durch Adolf Hurwitz’ ,Mathematisches
Werk I + IT° (Hurwitz 1932) mit mehr als 1400 Seiten.

Ohne einen Anspruch auf Vollstdndigkeit zu erheben, soll hier zunéchst ein stark
konzentrierter Uberblick iiber das mathematische Werk David Hilberts gegeben
werden. Dabei halten wir uns an die sehr lesenswerte, biographische ,Lebensge-
schichte‘ (Blumenthal 1932), die von Otto Blumenthal tiber Hilbert verfasst wurde.
Die folgende Liste skizziert das breite wissenschaftliche Spektrum des Mathemati-
kers. Hierbei sei bemerkt, dass die Aufzdhlung anhand moderner Begrifflichkeiten
geordnet ist und insbesondere einige Resultate, Verdffentlichungen oder Vortrage
hervorgehoben sind, die bei der anschliefenden Analyse im Zusammenhang mit
Adolf Hurwitz’ Arbeiten dienen werden.

e 1885 - 1892 Algebra: Invariantentheorie

1. 1890 ,Ueber die Theorie der algebraischen Formen‘ (Hilbert 1890)
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2. 1892 ,Ueber die Irrationalitit ganzer rationaler Funktionen mit ganz-
zahligen Koeffizienten (Hilbert 1935, Bd. II, Nr. 18) mit ,Irreduzibili-
téatssatz' (Blumenthal 1932, S. 393)

1892 - 1899 Zahlentheorie: Theorie der Zahlkorper

1. 1893 Vereinfachung des Beweises von Hermite-Lindemann der Tran-
szendenz von e und 7 (Hilbert 1935, Bd. I, Nr. 1)

2. 1894 ,Zwei neue Beweise fir die Zerlegbarkeit der Zahlen eines Kirpers
in Primideale‘ (Bd. I, Nr. 2)

3. 1896 ,Die Theorie der algebraischen Zahlkorpert (Bd. I, Nr. 7), auch
,Zahlbericht’ genannt, beinhaltet Idealtheorie

1891 - 1902 Geometrie: Axiomatisierung der Geometrie
1. 1895 - 1903 ,Grundlagen der Geometrie‘ mit Anhangen (Hilbert 1903)

2. 1895 ,Uber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte
(Anhg. 1)

1900 , Uber den Zahlbegriff ¢ (Hilbert 1900b): Axiomatisierung der Arithmetik

1900 Hilbert postulierte seine bekannten 23 Mathematischen Probleme bei
dem Internationalen Mathematikerkongress in Paris (Hilbert 1900a)

1902 - 1910 Funktionentheorie: Variationsprobleme, Unabhingigkeitssatz

1904 - 1910 Lineare Algebra, Funktionalanalysis: ,Grundzige einer all-
gemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen mit Mitteilungen (Hil-
bert 1904, 1906), beinhalten neue Terminologie

1907 (1910 veroffentlicht) Analysis verkniipft mit Geometrie: Analyti-
sche Neubegriindung von Minkowskis Theorie iiber Volumen und Oberfla-
chen konvexer Korper in (Hilbert 1910)

1907 Analysis verkniipft mit Zahlentheorie: ,Beweis der Darstellbar-
keit der ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl nter Potenzen (Waringsches
Problem).‘ (Hilbert 1909)

1902 - 1918 Axiomatisierung von Physik und Mechanik: Relativitdtstheorie
1904 - 1934 Mathematische Grundlagen

1. 1904 Erster Vortrag in Heidelberg zu ,Aziomatisierung der Zahlenlehre*
(Blumenthal 1932, S. 421)

2. 1922 - 1934 Hilbertprogramm: Formalismus und Beweistheorie
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3. 1931 ,Die Grundlegung der elementaren Zahlenlehre.‘ (Hilbert 1931)

Obwohl David Hilbert und Adolf Hurwitz sich hinsichtlich ihrer aufserordentlichen
Produktivitit sehr dhnelten, deutet ihr Auftreten innerhalb der wissenschaftli-
chen Gemeinschaft auf recht unterschiedliche Charaktere hin. Wahrend Hilbert als
eher extrovertiert beschrieben wurde und sich daran ,gew6hnte |[...], ein beriihm-
ter Mann zu sein” (Blumenthal 1932, S. 407), ,mied [Hurwitz| jedes persénliche
Hervortreten im akademischen und 6ffentlichen Leben* (Hilbert 1921, S. 167) und
bevorzugte es, in kontinuierlicher, stiller Weise zu arbeiten. Dies zeigt sich unter
anderem in Hurwitz’ konsequenter, nahezu akribischer Art, mathematische Tage-
biicher zu fiihren, welche im Folgenden mit den aufgefiihrten Forschungsgebieten
David Hilberts in Beziehung gesetzt werden.

Analyse

,Es soll schon hier vorgreifend iiber das selten harmonische und fruchtbare Zusam-
menarbeiten dieser drei Mathematiker berichtet werden.“, schreibt Otto Blumen-
thal (Blumenthal 1932, S. 390) und bezieht sich dabei auf den regen mathemati-
schen Austausch zwischen Minkowski, Hilbert und Hurwitz. Zahlreiche Eintrage
in den mathematischen Tagebiichern (Hurwitz 1882-1919) weisen direkte oder in-
direkte Bezlige zu Hilberts Arbeiten auf.

Wie bereits erortert, profitierte in den ersten Jahren ihrer Bekanntschaft zwei-
fellos David Hilbert von seinem Lehrer. Augenscheinlich wurde Hurwitz jedoch
sehr schnell auf seinen talentierten Studenten aufmerksam. Ein erster entspre-
chender Eintrag befindet sich auf Seite 44 des sechsten Tagebuchs® (Nr. 6) mit
der Uberschrift ,Der Nother’sche Satz (nach einer Mitteilung von Hilbert)“. Hier
macht sich Hurwitz vertraut mit dem so genannten ,Fundamentalsatz der Theorie
der algebraischen Funktionen‘ von Max Noether (1844 - 1921), der Eigenschaften
einer zu zwei algebraischen Kurven assoziierten Linearform diskutiert. Interessan-
terweise folgt auf der néchsten Tagebuchseite ein Eintrag mit dem Titel ,Hilberts
Fundamentalsatz“, welcher sich mit einer aus homogenen Funktionen gebildeten
Linearform auseinandersetzt:

5. Von April 1888 bis November 1889
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Abbildung 1: ,Hilbert’s Fundamentalsatz. Es seien f1, fo, ..., fr,... eine unendliche
Reihe von homogenen Funktionen von x1,xs,...%,. Dann ist die Behauptung,
dafi n so bestimmt werden kann, daff fr = A1 f1 + Aafo+ -+ Apfn fir jedes r,
wobei A1, As, ..., A, ganze homogene Functionen von x1,Za,...,Ty."

Diese Notiz kann einerseits als Fortfilhrung und Erweiterung des Noetherschen Sat-
zes betrachtet werden, andererseits stellt sie eine frithe Version des so genannten
,Hilbertschen Basissatzes‘ dar. Auch wenn es den Anschein macht, dass Hurwitz
interessiert, vielleicht sogar inspiriert, von Hilberts Formen- und Invarianthentheo-
rie war, erforschte er in seiner Arbeit ,Uber die Erzeugung der Invarianten durch
Integration‘ ein ,neues Erzeugungsprinzip fiir algebraische Invarianten, das es ihm
ermoglicht, ein [von Hilbert| eingeschlagenes Verfahren [...] anzuwenden.*(Hilbert
1921, S. 164) Diese Formulierung stammt von Hilbert selbst und kann derart in-
terpretiert werden, dass Hurwitz die Anwendung einer von Hilberts Methoden
auf eine gewisse Art verbesserte. Mindestens drei weitere Eintridge widmet Hur-
witz in seinen Notizbiichern (Nr. 8, S. 207; Nr. 14, S. 204; Nr. 25, S. 77) dem
Hilbert’schen ,Formensatz“, heutzutage Basissatz genannt. Insbesondere im vier-
zehnten Tagebuch® (Hurwitz 1882-1919, Nr. 14) haben Hurwitz’ Kommentare zu
Hilberts Resultaten die Tendenz belehrend zu wirken. Zu Beginn schreibt er:
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Abbildung 2: ,,Der Beweis des Hilbert’schen Theorems II (Ann 36. p. 485) ist wohl
am leichtesten so aufzufassen: [...].%

Dies vermittelt den Anschein, dass Hilberts Ideen beziehungsweise seine Beweis-
art sprachlich vereinfacht werden sollten. Dem entspricht Hurwitz’ Notiz auf der
néchsten Seite:

6. Von Januar 1896 bis Februar 1897
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Abbildung 3: ,,Der Hilbert’sche Satz gilt auch noch fiir Formen, deren Coeff. ganze
Zahlen eines endlichen Zahlkérpers sind.“”

Diese Verallgemeinerung ist dahingehend bemerkenswert, dass man sie als Grund-
lage einer spéateren Version des Hilbertschen Basissatzes werten kann: Der Poly-
nomring K[X1,...,X,] tber einem Kérper K ist Noethersch.

Im Jahr 1891 verdffentlichten Hurwitz und Hilbert eine erste gemeinsame Note
(Hilbert 1935, Bd. II, Nr. 17), in welcher sie verwenden, ,dal eine gewisse, eine
Anzahl Parameter enthaltende irreduzible ternédre Form auch fiir allgemeine ganz-
zahlige Werte dieser Parameter irreduzibel bleibt.“ (Blumenthal 1932, S. 393).
Otto Blumenthal bezeichnet dies als Voraussetzung fiir Hilberts ,Irreduzibilitats-
satz‘ (Hilbert 1935, Bd. II, Nr. 18) von 1892. Zu diesem Zeitpunkt war der Einfluss
noch stark auf Adolf Hurwitz’ Seite.

Aus seinen ersten Jahren als Privatdozent in Konigsberg, zu einer Zeit, in der
Hilbert sich vornehmlich mit Zahlkérpertheorie auseinandersetzte, berichtet dieser
von seinen gemeinsamen Spaziergdngen mit Hurwitz, wihrend derer die Theorien
von Dedekind und Kronecker diskutiert wurden.

»Einer nahm den Kroneckersches Beweis fiir die eindeutige Zerlegung
in Primideale vor, der andere den Dedekindschen, und beide fanden
wir scheufslich.“ (Blumenthal 1932, S. 397)

Trotz dieses kritischen Urteils erwies sich ihre Zusammenarbeit als duflerst ergie-
big. Zuerst war es Hilbert, der eine Veroffentlichung aufbauend auf seinem Vortrag
,Zwei neue Beweise fiir die Zerlegbarkeit der Zahlen eines Kérpers in Primideale‘®
aufsetzte. Dariiber hinaus verdffentlichte Adolf Hurwitz, der sich ebenso mit alge-
braischen Zahlkdrpern beschéftigte, ein Jahr spéter einen weiteren Beweis in seiner
Arbeit ,Der Euklidische Divisionssatz in einem endlichen algebraischen Zahlkor-
per‘. Diesen bezeichnete Hilbert als ,bemerkenswert durch die Analogie mit dem
Euklidischen Algorithmus in der elementaren Zahlentheorie* (Hilbert 1921, S. 165)
und gab Hurwitz’ Beweis in seinem beriihmten ,Zahlbericht® den Vorrang. Es
macht den Anschein, dass selbst nach Hurwitz’ Umsiedelung nach Ziirich im Jahr

7. Wir kénnen davon ausgehen, dass Hurwitz hier ,algebraisch® anstelle von ,endlich‘ meinte.

8. Gehalten in Miinchen im September 1893 bei einer Versammlung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung

9. Eigentlich ,Die Theorie der algebraischen Zahlkérper
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1892 und Hilberts daran anschliefender eigener Professur in Konigsberg, der Jiin-
gere noch unter leichtem Einfluss seines fritheren Lehrers stand. Dieser Eindruck
wird durch zwei Eintrige von 1898 und 1899 im fiinfzehnten'® und im sechzehn-
ten!! Tagebuch (Hurwitz 1882-1919, Nr. 15, Nr. 16) verstiirkt, beide mit direktem
Bezug auf Hilberts ,Zahlbericht’. Im Verzeichis des Erstgenannten findet man den
Titel ,,Zu Hilbert’s ,, Kérperbericht* “ und die entsprechende Notiz beginnt mit den
Worten:

A;I,:Hrr ﬁ/wt‘iﬂﬁf prret J‘H&i&% {i.mtx wof db?ms{:f Wt{(rn-ra-‘fm
Abbildung 4: ,,Zum Capitel V von Hilberts Bericht ist Folgendes zu bemerken.“

Im Folgenden setzt Hurwitz, unter Verwendung eines Resultats von Hilbert, des-
sen Arbeit iiber die Zusammensetzung von Idealen von Unterkérpern von Zahl-
korpern fort. Zahlkérper werden hier mit K beziehungsweise k; und Ideale mit o
beziehungsweise ¥; (i = 1,2, 12) bezeichnet.
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Abbildung 5: ,,Nach Hilbert p. 209 hat man [...] und die Gleichung 9912 = 919
wirde liefern O, Ok, = gy, ©

Im Anschluss beweist Hurwitz zunéchst die Konsequenz dy, 9y, = J,, der Hil-
bertschen Formel und vergleicht diese mit seiner eigenen Vermutung.
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Abbildung 6: ,Ich vermuthe, dafi der Satz gilt: Ist K aus k1, ko zusammengesetzt,
ferner k1o der gréfite gemeinsame Divisor von k1 und ke so ist 90k, = Vg, Vi,
wo ¥, H12,01,02 die Grundideale der Korper K, kia, ki, ky.“!?

10. Von Februar 1897 bis Méarz 1898
11. Von Méarz 1898 bis Februar 1899
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Als Konsequenz leitet Hurwitz ein neues Resultat zu algebraischen Zahlkérpern
ab:
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Abbildung 7: ,[...] folglich besteht allgemein der Satz: 9 = %, wo ¥ ein gemein-
samer Divisor von ¥, und 9¥5.7%Oder auch: In der Gleichung 9192 = 90912 - j
ist Y12 - j ein gemeinsamer Divisor von t und ¥2.%

Aus diesem Eintrag lésst sich schlieien, dass Hurwitz den ,Zahlbericht‘ als eine
Art Lehrbuch verwendete. Vielmehr jedoch verdeutlicht die Notiz im sechzehnten
Tagebuch, dass der Lehrer Hurwitz seinem vormaligen Schiiler noch beratend zur
Seite stand:
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Abbildung 8: Unter der Uberschrift ,Zum Hilbert’schen Bericht pag. 287 wird das
Symbol (%) behandelt, wobei w prim, n und m beliebige Zahlen sind und m
keine Quadratzahl sein soll.

Per Definition ist (%) gleich 41 oder —1, abhéngig davon, ob in dem Korper
Q(y/m) die Kongruenz

n=N(w) =w- sw(modw™)

12. Die Verwendung der Bezeichnung ,Grundideal® ist hier irrefiihrend. Laut (Renschuch 1973)
geht diese zuriick auf eine Arbeit von Emmy Noether. Allerdings beschreibt Hilbert in (Hilbert
1935, Bd. I, S. 90), dass der Begriff bereits von Dedekind verwendet wurde und fiihrt selbst den
neuen Begriff Differente‘ ein, der noch heute gelaufig ist. Interessanterweise bezieht Hurwitz sich
zwar auf Hilberts Arbeit, behéalt allerdings Dedekinds Wortwahl bei.

13. Wahrscheinlich vertauscht Hurwitz hier Y12 mit 9.
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bei beliebigem A eine Losung fiir eine ganze Zahl w besitzt (s und A werden hier
nicht néher bestimmt). Hurwitz schreibt: ,Es gilt nun der Satz

n-N(a),m\ _ (n,m)
w N w
wenn « eine beliebige ganze Zahl im Koérper (y/m).“!* und fihrt fort: , Hierfiir fehlt
Hilbert der Beweis.*

Tatsédchlich ldsst sich die aufgefiihrte Gleichung in Hilberts ,Zahlbericht® zwei Sei-
ten spéter ohne Beweis finden:

Bezeichnet dann « eine ganze Zahl in & ( VE), welche durch w, aber weder durch
102 noch durch 1’ teilbar ist, so folgt:

n,m nn (o), m w2

<T) i (_” w‘7> = (ﬁ w ) =

Damit ist bewiesen, daB unter der gegenwirtigen Annahme stets
(w) = (Z’f) ist.

Abbildung 9: Ausschnitt aus Hilberts ,Zahlbericht’, Seite 289 beziehungsweise (Hil-
bert 1935, Bd. I, S. 164).

Innerhalb einer Tagebuchseite fiillt Hurwitz Hilberts Liicke und beweist die Glei-
chung unter Verwendung einer geschickten Fallunterscheidung;:
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Abbildung 10: ,Also wird nn - sn = zn - sz - sn(w* 1) und n = z - sz(w*~?) ge.d.“

Offensichtlich arbeitete Hurwitz zu diesem Zeitpunkt nicht nur mit Hilberts ,Zahl-
bericht’, sondern fiihrte dariiber hinaus noch Verbesserungen durch.

Aus Griinden der Vollstandigkeit soll hier ein Eintrag erwdhnt werden, der al-
lerdings nur Spekulationen zulisst: Im dreiundzwanzigsten Tagebuch!'® (Hurwitz
1882-1919, Nr. 23) von 1908 fiihrt Hurwitz eine Aufgabe mit der Uberschrift ,,Uber
die kiirzeste Linie auf einem Parallelepiped‘an. Bemerkenswerterweise tragt ein
Artikel von Hilbert von 1895 den sehr dhnlichen Titel , Uber die gerade Linie als

14. Es ist anzunehmen, dass Hurwitz hier einen algebraischen Zahlkdrper K (y/m) meint.
15. Von Januar 1908 bis Februar 1910
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kiirzeste Verbindung zweier Punkte‘. Da diese beiden Abhandlungen jedoch mit
einem Abstand von dreizehn Jahren verfasst wurden, werden sie hier nicht weiter
behandelt.

Vielmehr soll die Analyse chronologisch weitergefithrt werden mit einem Eintrag
aus dem neunzehnten Tagebuch'® (Nr. 19) von 1902.
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Abbildung 11: Der Tagebucheintrag tragt den Titel ,Hilberts axiomatische Grifien-
lehre®, wobei Hurwitz sich auf Hilberts Vortrag ,Uber den Zahlbegriff ¢ (Hilbert
1900b) bezieht.

Im Anschluss an seine Auseinandersetzung mit der Axiomatisierung der Geome-
trie widmete Hilbert sich der Entwicklung einer entsprechenden Axiomatisierung
der Arithmetik. Hierbei forderte er insbesondere die komplette Widerspruchsfrei-
heit und wurde somit Verfechter einer neuen philosophischen Ausrichtung inner-
halb der Mathematik: der vollstdndigen Begriindung der Mathematik auf einem in
sich geschlossenen Axiomensystem'”. Sein bereits erwithnter Vortrag ebenso wie
sein darauf aufbauender Artikel (Hilbert 1900b) werden in dieser Entwicklung als
Meilensteine anerkannt. Was in diesem Zusammenhang Hurwitz’ Tagebucheintrag
erwiahnenswert macht, ist die Tatsache, dass er eine exakte Abschrift aus Hilberts
Arbeit darstellt. Insbesondere enthilt er keinerlei zusétzliche Informationen.
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Abbildung 12: Ausschnitt aus Hilberts Publikation (Hilbert 1900b) sowie Hurwitz’
Tagebucheintrag, ,II. Aziome der Rechnung. [...[“

16. Von November 1901 bis Méarz 1904

17. Hilbert gilt haufig als einer der vehementesten so genannten Formalisten. Tatsachlich war
seine mathematikphilosophische Haltung auf Grund seines Austauschs mit einer Vielzahl von
Mathematikern in stetigem Wandel; lesenswerte Informationen hierzu u.a. in (Tapp 2013).
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Schritt fiir Schritt, bezichungsweise Axiom fiir Axiom folgt Hurwitz den Regeln
Hilberts fiir Operationen, Rechnung, Ordnung und Stetigkeit sowie seinen Schluss-
folgerungen:
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Abbildung 13: ,Finige Bemerkungen tber die Abhdngigkeit der Aziome hat Hilbert
hinzugefiigt:“.

Dariiber hinaus eignet er sich Hilberts neue Terminologie an:

Abbildung 14: ,,Aus thnen folgt die Existenz der ,Verdichtungsstelle“(wie Hilbert sich
ausdrickt. )

Es entsteht zum einen der Eindruck, dass Hilberts Konzept fiir Hurwitz vollig neu
war, zum anderen, dass Hurwitz gewillt war, Verstdndnis fiir Hilberts Axiomati-
sierung zu entwickeln. An dieser Stelle sei erwdhnt, dass es, obwohl diese Epoche
der Mathematik von Grundlagenfragen bestimmt war, keinerlei Hinweise darauf
gibt, dass Adolf Hurwitz sich jemals tiefgehend mit mathematikphilosophischen
Problemstellungen beziehungsweise der Neubegriindung der Mathematik ausein-
andergesetzt hat. Hier ist deutlich erkennbar, dass das Lehrer-Schiiler-Verhéltnis
dabei war, iiberwunden zu werden. Sicherlich sind Adolf Hurwitz und David Hil-
bert zu diesem Zeitpunkt langst als gleichgestellte, unabhéngige Mathematiker zu
betrachten.!®

Recht offensichtlich wird Hilberts Einfluss durch einen Eintrag im einundzwan-
zigsten Tagebuch!® (Hurwitz 1882-1919, Nr. 21) vom 9. August 1906, welcher mit
,D. Hilbert (Integralgl. V. Gott. Nachr. 1906) betitelt ist. Dieser bezieht sich auf
die fiinfte Mitteilung zu Hilberts Artikel ,Grundziige einer allgemeinen Theorie
der linearen Integralgleichungen‘ (Hilbert 1906) von 1906. In seiner Arbeit fiihrt
Hilbert eine neue Terminologie ein und benutzt Konzepte der linearen Algebra

18. Das Jahr 1900 war auch das Jahr, in dem Hilbert seine wegweisenden dreiundzwanzig
Probleme auf dem Internationalen Mathematikerkongress in Paris vorstellte (Hilbert 1900a).
19. Von Februar 1906 bis Dezember 1906
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zur Bearbeitung von Integralgleichungen. Seine Methode beruht auf der Symme-
trie der Koeffizienten und deren Aquivalenz zur Symmetrie des Kerns der Inte-
gralgleichungen (siche (Blumenthal 1932, S. 411)). In der vierten (Hilbert 1904)
und fiinften Mitteilung, auf die Hurwitz sich bezieht, werden Hilberts Ergebnisse
auf Bilinearformen mit unendlich vielen Variablen erweitert. Hurwitz notiert sich
detailliert Hilberts Definitionen fiir ,,Abschnitte* und ,Faltung® sowie fiir ,,Figen-
werte”, ,,Spektrum® und ,, Resolvente®.
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Abbildung 15: Ausschnitt aus Hurwitz einundzwanzigstem Tagebuch. Die neu defi-
nierten Begriffe sind doppelt unterstrichen.

Tatséchlich wurden diese Begriffe von Hilbert selbst eingefiihrt. Auf Seite 459 der
fiinften Mitteilung schreibt er beispielsweise: ,Die Werte |[...] sind wesentlich durch
den Kern(s,t) bestimmt; ich habe sie Eigenwerte bez. Eigenfunktionen |...] ge-
nannt.”“ Es scheint so, dass Hurwitz bis zu diesem Zeitpunkt mit Hilberts Konzept
noch nicht vertraut war. Ein Hinweis darauf, ist das Hervorheben durch doppeltes
Unterstreichen, ein anderer etwa das Setzen gewisser Ausdriicke in Anfiihrungs-
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zeichen auf der zweiten Seite. Hier erortert Hurwitz resultierende Gleichungen:
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Abbildung 16: ,Also die ,Faltung® K, (z,-)K,(A;-,y) = 32 Kpgrd KK (A y)«
Dies verdeutlicht den ungewohnten Gebrauch von Hilberts Notation. Einige Ta-

ge spater vervollstiandigt Adolf Hurwitz seine Analyse in einem Eintrag vom 2.
September 1906. Er schreibt:
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Abbildung 17: ,,In Hilberts Ideenbildung sind folgende Fortsetzungen zweckmdfig zu
benutzen [...[%

Im Folgenden definiert Hurwitz erneut eine Reihe von Begriffen und fiihrt im
daran ankniipfenden Eintrag vom 16. September 1906 einen Satz {iber quadratische
Formen an.
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Abbildung 18: ,Wenn Q = Y apgrpry fir Y x) < 1 eine Funktion ist, d.h.
wenn fir jedes Wertsystem (x1,%2, -+ ,xp, ), das fo, < 1 erfillt,
Limp—oo(p,g=1,2,...n) Y apgpry existiert, so ist Q eine beschrinkte Form. (Mit-
teilung v. Hilbert, daf8 Schiiler dies bewiesen, den Beweis als sehr schwer be-
zeichnen.)“
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Diesen untersucht Hurwitz genauso wie dessen Beweis. Er gibt auf den Tagebuch-
seiten 170 und 171 einige Umformulierungen an und stellt schliefslich zwei Seiten
spater einen neuen Satz auf.
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Abbildung 19: ,,Beweis entweder nach Hilbert oder mit Hilfe des Satzes pag 170 [...[%

Der néchste Abschnitt beschéftigt sich weiter mit linearen und quadratischen For-
men, was hier allerdings nicht vertieft wird. Hingegen hervorgehoben werden soll
die Tatsache, dass Hurwitz sich nicht ausschlieflich mit Hilberts Ideenbildung aus-
einandersetzte, sondern er sich dariiber hinaus eine vollig neue Theorie seines Kol-
legen aneignete. Sicherlich nahm Hurwitz sich zu diesem Zeitpunkt nicht mehr als
Hilberts Lehrer wahr.

Dies wird ein Jahr spéater offenkundig, als David Hilbert 1907 in der sechsten
Mitteilung (Hilbert 1910)2° die analytische Neubegriindung der Minkowkischen
Theorie der Volumen und Oberflichen konvexer Korper gelang. An dieser Aufga-
be hatte sich 1901 und 1902 bereits Hurwitz versucht. So lautet der Titel eines
Eintrags im achtzehnten Notizbuch?! (Hurwitz 1882-1919, Nr. 18) iiber einen Kol-
loquiumsvortrag vom 21. Januar 1901:
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Abbildung 20: ,,Minkowski’s Sdtze tiber konvexe Korper [...]“

Darin untersucht Hurwitz eine Vielzahl an Fragestellungen zu konvexen Korpern,
schlieftt allerdings nach vier rechenreichen Seiten mit der Bemerkung:

20. Diese wurde erst 1910 verdffentlicht.
21. Von Dezember 1900 bis Oktober 1901
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Abbildung 21: ,,Es bleibt fraglich, ob man hier zu einfachen Resultaten durchdringen
kann.“

Offensichtlich waren seine Ergebnisse nicht zufriedenstellend. Im darauf folgenden
Jahr veroffentlichte Adolf Hurwitz einen Artikel (Hurwitz 1902), in dem er einen
ersten Versuch einer entsprechenden Neubegriindung notierte, ,,mit seiner Theorie
der Kugelfunktionen [...], hatte aber nur einen Teilerfolg erzielt. Hilbert, im Besit-
ze der méchtigen Hilfsmittel der Integralgleichungen, ersetzt die Kugelfunktionen
durch allgemeinere, und kommt durch.“ (Blumenthal 1932, S. 414)22

Im Zuge von Hilberts Weiterentwicklung als zunehmend einflussreicher Mathe-
matiker und Wegbereiter wird die Unabhéngigkeit seiner Arbeiten immer deutli-
cher. Spétestens das Jahr 1907 markiert einen finalen Wendepunkt in der Lehrer-
Schiiler-Beziehung der beiden Mathematiker. Insbesondere beschreibt Blumenthal
eine hierfiir bemerkenswerte Situation: In einer kurzen Mitteilung (Hurwitz 1908)
vom 20. November 1907 beweist Adolf Hurwitz eine Variation des so genannten
Waringschen Problems. Diese zahlentheoretische Vermutung, aufgestellt von dem
englischen Mathematiker Edward Waring (1736 - 1798) in seiner Arbeit ,Medita-
tiones algebraicae‘ von 1770, besagt, dass es fiir jeden Exponenten k¥ € N eine
natiirliche Zahl m gibt, so dass jede natiirliche Zahl als Summe von mindestens m
vielen k-ten Potenzen dargestellt werden kann. Hurwitz zeigt,

st die n-te Potenz von x% + 23 + 2% + 27 identisch gleich einer Summe
(2n)-ter Potenzen linearer rationaler Formen der x4, 9, 23, 24, und gilt
die Waringsche Behauptung fiir n, so gilt sie auch fiir 2n.* (Blumenthal
1932, S. 415)

Dazu duferte Otto Blumenthal: ,Dieser Satz gab Hilbert die Anregung und Rich-
tung zu seinen Untersuchungen. Er fand namlich einen ungeahnten Weg, um fiir
beliebige n eine Identitét der von Hurwitz geforderten Art aufzustellen.“ Dariiber
hinaus leitete Hilbert ,aus einem allgemeinen Prinzip, das Hurwitz 1897 in der
Invariantentheorie benutzt hatte, eine Formel [...]* ab, womit es ihm gelang, ,,den
durch die Integration geforderten Grenziibergang in die Koeffizienten der Sum-
me zu verlegen und schliefslich durch einen weiteren Kunstgriff diese Koeflizienten
durch positive rationale zu ersetzen. Damit ist die Grundlage fiir den Beweis des

22. Zum einen ist es bemerkenswert, dass Hurwitz, obwohl er die Mitteilungen Hilberts ein-
gehend studierte, nicht selbst die Methode der Integralgleichungen verwendete. Zum anderen
sei hier erwadhnt, dass sich Hilberts Dissertationsschrift mit Kugelfunktionen beschéftigte. Inter-
essanterweise ist diese Doktorarbeit Hurwitz gewidmet.
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Waringschen Satzes gelegt.” (S. 415) Schliefslich beweist Hilbert das Waringsche
Problem (Hilbert 1909) und liefert damit einen unumstoéRlichen Beweis fiir seine
mathematische Emanzipation:

»Denn er kdmpfte zusammen mit einem Meister von dem hohem Ran-
ge Hurwitz’s und siegte mit den Waffen aus Hurwitz’s Riistkammer
an einem Punkte, wo dieser keine Aussicht auf Erfolg gesehen hatte.*
(Blumenthal 1932, S. 416)

Mit dieser aussagekréiftigen Einschétzung Otto Blumenthals soll diese Analyse
der Tagebuchentrige Adolf Hurwitz’ {iber den mathematischen Austausch zwei-
er grofser Mathematiker mit einigen bezeichnenden Worten Hilberts geschlossen
werden. Diese heben hervor, dass Hurwitz ,,[...] gern bereit zur Anerkennung der
Leistungen anderer [war] und von aufrichtiger Freude erfiillt iiber jeden wissen-
schaftlichen Fortschritt an sich: ein Idealist im guten altmodischen Sinne des Wor-
es.” (Hilbert 1921, S. 164)

Ein personlicher Einblick

Neben den mathematischen Tagebiichern stoft man in dem Nachlass im Archiv
der ETH Ziirich auf weitere Hinweise iiber die facettenreiche Beziehung zwischen
David Hilbert und Adolf Hurwitz. Letzterer war auf Grund seiner lebenslangen
instabilen Konstitution ein seltener Teilnehmer bei Konferenzen aufserhalb Zii-
richs. Dementsprechend lassen sich mehrere Grukkarten??® finden, von ,Lutetia
Parisiorum, le 12 aout 1900, dem ,,Landau-Kommers 18. Jan. 1913* wie auch dem
,Dirichletkommers am 13. Februar 1905%.

R :
A \§ \\:\\\ b "glu(a, oo sion, G 2wt s Fr. Grosse, Biick auf Gottingen
a A Ba e
3{/ AR " 2ol SIAREL S E SR oy /4\. Landau-Kommers 18. Jan.1913.

iz /,{1 éﬂ_,& z zth {/f«.{ e Lo cocirw |

G L e

\&%/ /fk%’:\

. /’1 (277 //144‘4/ /

%o&/nm Kbk |

3 e ;
RN\ 7 teck AT ‘ 807 =
(2297280 9 S AN : S
AR &mﬁfr/‘““*“ “op T el b e
iy B riane o Komct,_| V. a

M g; Lk P, e i : ‘

Abbildung 22: GrufSkarten vom , Lutetia Parisiorum® und dem ,Landau-Kommers®.

23. Im Verzeichnis Hs 583: 52,53 und 57
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Jede dieser Karten ist unterzeichnet von einer Vielzahl von Mathematikern, wobei
die ersten beiden die Handschrift David Hilberts zeigen. Auf der Karte aus Paris
(siehe linke Photographie in Abb. 22) schrieb er, ,Herzliche Griiffe sendend, gute
Erholung wiinschend und baldiges Wiedersehen auf linger, wie das letzte Mal
erhoffend. Hilbert".

Dariiber hinaus verdeutlichen einige Dokumente die enge Beziehung zwischen den
Familien Hurwitz und Hilbert. So gibt es mehrere Mitschriften zu Vorlesungen Hil-
berts von Adolf Hurwitz’ &lterem Bruder Julius, der ebenso Mathematikstudent
in Konigsberg war. Auf einigen dieser Skripte befinden sich Hilberts handschriftli-
che Notizen und Kommentare und in der umfangreichen Korrespondenz zwischen
Hilbert und Adolf Hurwitz konnte auch ein Briefaustausch mit Julius Hurwitz
gefunden werden (siehe (Oswald 2014, Sec. 2.3)).

In einem zusétzlichen zweiunddreiRigsten Notizbuch?* vervollstandigte Adolf Hur-
witz’ jiingerer Kollege Georg Polya nach Hurwitz’ Tod die mathematischen Tage-
biicher durch ein Register. Neben dieser Liste stehen die Notizen:

i fuerks Ay e loKand” i Cref bbbk s Gidingen:

Abbildung 23: ,22. zwecks Bearbeitung vorderhand bei Prof. Hilbert in Gdéttingen®

sowie eine dhnlich lautende Notiz mit Bezug auf die ersten neun Bénde, welche im
Nachhinein mit Bleistift ausgestrichen wurden. Offenbar hatte Hilbert diese Biicher
ausgeliehen und zuriickgegeben. Im Nachhinein ist es schwer rekonstruierbar, wann
genau beziehungsweise wie lange er die Notizbiicher inspizierte, es gibt jedoch zwei
Hinweise. In seiner Gedéchtnisrede spricht Hilbert von Hurwitz’ Aufzeichnungen:

»Hurwitz hat seit seiner Habilitation 1882 in ununterbrochener Regel-
mafBigkeit von allem, was ihn wissenschaftlich beschéftigte, Aufzeich-
nungen gemacht und auf diese Weise eine Serie von 31 Tagebiichern
hinterlassen, die ein getreues Bild seiner besténdig fortschreitenden
Entwicklung geben und zugleich eine reiche Fundgrube fiir interessan-
te und zur weiteren Bearbeitung geeignete Gedanken und Probleme
sind.“ (Hilbert 1921, S. 166)%°

24. Im Verzeichnis Hs 582: 32
25. Tatséachlich sind es nur dreiffig Tagebiicher. Es existiert ein zuséatzliches Notizbuch, in wel-
chem Hurwitz Arbeiten anderer Mathematiker notierte, jedoch keine eigenen Gedanken.
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Daraus ist ersichtlich, dass Hilbert die Tagebiicher bereits vor 1920 durchgesehen
hatte und dariiber hinaus, dass er sie als Quelle neuer mathematischer Inspiratio-
nen sah.

In einem Kondolenzbrief?6 an Ida Samuel-Hurwitz vom 15. Dezember 1919, nur
vier Wochen nach dem Tod ihres Ehemanns, schreibt Hilbert, dass fiir ihn und
Georg Polya die ,,Angelegenheit der Herausgabe der Abhandlungen von Hurwitz
unsere wichtigste Sorge® ist. Er bietet an: ,Die Verhandlungen kénnte ich durch
einen hiesigen sehr gewandten math. Kollegen miindlich mit [Julius| Springer fiih-
ren lassen.“?” Es dauerte noch einige Jahre, bevor sein und Polyas Einsatz fiir das
mathematische Verméchtnis ihres Freundes und Kollegen von Erfolg war. Adolf
Hurwitz’ ,Mathematische Werke‘ (Hurwitz 1932) wurden 1932 publiziert.
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Die Neue Mathematik am Beispiel
des alef-Programms im Vergleich
zu Kihnels Neubau des
Rechenunterrichts — Eine
didaktische Revolution?

Tanja Hamann

Die am 3.10.1968 von der Kultusministerkonferenz beschlossenen Empfehlungen
und Richtlinien zur Modernisierung des Mathematikunterrichts an den allgemein-
bildenden Schulen (KMK, 1968) schrieben die Einfiihrung der sogenannten Neuen
Mathematik (auch: Moderne Mathematik) an allen allgemeinbildenden Schulen der
Bundesrepublik Deutschland ab 1972 vor. Zentrale Ziele der Neuorientierung um-
fassten die Vermittlung mathematischer Denkweisen, Konzepte und grundlegender
Strukturen (ebd., 1 f.), die im Sinne eines Spiralcurriculums als Leitideen den Un-
terricht von der 1. bis zur 13. Klasse strukturieren sollten (ebd., 4). Die damit
notwendig einhergehende inhaltliche Neugestaltung manifestierte sich vorwiegend
in der Einfiihrung des Mengenbegriffs. Obwohl die Reform geméfs der Empfehlun-
gen ,moglichst auch an traditionellen Stoffgebieten* (ebd., 1) umgesetzt werden
sollte, gilt sie — besonders im Hinblick auf den Unterricht der Grundschule — heute
als Bruch in der Geschichte des mathematischen Unterrichts und der Mathema-
tikdidaktik (so z. B. Radatz & Schipper, 1983, 46; Karaschewski, 1969, V); die
zunéchst vorrangig inhaltlichen Neuerungen wurden in der Umsetzung um zahl-
reiche methodische erweitert, Ellrott & Schindler (1975, 43) sprechen gar von einer
,vollige[n] Verdnderung der Lehr- und Lernmethoden und der Unterrichtsorganisa-
tion“. Nichtsdestotrotz finden sich in der Literatur auch gegenteilige Positionen, die
die Neue Mathematik als Weiterfithrung der traditionellen Rechendidaktik darstel-
len (z. B. Griesel; fiir eine knappe Ubersicht iiber die unterschiedlichen Positionen
vgl. Schmidt, 1978, 1).
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Die auseinandergehenden Interpretationen fordern einen Blick in die Quellen, einen
Vergleich der Konzepte und eine differenziertere Beschreibung der Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede. Erschwert wird ein solches Unterfangen dadurch, dass es
die Rechendidaktik ebenso wenig gab wie die Neue Mathematik. Fehlende wis-
senschaftliche Institutionalisierung fiihrte zu einem Nebeneinander verschiedener
methodischer Ausformungen des Rechenunterrichts (Wagemann, 1984, 103); in
groben Ziigen lassen sich als Hauptrichtungen der ganzheitliche Unterricht nach J.
Wittmann, die sachlich orientierte Didaktik W. Breidenbachs sowie der traditionel-
le Rechenunterricht, als dessen bekanntester Vertreter J. Kiihnel gilt, unterscheiden
(vgl. Wagemann, 1984, 110-113; Radatz, 1983, 44 f.). Den Grundschullehrwerken
zur Neuen Mathematik liegen ebenfalls verschiedene Konzeptionen zugrunde, bei-
spielhaft seien hier die Werke Mathematik in der Grundschule von A. Fricke und
H. Besuden (vgl. Fricke & Besuden, 1970) und Wir lernen Mathematik von W.
Neunzig und P. Sorger (vgl. Neunzig & Sorger, 1969) genannt. Wahrend Fricke
& Besuden ihren operativen Zugang ausdriicklich auf die Forschungsergebnisse J.
Piagets beziehen (und damit auf ein der Neuen Mathematik zeitlich vorgelagertes
Konzept, das Wagemann auch als vierten Strang der Rechendidaktik identifiziert),
greifen Neunzig & Sorger explizit die Ideen von Z. P. Dienes auf.

An dieser Stelle kann ein Vergleich daher nur in Ansétzen und exemplarisch er-
folgen, anhand ausgewahlter Quellen, die dennoch geeignet scheinen — ungeach-
tet der konzeptuellen Unterschiede — beispielhaft grundséatzliche Kernideen beider
Richtungen zu verdeutlichen. Als Quelle fiir die Konzeption des Rechenunterrichts
wird Johannes Kiihnels Hauptwerk Neubau des Rechenunterrichts herangezogen,
als Quelle fiir die der Neuen Mathematik zugrundeliegenden Ziele und Prinzipien
der Lehrgang alef von Heinrich Bauersfeld und weiteren Autoren. Beide werden
im Hinblick auf die formulierten didaktischen Ideen zuniichst beschrieben' — wobei
auch dies hier nicht erschépfend geleistet werden kann, (zu Kiihnel vgl. ausfiihrli-
cher Selter, 1997) —, die Gegenstinde des anschliefenden Vergleichs ergeben sich
aus dieser Beschreibung.

Neubau des Rechenunterrichts von J. Kithnel

Johannes Kiihnel (1869 — 1928) — als ausgebildeter und praktizierender Volksschul-
und Seminarlehrer, der nach mehrjahriger Berufserfahrung ein Pddagogikstudium
und schlieflich eine Promotion absolvierte, sowohl mit der Praxis als auch der
Theorie von Unterricht vertraut (zu Biographie und Publikationen von Kiihnel

1. Fiir bessere Vergleichbarkeit und leichtere Einordnung wird hierfiir vorwiegend heutige Ter-
minologie verwendet.
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vgl. Schmidt, 1978, 615-622) — veroffentlichte sein zweibindiges Hauptwerk Neu-
bau des Rechenunterrichts erstmals im Jahr 19162. Das Werk erfuhr zahlreiche
Neuauflagen, mutmaflich die 11. und letzte im Jahr 1966 (seit der 7. Auflage von
1941 unter leicht verédndertem Titel und jeweils in nur einem Band herausgegeben
von Eugen Koller), was fiir eine breite Rezeption desselben iiber einen bemerkens-
werten Zeitraum spricht.

Kiihnel beginnt seinen ,Neubau“? mit dem Wunsch nach Einriss des alten Un-
terrichtsgebdudes, das er stark kritisiert. Schwerpunkte der Kritik am mathema-
tischen Anfangsunterricht um 1900 liegen in einer verfriithten Abstraktion durch
unmittelbare Einfiihrung eines allgemeinen Zahlbegriffs, die ihren Ursprung in der
Orientierung am Denken eines Erwachsenen hat und methodisch im wiederkeh-
renden Abarbeiten einer eindeutig festgelegten Stufenfolge festgeschrieben ist (vgl.
beispielhaft Kiihnel, 1919 I, 21 {.). Der Wunsch nach Schematisierung, der in einer
solchen Methodik ihren Ausdruck findet, ist auch mafgeblich fiir die Auswahl der
Inhalte: Vermittelt werden ausschlieflich schematische und eindeutige Losungs-
wege (,Normalverfahren“, I, 12) fiir denkbare Rechenfille des téglichen Lebens,
was zu unverstandener Mechanisierung, Stofffiille und Vorratslernen fiihrt (I, 43
f.). Der Erfolg bleibt aus: Schulabgéinger sind hdufig nicht in der Lage einfache
Rechenaufgaben zu 16sen (I, 1).

Beeinflusst von den psychologischen Erkenntnissen seiner Zeit (vgl. Selter, 1997,
23 f.) fordert Kiihnel deutlich eine Ablésung des Stoffprinzips durch das psycholo-
gische Prinzip und damit die Beriicksichtigung der Tatsache, dass ein bestimmtes
Mak an Abstraktion erst Kindern eines gewissen Alters moglich ist (I, 148), jede
Verfrithung daher abzulehnen ist. Generell spricht er sich dafiir aus, dass Entwick-
lungen aus der Wissenschaft sich in der Methodik des Unterrichts in Form einer
Verwissenschaftlichung des Rechenunterrichts niederschlagen, diese Forderung ist
jedoch keineswegs mathematisch-inhaltlich zu verstehen, sondern auf die Umset-
zung psychologischer und padagogischer Erkenntnisse beschrankt (I, 45 u. 136).

Kiihnel beschreibt den Zahlbegriffserwerb des Kindes als Folge von Stufen ver-
schiedener Abstraktionen, die von unbestimmten Anzahlbegriffen (viel/wenig) (I,
59 f.) iiber an simultane Mengenauffassung gebundene Anzahlerfassung (1-4) (I,
67 f.) bis zum Erwerb der dezimalen Struktur der Zahlen innerhalb des Systems
ebenso fortschreiten (I, 76), wie von der Konkretisierung der Zahl durch Dingmen-
gen bis hin zur Erfassung des symbolischen Charakters der Zahl und schliefilich
der Ziffer (I, 73 f.). Ziel ist ein Zahlverstindnis, wie es durch rein mechanische

2. Aus Griinden der Verfligbarkeit wird hier mit der 2. Auflage von 1919 gearbeitet.

3. Sofern nicht anders angegeben alles Folgende aus Kiihnel (1919). Da die Seiten der zwei
Bénde nicht fortlaufend nummeriert sind, wird jeweils durch eine entsprechende rémische Ziffer
gekennzeichnet, aus welchem Band zitiert wird.



34 Tanja Hamann

Aneignung der Zahlwortreihe kaum erreicht werden kann (I, 58 f.), dennoch spielt
das Zdhlen eine gewichtige Rolle (I, 71). Kiihnel beriicksichtigt dabei verschiedene
Zahlaspekte. In der Forderung nach der Arbeit mit Dingmengen kommt der kar-
dinale Aspekt zum Tragen (Kiihnel spricht von ,Grundzahlen®, z. B. I, 68), der
spater erginzt wird durch den ordinalen Aspekt (,Ordnungszahlen, I, 202), ebenso
wie um einen gewissen Mafzahlaspekt (der vorwiegend als ,Raumvorstellung® be-
zeichnet wird, z. B. I, 74). Wihrend an einer Stelle die Definition des Zahlbegriffs
iiber die Mengenvorstellung an die Cantorsche Mengendefinition erinnert (,,. .. eine
begrenzte Menge [nichtidentischer psychischer Erlebnisse] zu einer Einheit zusam-
menfassen. .. % I, 67), offenbart Kiihnel an anderer Stelle grofie Schwierigkeiten zu
definieren, was eine Zahl ist: Uber mehrere Seiten hinweg ringt er regelrecht um
eine klare Einordnung des Begriffs; er ordnet ihn schlieflich zwischen Eigenschafts-
und Beziehungsbegriffen ein (,Man meint etwas, [...| was an den Dingen ist*, I, 49,
Hervorh. im Orig.) und erweckt dabei den Eindruck, dass ihm das mathematische
Konzept der Menge und ihrer Méachtigkeit nicht zur Verfiigung steht. Nichtsdesto-
trotz halt er es fiir notwendig, dass sich der Lehrer im Klaren dariiber ist, was
eine Zahl ist. (I, 47).

Die additive und multiplikative Zahlzerlegung hat fiir Kiihnel den Charakter einer
ruhenden Beziehung, die als analog zum dynamischen Charakter der Operationen
aufgefasst werden kann (vgl. 1, 99). Als Vorbereitung der jeweiligen Operation soll-
te sie dieser im Unterricht zeitlich vorgelagert sein (I, 207), ihr besonderer Wert
liegt dariiber hinaus in einer genaueren Kennzeichnung der Zahl (I, 99) und in
ihrem ,logischen Charakter* (I, 207), die Zahlzerlegung dient also einem tieferen
Zahlverstédndnis sowie implizit einer strukturellen Betrachtung der Zahlen. Auch
die Operationen erhalten im Ansatz strukturellen Charakter, wenn das Rech-
nen als ,Feststellung der zwischen [den Zahlbegriffen] vorhandenen Beziehungen*
(I, 88) beschrieben wird und die Gleichsetzung rechnerischer Bezichungen mit ei-
nem bestimmten Zahlenwert im Sinne der Transitivitat als Mittel, einen Vergleich
der Beziehungen zu ermoglichen (I, 90). Es muss jedoch festgestellt werden, dass
Kiihnel hier keineswegs mit einem allgemeinen Relationsbegriff argumentiert, seine
Betrachtungen bleiben ganz klar und ausschlieflich dem Spezialfall der Relation
st gleich” verhaftet. Der Uberzeugung, dass jegliche Abstraktion schrittweise und
iiber einen langen Zeitraum zu erfolgen hat, entsprechend betont Kiihnel, dass die
Operationen in der unterrichtlichen Behandlung vom Zahlbegriff getrennt werden
miissen und auf keinen Fall zu friih eingefiihrt werden diirfen (I, 103).

Unabhéngig von seinen Ausfilhrungen zum Zahlbegriff macht Kiithnel Bemerkun-
gen zur Begriffsbildung im Allgemeinen. So weist er darauf hin, dass — entgegen
der vorherrschenden Meinung, die der bisherigen Theorie der Formalstufen zu-
grundeliegt — Begriffe nicht von allen Kindern auf die gleiche Weise und auch



Die Neue Mathematik — FEine didaktische Revolution? 35

keinesfalls im gleichen Tempo gebildet werden (II, 106). Auch die Vorstellung, ein
abstrakter mathematischer Begriff konnte iiberhaupt vollsténdig ,gelernt sein,
lehnt er im Verbund mit der Formalstufentheorie ab. (II, 108 f.). Dariiber hinaus
unterscheidet er zwischen iibernommenen, blof rezipierten, und selbst erarbeiteten
Begriffen (,,Abstraktionen®, vgl. I, S. 141-143). Hilt er auch beide fiir notwendig
im Unterricht, so sind die selbst erarbeiteten fiir ihn zwar mit groferem Aufwand
verbunden, dafiir hoherwertiger und tiefer verankert. Es zeigen sich hier Ansétze
einer konstruktivistischen Lerntheorie, die einen individuellen genetischen Zugang
zu den abstrakten Begriffen des Rechenunterrichts erfordert.

Die Vorstellung, dass Begriffe individuell gebildet werden, steht im Einklang mit
Kiihnels Vorschldgen zur Représentation der Begriffe. Ebenso wichtig wie die Dar-
stellung auf verschiedenen Abstraktionsstufen ist ihm die Anschauung auf verschie-
denen Représentationsebenen sowie der stetige Wechsel zwischen diesen (I, 156 f.),
in seiner Terminologie, dass die ,Auffassung allseitig |...] mit allen Sinnen“ sein
muss (I, 139). Besondere Aufmerksamkeit widmet er der enaktiven, also der Hand-
lungsebene, indem Zahlen zunéchst an konkreten Dingen bzw. Dingmengen, spater
dann an dinglichen Symbolen dargestellt werden. Unter dinglichen Symbolen ver-
steht er dabei abstrakte Dinge wie Perlen, die in seinem Konzept nicht fiir sich
stehen, sondern in einer hoheren Abstraktionsstufe z. B. Puppen représentieren (I,
161 £.)%. Um sicherzugehen, dass die Kinder nicht nur die Handlung des Lehrers re-
zeptiv anschauen, sondern wirklich selber tétig werden, fordert er, dass jedes Kind
iiber eine eigene Rechenmaschine verfiigt (I, 140; einen Uberblick iiber verbrei-
tete Rechenmaschinen und Veranschaulichungsmittel bietet I, 241-244). Ikonische
Darstellungen umfassen beispielsweise eine Art Zahlenstrahl (I, 93 f.), gezeichnete
Striche und Punkte und die Hundertertafel, die Kiihnel aus den Bornschen Zahlbil-
dern entwickelt hat und deren Einsatzmoglichkeiten er in seinem Werk ausfiihrlich
beschreibt (vgl. etwa I, 176-180). Eine Verbindung der verschiedenen Ebenen findet
statt, wenn die dinglichen Symbole gemalt, also in die ikonische Ebene iibertragen,
werden oder die Hundertertafel enaktiv auseinandergeschnitten wird, um mit den
Teilen Aufgaben zu legen (I, 206).

Insgesamt schlagt Kiihnel eine Variation der Veranschaulichung vor, die Verwen-
dung mehrerer Anschauungsmittel nebeneinander (I, 246) soll einem zu starken
mechanischen Lernen und Rechnen entgegenwirken (I, 152).

Unter dem Eindruck der friihzeitigen Abstraktion und Symbolisierung der zeit-
genossischen Rechendidaktik stellt Kiihnel die symbolische Ebene bei seinen Be-
trachtungen hintenan. Da die Ziffer als Symbol fiir das Zahlwort, das wiederum

4. Auffallig ist hier die zweidimensionale Unterscheidung der Darstellungen, wie sie sich auch
bei Schmidt-Thieme (2010) findet.
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selbst nur ein Symbol fiir die Zahl ist, eine doppelte Abstraktion darstellt (I, 283),
warnt er vielmehr wiederholt davor, die Ziffern zu friith einzufiihren und pladiert
dafiir, wie die Ziffern, so auch das Rechnen an sich moéglichst lange hinauszuschie-
ben (I, 180; in I, 151 stellt Kiihnel gar die Frage, ob nicht aufgrund der hohen
Abstraktion das Rechnen ,bis zum 12. Jahre* herausgeschoben werden miisste).
Generell spricht sich Kiihnel fiir eine langsame und behutsame Einfiihrung der
mathematischen Form aus (I, 257), Sache und Form seien strikt zu trennen (I,
288), und das schriftliche Rechnen sollte frithestens im 4. Schuljahr gelernt werden
(1, 290).

Der Schwerpunkt in Kiihnels Konzeption des Rechenunterrichts liegt auf der fort-
wahrenden Konkretisierung des Zahlbegriffs. Befiirchtungen, die Kinder kimen bei
diesem Verfahren nicht von der Anschauung los, erteilt Kiihnel zwar eine Absage
(I, 268), indem er davon ausgeht, Abstraktion wire am besten {iber Konkretisie-
rung zu erreichen (I, 217); gleichwohl bezeichnet er Abstraktion auch nicht als
allgemeines Ziel (I, 240). Stattdessen stelle die ,jiiberragende Bedeutung |[...] der
hiuslichen Wirtschaftsfithrung als Anwendungsgebiet des Rechnens* (I, 217) un-
zahlige authentische Anwendungsbeispiele zur Verfiigung, ebenso wie die anderen
Schulfiicher, insbesondere die Naturwissenschaften (II, S. 62). Der Begriff der An-
wendung umfasst in Kiihnels Verstéindnis jedoch weit mehr als die blofe Ubung
eines Schemas an eingekleideten Aufgaben, vielmehr sind Anwendungsaufgaben
bei ihm von einer gewissen Offenheit geprigt, sind ,,Aufgaben |...], bei denen die
Operationen nicht angegeben sind“ (I1, 27), komplexe Beispiele mit mehreren mog-
lichen Losungen und Losungswegen (vgl. I, 114-116) bzw. unvollstdndigen Angaben
oder ohne vorgegebene Fragestellung (IT, 79), also in unserer heutigen Termino-
logie Problemaufgaben. Auch das im ,Neubau“ dargestellte Vorgehen zur Losung
solcher Anwendungsaufgaben erinnert an heutige Modelle von Problemldse- und
Modellierungsprozessen (vgl. I, 116 f. u. II, 15). Um die echte Offenheit solcher
Aufgaben gewdhrleisten zu konnen, diirfen sie nicht zu frith eingesetzt werden,
denn es miissen bereits mindestens zwei Operationen bekannt sein, damit die Kin-
der wihlen kénnen (II, 45). Wahrend die Anwendungsaufgaben sich ausschlieflich
auf aufermathematische Themenkomplexe beziehen, wird das Zulassen mehrerer
Losungswege und damit die klare Ablehnung des Normalverfahrens auch fiir inner-
mathematische Aufgaben gefordert (I, 211, vgl. I, 2-7). Nur so sei geméf Kiihnel
,mathematische Bildung* moglich (II, 1).

Insgesamt soll Wissen durch Koénnen ersetzt werden (I, 293), Mechanisierung durch
Fahigkeiten und Urteilsvermdgen (I, 15) und Verfahren durch Methoden (I, 269).
Die Forderungen enthalten weitere Parallelen zu einer Orientierung an Kompeten-
zen statt an blofen Inhalten, doch meint Letzteres keine allgemeinen mathemati-
schen Methoden und Handlungen, sondern rechnerische Methoden, gewisse Heu-
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ristiken, mithilfe derer Aufgaben ohne Anwendung eines Normalverfahrens gelst
werden konnen.

Kiihnel formuliert mathematische Bildung als oberstes Ziel des Rechenunterrichts.
Er ordnet den Stoff klar diesem Ziel unter, reduziert ihn vom obersten Auswahl-
kriterium fiir Unterrichtsinhalte zu einem (im Grunde austauschbaren) Mittel zum
Zweck der Personlichkeitsbildung (II, 147 f.), einer formalen Bildung, die auch die
Erzichung zur Kritikfahigkeit einschlieft (II, 32 f.). Andererseits definiert er ma-
thematische Bildung als quantitatives, zahlenméfiges Erfassen der Welt und ihrer
Gesetzmafigkeiten (II, 44), eine Art von Bildung, die stets den Sachzusammen-
hang einzubeziehen hat (I, 133) und damit auch materiale Bildung ist. Kiihnel
sieht hierin jedoch keinen Widerspruch, er spricht sich gegen die strikte Trennung
von Rechnen und Mathematik aus und benennt das Rechnen als Teil sowie als
Grundlage der Mathematik (I, 133).

Ein unterrichtlicher Aspekt anderer Art, dem Kiihnel ein erhebliches Mafs an Auf-
merksamkeit zukommen lésst, ist die Frage der Differenzierung. Bislang sei der
Unterricht vorwiegend an mittleren und schwicheren Schiilern ausgerichtet gewe-
sen, die Forderung der Starken habe eine zu geringe Rolle gespielt (I, 159 f.). Die
Motive dieses Vorgehens seien jedoch padagogisch wie politisch iiberholt (vgl. II,
137-139). Als neue Moglichkeiten entsprechender Unterrichtsorganisation schligt
er vor, die Schiilerinnen und Schiiler in Gruppen arbeiten zu lassen (II, 123) oder
gute Schiiler als Hilfslehrer einzusetzen (II, 143). Die Zweckméfigkeit von Haus-
aufgaben zweifelt Kiihnel an, denn diese erziehen seiner Meinung nach zu einer
passiven Beamtenmentalitdt (II, 130) und entsprechen somit nicht seiner Idee von
mathematischer Bildung. Die Aufgabe des Lehrers ist es damit nicht langer, Stoff
darzubieten, sondern Unterrichtsziele zu formulieren (II, 150) und Anlédsse zur
Begriffsbildung lediglich bereitzustellen (I, 136 f.). Insgesamt erfordert eine der-
artige Organisation von Unterricht von der Lehrkraft Flexibilitdt und vor allem
Diagnosefdhigkeiten (11, 149).

Die Inhalte des Rechenunterrichts sind klar umrissen (Zahlen, Zahlbegriff, Grund-
rechenarten und Anwendungen), doch weist Kiihnel darauf hin, dass auch der
elementaren Formenlehre, als zusédtzliches Mittel zur quantitativen Erfassung der
Umwelt, ihr Platz im mathematischen Anfangsunterricht gebiihrt (II, 205 f.).

alef von H. Bauersfeld et. al.

1966 begannen Heinrich Bauersfeld und seine Mitarbeiter im Rahmen des Frank-
furter Projekts Unterrichtsversuche zur Umsetzung der Neuen Mathematik an ei-
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ner Reihe hessischer Grundschulen. Die Erfahrungen wurden ausgewertet, die Ma-
terialien iiberarbeitet und nach einer weiteren Evaluation und Revision ab 1969 im
Unterrichtswerk alef herausgegeben (Weis, 1972, S. 589 f., vgl. auch Moon, 1986,
161 f. u. 165 f.). alef setzt sich zusammen aus einem Lehrerhandbuch, Arbeits-
blattern und weiteren Materialien, wie den aufgrund spezifischer Kombination be-
stimmter Merkmale eindeutig beschreibbaren Pliattchen des matema Begriffsspiels
und dem matema Formenspiel zur Einfliihrung in die Formenlehre. Ein Schiilerbuch
enthélt der Lehrgang nicht. An dieser Stelle wird sich exemplarisch v. a. auf den
Lehrerband fiir das 1. Schuljahr bezogen. alef 1 ist in zwei Auflagen erschienen,
die erste im Jahr 1969/70, die zweite, stark iiberarbeitete, 1975. Da das Frank-
furter Projekt in seinem zeitlichen Umfang und seiner umfassenden empirischen
Erprobung eine Besonderheit innerhalb der Neuen Mathematik in der Grundschule
darstellt, ist davon auszugehen, dass auch die Ziele und grundlegenden Prinzipien
des Konzepts besonders sorgfiltig ausgearbeitet vorliegen.

Die Autoren von alef lehnen eine ,herkémmliche” Prasentation der Unterrichtsin-
halte auf vorgefertigten Abstraktionsstufen, auf denen schnell von den Dingen zum
Symbol {ibergegangen wird, ausdriicklich ab (Bauersfeld et. al, 1970, 9). Trotz Fort-
schritts in der Entwicklung von Methoden und Material kommt es immer wieder
dazu, dass Kinder Unverstandenes mechanisch auswendig lernen und nicht rechnen
konnen (ebd., 7; zur Rechenféhigkeit vgl. auch Karaschewski, 1969, XII), woraus
die Forderung abgeleitet wird, das Rechnen nicht ldnger als voraussetzungslos zu
betrachten, sondern neu grundzulegen (Bauersfeld et. al., 1970, 7). Zudem stellen
die Autoren fest, dass Sprache einen zu grofsen Anteil am Unterricht einnimmt,
obgleich kognitive Schemata auch vor-sprachlich gebildet werden kénnen (ebd., 12
f.).

Neben diesem priméren Ziel eines erfolgreicheren Arithmetik-Unterrichts begriin-
den Bauersfeld et. al. ihr Konzept immer wieder mit Entwicklungen aus der Psy-
chologie (vgl. Bauersfeld, 1970, 55 u. 66 f., auch wenn dies hier nicht so explizit
und gebiindelt im Vordergrund steht wie beispielsweise bei Fricke & Besuden,
1970, oder Neunzig & Sorger, 1969) oder beziehen sich auf Pddagogen wie W.
Klafki (ebd., 15) und den Rechendidaktiker J. Wittmann (ebd., 12).

Fiir die Arithmetik liegt das Hauptaugenmerk auf der Frage nach den Grundla-
gen des Zahlbegriffserwerbs und des Rechnens, die dann in der unterrichtlichen
Behandlung diesen voranzugehen haben. Bauersfeld et. al. haben diese in den ,,Be-
griffe[n] der neueren Mathematik* gefunden (ebd., 7), also in Relationen, Mengen
und Abbildungen, die ausgiebig pranumerisch behandelt werden. Die Zahl selbst
wird als ,Eigenschaft einer [...] Klasse von gleichméchtigen Mengen* definiert und
klar von einer Eigenschaft eines Objekts abgegrenzt (ebd. 209). Entsprechend wird
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der Zahlbegriff kardinal erworben, iiber die Bildung von Klassen gleichméchtiger
Dingmengen (ebd., 205); Zahlwort und Ziffer werden etwas spéter eingefiihrt (ebd.
209), das Dezimalsystem erst in spéateren Klassen. Vom Legen konkreter Mengen
wird zur Arbeit mit Abbildungen von Dingmengen und schliefslich zur Abbildung
dinglicher Symbole {ibergegangen. In der zweiten Auflage erfolgt die Einfiihrung
der Zahlen und Zahlzeichen wesentlich frither als in der ersten und wird durch
Ankniipfen an vorschulische Erfahrungen mit Zahlen vorbereitet (Bauersfeld et.
al., 1975, 29). Der kardinale Aspekt wird kurz nach der Einfithrung des Zahlzei-
chens um den ordinalen erweitert (ebd. 78 f.). Die Operationen werden sowohl
durch Handlungen des Hinzufiigens und Wegnehmens als auch durch Betrachtung
von Mengenzerlegungen vorbereitet (ebd., 90) und sind stets durch Betrachtung
konkreter Mengen, Alltagsvorstellungen und Rechengeschichten zu konkretisieren
(ebd., 59 u. 90).

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen — in erheblichem Umfang iiber Regelspiele,
die mathematische Strukturen offenbaren — selbsttdtig und handlungsorientiert
Begriffe bzw. deren Préfigurationen abstrahieren, in individueller Arbeit an Ar-
beitsblattern festigen und die Strukturen eigenstindig transferieren. (Bauersfeld
et. al, 1970, 9, 61 u. 90). Es offenbart sich hier ein klar konstruktivistisches Ver-
stdndnis von Begriffsbildung, dem der konsequent genetisch-entdeckende Zugang
entspricht.

Allgemein ist die Nutzung der unterschiedlichen Brunerschen Darstellungsebenen
(vgl. Bruner, 1974, 16 f.) ein Prinzip, das — ebenso wie die Idee die Anschauung
zu variieren — fortwihrend Berticksichtigung findet, hauptséchlich implizit (z. B.
ebd., 64 u. 72). Dabei liegt der Fokus fiir die 1. Klasse auf der enaktiven und der
ikonischen Ebene®, der symbolischen Ebene kommt in Form der Sprache dennoch
eine besondere Rolle zu: Im Sinne einer kompensatorischen Erziehung wird fiir alle
Kinder gleichermafsen der Aufbau einer prazisen Sprache angebahnt; dabei sollen
stets Sprachanldsse geschaffen, Verbalisierung aber grofitenteils nicht eingefordert
werden (ebd., 13 f.).

Durch den genetisch-konstruktivistischen Zugang zu neuen Begriffen sowie die in-
dividuelle Festigung bedingt, erhélt der Unterricht eine gewisse Offenheit, die an
zahlreichen Stellen mehrere Losungswege und Losungen erlaubt und durchweg Dif-
ferenzierungsmoglichkeiten bereitstellt. Von Anfang an sind die Inhalte ausdriick-
lich verschiedenen Niveaus zugeordnet; die Methode der Gruppenarbeit stellt zu-
satzliche Moglichkeiten zur Binnendifferenzierung bereit (Bauersfeld et. al., 1975,
16). Die Bevorzugung der Gruppenarbeit als Methode, der erhebliche Wirksamkeit

5. Mit der Neuauflage wurde die Zahl der Symbole weiter reduziert, vgl. Bauersfeld et. al,
1974, 3 f.
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im Hinblick auf Begriffsbildung, soziale und sprachliche Ziele zugeschrieben wird,
ist auch der Grund, weshalb der Lehrgang keine Hausaufgaben vorsieht. An die
Lehrerschaft werden damit neue Anforderungen deutlich: Sie benétigen einen gu-
ten Uberblick {iber ihre Klasse, Diagnosefihigkeiten und fachliche Sicherheit (vgl.
Bauersfeld et. al, 1970, 36-40).

Die obersten Ziele des neuen Mathematikunterrichts liegen fiir die Autoren von
alef in verstdndigem Rechnen und dem Aufbau kognitiver Schemata und Heuris-
tiken sowie ferner in der Entwicklung des intermodalen Transfers — also der Uber-
tragung eines Sachverhalts von einer Darstellungsart in eine andere — und dem
Aufbau préziser Sprache (Bauersfeld & Weis, 1972, 72). Der Stoff steht hierbei
nicht im Mittelpunkt, sondern wird Mittel zum Zweck der Ausbildung bestimmter
Fahigkeiten bzw. Kompetenzen. Bauersfeld et. al. verwenden den Terminus Bil-
dung zwar nicht, doch aus ihren Ausfiithrungen wird deutlich, dass formale Bildung
fiir sie klaren Vorrang gegeniiber materialer Bildung hat.

Zu den Inhalten bleibt zu ergénzen, dass diese mitnichten auf die strukturellen
Grundbegriffe sowie Zahlen und Operationen begrenzt sind, sondern die Geome-
trie im Anfangsunterricht eine wesentliche Rolle einnimmt. Dabei meint Geometrie
hier weit mehr als elementare Formenlehre und schliefst sowohl geometrische Ab-
bildungen als auch topologische Grundbegriffe mit ein.

Vergleich der Konzeptionen

In der Bewertung des zeitgendssischen Rechenunterrichts finden sich bei Kiihnel
und Bauersfeld et. al. Parallelen, die nicht nur angesichts der zeitlichen Differenz
iiberraschen. Obwohl Kiihnels Ideen weite Verbreitung gefunden haben, scheinen
sie doch nur in Teilen in der Praxis umgesetzt worden zu sein, die Theorie der
Formalstufen mit ihren festgelegten Abstraktionsstufen hat sich ihren Platz im
mathematischen Unterricht der Volks- und Grundschule aus einer langjéhrigen
Tradition heraus offenbar hartnéckig bewahrt; die Klagen iiber mangelnde Re-
chenfertigkeiten sind ebenso wenig abgerissen.

Beide setzen der Stufentheorie auf Erkenntnissen der Psychologie und (Reform-)
Pédagogik beruhende methodische Alternativen entgegen, denen gemeinsam ist,
dass sie aus der Vorstellung eines individuellen, konstruktivistischen Lernens her-
aus einen genetischen Zugang zu den mathematischen Begriffen gewéhren, der
auf den Prinzipien der Selbsttéatigkeit, einer Variation der Veranschaulichung so-
wie dem stetigen Wechsel der Représentationsformen beruht. In Bezug auf Letz-
teres liegt der Schwerpunkt klar auf der enaktiven und der ikonischen Darstel-
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lungsebene, die symbolische und mit ihr die mathematische Form soll keinesfalls
iiberbetont werden. Entwicklungen in den Bezugswissenschaften werden somit als
Argumentationsgrundlage herangezogen. Ein wesentlicher Unterschied liegt hier
jedoch darin, dass Kiihnel die Fachwissenschaft Mathematik selbst nicht zu den
Bezugswissenschaften ziahlt und fachmathematische Entwicklungen in keiner Wei-
se berlicksichtigt, wéhrend die alef-Autoren ihre grundlegenden Strukturbegriffe
aus der ,neueren Mathematik®, also aus der Fachwissenschaft bezichen.

Der pranumerische Teil stellt ein echtes Novum in den Konzeptionen der Neuen
Mathematik dar. Die dort behandelten Inhalte kommen in Kiithnels Konzept nicht
vor, zumindest nicht als Inhalte eigenen Rechts. Abbildungen finden keine Erwéh-
nung, Relationen nur sehr implizit in Form des Spezialfalls der Gleichheitsbezie-
hung, Mengen sind aber auch bei Kiihnel anschauliche Grundlage des Zahlbegriffs,
obgleich unklar bleibt, ob ihm das fachliche Konzept bekannt ist. Die Raumlehre
ist zu Beginn des 20. Jahrhunderts noch vom Rechenunterricht getrennt und ho-
heren Klassenstufen vorbehalten, dennoch fordert Kiihnel sie zumindest in ihrer
grundlegendsten Form — der elementaren Formenlehre — in den Anfangsunterricht
zu integrieren, eine Forderung, der der alef-Lehrgang mehr als Geniige tut, wenn
auch mit einer anderen Zielsetzung. Bemerkenswert ist, dass sich Kiihnel des ho-
hen Abstraktionsgrades des Zahlbegriffs und des Rechnens sehr bewusst ist, was
ihn dazu veranlasst, gewissermafen laut ein Hinausschieben des Rechnens in Er-
wigung zu ziehen (I, 151 u. 180). Entsprechend méchte er auch die Ziffer nicht
vorm 2. Schuljahr eingefiihrt sehen und stimmt damit durchaus mit alef iiberein.
Der Rechenunterricht beginnt jedoch mit der (miindlichen) Zahlreihe und einer
fortwithrenden quantitativen, nicht strukturellen Betrachtung der Welt (II, 198
f.). Die Zahlwortreihe und das Z#hlen spielen in alef dagegen eine untergeordnete
Rolle. Nach Einfiihrung der Zahlen iiber den Kardinalaspekt (konkret an Din-
gen wie in der Vorstellung) wird der Zahlbegriff in beiden Lehrgédngen durch den
Ordinalaspekt erweitert.

Beide Konzepte sehen in den Operationen sowohl den dynamischen Aspekt — fiir die
Addition und Subtraktion in der Vorstellung des Hinzufiigens und Wegnehmens,
also des Operierens mit Mengen, verankert — sowie den ruhenden, strukturellen in
der Zerlegung. Beide Zugénge miissen daher im Vorfeld des Rechnens behandelt
werden.

Der Zahlbegriff soll stets an Dingmengen und Alltagserfahrungen konkretisiert
werden, die nahezu ausschliefliche Fokussierung auf das héusliche Wirtschaftsle-
ben als Bezugsquelle fiir Aufgaben entféllt jedoch in der Neuen Mathematik mit
der nachlassenden Bedeutung des sogenannten biirgerlichen Rechnens. Zum ande-
ren sind die neuen Gegenstédnde des Unterrichts abstrakter, in dem Sinne, dass ihr
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Nutzen fiir das alltdgliche Leben und die Erfassung der Welt stérker ein indirekter
ist und damit nicht unmittelbar sichtbar. Man mag hierin einen Bruch sehen oder
auch eine notwendige Weiterentwicklung. Die Lebensumstédnde in der Bundesre-
publik hatten sich stark gewandelt und forderten einen entsprechenden Wandel im
Unterrichtswesen®; die alten Beispiele fiir Alltagssituationen, die Kiihnel fiir den
Unterricht vorschlégt, diirften in einer Zeit, in der Kinder mit unterschiedlichem
kulturellen Hintergrund in den Klassen safen, fiir viele von ihnen eben jene Le-
bensfremdheit aufgewiesen haben, die Kiihnel am fritheren Unterricht so stark
kritisiert.

Der Stoffwird hier wie da den Zielen des Unterrichts untergeordnet. Der Erwerb
fundierter arithmetischer Kenntnisse, Rechenfahigkeiten und Zahlverstandnis glei-
chermafien, ist in beiden Konzepten oberstes Ziel. Dariiber hinaus sollen bei bei-
den {iber reines Wissen hinausgehende Kompetenzen, unter anderem die Fahigkeit
zum Einsatz heuristischer Strategien in Problemkontexten, erworben werden. Das
iibergeordnete Ziel einer formalen mathematischen Bildung, das in alef in konkret
benannten einzelnen Zielen (z. B. Aufbau kognitiver Schemata und préziser Spra-
che) deutlich wird, wird von Kiihnel explizit genannt. Jedoch versteht er unter
mathematischer Bildung im Wesentlichen die Fahigkeit zur zahlenméfigen Erfas-
sung der Welt. Mit der Einschriankung auf quantitative Begriffe steht dem Schiiler
bei Kiihnel ein begrenztes Instrumentarium zur Beschreibung der Welt zur Verfii-
gung, im Vergleich zu einem Vorrat struktureller Begriffe, wie er in alef angebahnt
wird, und mit dem die Klassifizierung von Umwelterfahrungen sowie die Beschrei-
bung von Beziehungen und Verdnderungen ermdglicht wird. Zudem bleiben die
quantitativen Schemata durch die permanente Ankniipfung an die Sachebene dem
Konkreten verhaftet.

Auf der methodischen Ebene finden sich wiederum zahlreiche Parallelen zwischen
den Ideen von Kiihnel und Bauersfeld. Beide sehen eine selbsttétige, materialge-
stiitzte Erarbeitung von Begriffen vor, beide ergénzen ihren Lehrgang um passende
Unterrichtsmaterialien, beide betonen die Notwendigkeit von Differenzierung und
sehen Gruppenarbeit als eine hierfiir geeignete Methode. Hausaufgaben werden
— wenn auch aus verschiedenen Griinden — sowohl von Kiihnel als auch von den
Autoren von alef abgelehnt. Dafiir finden sich in beiden Konzeptionen Hinwei-
se auf einen durch die verdnderte Unterrichtsorganisation bedingten Wandel der
Lehrerrolle, die zwar weiterhin gute fachliche Kenntnisse — wenn nicht bessere —
erfordert, aber nicht ldnger darin besteht, den Stoff zu présentieren, sondern An-
lasse zur individuellen, konstruktivistischen Begriffsbildung bereitzustellen. Damit

6. vgl. hierzu die Ausfithrungen durch Whitehead (1946, 116), die sich zwar auf die Meraner
Reform bezogen, aber gut auf die Neue Mathematik zu iibertragen sind.
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folgt auch die einzelne Stunde keinem fest vorgegebenen Schema mehr, die Lehr-
person bendtigt gute Fahigkeiten zur Diagnose und muss in der Lage sein flexibel
auf Entwicklungen zu reagieren; der Anspruch an die Lehrerschaft ist somit ge-
stiegen.

Fazit

Es féllt angesichts des oben angestellten Vergleichs zunédchst schwer, dem Argu-
ment von der ,vollige[n| Verdnderung der Lehr- und Lernmethoden und der Unter-
richtsorganisation® zu folgen. Gerade in den Vorschldgen zur methodischen Gestal-
tung von Unterricht finden sich zahlreiche Parallelen zwischen den vorgestellten
Konzeptionen des mathematischen Unterrichts. Erklarbar wird dieser Widerspruch
jedoch, wenn man die jeweiligen Schilderungen der zeitgendssischen Methodik als
Quellen fiir tatsédchliche Unterrichtsrealitdt versteht; wenn der Rechenunterricht
nach dem zweiten Weltkrieg in weiten Teilen des Landes noch so organisiert war
wie im spéten 19. Jahrhundert, dann muss der methodische Teil der Reform, vor
allem in Verbindung mit den weiteren Neuerungen, wie eine Revolution im Klas-
senzimmer gewirkt haben. Was die Theorie betrifft, war sie das aber keineswegs,
Vorbilder finden sich nicht nur bei Kiihnel, sondern generell in der Reformpadago-
gik, so z. B. in Maria Montessoris Konzept der Freiarbeit, an das die Vorschlige
aus alef immer wieder erinnern. Fiir die didaktischen Prinzipien, die sich aus den
theoretischen Uberlegungen zum Lernen ergeben, gilt das gleiche, ebenso fiir die
grundsétzliche Idee, dass iiber die reine Stoffansammlung hinausgehende Fahig-
keiten und Kompetenzen erworben werden sollen.

Die Bildungsziele, die mit dem alef-Programm formuliert werden, sind um einiges
breiter gestreut als in Kiihnels Rechenunterricht. Fiir letzteren liegt das oberste
— und fast ausschliekliche — Ziel letztlich in der Erfassung und Beschreibung der
Umwelt und des biirgerlichen Lebens durch Zahl- und Gréfenbegriffe und die Be-
waltigung der Probleme des Alltags, Kiihnels Bildungsziel ist somit — durchaus im
Widerspruch zu dem von ihm formulierten Anspruch — vor allem ein materiales,
wohingegen Bauersfeld et. al. — neben sozialen Zielen, die sich bei Kiihnel nicht
finden — deutlich formale Bildungsziele wie die Fahigkeiten zum logischen Denken
und den Aufbau einer prézisen Sprache formulieren. Beide begriinden ihre Stoff-
auswahl mit ihren Zielen, die unterschiedlichen Ziele bedingen hierbei naturgeméfs
verschiedene Inhalte. Die formalen Ziele gehen zum einen mit einer stérker forma-
len mathematischen Form einher, zum anderen erfordern sie sowohl den Erwerb an
sich abstrakterer Begriffe wie auch eine mdoglichst weitgehende Abstraktion dieser
Begriffe (wihrend die fortwéhrende Riickbindung an die konkrete Vorstellung bei
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Kiihnel von zentraler Wichtigkeit ist). Zumindest in der duferen Wahrnehmung
liegt hierin ein wesentlicher Unterschied. Ob dieser ausreicht, um von einem Bruch
innerhalb der Mathematikdidaktik zu sprechen, bleibt jedoch zweifelhaft; so wird
mit der neuen Entwicklung zuallererst eine notwendige Anpassung an verénderte
dukere Bedingungen vollzogen”. Dass aber im Anfangsunterricht — und um den
geht es hier wie in der damaligen Diskussion schwerpunktméfig — Abstraktionen,
Formalismus, iibertriebene Fachsprache oder sogar die axiomatische Methode die
Oberhand gewinnen, wie ein weit verbreiteter Vorwurf lautet (der moglicherwei-
se auf der — polemischen — Darstellung der Reform in den USA bei Kline, 1974
beruht), wird durch das Beispiel des alef-Programms in keinster Weise nahege-
legt. Vielmehr besteht die Leistung der Autoren darin, die abstrakten Begriffe im
Sinne des Brunerschen Spiralcurriculums® konkret erfahrbar zu machen und auf
die Weise die spateren Abstraktionen friithzeitig auf einer kindgerechten Ebene zu
préfigurieren; die Verwendung von Symbolen wird auf ein Minimum reduziert, die
Fachsprache an ausgewihlten Stellen vorbereitet.

Dariiber hinaus ist beiden Konzepten die zentrale Stellung des Zahlbegriffs und
des Rechnens, und zwar nicht im Sinne einer schematischen Abfolge von Mecha-
nismen, sondern im Sinne eines verstindigen Operierens, gemeinsam. Verschiedene
Zahlaspekte werden im Laufe des Zahlbegriffserwerbs beriicksichtigt, der kardinale
Aspekt steht bei beiden am Anfang. Die Betrachtung der Zahl als Eigenschaft von
(Klassen gleichméchtiger) Mengen erlaubt eine prézisere und klarere Definition als
sie Kiihnel zur Verfiigung stand (vgl. auch Griesel, 1971, 133). Dass die perma-
nente Konkretisierung der Zahlen durch Probleme des alltéglichen Lebens ihren
hohen Stellenwert verliert, ist ebenfalls den verénderten Zielen geschuldet, hierin
liegt sicher ein grofer Unterschied, der vor allem bei Eltern den Eindruck erwecken
konnte, ihre Kinder wiirden die grundlegendsten Kulturtechniken nicht mehr ler-
nen. Umso mehr iiberrascht es, dass Kiihnel die Einfiihrung der Ziffer, zumindest
in ihrer vollen Bedeutung, sogar noch zu einem spéteren Zeitpunkt vorsieht als die
Autoren von alef. Die nach auflen hin revolutiondr anmutende Riickstellung der
Zahlen fast bis ins 2. Schuljahr in der ersten Auflage von alef findet in Kiihnel
einen Wegbereiter, wenn der in Erwégung zieht, Zahlen und Rechnen aufgrund
ihres abstrakten Charakters so weit wie moglich hinauszuschieben. In der Praxis
des Rechenunterrichts war dies jedoch keine ernsthafte Option, fehlten Kiihnel und
den anderen Rechendidaktikern doch schlicht die Inhalte und Begriffe, mit denen
der frei gewordene Unterricht hitte gefiillt werden kénnen. Wie in den Fragen der
Unterrichtsorganisation muss auch hier festgehalten werden, dass der in der Praxis

7. Die Ursachen und Anlasse der Reform wurden hier nicht ndher thematisiert, es finden sich
Ausfithrungen dazu in den KMK-Empfehlungen sowie in zahlreicher weiterer zeitgenossischer
Literatur.

8. vgl. Bruner, 1970.
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des Unterrichts wahrgenommene Bruch in der Theorie nicht existierte, sondern ein
erheblicher Teil der mutmaflich neuen Ideen seine historischen Vorbilder hatte.

Der fundamentale Unterschied hingegen ist ein anderer: Der Ubergang vom Rechen-
zum Mathematikunterricht birgt einen tiefer greifenden Wandel in sich; die Neube-
nennung des Faches ist weit mehr als nur eine nominelle Neuerung, sie impliziert
einen Paradigmenwechsel. Die Identifikation des Faches Mathematik mit seinen
Teilgebieten Geometrie und Arithmetik, die auf die Antike zuriickgeht, wurde in
Form des Rechen- und Raumlehreunterrichts an den Volksschulen bis in die zweite
Halfte des 20. Jahrhunderts konserviert, weitgehend ungeachtet der Entwicklungen
und fortschreitenden Ausdifferenzierung der Fachwissenschaft Mathematik. Die
Tradition des Rechenunterrichts geht dabei bis auf die Rechenmeister, -schulen
und -biicher zu Beginn der Frithen Neuzeit zuriick. Die Ersetzung des inhalt-
lich klar umrissenen, traditionellen Rechenunterrichts mit seinem Anwendungs-
wissen durch einen propédeutischen Mathematikunterricht fiir die Grundschule
iiberspringt damit im gewissen Sinne mehrere hundert Jahre mathematischer Ent-
wicklung und stellt die Didaktik vor die Herausforderung, im Hinblick auf eine
didaktische Reduktion der Gesamtheit des Faches diejenigen Inhalte zu identifi-
zieren, die so grundlegend fiir die Mathematik sind, dass sie zu Anfang erworben
werden sollen. Die Idee, im mathematischen Anfangsunterricht die Grundlagen
des Faches zu vermitteln, findet sich bereits bei Kiihnel, der in seinen Ausfiihrun-
gen zum Ziel der mathematischen Bildung davon spricht, ,ihre Grundlagen [zu]
vermitteln“. Fiir Kiihnel sind Zahlen und Operationen also Grundlagen der Ma-
thematik, fiir die Autoren von alef sind es Mengen, Relationen und Abbildungen
sowie topologische Grundbegriffe, beide Konzepte gehen also von unterschiedli-
chen Grundlagen des Faches aus und spiegeln somit unterschiedliche Auffassungen
des Faches Mathematik. Die Reduktion der Arithmetik zu einem Teilgebiet neben
anderen und eine damit einhergehende Zuriickdréngung des Rechnens, die nach au-
fen haufig als starkste Verdnderung wahrgenommen wurde, ist im Konzept eines
Mathematikunterrichts — zumindest wenn dort ernsthaft Mathematik betrieben
wird — angelegt und kaum vermeidbar.

Der Ubergang vom Rechen- zum Mathematikunterricht, der faktisch der Einfiih-
rung eines neuen Faches mit neuen Zielsetzungen und neuen Fragestellungen gleich-
kam, stellt damit in der Tat einen Einbruch in der Geschichte des mathematischen
Elementarunterrichts dar. Dieser Bruch war jedoch nicht vermeidbar, jede noch so
gut durchdachte Weiterentwicklung und Modernisierung der Rechendidaktik wére
doch immer noch dem Rechnen als priméirem Ziel verhaftet gewesen und hétte die
Frage nach den Grundlagen des Faches Mathematik nicht in den Blick genommen.
Dass ein propadeutischer Mathematikunterricht ab der ersten Klasse notwendig
ist, steht wohl heute kaum aufser Frage. Dass die Neue Mathematik aber jegliche
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Vorbilder aus der Geschichte des Rechenunterrichts unberiicksichtigt lasst, kann
an dieser Stelle nicht bestétigt werden.
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Lehrerinnen und Lehrer zum
Einsatz mathematikhistorischer
Quellen im Unterricht ausbilden

Sebastian Schorcht

Die Idee Geschichte der Mathematik im Unterricht zu verwenden wird schon seit
langerer Zeit diskutiert (vgl. Lindner 1808; Toeplitz 1927; F. Klein 1933; Schubring
1978; Fauvel und Van Maanen 2000; Matthews 2014). Im Rahmen dieser Ausein-
andersetzungen mit Mathematikgeschichte, sind viele Ziele formuliert worden, zu
denen Mathematikgeschichte im Unterricht beitragen kann. Beispielsweise soll sie
zur Kliarung epistemologischer Hindernisse dienen (vgl. Radford, Boero und Vas-
co 2000; Brousseau 2010) oder die Schiilerinnen und Schiiler zur Beschéftigung
mit Mathematik motivieren (vgl. Lindner 1808). Einen méglichen Beitrag den Ge-
schichte der Mathematik als Gegenstand des Lernens haben kann, benennt Jank-
vist in seiner Darstellung des internationalen Forschungsstandes. Mathematikge-
schichte als Bildungsziel soll demnach folgendes Bewusstsein bei den Lernenden
etablieren:

e  Mathematics exists and evolves in time and space |[...];

e that it is a discipline which has undergone an evolution and not
something which has arisen out of thin air [...];

e that human beings have taken part in this evolution [...];

e that the evolution of mathematics is due to many different cul-
tures throughout history and that these cultures have had an in-
fluence on the shaping of mathematics as well as the other way
round |...];

e or that the evolution is driven by internal as well as external forces
[...]“ (Jankvist 2009, S. 22)
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Neben der Erkenntnis, dass Mathematik eine historische Tiefendimension besitzt,
sollen die Schiilerinnen und Schiiler im Unterricht die Evolution der Mathematik
begreifen. Dabei spielen fiir Jankvist die Vielfalt mathematischer Kulturen und
die Einfliisse, die auf Mathematik wirken, eine bedeutende Rolle. Es soll deutlich
werden, dass Mathematik eine durch Personen beeinflusste Wissenschaft ist. Aller-
dings wird die explizite Auseinandersetzung mit mathematischen Verfahren und
Begriffen nur randstédndig beriihrt. Bei Jahnke und Habdank-Eichelsbacher wird
starker die mathematische Begriffsbildung hervorgehoben, die durch eine Ausein-
andersetzung mit Mathematikgeschichte im Unterricht gestédrkt werden kann. Fiir
die Schiilerinnen und Schiiler soll eine Beschéftigung mit Geschichte der Mathe-
matik im Unterricht beitragen

e _zu Einsichten in die Entwicklung mathematischer Begriffe;

e zu einem vertieften Verstdndnis der Rolle der Mathematik in un-
serer Welt und ihrer Beziehungen zu Anwendung, Kultur und
Philosophie; sowie

e zur Wahrnehmung und zum Verstehen der Ziele und Intentionen
mathematischer Begriffsbildungen, der Méglichkeiten alternativer
Wege und personlicher Aspekte. Die Schiiler erfahren so etwas
iiber die subjektive Seite der Mathematik.“ [Hervorhebungen im
Original| (Jahnke und Habdank-Eichelsbacher 1999, S. 96)

Durch die Analyse mathematikhistorischer Quellen, soll eine Diskrepanzerfahrung
zwischen dem von Schiilerinnen und Schiilern gelernten und durch die histori-
sche Quelle verfremdeten Wissen hergestellt werden (vgl. Glaubitz 2011, S. 30).
Die Entwicklung mathematischer Begriffe kann dann an dieser Diskrepanzerfah-
rung thematisiert werden, indem die Verdnderungen zwischen der gegenwértigen
und vergangenen Verwendung mathematischer Begriffe und Techniken diskutiert
wird. Fiir den zweiten und dritten Punkt im Katalog von Jahnke und Habdank-
Eichelsbacher ist, meines Erachtens, ein Blick in die Arbeitsweise des Mathema-
tikhistorikers notwendig.

Mathematikgeschichte ist eine wissenschaftliche Disziplin. Sie beschéaftigt sich mit
mathematischen Quellen, die in der Gegenwart zu finden sind. Sie lassen auf ver-
gangenes mathematisches Handeln schliefen. Durch eine hermeneutische Analyse
der Quellen, versuchen Mathematikhistoriker die vergangene Verwendung der ma-
thematischen Begriffe und Techniken zu rekonstruieren. Diese sind abhingig vom
Kontext, in dem damaliges mathematisches Handeln stattfand. Epple nennt die-
sen Kontext auch ,epistemische Konfiguration“ oder ,mathematische Werkstatt*
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(Epple 2000, S. 150). Er versteht unter einer mathematischen Werkstatt ein Kon-
glomerat mathematischer Begriffe und Techniken. Unter Techniken werden ma-
thematische Verfahren zur Darstellung, Operation und Interpretation mathema-
tischer Begriffe verstanden. Dabei kénnen gleiche Begriffe mit unterschiedlichen
Techniken Ausdruck in historischen Quellen finden. Erst durch die Entwicklung
bestimmter Techniken ist es moglich mit den mathematischen Begriffen - Epple
nennt diese Begriffe, im Sinne des Arbeitens an Gegenstédnden in einer Werk-
statt, auch ,epistemische Gegenstiande* (vgl. Epple 2000, S.150) - mathematisch
zu handeln. Wissenschaftsexterne und -interne Einrichtungen sowie Kommunika-
tionsstrukturen wirken in und auf diese mathematische Werkstatt, beeinflussen
mathematisches Handeln und letztendlich die mathematikhistorische Quelle. Als
Einrichtungen konnen beispielsweise Machtstrukturen oder institutionelle Rahmen
und als Kommunikationsstrukturen die Sprache und Kontaktpersonen der mathe-
matisch Handelnden genannt werden. Wie sich die Techniken in mathematischen
Werstéatten entwickeln, um mathematisches Handeln mit Begriffen zu erméglichen,
ist der von Epple definierte Untersuchungsgegenstand der Mathematikgeschichte
(vgl. Epple 2000). Es spielen dann Fragen eine Rolle, wie: ,Jm Hinblick auf welche
Motive und Zwecke war dieses Handeln angemessen? [...] Welche Art von mathema-
tischen Handlungen in einer bestimmten Episode mathematischer Praxis [galten]
als verniinftig und sinnvoll [...]? (Epple 1999, S. 22f)

Um das Zusammenspiel der innerhalb und von aufen wirkenden Einfliisse auf
mathematische Werkstétten zu rekonstruieren, muss neben der Quelle auch die
mathematische Werkstatt Gegenstand der Analyse sein: Um die vorliegende Quel-
le hermeneutisch zu erschliefen ist es notig die mathematischen Techniken und
die zugehorigen Begriffe zu verstehen. Vor allem die gegenwartige Nutzung mathe-
matischer Begriffe kann dabei zu einer Betrachtungsweise der vorliegenden Quelle
fiihren, die pauschal unsere heutige Wissensbasis in die Quelle hinein interpretiert
(vgl. Jahnke, Arcavi u. a. 2000, S. 293). Um diesem Problem addquat begegnen zu
kénnen, wird auf die Betrachtung mathematischer Werkstétten zuriickgegriffen.
Eingegrenzt wird das Gebiet des historisch zur Verfiigung stehenden mathemati-
schen Wissens, indem zusétzlich Quellen herangezogen werden, die zu beliebigen
Zeitpunkten als mathematisches Wissen anerkannt waren (vgl. Epple 1999, S. 20).
Es ergibt sich somit eine Wissensbasis, die den vergangenen Mathematikern zum
jeweiligen Zeitpunkt der Forschung zur Verfiigung stand. Die Verwendung neuer
mathematischer Techniken, ist somit abhéngig von den Mdoglichkeiten, die eine
solche mathematische Werkstatt bietet. Durch die zeitliche und rdumliche Um-
schlieffung der mathematischen Quelle, arbeitet der Mathematikhistoriker die Be-
ziehungen heraus, die zur analysierten Quelle fiihren (vgl. Epple 2000, S. 143). Da-
mit werden schlussendlich vergangene Ziele und Zwecke mathematischen Handelns
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herausgearbeitet, um sie zur ,Selbstverstindigung der Gegenwart* (Epple 2000, S.
156) zu nutzen. Zur mathematikhistorischen Quellenarbeit geh6rt demnach neben
mathematischen Kenntnissen auch der Umgang mit Methoden der Geschichtswis-
senschaft (vgl. Epple 2000, S. 132) und - je nach Quelle - die Kenntnis der Sprache
des Verfassers (vgl. Imhausen 2006).

Die hier vorgestellte Quelleninterpretation, verstanden als historisch-hermeneuti-
sche Methode im Unterricht, ist eine M6glichkeit der Umsetzung mathematikhisto-
rischer Themen. Dadurch soll zum ,yertieften Verstéandnis der Rolle der Mathema-
tik in unserer Welt und ihrer Beziehungen zu Anwendung, Kultur und Philosophie;
sowie zur Wahrnehmung und zum Verstehen der Ziele und Intentionen mathema-
tischer Begriffsbildungen, der Moglichkeiten alternativer Wege und personlicher
Aspekte” [Hervorhebungen im Original| (Jahnke und Habdank-Eichelsbacher 1999,
S. 96) im Mathematikunterricht beigetragen werden. Die Frage ,Jm Hinblick auf
welche Motive und Zwecke war dieses Handeln angemessen? (Epple 1999, S. 22f)
zeigt die Moglichkeiten und Bedingungen mathematischen Handelns im Rahmen
mathematischer Werkstétten und kann die Verkniipfungen zu Anwendungen, Kul-
tur und Philosophie herstellen. Die ,Selbstverstandigung der Gegenwart” (Epple
2000, S. 156) dagegen ist vermutlich nur im Vergleich mit gegenwértiger mathe-
matischer Praxis erreichbar.

Neben Beispielen zum Einsatz mathematikhistorischer Quellen (Winter, Zerger
u. a. 1986; Jahnke, Schoenbeck u. a. 1991, 1998; Jahnke und Habdank-Eichelsbacher
1999; Jahnke, Arcavi u.a. 2000; Biegel, Reich und Sonar 2008; Jahnke, Rich-
ter u.a. 2008) hat Michael Glaubitz in seiner Dissertationsschrift (vgl. Glaubitz
2011) dargelegt, wie diese historisch-hermeneutische Methode mit Hilfe des her-
meneutischen Zirkels gelingen kann. In einem exegetischen Teil, erarbeitet er den
mathematikhistorischen Kontext einer Quelle A'Khwarizmis und zeigt in einer
Interventionsstudie, mit einer Experimental- und Kontrollgruppe, welche Einfliis-
se mathematikhistorische Quellen im Unterricht haben kénnen. Dabei kommt er
zu folgenden, an dieser Stelle knapp dargestellten Ergebnissen: Die Arbeit mit
Quellenmaterial sorgt fiir eine stérkeren Einbezug des Argumentierens, Kommuni-
zierens und Problemlésens im Unterricht. Die Experimentalgruppe entwickelte im
Vergleich zu einer Kontrollgruppe, die den an der Schule iiblichen Regelunterricht
folgte, einen deutlichen Leistungsschub. Im Leistungstest nach der Intervention
konnte dieser Leistungsschub noch iiber lingere Zeit nachwirken. Dabei wurde
iibergreifend ein Test ohne mathematikhistorische Bezilige angewendet, der die
curricularen Kompetenzziele der Jahrgangsstufe erfasste. Es sollten quadratische
Gleichungen syntaktisch gelost, Losungswege begriindet und aus Texten Aufga-
benstellungen zu quadratischen Gleichungen herausgearbeitet werden. Glaubitz
versucht so positive Effekte durch die Nutzung der historisch-hermeneutischen



Lehrkréfte zum Einsatz mathematikhist. Quellen im Unterricht ausbilden 53

Methode nachzuweisen. Zuséatzlich konnte die Interventionsstudie das Bild von
Mathematik derjenigen Schiilerinnen und Schiiler verindern, die mathematikhis-
torische Beziige im Unterricht nutzten. Fiir das Fach Mathematik gewann man
durch die historisch-hermeneutische Methode neue Interessengruppen unter den
Lernenden (vgl. Glaubitz 2011, S. 362f). Unter diesen Aspekten erscheint der Ein-
satz mathematikhistorischer Quellen als sinnvoll.

Allerdings besitzen Lehrkrafte nur selten die Expertise, die bei einer mathematik-
historischen Quelleninterpretation verlangt wird. Es existieren zwei Moglichkeiten
der Problematik zu begegnen: Entweder es werden Lehrkréifte fiir die Verwen-
dung mathematikhistorischer Themen im Unterricht ausgebildet oder diese The-
men miissen durch Experten fiir den Gebrauch im Unterricht aufgearbeitet werden,
ansonsten gestalten sich Quelleninterpretationen im Schulunterricht als komplexe
Herausforderungen und werden trotz der Beitrdge die sie bewirken sollen nicht
eingesetzt.

Die Ausbildung angehender Lehrerinnen und Lehrer im Bereich mathematikhis-
torischer Themen wird an einigen Universitdten schon umgesetzt. Exemplarisch
seien hier die Universitdten Wuppertal, Hildesheim, Siegen, Duisburg-Essen und
Jena genannt. Die Ausbildung der Mathematiklehrkréfte kann aus internationaler
Perspektive folgende Moglichkeiten bieten:

1. ,letting teachers know of the part of mathematics (the direct te-
aching of history of mathematics)

2. enhancing teachers understanding of the mathematics they are
going to teach (methodological and epistemological function)

3. equipping teachers with the methods and techniques of incorpo-
rating historical materials in their teaching (use of history in the
classroom)

4. enhancing teachers’ understanding of the evolution of their pro-
fession and of the curricula (history of mathematics teaching)*
(Schubring, Cousquer u. a. 2000, S. 110)

Im dritten Punkt dieser Liste wird auf das Professionswissen, das Lehrerinnen
und Lehrer beim Einsatz der Geschichte der Mathematik im Unterricht bend&ti-
gen, verwiesen. Dazu gehort auch die Beherrschung der Methoden und Techni-
ken zum Einsatz mathematikhistorischer Quellen im Unterricht. Wie bisher ge-
zeigt, ist dies ein sehr komplexes Unterfangen. Mehrere Kompetenzen sind fir
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eine addquate Analyse notwendig. Zum Beispiel miissten Lehramtsstudenten min-
destens drei Aspekte kennenlernen, um eine Analyse mathematikhistorischer Quel-
len moglich zu machen: (1) mathematische Techniken zum Darstellen, Operieren
mit und Interpretieren von mathematikhistorischen Begriffen; (2) Methoden der
Geschichtswissenschaft zur Einbettung mathematikhistorischer Quellen in mathe-
matische Werkstétten und (3) didaktische Umsetzungsmoglichkeiten der Quellen-
arbeit im Mathematikunterricht. Dieses Plddoyer ist vor dem Hintergrund eines
fehlenden mathematikhistorischen Professionswissens zukiinftiger Lehrkréfte bei
der Planung von Lehrveranstaltungen zu beriicksichtigen. Erst die Ausbildung in
diesem Sinne bietet den Lehrerinnen und Lehrern die Moglichkeit mathematikhis-
torische Quellen im Unterricht flexibel einzusetzen und unabhéngig von gegebenen
Beispielen ihren Unterricht im Sinne der historisch-hermeneutischen Methode zu
planen.

Die Alternative zur Ausbildung angehender Lehrkréfte im Bereich Geschichte der
Mathematik ist eine prézise, durch Expertinnen und Experten begleitete Aujfbe-
reitung mathematikhistorischer Quellen fiir den Unterricht. Die Quelle eingebettet
in ihre mathematische Werkstatt und eine didaktische Erlduterung sollten so dar-
gestellt sein, dass ihre Bearbeitung ohne spezifische Kenntnisse zur Mathematik-
geschichte moglich ist. Dabei ist die Aufbereitung zumindest durch Expertinnen
und Experten der Geschichte der Mathematik zu begleiten, um sich nicht den von
Spalt genannten Gefahren einer Verkiirzung auszusetzen (vgl. Spalt 1987).

Dieser Herausforderung gilt es bei der Planung zukiinftiger Schulmaterialien mit
mathematikhistorischen Beziigen zu begegnen. Allerdings ist die Planung dieser
Materialien, egal wie gut sie umgesetzt sind, durch die Perspektiven der Autorin-
nen und Autoren beeinflusst. Jeder Unterricht wird durch unterschiedliche Per-
spektiven geprigt. Wie Hayden White (1991) herausarbeitete, ist die Darstellung
historischen Geschehens mafsgeblich von der zugrunde gelegten Geschichtsphiloso-
phie des Autors abhéngig. Die Aufbereitung der Themen wird durch eine chrono-
logische Ordnung der Quellenlage und der Festlegung einer Fabel mit Anfang und
Schluss bestimmt. Dabei greifen die Autorinnen und Autoren bei ihrer Darstellung
der Ereignisse auf eine Erzéhlstrategie zuriick. Auf die Darstellung ,,Was geschah?
mit Hilfe sprachlicher Mittel folgt die Darlegung eines ,,Sinn des Geschehens“. Da-
bei ist der Sinn des Geschehens von der gegenwértigen Sichtweise abhéngig, mit
den Worten Whites formuliert:

»,Die Behauptung, eine vergangene von einer gegenwértigen Wirklich-
keit des gesellschaftlichen Bewusstseins und seiner Praxis unterschieden
zu haben, impliziert eine bestimmte Vorstellung davon, welche Form
das Wissen von der Gegenwart haben muf, insofern diese eine Fort-
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setzung der Vergangenheit ist.“ [Hervorhebungen im Original] (White
1991, S. 38)

Das Bild der Mathematik wird in diesem Sinne zur perspektivischen Brille und ent-
scheidet welche Quellen fiir den Unterricht ausgewéahlt werden und welche nicht.
Die formalen Schluffolgerungen im historischen Sinn heben die Merkmale des ver-
gangenen Geschehens heraus, die fiir die Darstellung mafigeblich sind. Beispielswei-
se kann vergangenes mathematisches Handeln im historischen Kontext als strin-
genter roter Faden dargestellt werden oder es wird die Vielfalt mathematischer
Werkstéatten fokussiert. Letztendlich wird eine Intention verfolgt, die die Aufbe-
reitung der Quellenlage durchzieht (vgl. White 1991).

Die Aufarbeitung mathematikhistorischer Quellen fiir die Schule ist demnach durch
Perspektiven der Autorinnen und Autoren gepragt. Die Aufgabe der Lehrkraft als
mathematikhistorischer Laie wird es sein, diese Perspektiven zu erkennen, um ei-
ne kritische Auseinandersetzung mit dem Material zu ermdéglichen. Die Wahl der
Quellenbeispiele fiir den Unterricht ist den gleichen Kriterien unterlegen. In der
Schule eingesetzte Beispiele dienen demnach dazu, das Mathematikbild der Lehr-
kréfte zu vermitteln. Die Lernenden werden dieser Situation ausgesetzt, ohne eine
Alternative kennenzulernen. Vermutlich in den wenigsten Féllen sind die Lehren-
den und Lernenden auf dieses Phénomen vorbereitet.

Damit Mathematiklehrerinnen und -lehrer unterschiedliche Perspektiven wahrneh-
men, ist schon bei der Aufbereitung der Quellen eine Offenlegung der Perspekti-
ve notwendig. Eine multiperspektivische Darstellung mehrerer Expertinnen und
Experten konnte das Bewusstsein fiir historische Perspektiven schérfen. Eine ad-
dquaten Ausbildung der zukiinftigen Lehrenden im Themenbereich Mathematik-
geschichte scheint allerdings eine sichere Methode zu sein, um den Beitrag, den
Geschichte der Mathematik im Unterricht leisten soll, umzusetzen.
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Hegel on the Mathematical Infinite

Elena Ficara

Idea! est synthesis infiniti et finiti et philosophia omnia est in ideis.?

The character of the mathematical infinite and the way it is used in higher

analysis corresponds to the concept of the genuine infinite.

The question of the mathematical approach to infinity is not a marginal one, in
Hegel’s thought. It concerns the very core of the dialectical method, and the ques-
tion: how is it possible to express conceptual contents (i.e. concepts that are, as
to Hegel, complex and incommensurable) in a precise and scientific way? Both
mathematics and philosophy deal, as to Hegel, with contents that are infinite and
incommensurable. Unlike philosophy, mathematics has found a way to adequately
express them. In what follows I will first briefly reconstruct Hegel’s high consid-
eration of the mathematical infinite, and then I will focus on one aspect that, in
my view, is at the very core of the dialectical method, the link between conjunc-
tion and contradiction emerging from Hegel’s characterisation of the mathematical
infinite.

1 What is the Infinite?

Hegel’s view on the problem of infinity in mathematics is scattered in many places,
starting from Hegel’s early writings Systemfragment of 1801,% the Geometrische

1. Note on citation: Hegel’s works are cited according to the Moldenhauer and Michel edition,
abbreviated as “Hegel Werke”, followed by volume and page number. If the English translation
is available, I also give the page number of the translation. If it is not, the translation is mine,
and the original German text is reported in the footnotes.

2. Hegel Werke 2, 533.

3. Hegel Werke 5, 284 / Hegel 1998, 244.

4. Hegel Werke 1, 419-427.
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Studien® the Dissertatio philosophica de orbitis planetarum,® Glauben und Wis-
sen” and the so called Jenaer Logik®). As Antonio Moretto in 1984 has shown,
Hegel came to a final assessment on the topic after an accurate study of the most
recent results of the mathematical research on the infinite. The last version of
Hegel’s ideas is the remark to the second chapter of the second section of the
Wissenschaft der Logik. In what follows, I will focus on this remark.

Here Hegel distinguishes between different approaches to the problem of the infi-
nite, and different conceptions of the infinite, more specifically between the “usual”
or “old mathematical definition”, the “usual” or “old philosophical definition”, i.e
the one given by Kant, considered by Hegel as an example of “bad infinity” and,
finally, the new mathematical, the “true one”, which is the one, as to Hegel, in use
in higher analysis.

Let us consider the three conceptions in more detail. According to the “usual” or
old mathematical definition (OM) the infinite is:

OM: a magnitude than which there is no greater (when it is defined as
the infinitely great) or no smaller (when it is defined as the infinitely
small), or in the former case is greater than, in the latter case smaller
than, any given magnitude.”

Hegel comments:

In this definition the true concept is not expressed but only, as already
remarked, the same [bad] contradiction which is present in the infinite
progress [bad infinite]; but let us see what is implicitly contained in it.
In mathematics a magnitude is defined as that which can be increased
or diminished; in general, as an indifferent limit. Now since the in-
finitely great or small is that which cannot be increased or diminished,
it is in fact no longer a quantum as such.'’

First Hegel points out that OM entails a contradiction, namely:
The infinite is a magnitude and the infinite is not a magnitude.

In it, the infinite is said to be both, something that can be increased/diminished
(a magnitude, since by magnitude is meant something that can be diminished

. Hegel 2014, 369-376.

. Hegel 1986.

. Hegel Werke 2, 287-433.

. Hegel 1971.

. Hegel Werke 5, 282 / Hegel 1998, 243.
. Ibid.
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or increased) and something than which there is not greater (not a magnitude).
Thus OM entails a contradiction and this is the reason why ordinary thinking finds
difficult to deal with the mathematical conception.

[The idea] that the quantum [...] is suppressed [aufgehoben] |...] is the
cause of the difficulty for ordinary thinking. For quantum in so far
as it is infinite is required to be thought as aufgehoben, as something
which is not a quantum but yet retains its quantitative character.'t

Kant highlighted the main difficulty within OM, and suggested an alternative
definition of the infinite. The difficulty is that the definition: “the infinite is a
magnitude that cannot be increased or diminished” leads to the idea that “there
can be a greater or lesser infinite”. Hegel admits that Kant’s critique is justified
because:

so long as the infinite is represented as a quantum, the distinction of
greater or less still applies to it.!2

This critique, however, does not apply to the genuine mathematical infinite (NM)
because this is definitely not a quantum, but rather, Hegel says, a relation, and

more specifically: “infinite difference”.!3

Let us first consider what Hegel calls the “bad infinite”, and in the remark to the
Wissenschaft der Logik identifies with Kant’s idea of the “transcendental” infinite.
As a matter of fact, Kant suggested another view of the infinite, which he called
“transcendental infinite” (and Hegel calls the bad infinite, in my reconstruction it
would be the “old philosophical definition of the infinite”: OP).

OP: [the idea] that the successive synthesis of the unit in the measure-
ment of a quantum can never be completed.'?

Hegel comments that

It is evident from this that we have here nothing but an expression of
the progress to infinity.'®

In this sense NM (the new mathematical definition) reveals, according to Hegel,
a primacy over OP (the Kantian definition). Hegel says that Kant’s definition is
problematic because it entails a merely psychological and subjective qualification

11. Hegel Werke 5, 283 / Hegel 1998, 243.
12. Hegel Werke 5, 284 / Hegel 1998, 244
13. Ibid.
14. Ibid.
15. Ibid.



62 FElena Ficara

of the concept of the infinite. It implies the view that what is infinite is the
subjective activity of “synthesizing the unit”, i.e. of adding further unities to an
amount, an activity that can never be completed.

In this respect, Kant’s infinite is the bad infinite of the progress or series, which
cannot be achieved without the spontaneous intervention of a subject who adds
further elements to the series.

The genuine infinite is, in contrast, the one that emerges from higher analysis:

NM: On the other hand [...] the character of the mathematical infinite
and the way it is used in higher analysis corresponds to the concept of
the genuine infinite.'6

For example, if we take a fractional number,

NM: Such fraction, 2/7 for example, is not a quantum like 1, 2, 3, etc.;
although it is an ordinary finite number it is not an immediate one
like the whole numbers but, as a fraction, is directly determined by
two other numbers which are related to each other [...] The fraction
2/7 can be expressed as 0.285714...etc. As so expressed it is an infinite
series; the fraction itself is called the sum, or finite expression of it.!”

In other words, the processual version of the infinite expressed by the fraction
2/7 is 0.285714... ad infinitum, the infinite series. However, while the expression:
0.285714... is an expression of bad infinity, 2/7 expresses the good infinity. In
fact, in the fraction the infinite is, as Hegel says, “all contained” as such. The
mathematical symbols immediately convey the entire development of the infinite
series. In contrast, in the progress of the series the infinite is incomplete, it always
requires the iterated intervention of an operation.

Hegel criticizes that:

The series contains and exhibits the contradiction of representing that
which is a relation [...] as a mere quantum, as an amount. The con-
sequence of this is that the amount which is expressed in the series
always lacks something, so that in order to reach the required deter-
minateness, we must always go further than the terms already posited
[...] By continuing the series the amount can of course be made as ac-
curate as one needs it to be; but representation by means of the series
continues to be only an ought-to-be.'®

16. Ibid.
17. Hegel Werke 5 285-286 / Hegel 1998, 245.
18. Hegel Werke 5, 288 / Hegel 1998, 247.
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At the same time he stresses that the fraction is a finite expression too. However,
its finitude fully entails its infinity. Hegel writes:

But on the other hand, what is called the finite expression or the sum
of such a series lacks nothing; it contains that complete value which
the series only seeks, the beyond is recalled from its flight; what it is
and what it ought to be are not separate but the same.'®

The fraction 2/7 is a finite quantity, but what it expresses is infinite. Thus it is
both finite and infinite.

In sum, Hegel distinguishes between three concepts of the infinite (OM, OP, and
NM), observes that all of them entail a contradiction, and considers the first two
inadequate to express the nature of the infinite. Only the third represents an
adequate expression of the infinite (the “good”, as opposed to the “bad” infinity).
One can plausibly distinguish, on this basis, between bad contradictions (those
conveyed by OM and OP) and good contradiction (the one entailed in NM). But
what does the distinction between good and bad contradictions amount to, ex-
actly?

2 Good and Bad Contradictions

The distinction between good and bad infinity is to be traced back to the difference
between the kinds of contradictions involved in Hegel’s characterisation of the two
kinds of infinity.2® There is a good contradiction related to the good infinite (NM),
and there is a bad contradiction related to the bad infinity of OP and OM. But
in what sense the contradictions conveyed by OP and OM are bad, while the one
entailed in NM is good? What does “good” (infinity, or contradiction) exactly
mean, in this context?

As we have seen, in OM there is a contradiction between the characterisation of
infinity as quantity, i.e. as something that can be increased (or diminished) and
the one of infinity as something that is not a quantity, i.e. as something that
cannot be increased. In contrast, the symbolic notational account of NM allows us
seeing that the infinity of the fraction 2/7 is indeed a quantity that can be added

19. Hegel Werke 5, 289 / Hegel 1998 248.

20. One could object that the relation between “the finite” and “the infinite” is not a contra-
diction in the technical meaning of the term (as couple of sentences or predicates one of which
is the negation of the other). I endorse the view that Hegelian opposites (among them the pair
“finite” /”infinite”) are contradictories in the technical meaning of the term “contradiction”. I have
argued for this view in other occasions. See Ficara 2013, but also Henrich 1976, Priest 1989,
Diising 2012 among others.
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to other finite or infinite quantities. I may add 2/7 to 3/5, or to 1, 2, whatever. So
the NM account allows calculation even if the numbers involved are not properly
natural numbers. Thus in light of NM the contradiction in OM is solved, since the
infinite turns out to be a quantity of some sort.

The contradiction involved in OP, as we have seen, strictly concerns the impossi-
bility of capturing infinity using finite subjective means. The process is given by
the attempt to grasp the infinite nature of the series using subjective means. So we
have the conception of an infinity, but we can neither use nor grasp it (in a sense,
we have and do not have the infinite). However, this is a false contradiction, in
the perspective of NM. In NM the symbolic notational account allows us to keep
infinity “all enclosed” in the fraction without sacrificing its open infinite nature.
In the infinite calculus we have finite operations with infinite quantities, in the
philosophical bad account, in contrast, we have infinite (incomplete) operations
with finite quantities.

3 Conjunction and Contradiction

In this respect, it is possible to show how the distinction between good and bad
infinity is rooted in the peculiar Hegelian view about the conjunction linking two
truly contradictory elements (sentences or predicates).?! In Hegel’s view, the con-
junction that joins two truly contradictory terms does not allow simplification.
Classically, if we state a conjunction then we can also assert one of the two con-
juncts separately. For example, if it is the case that “The sun shines today and
Siegen is in Germany” then that “Siegen is in Germany” is also the case.

A Hegelian conjunction of two contradictory statements, in contrast, implies that
we cannot state only one of them separately. In a true contradiction each term as
such, separated from its conjunct, is false, but the contradiction (their conjunction)
is true. This means that if I have Fm and not-Fm each conjunct is false while their
conjunction “Fm and not-Fm” is true. The contradiction grasped by NM is of this
sort. We cannot say that 2/7 is only infinite and we cannot say that it is only finite
(not-infinite), while we must say that 2/7 is both finite and infinite (not-infinite
and infinite).

In the contradiction involved in OM (“the infinite is a quantity and the infinite is
not a quantity”), in contrast, it is not the case that both: “the infinite is a quantity”
and “the infinite is not a quantity” are false, since the infinite is a quantity, only
the first conjunct is true, and the contradiction is only apparent.

21. For a more detailed analysis of the peculiar logical behaviour of Hegelian Conjunction see
Beall/Ficara (to appear).
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In OP, as Hegel says, the contradiction at stake is that “of representing that which
is a relation [...] as a mere quantum, as an amount”? The contradiction is given
by qualifying as “mere quantum, an amount” what is not a quantum. The two
contradictory determinations are thus “being a mere amount” and “not being a
mere amount”. In this case, that “the infinite is a mere quantum” is simply false,
while the second conjunct “the infinite is not a mere amount” is true, and the
contradiction is, again, only apparent.

In conclusion, the good infinity is good simply because it entails that the contra-
dictory terms are joined by a kind of conjunction according to which simplification
does not hold. The two (contradictory) conjuncts of a Hegelian conjunction, taken
in isolation, are simply false.

References

Beall, JC and Ficara, E. (to appear). “Hegelian Conjunction, Hegelian Contradic-
tion”.

Diising, K. 2012. Aufhebung der Tradition im dialektischen Denken, Miinchen:
Fink.

Ficara, E. 2013. “Dialectic and Dialetheism”. History and Philosophy of Logic
34/1, 35-52.

Hegel, G.W.F. 1971ff. Georg Wilhelm Friedrich Hegel: Werke in 20 Bdnden. Auf
der Grundlage der Werke von 1832-1845 neu edierte Ausgabe. E. Moldenhauer
and K. M. Michel (eds.). Frankfurt a.M.: Suhrkamp (=Werke, 1-20).

Hegel, G.W.F. 1969. Science of Logic. English translation by A.V. Miller. New
York: Humanity Books.

Hegel, G.W.F. 1971. Jenaer Systementwiirfe II. ed by R.-P. Horstmann and J.-H.
Trede. Gesammelte Werke vol 7. Hamburg: Meiner.

Hegel, G.W.F. 1986. Dissertatio philosophica de orbitis planetarum. Edited and
translated into German by W. Neuser.

Hegel, G.W.F. 2014. Frihe Schriften II. ed. by W. Jaeschke. Gesammelte Werke
vol. 2. Hamburg: Meiner.

Henrich, D. 1976. ‘Hegels Grundoperation’, in R.P. Horstmann (ed.), Seminar:
Dialektik in der Philosophie Hegels, Frankfurt a.M.: Suhrkamp, 208-230.

Moretto, A. 1984. Hegel e la matematica dell’infinito. Trento: Verifiche.

22. Hegel Werke 5, 288 / Hegel 1998, 247.






Ein Zyklenmodell der Anwendung
von Mathematik

Tim Raz und Tilman Sauer*

Einleitung

Das Problem der Anwendbarkeit der Mathematik hat in der neueren philosophi-
schen Literatur im Vergleich zu den Fragen, die mit der reinen Mathematik ver-
kniipft sind, erst vor kurzem vermehrt Aufmerksamkeit gefunden.! Ein Ausgangs-
punkt der Debatte war ein berithmter Aufsatz von Eugene Wigner (1960) iiber die
“unerklarliche Effektivitdt der Mathematik in den Naturwissenschaften”. Wigner
formulierte sein Erstaunen iiber diese Anwendbarkeit allgemein, und seine Bei-
spiele stammen aus allen Bereichen und Epochen, aber historisch gesehen war der
Hintergrund fiir seinen Aufsatz die erstaunliche Effektivitéit, welche die Mathema-
tik in der ersten Hélte des 20. Jahrhunderts bei der Entstehung der allgemeinen
Relativitdtstheorie und der Quantentheorie gezeigt hat.

Obwohl Wigner das Problem als ein allgemeines erkannte, war die Anwendbarkeit
der Mathematik in fritheren Zeiten nichts Uberraschendes. Die euklidische Geome-
trie behandelt die Geometrie gerader Linien und Kreise und 16st ihre Konstrukti-
onsaufgaben mit Lineal und Zirkel. Zwar formuliert sie die Geometrie von Lineal
und Zirkel im dreidimensionalen Raum axiomatisch und beweist ihre Sétze mit
sprachlichen und symbolischen Mitteln. Aber der Ursprung ihrer Theoreme in den
Erfahrungen der praktischen Geometrie und Landvermessung und die Natiirlich-
keit ihrer Axiome fiir die physische Wirklichkeit waren stets offensichtlich. Auch
als Hilbert die geometrischen Axiome ihrer direkten physikalischen Bedeutung be-
raubte, beharrte er dennoch darauf, dass die Geometrie, historisch gesehen, eine

*. Dieser Beitrag ist eine gekiirzte deutsche Fassung des Aufsatzes “Outline of a Dynamic
Inferential Conception of the Application of Mathematics,” [philsci-archiv.pitt.edu/10912].

1. Neuere Uberblicksartikel zum Problem der Anwendbarkeit sind (Colyvan 2009) und (Steiner
2005).
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empirische Wissenschaft war. Allerdings waren ihre Begriffe und Ergebnisse mit
der Zeit so sicher und unendlich oft {iberpriift, dass niemand ihre Giiltigkeit mehr
in Frage stellte und die Geometrie vollsténdig in eine mathematische Wissenschaft
transformiert wurde.

Die Urspriinge und die Anwendbarkeit des Differential- und Integralkalkiils bieten
ein dhnliches Bild. Von ihren Begriindern als allgemeines Hilfsmittel fiir die Be-
schreibung von Bewegungen erdacht—siehe Newtons Ausdruck der “Fluxion”—war
der Kalkiil ausdriicklich entwickelt, um physikalischen Phdnomenen eine rigorose,
praktische und effektive mathematische Représentation zu geben. Ivor Grattan-
Guinness (2008) wies darauf hin, dass eine historische Perspektive auf die These
der erstaunlichen Effektivitét viel von ihrer vermeintlichen Plausibilitdt nimmt.

Die euklidische Geometrie war iiber lange Zeit in ihrer ganzen Komplexitit und
Subtilitdt nie auf irgendetwas anderes angewandt worden als auf die physikali-
sche Geometrie. Das &dnderte sich erst mit Hilberts neuem Verstédndnis der ma-
thematischen Axiomatik. Hilbert selbst fiihrte beispielsweise die elektrochemische
Spannungsreihe und die Vererbungsgesetze der Drosophila als Beispiele fiir die
euklidischen Axiome der linearen Kongruenz an (Sauer und Majer 2009, pp. 420—
423), (Hilbert 1930). Noch offensichtlicher waren die Vielseitigkeit und Allgemein-
heit des Differentialkalkiils, der sich auf beinah allen Gebieten der Naturforschung
nicht nur als anwendbar, sondern als unverzichtbar erwies.

Die Gottinger Lobpreisung der “préastabilierten Harmonie” zwischen Mathematik
und Physik wurde pointiert am Beispiel der allgemeinen Relativitdtstheorie vor-
getragen. So sagte Hilbert in einem 1921 in Kopenhagen gehaltenen Vortrag: “Der
Mathematiker aber, der schon so oft die préastabilirte Harmonie zwischen seinem
Denken und der Wirklichkeit mit Staunen bemerkt, wird fast zu der Vorstellung
gezwungen, als sei die Natur eigens so eingerichtet, dass es zu ihrer Erfassung der
tiefsten mathematischen Spekulationen bedarf” (Sauer und Majer 2009, p. 387).
Felix Klein schrieb in seinen Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik im 19.
Jahrhundert iiber die Relativitdtstheorie: “Die wunderbare Harmonie aber, welche
zwischen den Entwicklungen der reinen Mathematiker und den Gedankenkonstruk-
tionen der neueren Physiker besteht, bewéhrt sich aufs neue auf einem erweitertem
Gebiete” (Felix Klein 1927, p. 79).2

Mark Steiner (1998) argumentierte, dass es sich bei dem Problem der Anwend-
barkeit der Mathematik eigentlich um mehrere Probleme handle, die sorgfiltig
zu unterscheiden seien. Steiner unterscheidet semantische Anwendbarkeit beziig-
lich der Giiltigkeit von Argumenten, die sowohl auf empirischen als auch auf ma-

2. Vgl. auch Kleins Bemerkungen iiber Riemannsche Geometrie und allgemeine Relativitats-
theorie in (Felix Klein 1921, pp. 557-558).
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thematischen Voraussetzungen beruhen, deskriptive Anwendbarkeit beziiglich der
Ad&quatheit mathematischer Begriffe zur Losung empirischer Probleme, sowie die
Frage des analogischen Denkens, d.h. von Schlussfolgerungen, die im Bereich der
Mathematik oder mit mathematischen Gleichungen erfolgen. Steiner halt dafiir—
contra Wigner—, dass der Gebrauch einzelner mathematischer Begriffe in den
empirischen Wissenschaften gar nicht das Hauptproblem darstellt. Vielmehr be-
stehe das philosophische Problem der Anwendbarkeit darin, dass die Mathematik
als Ganzes sich als unglaublich erfolgreich erweist, und zwar ungeachtet der Tat-
sache, dass in ihrer Entwicklung anthropozentrische Kriterien wie Schonheit oder
Praktikabilitit wirksam sind.?

In der jiingeren philosophischen Diskussion der Anwendbarkeit gilt das Interesse
allgemeiner der Aufgabe, die verschiedenen Funktionen der Mathematik in den
Anwendungen auf empirische Probleme festzustellen. In diesem Aufsatz stellen
wir uns ebenfalls diese Aufgabe und greifen dafiir einen Vorschlag von Bueno und
Colyvan (2011) auf: die sogenannte “inferentielle Auffassung” der Anwendung von
Mathematik. Der Grundgedanke der inferentiellen Auffassung scheint uns viel-
versprechend fiir ein besseres philosophische Verstiandnis der Anwendbarkeit. Die
Konfrontation dieses Ansatzes mit historischen Fallstudien—insbesondere mit der
Episode der Zusammenarbeit Albert Einsteins und Marcel Grossmanns bei der
Suche nach den Feldgleichungen einer verallgemeinerten Relativitédtstheorie in den
Jahren 1912 und 1913—=zeigt allerdings auch, dass es notwendig ist, den Ansatz
weiterzuentwickeln und insbesondere zu dynamisieren. In diesem Aufsatz skiz-
zieren wir unsere dynamische inferentielle Auffassung und unsere Fallstudie der
Anwendung des “absoluten Differentialkalkiils” durch Einstein und Grossmann auf
das Problem einer relativistischen Gravitationstheorie.

Die inferentielle Auffassung

Bueno und Colyvan (2011) verwenden ein bekanntes Bild der Anwendung von
Mathematik als Ausgangspunkt fiir ihren Ansatz. Geméaft diesem Bild hilft uns
die Mathematik in der Anwendung, indem sie empirische Strukturen représen-
tiert. Wir erhalten neue Einsichten {iber die Welt, indem wir diese mathematische
Représentation untersuchen. Die Abbildungsrelation wird durch eine strukturer-
haltende Abbildung hergestellt, welche die mathematische Struktur mit relevanten
Teilen der Welt verbindet. Abbildungstheorien haben eine lange Tradition, etwa in

3. Steiner (1998) diskutiert die Entdeckung der allgemeinen Relativitétstheorie, unsere Fall-
studie, auf S. 94ff.
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Abbildung 1: In Abbildungstheorien (links) verbindet eine strukturerhaltende Abbil-
dung eine empirische Struktur mit einer mathematischen. In der inferentiellen
Auffassung (rechts) wird die Abbildung in einen Immersionsschritt und und
einen Interpretationsschritt differenziert, und ein Deduktionsschritt erlaubt In-
ferenzen innerhalb der mathematischen Theorie.

der Debatte um wissenschaftliche Reprasentationen und Modellierungen. Die Idee
von Abbildungstheorien ist in Abb. (1) illustriert.

Das Beispiel eines Stadtplans liefert eine hiufig verwendete Illustration von Ab-
bildungstheorien. Ein Stadtplan représentiert die relevante Struktur einer Stadt,
indem er gewisse Aspekte von Strassen und Geb&duden darstellt. Ein solcher Plan
unterdriickt aber auch immer Informationen, etwa Hohenunterschiede, und gele-
gentlich stellt eine Karte nicht einmal die Distanzen treulich dar. Aber in jedem
Fall gibt es eine Korrespondenz zwischen Elementen des Stadtplans und Elemen-
ten der Stadt. Vor allem soll der Plan représentieren, wie verschiedene Strassen
und Stadtteile verbunden sind, und er soll Inferenzen dariiber erlauben, wie Teile
der Stadt durch Pfade verbunden sind. Wissen {iber mogliche Wege und Strassen-
verbindungen in der Stadt kann so aus Informationen des Stadtplans abgeleitet
werden, und darin besteht die Brauchbarkeit des Plans.

Bueno und Colyvan (2011) diskutieren einige systematische Probleme der Abbil-
dungstheorie und vertreten die Ansicht, dass diese keine vollstdndige Antwort auf
die Frage geben kann, warum Mathematik in Anwendungen niitzlich sein kann.
Die Motivation fiir ihre inferentielle Auffassung liegt darin, diese Probleme zu 16-
sen oder wenigstens eine Losung anzudeuten, um so ein vollstdndigeres Bild der
Anwendung von Mathematik zu erhalten.

Die inferentielle Auffassung unterscheidet im Prozess der Anwendung von Mathe-
matik drei Schritte:
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1. Im Schritt der Immersion oder Einbettung spezifizieren wir eine Abbildung
von relevanten Aspekten der empirischen Doméne auf eine mathematische
Struktur.

2. In einem Ableitungsschritt oder Deduktionsschritt realisieren wir Implikatio-
nen der mathematischen Theorie, d.h. wir vollziehen gewisse Ableitungen,
welche im Rahmen der mathematischen Struktur moéglich sind.

3. In einem Interpretationsschritt schliefslich werden die Konsequenzen, die wir
mittels der Deduktionen erhalten haben, wieder auf die empirische Doméne
zuriick abgebildet. Die hier zum Tragen kommende Abbildung mufs nicht
notwendigerweise invers zur Einbettungsabbildung sein.

Die inferentielle Auffassung weist gegeniiber der Abbildungstheorie mehrere Vor-
teile auf. Da die inferentielle Auffassung zwischen einem Einbettungs- und ei-
nem Interpretationsschritt unterscheidet, erlaubt sie erstens die Verwendung un-
terschiedlicher Abbildungen bei der anfinglichen Einbettung und bei der spateren
Interpretation eines moglicherweise anderen Teils der mathematischen Struktur.
Zweitens ermoglicht die Unterscheidung zwischen der Einbettung und der Inter-
pretation eine dynamische Auffassung: indem wir zwischen der Welt und der ma-
thematischen Struktur hin- und hergehen, kénnen wir die mathematische Beschrei-
bung der empirischen Struktur allméhlich verfeineren, neue empirische Phénome-
ne einbeziehen oder unsere urspriinglichen Vorurteile iiber die Welt revidieren.
Ein dritter wichtiger Aspekt ist die Betonung des Deduktionsschritts. Indem wir
bestimmte Eigenschaften der empirischen Welt auf eine mathematische Struktur
beziehen, werden uns Inferenzen und Einsichten mdoglich, die sonst nicht oder nur
sehr schwer realisiert werden konnen.

Die Betonung der Bedeutung des Deduktionsschritts fiir eine Theorie der wis-
senschaftlichen Reprasentation und Modellierung hat bereits eine langere Tradi-
tion. Die Bedeutung der Deduktion wurde bereits von Mauricio Suérez (2004)
hervorgehoben, der eine inferentielle Auffassung wissenschaftlicher Représentatio-
nen vertritt. Auch R.I.G. Hughes (1997) schlug eine Theorie des wissenschaftlichen
Modellierens vor, die er “DDI” (Denotation, Demonstration, Interpretation) nennt
und welche auch den inferentiellen Schritt iiber die Welt-Modell- und Modell-
Welt-Korrespondenzen hervorhebt. Nancy Nersessians (2008) und Susan Careys
(2009) Theorien der Begriffsentwicklung als (Quinesches) “bootstrapping” besteht
aus einer Trias der Setzung von Statthalterstrukturen, Prozeduren der Modellkon-
struktion wie analogische Konstruktionen, Grenzwertbetrachtungen, Gedankenex-
perimenten und Induktionsargumenten und schlieflich der Interpretation in der
wirklichen Welt. Abbildungstheorien wissenschaftlicher Reprasentation sind eben-
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falls schon seit langerem kritisiert worden. So fithrt etwa Suéarez (2003) Argumente
gegen abbildungsbasierte Theorien der Modellierung und Représentation an.

Probleme der inferentiellen Auffassung

Ungeachtet der Vorteile der inferentiellen Auffassung gegeniiber Abbildungstheorien
hat auch diese Auffassung einige systematische Schwierigkeiten. Dazu gehoren a)
das Problem der Annahme der vorgéingigen Struktur, b) ein Zirkularitéts- und c)
ein Trivialitdtseinwand, sowie d) die Trennung der empirischen und mathemati-
schen Doméne.

a) Das Problem der Annahme der vorgingigen Struktur besteht sowohl fiir Ab-
bildungstheorien als auch fiir die inferentielle Auffassung, da beide auf struktur-
erhaltenden Abbildungen beruhen. Das Problem besteht darin, dass wir bei der
Verwendung solcher Abbildungen bereits annehmen miissen, dass es in der Welt
irgendeine Art Struktur gibt, die in den Abbildungen erhalten bleibt. Es gibt aber
keinerlei Garantie, dass die Welt in einer solchen Art und Weise strukturiert ist.
Die Antwort auf diesen Einwand besteht darin, dass die inferentielle Auffassung
uns zu keinerlei metaphysischen Stellungnahmen verpflichtet. Wir kénnen daher
eine urspriingliche Struktur einfach versuchsweise annehmen und sie gegebenen-
falls revidieren. Die tatsdchliche Struktur der empirischen Wirklichkeit ist erst das
Ergebnis eines—oftmals wiederholten—Hin- und Hergehens zwischen angenomme-
ner und mathematischer Struktur. Die inferentielle Auffassung spiegelt damit auch
den historischen Prozess der Mathematisierung wider.

b) Der Zirkularititseinwand weist darauf hin, dass die inferentielle Auffassung
strukturerhaltende Abbildungen, also mathematische Objekte, verwendet. Dar-
aus folgt, dass sowohl der Definitionsbereich als auch der Zielbereich ebenfalls
mathematische Gegenstdnde sein miissen. Dann aber, so der Einwand, kann die
inferentielle Auffassung die Anwendbarkeit der Mathematik auf die Welt nicht
erkldren, sondern nur die Anwendung der Mathematik auf sich selbst. Diesem
Einwand kann durch eine Unterscheidung zwischen einer empirischen Struktur
und deren mathematischer Reprasentation begegnet werden. Die Einbettung bil-
det die mathematisch représentierte angenommene empirische Struktur auf die
mathematische Doméne ab. Auferdem lduft dieser Einwand darauf hinaus, die
Mathematisierung empirischer Tatsachen iiberhaupt als Problem anzusehen, es
sei denn man verzichtet ganz auf eine begriffliche Trennung von Mathematik und
empirischer Wirklichkeit. Letztere Konsequenz wiirde aber einen umfangreichen
Teil moderner Wissenschaft ignorieren.
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¢) Der Trivialititseinwand bestreitet, dass es hier {iberhaupt eine philosophische
Schwierigkeit gibt, jedenfalls aus der Perspektive des wissenschaftlichen Realismus.
Diesem Einwand zufolge ist es selbstverstindlich moglich, dass wir in der Welt Ob-
jekte, Relationen und Strukturen finden, die von der mathematischen Darstellung
unabhéngig sind und trotzdem auf die Mathematik bezogen werden kénnen. Dieser
Trivialitdtseinwand greift allerdings nur dann, wenn wir die vorgéngige Struktur
metaphysisch interpretieren, d.h. wenn wir annehmen, dass es unproblematisch
ist, die vorgéngige Struktur als reale, empirische Struktur zu interpretieren. Zur
Entgegnung dieses Einwands verweisen wir auf unsere Fallstudie: Wenn das Ziel
einer neuen Theorie der Gravitation darin besteht, bislang verborgene Strukturen
der Wirklichkeit auszudriicken, kann diese Struktur schwerlich schon am Anfang
der Untersuchung zur Verfligung stehen.

d) Schliesslich sollten wir auf eine wichtige Voraussetzung der inferentielle Auffas-
sung hinweisen, ndmlich dass wir uberhaupt klar zwischen einer mathematischen
und einer empirischen Domdane unterscheiden konnen. Diese Voraussetzung ist in
der Literatur wiederholt angezweifelt worden, etwa von Ladyman und Ross (2007,
pp- 159), die auf das Problem der Unterscheidung von abstrakt und konkret hinwei-
sen, oder von French (2000) mit der Behauptung, dass die Grenze zwischen Mathe-
matik und der Welt unscharf sei. Obwohl eine umfassende Antwort auf die Frage
der Unterscheidung von reiner und angewandter Mathematik nicht leicht gegeben
werden kann, bedeutet dies dennoch nicht, dass wir auf eine solche Unterscheidung
iberhaupt verzichten miissen. Die Unterscheidung zwischen Représentation und
Repréasentiertem ist ein Kernproblem vieler philosophischer Debatten, besonders
in der Philosophie der Physik. Beispielsweise bestand eines der zentralen Proble-
me Einsteins bei der Ausarbeitung der allgemeinen Relativitdtstheorie darin, die
richtige Interpretation der Bedeutung von Koordinaten zu finden. Einstein gelang
die Losung dieses Problems erst nach langem Suchen und Nachdenken, und die
Losung erforderte die Einfiihrung der reprasentativen und deduktiven Mittel des
Tensorkalkiils und die Auflésung des Arguments der beriihmten Lochbetrachtung.
Obwohl also eine klare begriffliche Trennung von Wirklichkeit und Mathematik
nicht immer offensichtlich sein mag, ist diese Unterscheidung dennoch fiir den
Prozess der Anwendung der Mathematik zentral. Wenn man sie in Frage stellt,
wird zweifelhaft, ob eine philosophische Auseinandersetzung mit dem Problem der
Anwendbarkeit tiberhaupt sinnvoll ist.
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Die dynamische inferentielle Auffassung

Die inferentielle Auffassung scheint uns ein geeigneter Ausgangspunkt fiir eine Aus-
einandersetzung mit dem philosophischen Problem der Anwendbarkeit der Mathe-
matik in den empirischen Wissenschaften, aber sie mufs erweitert werden. Die Be-
trachtung historischer Episoden der Mathematisierung empirischer Theorien zeigt
némlich, dass ein Erfolg oftmals gar nicht garantiert ist, wenn mathematische Kon-
zepte, Theorien und Methoden angewandt werden, um Aspekte der Welt besser zu
verstehen. Sobald sich ein solcher Erfolg einstellt, erscheint zwar im Riickblick der
Erfolg auch den Akteuren hiufig als ganz natiirlich und sogar als unvermeidlich.
Aber eine genauere historische Untersuchung erweist den Prozess der Anwendung
oftmals als einen komplizierten Aquilibrierungsprozess. Dass dieser Anpassungs-
prozess durch irrtiimliche Pramissen, verkannte Einsichten, durch Sackgassen und
begriffliche Revisionen gepragt ist, scheint eher die Regel als die Ausnahme zu
sein.

Ein systematischer Grund fiir die Notwendigkeit, im Prozess der Begriffsbildung
eine Angleichung von empirischen und mathematischen Strukturen zu finden, liegt
darin, dass unsere Theorien iiber die empirische Welt immer auf einer begrenzten
Sphére empirischer Erfahrung fuffen. Im Prozess der Elaborierung unserer Theori-
en werden die Grenzen dieser empirischen Giiltigkeit systematisch iiberschritten.
Dadurch entstehen Konflikte mit unverstandenen Phdnomenen oder mit Bereichen
der Wirklichkeit, die mittels anderer, unabhingig begriindeter Theorien konzep-
tualisiert worden sind. Beispiele hierfiir finden sich beispielsweise bei Peter Gali-
son (1997) unter dem Begriff der “trading zones” diskutiert oder bei Jiirgen Renns
(2006) Betonung der Dreiteilung der klassischen Physik in Bereiche der klassischen
Mechanik, Elektrodynamik und Thermodynamik als der prinzipiellen Herausfor-
derung fiir Einsteins Kreativitét in seinen frithen Jahren.

Anwendungszyklen

Wenn wir Episoden der Wissenschaftsgeschichte betrachten, in denen Mathema-
tik angewandt wurde, besteht gemé&f der inferentiellen Auffassung die kleinste
Einheit, die zeitlich iteriert wird, aus drei Schritten: Einbettung, Deduktion und
Interpretation. Wir nennen eine solche Einheit einen Zyklus. Ein Zyklus besteht
aus einem einmaligen Hin und Her zwischen der Welt und der Mathematik, er ist
eine Instanz der Angleichung von mathematischer Theorie und einer empirischen
Struktur. Der Ausgangspunkt eines Zyklus ist eine urspriinglich angenommene,
vorgangige Struktur, das Ergebnis ist eine revidierte angenommene Struktur.
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Die dynamische inferentielle Auffassung soll eine Theorie der Anwendung von Ma-
thematik allgemein sein, nicht eine Theorie der erfolgreichen Anwendung von Ma-
thematik. Der Begriffsrahmen umfaft sowohl erfolgreiche als auch misslungene
Anwendungen. Entsprechend unterscheiden wir zwei mogliche Ergebnisse von An-
wendungszyklen. Eine erfolgreiche Anwendung bezeichnen wir als geschlossenen
Zyklus. Wenn die Anwendung misslingt, sprechen wir von einem offenen Zyklus,
vgl. Abb. (2).
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Abbildung 2: In der dynamischen inferentiellen Auffassung unterscheiden wir zwi-
schen offenen und geschlossenen Zyklen der Anwendung von Mathematik.

Die Entscheidung der Frage, ob ein Zyklus offen oder geschlossen ist, also der
Begriff des Erfolgs, hingt von den jeweiligen Zielsetzungen und Erwartungen der
Wissenschaftler ab. Das Ziel der Anwendung von Mathematik kann zum Beispiel
darin bestehen, ein neues empirisches Phdnomen in einem etablierten theoreti-
schen Begriffsrahmen zu interpretieren, unbekannte Implikationen einer Theorie
zu explorieren, Beziehungen zwischen entfernten Teilen einer begrifflichen Struk-
tur herzustellen oder bekannte Theoreme und Aussagen einer Theorie auf ihre
logische Abhéngigkeit, Konsistenz und Vollstédndigkeit hin zu untersuchen.

Ein Anwendungszyklus wird oftmals ausgelst durch eine Schwierigkeit, die in der



76 Tim Réaz und Tilman Sauer

vorgangigen Struktur identifiziert wird. Diese Schwierigkeit wird daher auch eine
Heuristik generieren, welche dem Zyklus ein Ziel vorgibt. Das Ergebnis des Anwen-
dungszyklus wird dann verglichen mit den Erwartungen an die Lésung. Es konnen
deshalb Widerspriiche zwischen den erwarteten Ergebnissen und den tatsachlich
erhaltenen Ergebnissen auftreten. Es ist auch moglich, dass das Ergebnis eines
Zyklus den Erwartungen zwar entspricht, aber nicht alle Teile des Zyklus, etwa
alle Schritte der Deduktion, mit der Heuristik iibereinstimmen.

Insofern ein Anwendungszyklus ein Ziel hat, ist der Erfolg oder Misserfolg ei-
ner Anwendung auch unabhéngig von den jeweiligen Ansichten der Forscher. So
kann die mathematische Struktur beispielsweise auf die empirische Struktur passen
oder nicht passen. Wir sprechen dann von einem objektiv geschlossenen oder ob-
jektiv offenen Zyklus. Andererseits kénnen die beteiligten Forscher—zurecht oder
zu Unrecht—davon iiberzeugt sein, dass der Anwendungszyklus geschlossen oder
offen ist. Wir nennen einen Anwendungszyklus dann subjektiv geschlossen oder
subjektiv offen. Diese Unterscheidung ist besonders fiir ein Verstdndnis der histo-
rischen Genese einer mathematisierten empirischen Theorie wichtig.

Je nach Ausgang des Anwendungszyklus werden unterschiedliche Folgedynamiken
ausgelost. Sollte das Ergebnis ein offener Zyklus sein, d.h. sollte keine Uberein-
stimmung zwischen mathematisch abgeleitetem Ergebnis und empirischer Doméne
hergestellt werden konnen, dann wird ein Prozess der Reflexion in Gang gesetzt.
In diesem wird der gesamte Verlauf des offenen Zyklus erneut betrachtet. Aber die
Analyse des Zyklus erfolgt jetzt nicht mehr explorativ, sondern man reflektiert auf
die einzelnen Schritte des Zyklus, um denjenigen Schritt zu identifizieren, der fiir
das Fehlschlagen des Anwendungszyklus verantwortlich war.

Ein Anwendungszyklus kann an einer oder mehreren Stellen fehlschlagen, und wir
kénnen die Komponenten des Zyklus, wie sie von der inferentiellen Auffassung
unterschieden werden, als diagnostisches Werkzeug verwenden, um offene Zyklen
zu analysieren und um moglicherweise die Schwierigkeiten zu {iberwinden. Die
Dopplung eines Zyklus in explorative Ausfiihrung und anschliefend in reflektie-
rende Analyse bezeichnet unseres Erachtens wirkliche Momente des Forschungs-
prozesses, auch wenn die Akteure selbst ihre Tatigkeit nicht in diesen Kategorien
wahrnehmen.

Es ergeben sich vier Kategorien von Problemen, die bei einem objektiv offenen
Zyklus auftreten konnen. Diese Probleme entsprechen den vier Komponenten eines
Zyklus:

1. Das Problem kann in einer inaddquaten vorgingigen empirischen Struktur
bestehen. Vielleicht miissen die empirischen Phdnomene, die den Ausgangs-
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punkt der Modellierung bilden, erst noch genauer untersucht werden oder
es miissen erst weitere Daten erhoben werden. Vielleicht ist sogar eine vollig
andere Konzeptualisierung des empirischen Phénomens notwendig.

2. Das Problem kann auch in dem I'mmersionsschritt bestehen oder in der ma-
thematischen Theorie, die wir anwenden wollen. Der mathematische Rahmen
hat vielleicht nicht die n6tigen Ausdrucksmittel fiir unser Problem, ist selbst
noch zu wenig verstanden, weist interne Schwierigkeiten auf oder enthélt
Inkonsistenzen. In diesem Fall kann das Problem vielleicht gelést werden,
indem der mathematische Rahmen selbst revidiert, weiter untersucht oder
auch ganz aufgegeben wird.

3. Es kann auch einen Fehler im Deduktionsschritt geben. Bestimmte Ableitun-
gen konnen nur schwer oder gar nicht zu vollziehen sein, so dass es schwer
wird, Ergebnisse zu erhalten, die wieder mit der Welt in Verbindung zu brin-
gen sind. In diesem Fall kann der Forscher zusétzliche Annahmen machen,
nach einer anderen Theorie suchen oder alternative Deduktionswege explo-
rieren.

4. Es kann schliefslich auch eine Schwierigkeit beim Interpretationsschritt auf-
tauchen. Es kann z.B. unklar sein, ob die Losung eines Gleichungssystems
realistisch interpretiert werden muss oder ob sie nur ein mathematisches Ar-
tefakt darstellt.

Ein Zyklus kann aber auch subjektiv offen sein, wenn der Forscher entlang der
Schritte des Zyklus einen Fehler begangen hat. Ein Beispiel hierfiir bietet Ein-
steins Suche nach einem Differentialoperator fiir die Gravitationsgleichungen der
allgemeinen Relativitédtstheorie. Auch in diesem Fall bietet die dynamische in-
ferentielle Konzeption einen Rahmen, um solche Anwendungsfehler systematisch
kategorisieren zu konnen:

1. Der Fehler kann in falschen Auffassungen iiber den Ausgangspunkt des An-
wendungszyklus liegen oder darin, dass falsche Erwartungen an die empiri-
sche Zielstruktur gestellt werden, die man nach Vollendung des Zyklus ein-
zuholen hofft.

2. Der Fehler kann darin liegen, dass ein empirisches Phinomen mit einer unan-
gemessenen mathematischen Reprasentation verkniipft wurde. Es kann sein,
dass es ein klar bestimmtes mathematisches Gegenstiick fiir ein bestimmtes
empirisches Objekt gibt, aber dass es unklar ist, wie die anderen Realitats-
aspekte addquat zu représentieren sind. Zum Beispiel sagt uns die Interpre-
tation des Linienelements als Ausdruck fiir Distanzen zwischen Raumzeiter-
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eignissen noch nichts dariiber aus, wie die raumzeitlichen Ereignisse selbst
zu reprasentieren sind.

3. Es kann auch Fehler im Deduktionsschritt geben. Hierzu gehoren Rechenfeh-
ler oder auch das Versdumnis, alle deduktiven Moglichkeiten einer mathe-
matischen Theorie zu realisieren.

4. Es kann schliefilich der mathematische Rahmen falsch interpretiert werden,
indem man etwa gewisse Charakteristika als physikalische Eigenschaften an-
sieht, die nur mathematische Artefakte sind, oder umgekehrt sie nur als
Artefakte ansieht, obwohl sie physikalische Bedeutung haben. Ein wichtiges
Beispiel liefert unsere Fallstudie mit dem Problem der Interpretation von
Koordinatensystemen. Einstein schrieb den Koordinaten lange Zeit unmit-
telbare Realitédt zu, bevor er realisierte, dass sie in Wahrheit nur Mittel der
Repréasentation darstellen.

Auch wenn ein Anwendungszyklus geschlossen ist, ist der Prozess der Anwen-
dung damit noch nicht beendet. Auch in diesem Fall wird eine neue Dynamik in
Gang gesetzt. Gewohnlich bedeutet ein geschlossener Zyklus, dass der Forscher
erfolgreich Konsequenzen mathematisch abgeleitet hat, denen eine empirische Be-
deutung zugeschrieben werden konnte. Das Ziel wird nun aber darin bestehen,
diesen geschlossenen Zyklus weiter zu konsolidieren und auszubauen. Verbesse-
rungen sind wieder in allen Komponenten moglich: die revidierte oder bestérkte
empirische Struktur kann erneut einem zweiten Anwendungszyklus unterworfen
werden oder der Bereich der erfassten Phidnomene kann erweitert werden, um zu
priifen, ob sich der Zyklus immer noch schliefen 14ft; es konnen weitere Deduk-
tionen und Interpretationen ausgearbeitet werden; die Giiltigkeit der Deduktionen
kann auf neue Art iiberpriift werden; oder die Interpretation kann weitere em-
pirische Untersuchungen suggerieren, indem etwa empirische Vorhersagen aus ihr
ableitbar sind.

Die innere Struktur und Dynamik der beiden Doméanen

Bislang haben wir die Abbildungen zwischen der empirischen und der mathemati-
schen Doméne diskutiert, die Ableitungen innerhalb der mathematischen Theorie
und die Kombination dieser Schritte in einem Anwendungszyklus. Diese Betonung
sollte uns aber nicht dazu verleiten, die beiden Bereiche als passive Entitdten auf-
zufassen, die sich ausschlieflich durch ihre Wechselwirkung entwickeln.

Die Untersuchung historischer Beispiele zeigt, dass die beiden Bereiche sich nicht
nur gegenseitig ausgleichen, sondern auch autonomen Entwicklungen unterworfen
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sind. Wir erweitern die inferentielle Auffassung daher auch durch eine dynamische
Auffassung der empirischen und mathematischen Strukturen fiir sich.

Die Tatsache, dass die mathematische Domé&ne eine eigene, autonome Dynamik
haben kann, lenkt die Aufmerksamkeit auf ihre interne Struktur. Mathematik ist
selbst in verschiedene Ebenen differenziert, in denen eine mathematische Theorie
abstrakter sein kann als eine andere und in denen eine Theorie auf eine andere an-
wendbar ist. Wir kénnen daher auch Anwendungszyklen haben, die sich vollstdndig
innerhalb der Mathematik abspielen. Diese innermathematischen Anwendungspro-
zesse weisen viele Ahnlichkeiten mit den Anwendungen in den empirischen Wis-
senschaften auf. Es gibt aber auch wichtige systematische Griinde, sie von den
empirischen Anwendungen zu unterscheiden. Beispielsweise gibt es in den inner-
mathematischen Anwendungen kein Problem der vorgéngigen Struktur, da wir es
hier von vornherein nur mit Morphismen zwischen mathematischen Strukturen zu
tun haben.

Das Beispiel der Allgemeinen Relativitatstheorie

Wir erproben im Folgenden die dynamische inferentielle Auffassung und unser
Zyklenmodell anhand einer Fallstudie, der Zusammenarbeit Albert Einsteins mit
seinem Studienfreund, dem Mathematiker Marcel Grossmann. Dies ist eine der in-
teressantesten Episoden aus der Entstehung der allgemeinen Relativititstheorie.
Diese Zusammenarbeit fiihrte im Sommer 1913 zu einem “Entwurf einer verallge-
meinerten Relativitdtstheorie und einer Theorie der Gravitation” (Einstein und
Grossmann 1913), in dem die beiden Freunde die unmittelbare Vorldufertheo-
rie der endgiiltigen, allgemeinen Relativitatstheorie vorlegten. Diese sogenannte
“Entwurf’-theorie entstand somit als Ergebnis der engen Zusammenarbeit eines
Physikers mit einem Mathematiker und als Ergebnis der Anwendung eines mathe-
matischen Kalkiils, des sogenannten “absoluten Differentialkalkiils” auf ein Pro-
blem physikalischer Theoriebildung. Die “Entwurf”-theorie enthélt alle Elemente
der endgiiltigen allgemeinen Relativitdtstheorie bis auf die korrekten, allgemein
kovarianten Feldgleichungen.

Man kann, John Stachel (2007) folgend, die Geschichte der allgemeinen Relativi-
tétstheorie als Drama in drei Akten beschreiben. Im ersten Akt formuliert Einstein

4. Es gibt eine umfangreiche wissenschaftshistorische Literatur, die sich mit der Entstehung
der allgemeinen Relativitdtstheorie befasst und auf die wir uns in unserer Fallstudie beziehen,
siehe vor allem (Renn 2007). Fiir eine ausfiihrliche Darstellung unserer Fallstudie siehe (Réz
2013, Part II), fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Beitrage Grossmanns zur Entstehung der
allgemeinen Relativititstheorie, siehe (Sauer 2014).
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(1907) die Aquivalenzhypothese. Dies ist die Annahme, dass man die physika-
lischen Vorgénge in einem Bezugssystem ohne Gravitationsfeld, welches sich in
gradlinig gleichférmiger Beschleunigung relativ zu einem Inertialsystem befindet,
nicht von denen in einem Bezugssystem unterscheiden kann, welches unbeschleu-
nigt ist und in welchem ein statisches, homogenes Gravitationsfeld herrscht. Diese
Aquivalenzannahme lieferte Einstein ein heuristisches Mittel, das ihm erlaubte, Ei-
genschaften von Gravitationsfeldern zu untersuchen, indem er Koordinatentrans-
formationen auf Inertialsysteme anwandte.

Im zweiten Akt des Dramas erkannte Einstein, dass der Begriff der Metrik die
Grundlage einer adédquaten mathematischen Reprasentation einer relativistischen
Theorie der Gravitation liefert. Eine Metrik ist ein symmetrisches Tensorfeld zwei-
ten Ranges, welches sowohl die metrischen Eigenschaften der Raumzeit ausdriickt
als auch das Gravitationspotential darstellt. Um diese Funktion zu erfiillen, muss
die Metrik nicht-euklidisch sein. Die prominente Rolle der Metrik in einer relati-
vistischen Theorie der Gravitation warf dann die Frage auf, wie diese ihrerseits
durch relativistische Feldgleichungen bestimmt wird.

Das ist der Ausgangspunkt fiir den dritten Akt. Gliicklicherweise knnen wir fiir die
Rekonstruktion des dritten Aktes auf ein wichtiges historisches Dokument zuriick-
greifen, das sogenannte Ziircher Notizbuch Einsteins, das der Gegenstand inten-
siver wissenschaftshistorischer Forschung wurde, siehe (Renn 2007). Das Ziircher
Notizbuch dokumentiert auch die Zusammenarbeit Einsteins mit Grossmann und
die Uberlegungen, welche in die Formulierung der “Entwurf’-theorie miindeten.
Nach der Publikation des “Entwurfs” hielt Einstein noch eine Weile an deren nicht
allgemein kovarianten und falschen Feldgleichungen fest, bevor ihm im Herbst 1915
in einem dramatischen Wettlauf mit dem berithmten Mathematiker David Hilbert
der Durchbruch zur allgemeinen Kovarianz gelang (Sauer 1999).

Die Zusammenarbeit Einsteins mit seinem Freund Grossmann ist aus mehreren
Griinden ein besonders interessanter Fall der Anwendung von Mathematik. Ers-
tens wurde die Mathematik des “Entwurfs”, der “absolute Differentialkalkiil”’, unab-
héngig vom physikalischen Problem der Gravitation entwickelt. Es ist deshalb ein
Paradebeispiel fiir Wigners These von der unerklarlichen Effektivitiat der Mathe-
matik, siehe etwa (Steiner 1998). Zweitens ist in diesem historischen Stadium die
Arbeitsteilung zwischen Mathematik und Physik auf mehreren Ebenen offensicht-
lich. Die Protagonisten der Episode, Einstein und Grossmann, hatten beide klar
abgegrenzte Kompetenzen und Aufgaben. Einstein initiierte die Zusammenarbeit
und brachte die physikalische Fragestellung und das physikalische Fachverstédndnis
in die Zusammenarbeit ein. Grossmann hatte bessere Kenntnisse der mathema-
tischen Literatur. Seine Aufgabe bestand darin, eine Theorie zu finden oder zu
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entwickeln, die ein mehr oder weniger wohlformuliertes mathematisches Problem
16st. Diese Arbeitsteilung zeigt sich auch in der gemeinsamen Publikation: Der
“Entwurf” besteht aus zwei Teilen. Einstein zeichnete verantwortlich fiir den ers-
ten, “physikalischen Teil”, wihrend Grossmann als Autor des zweiten, “mathema-
tischen Teils” auf dem Titelblatt erscheint, siche Abb. (3). Die Episode ist drittens
deshalb interessant, weil es Einstein und Grossmann trotz anfinglicher Erfolge
nicht gelang, die Anwendung des “absoluten Differentialkalkiils” zu ihrer Zufrie-
denheit auszufiihren. Im Hauptergebnis blieb die Anwendung des Tensorkalkiils
ein offener Zyklus. Die Charakterisierung der Theorie als “Entwurf” erwies sich
auch im Nachhinein als gerechtfertigt, da sich die Feldgleichungen des “Entwurfs”
und damit auch dessen eingeschrinkte Kovarianz spéter als falsch herausstellten.

Die angenommene Struktur

Der Ausgangspunkt des Zyklus in der “Entwurf”-episode ist die vorgéngige Struk-
tur, also die zur Mathematisierung herangezogene Struktur des empirischen Be-
reichs. Seit dem Beginn des Dramas der Entstehung der allgemeinen Relativi-
tatstheorie im Jahre 1907 hatte sich die vorgéngige Struktur bereits substantiell
gewandelt. Einsteins Ziel zu Beginn des dritten Aktes bestand darin, eine relativis-
tische Feldgleichung der Gravitation zu finden, d.h. eine Gleichung des Schemas

OP(POT) = SOURCE. (1)

Diese Gleichung driickt ein Schema einer solchen Feldgleichung aus, einen “frame”
(Renn und Sauer 2007, p. 127), der in Abhéngigkeit vom Kontext auf verschiedene
Weise instantiiert werden kann. Seine Konkretisierungen sind Differentialgleichun-
gen, welche ein Potential (POT) aus einer Verteilung von Quellen (SOURCE)
bestimmen, in dem ein Differentialoperator (OP) zwischen ihnen die Beziehung
einer Differentialgleichung herstellt. Zum Beginn der Suche nach der allgemeinen
Relativitatstheorie war der “frame” durch die gravitative Poissongleichung instan-
tiiert, an ihrem Ende war er in die Einsteingleichungen transformiert worden. Im
Jahr 1912 waren zwei Komponenten des “frame” bereits verallgemeinert. Als In-
stantiierung der Quelle SOURCE fungierte der Energie-Impuls-Tensor T}, und
das Potential POT war instantiiert durch die Metrik g,,. Die verbleibende Auf-
gabe bestand nun darin, geeignete Kandidaten fiir den Differentialoperator OP zu
finden und auf ihre Eignung hin zu priifen.
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Abbildung 3: Titelblatt des “Entwurfs einer verallgemeinerten Relativititstheorie
und einer Theorie der Gravitation” (1913). Die Arbeit besteht aus einem physi-
kalischen Teil von Albert Einstein und einem mathematischen Teil von Marcel
Grossmann.

Die Einbettung

Die Immersionsabbildung verkniipft die vorgéngige Struktur mit der mathemati-
schen Doméne. In unserem Fall héngt die Einbettung an einer Reinterpretation
des Linienelements. Der Ausdruck

ds?® = Zgwdx“dx”, (2)

wo g, den metrischen Tensor bezeichnet, hatte sich in der physikalischen Doméne
als Ergebnis vorheriger Anwendungszyklen herausgebildet. Indem dieser Ausdruck
nun in die mathematische Doméne abgebildet wurde, wurde er seiner physikali-



Ein Zyklenmodell der Anwendung von Mathematik 83

schen Konnotationen entledigt und als symbolischer Ausdruck eines differentiellen
Linienelement reinterpretiert. Dieser Perspektivwechsel stellte eine Verbindung zur
mathematischen Theorie der Differentialinvarianten her. Das Ziel der Einbettung
bestand darin, Differentialoperatoren zu finden, die in eine Differentialgleichung
eingehen konnen. Das mathematische Objekt, das zusammen mit der Einbettung
des Linienelements ebenfalls in die mathematische Doméne abgebildet werden
muss und dort eine Heuristik erzeugt, war der Laplaceoperator. Die Hauptauf-
gabe bestand nun also darin, Differentialoperatoren zu finden, die auf die g,
angewendet werden konnen und bestimmten Anforderungen geniigen. Die Heuris-
tik, durch die physikalische Fragestellung motiviert, erfordert also die Suche nach
einer mathematischen Theorie, welche Kovarianten von homogenen quadratischen
Differentialformen bereitstellt.

Einsteins Formulierung der Aufgabe im “Entwurf” macht deutlich, dass die Anfor-
derungen an einen geeigneten Differentialoperator vorlaufig sind und gegebenen-
falls auch revidiert werden miissen:

Dem Newton-Poissonschen Gesetz entsprechend wird man geneigt sein
zu fordern, dass [die neuen Gravitationsgleichungen]| zweiter Ordnung
sein sollen. Es mufs aber hervorgehoben werden, daf es sich als un-
moglich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck
I’y zu finden, der eine Verallgemeinerung von Ay ist, und sich be-
liebigen Transformationen gegeniiber als Tensor erweist. Apriori kann
allerdings nicht in Abrede gestellt werden, dafs die endgiiltigen genau-
en Gleichungen von hoherer als zweiter Ordnung sein konnten. [...] Der
Versuch einer Diskussion derartiger Moglichkeiten wire aber bei dem
gegenwirtigen Stande unserer Kenntnis der physikalischen Eigenschaf-
ten des Gravitationsfeldes verfriiht. (Einstein und Grossmann 1913, p.
11)

Wir entnehmen diesem Zitat eine Liste von Anforderungen, Einsteins Priifliste fiir
geeignete Differentialoperatoren:

e Der Operator sollte zweiter Ordnung sein.

e Er sollte unter einer Transformationsgruppe invariant sein, die grofer ist als
die Lorentzgruppe.

e Er sollte eine Verallgemeinerung des Laplaceoperators darstellen.

Die erste heuristische Anforderung kann man von der Poissongleichung ablesen. Sie
hatte keine zwingende Begriindung, sondern basierte auf einer Analogie mit dem
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klassischen Fall. Die zweite Anforderung basiert auf dem “Prinzip der verallgemei-
nerten Relativitat”. Die dritte Forderung verkorpert das Korrespondenzprinzip.

Die mathematische Domane

Die mathematische Theorie, der Zielbereich des Immersionsschritts, stellt eine oder
mehrere mathematische Strukturen mit Schlussregeln bereit, welche die Form von
Regeln fiir die Manipulation von Symbolsystemen annehmen. Die mathematische
Theorie kann die auf sie abgebildete empirische Struktur représentieren, sie bietet
aber im Allgemeinen mehr Moglichkeiten. Die mathematische Theorie stellt nicht
nur die Mittel fiir den Deduktionsschritt bereit, sondern umfasst einen allgemeinen
Begriffsrahmen, der einen Raum mdoglicher Strukturen und Ableitungen aufspannt,
wéhrend der Deduktionsschritt auf ein jeweils spezifisches Anwendungsziel ausge-
richtet ist.

Bei der Anwendung der dynamischen inferentiellen Auffassung auf die “Entwurf”-
episode zeigt sich, dass die mathematische Doméne einer sehr genauen Charakte-
risierung bedarf. Im Fall der Anwendung des absoluten Differentialkalkiils haben
wir es zwar mit einem fertig ausgearbeiteten Kalkiil zu tun, der von Einstein und
Grossmann erstmals in einem neuen physikalischen Kontext angewandt wurde.
Aber Grossmanns Rolle beschrinkte sich nicht darauf, Einstein auf diesen Kalkiil
hinzuweisen, sondern er modifizierte den Formalismus mit Blick auf das vorliegen-
de empirische Problem.

Bei genauerem Hinsehen stellt sich heraus, dass der absolute Differentialkalkiil
selbst das Ergebnis einer innermathematischen Dynamik darstellt. Diese zielt dar-
auf ab, isolierte und abstrakte Ergebnisse—in diesem Fall Ergebnisse aus der Theo-
rie der Differentialinvarianten—in eine zugéngliche und fiir Anwendungen niitzli-
che Form zu bringen. Wir nennen diese innermathematischen Entwicklungen die
“apriorischen” Beitrdge der Mathematik zu ihrer eigenen Anwendung. Daneben
gibt es aber auch Adaptionen der mathematischen Theorien, die speziell auf die
gewlinschte Anwendung hin erfolgen, und zwar bevor die eigentlichen Deduktio-
nen vorgenommen werden. In unserem Fall stellen wir fest, dass Grossmann selbst
Modifikationen des absoluten Differentialkalkiils vornahm, die ihm notwendig er-
schienen, damit der Kalkiil seine deduktiven Moglichkeiten fiir die Ausarbeitung
einer relativistischen Gravitationstheorie entfalten kann.

Auf welche mathematischen Theorien griff Grossmann im mathematischen Teil
des “Entwurfs” zuriick? Zitiert werden die folgenden Autoren: Christoffel (1869),
Bianchi und Lukat (1899), Riemann (1876), Ricci und Levi-Civita (1901), Kottler
(1912). Auferdem gibt es Verweise auf Minkowski (1908), Sommerfeld (1910a,
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1910b), und Laue (1913). Wir werden uns auf die zuerst genannten, eigentlich
mathematischen Arbeiten beschranken.

Nicht alle mathematischen Quellen sind gleich wichtig. Eine genauere Analyse der
Zitate sowie der von Grossmann verwendeten Notation zeigt, dass vor allem die Ar-
beiten von Christoffel und Bianchi sowie die von Ricci-Curbastro und Levi-Civita
wichtig waren. Dagegen war der Einfluss Riemanns geringer als die Bedeutung der
Riemannschen Geometrie in der spédteren allgemeinen Relativitéatstheorie vermu-

ten lésst, vgl. Abb. 4.
Habilitation g

Christoffel 1869
Transformation

Riemann 1876
Werke 1st edition

Bianchi-Lukat 1899
DG 1st edition

Kottler 1912

Ricci Levi-Civita
1801 ADC

Grossmann 1913
Entwurf part 2

Abbildung 4: Die relative mathematische Bedeutung der mathematischen Quellen,
die in Grossmanns Teil des Entwurf zitiert werden. Die Quellen erscheinen
vertikal in zeitlicher Ordnung. Grossmanns wichtigste Quellen werden durch
fette Pfeile angedeutet. Die gestrichelte Linie zu Riemann (1876) deutet an,
dass diese Quelle maoglicherweise keine direkte Rolle gespielt hat.

Wir kénnen in Grossmanns Teil des “Entwurfs” zwei Teile mit verschiedenen Rol-
len unterscheiden. Die ersten drei Abschnitte liefern eine allgemeine Darstellung
dessen, was wir heute Tensorkalkiil nennen. Hier wird eine mathematische Theorie
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entfaltet, ohne dass bereits ein spezieller Deduktionsschritt in den Blick genom-
men wird. Erst im vierten Abschnitt finden sich Deduktionen, bei denen von den
Mitteln des Tensorkalkiils Gebrauch gemacht wird. Diese beiden Teile spiegeln da-
her unsere Unterscheidung zwischen Grossmanns Beitragen zur Entwicklung der
Mathematik und seinen eigentlichen Deduktionsschritten im speziellen Anwen-
dungszyklus wider.

Oberflachlich betrachtet breitet Grossmann im ersten Teil nur die nétigen Konzep-
te des bereits vorhandenen absoluten Differentialkalkiils aus. Bei genauerem Hin-
sehen zeigen sich jedoch Unterschiede zum absoluten Differentialkalkiil. So &ndert
Grossmann beispielsweise die Notation, und zwar in einer Weise, die aus moder-
ner Sicht als Riickschritt erscheinen mufs. Wéhrend Ricci und Levi-Civita ko- und
kontravariante Tensoren (“Systeme”) mit unten und oben angebrachten Indizes
unterscheiden, schreibt Grossmann alle Indizes unten und unterscheidet Ko- und
Kontravarianz durch lateinische und griechische Buchstaben fiir die Tensorgrofe
selbst. Dieser Notationswechsel hdngt damit zusammen, dass Grossmann Tensoren
gemischten Charakters einfiihrt, welche bei Ricci und Levi-Civita nirgends auftau-
chen. Gemischte Tensoren werden durch Frakturgrossen bezeichnet, wobei die ko-
und kontravarianten Indizes durch eine Querstrich voneinander getrennt werden.
Zweitens fithrt Grossmann fiir die “Systeme” von Ricci und Levi-Civita neu die
Bezeichnung “Tensoren” ein. Mit dieser Benennung wird gleichzeitig ein rein ma-
thematisches Objekt mit einem anderen mathematischen Objekt identifiziert, dass
in einem anderen Kontext, der Kristallphysik, bereits eine andere physikalische In-
terpretation erhalten hat. Drittens tragt Grossmann auch genuin neue Ergebnisse
zur Theorie bei, vor allem seinen Beweis, dass Beltramiparametern (bestimmten
Differentialoperatoren) und ihren Verallgemeinerungen eine bestimmte Form ge-
geben werden kann, die sich bei der Darstellung der Energie-Impuls-Erhaltung als
niitzlich erweisen.

Die Anwendung des absoluten Differentialkalkiils auf eine relativistische Gravita-
tionstheorie hinterlief also in der mathematischen Doméne selbst ihre Spuren: die
Reinterpretation von Riccis und Levi-Civitas “Systemen” als Tensoren; die Einfiih-
rung gemischter Tensoren und die damit einhergehende neue Notation des Kovari-
anzcharakters sowie die Bildung des Riccitensor aus dem Riemann-Christoffelschen
Kriimmungstensor. Viele, wenngleich nicht alle dieser Innovationen gehéren heute
zur Standarddarstellung des Tensorkalkiils.
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Drei Anwendungszyklen

Der vierte Abschnitt in Grossmanns Teil des “Entwurfs” ist seinerseits in drei Para-
graphen unterteilt, von denen jeder die Details eines mathematischen Arguments
darstellt. Im Rahmen der dynamischen inferentiellen Auffassung interpretieren wir
diese drei Argumente als drei verschiedene Zyklen, wobei der erste und dritte Zy-
klus geschlossen sind, der zweite aber offen bleibt.

Der erste Zyklus: Energie-Impuls-Erhaltung

Im ersten der drei Argumente zeigt Grossmann, dass die Energieerhaltungsglei-
chung

o) 1 s _
ZE(V_ggmv@vn) _E%;V_g%@wl—ov (3)

vn
allgemein kovariant ist. Hier bezeichnet ©,, den kontravarianten Energieimpuls-
tensor und ¢ die Determinante des metrischen Tensors. Das Ergebnis ist insofern
bedeutsam, als es zeigt, dass sich das Energieerhaltungsprinzip in allgemein kova-
rianter Form représentieren lasst. Das Ziel des Zyklus bestand in der Verallgemei-
nerung eines bekannten Sachverhalts.

Die Interpretation bestand darin, dass Einstein Gleichung (3) als Kontinuitatsglei-
chung fiir die Energie (m = 4) und die Impulsdichte (m = 1, 2, 3) auffasste, indem
er den ersten Term als Divergenz ansah und den zweiten Term als Ausdruck fiir
die Wirkung der Gravitationskraft, repriasentiert durch Ableitungen der Metrik,
auf den materiellen Energie-Impuls-Gehalt. Wahrend der Energieimpulstensor sich
bereits im Rahmen der speziellen Relativitdtstheorie herausgebildet hatte, konnte
die allgemeine Kovarianz seiner Divergenz als Ausdruck der Energieerhaltung nur
mit Mitteln des absoluten Differentialkalkiils abgeleitet werden.

Wir haben es hier mit einem geschlossenen Zyklus zu tun, weil das Ergebnis, die
allgemeine Kovarianz der verallgemeinerten Energieimpulserhaltung, den Erwar-
tungen an eine relativistische Gravitationstheorie entsprach. Das Ergebnis stérkte
damit auch das Vertrauen Einsteins und Grossmanns in ihr Programm der An-
wendung der neuen mathematischen Methoden fiir ihr physikalisches Problem.

Der zweite Zyklus: Betrachtung und Verwerfung des Riccitensors

Von der Warte der dynamischen inferentiellen Auffassung aus gesehen ist Einsteins
und Grossmanns Suche nach einem geeigneten Differentialoperator fiir die Feldglei-
chung ein instruktives und wichtiges Beispiel fiir einen offenen Anwendungszyklus,
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weil ihr urspriingliches Ziel darin bestand, eine allgemein kovariante Theorie zu
formulieren, sie aber dieses Ziel im “Entwurf” nicht erreichten.

Der Deduktionsschritt hat hier zwei Teile. Zuerst bemerkte Grossmann, dass unter
den heuristischen Anforderungen der Immersion in die Theorie der Differentialinva-
rianten der Riemann-Christoffeltensor derjenige Differentialoperator ist, aus dem
sich alle anderen moglichen Operatoren, die zur Konstruktion einer Feldgleichung
in Frage kamen, durch algebraische Operationen erzeugen lieten. Aus historischer
Perspektive ist diese Einsicht der bedeutendste Beitrag Grossmanns zur Geschich-
te der allgemeinen Relativitdtstheorie. Die Bedeutung dieses Schritts kann nicht
genug betont werden. Die Reinterpretation des raumzeitlichen Abstandquadrats
ds? zwischen benachbarten Ereignissen als differentielles Linienelement ermdog-
licht die Verwendung der deduktiven Resourcen einer ausgearbeiteten mathemati-
schen Theorie von Differentialinvarianten. Allerdings wurden diese Moglichkeiten
im “Entwurf” noch nicht erfolgreich ausgenutzt.

Zweitens benutzte Grossmann Inferenzregeln des modifizierten absoluten Diffe-
rentialkalkiils, um auf der Ebene der symbolischen Représentation formale Ope-
rationen auszufithren. Das Ziel dieser Rechnungen bestand darin, ein Objekt zu
generieren, welches den Anforderungen an eine geeignete Instantiierung des Feld-
gleichungssschemas geniigte. Konkret ging es darum, einen Tensor zweiten Ranges
zu finden, da die Instantiierung der SOURCE Komponente des Schemas mit dem
Energieimpulstensor, ebenfalls einem Tensor zweiten Ranges, eine solche Bedin-
gung erzwang. Grossmann wandte deshalb die kovarianzerhaltende Operation der
Kontraktion auf den Riemann-Christoffelschen Tensor an und erzeugte so aus ei-
nem Tensor vierten Ranges einen allgemein kovarianten Tensor zweiten Ranges.
Mit diesem Deduktionsschritt erzeugte Grossmann gleichzeitig ein neues mathe-
matisches Objekt, das sich in der Exposition des absoluten Differentialkalkiils bei
Ricei und Levi-Civita (1901) noch nicht fand. Zwar hatte Ricci-Curbastro (1904)
bereits das Objekt untersucht, das wir heute als Riccitensor bezeichnen, aber wir
haben keinerlei Hinweis darauf, dass Grossmann diese Arbeit kannte. Aus der Ana-
lyse des Ziircher Notizbuchs wissen wir auferdem, dass Grossmann und Einstein
weitere Deduktionswege erkundeten, um weitere Tensoren zweiten Ranges zu er-
zeugen, die sich als Kandidaten fiir Feldgleichungen interpretieren liefen. Alle diese
Methoden schrankten allerdings das Ziel der allgemeinen Kovarianz bereits ein.

Die meisten Kommentatoren dieser Episode haben ihr Hauptaugenmerk auf den
Interpretationsschritt gelegt, um den Misserfolg dieses Anwendungszyklus zu er-
klaren. Die dynamische inferentielle Auffassung legt nahe, auch den Deduktions-
schritt genau zu betrachten. Aus heutiger Warte miissen wir festgestellen, dass
Grossmann nicht alle Deduktionsmoglichkeiten ausgenutzt hat, die der absolu-
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te Differentialkalkiil zur Verfiigung stellt. Es gibt ndmlich noch weitere Tensoren
zweiten Ranges, die aus dem Riemann-Christoffeltensor erzeugt werden kénnen,
und zwar ohne dass die allgemeine Kovarianz eingeschrankt werden miisste. Nichts
in der Theorie der Differentialinvarianten oder des absoluten Differentialkalkiils
spricht dagegen, einen Spurterm zum Riccitensor hinzuzufiigen, wie beim spéte-
ren Einsteintensor, oder einen zusétzlichen skalaren Term zu betrachten, wie bei
der kosmologischen Erweiterung von 1917. Auch nicht-lineare Kontraktionen von
Produkten des Riemann-Christoffeltensors wéren moglich gewesen.

Das eigentliche Problem dieses Anwendungszyklus bestand aber im Interpreta-
tionsschritt. Das Ziircher Notizbuch (S. 14L) liefert uns dokumentarische Evi-
denz dafiir, warum Einstein und Grossmann den Riccitensor als Kandiaten fiir
die OP-Komponente des Feldgleichungsschemas verworfen haben, siche (Janssen
u.a. 2007, S. 610ff). Die Kontraktion des Riemann-Christoffeltensors lieferte vier
Terme mit zweiten Ableitungen der Metrik, von denen sich aber nur einer im
Grenzfall schwacher, statischer Felder auf den Laplaceoperator reduzierte. Die an-
deren drei Terme konnten nicht so interpretiert werden, wie es die urspriinglich
angenommene Struktur des Gravitationsproblems nahegelegt hat. Daher konnte
dieser Anwendungszyklus aus Einsteins und Grossmanns Perspektive nicht erfolg-
reich geschlossen werden.

Das Misslingen dieses Anwendungszyklus, d.h. das Verwerfen des Riccitensors bei
Einsteins und Grossmanns Suche nach einer verallgemeinerten Relativitatstheorie,
ist eine beriihmte Episode der Wissenschaftsgeschichte. Die Tatsache, dass Einstein
und Grossmann den Riccitensor als Kandidaten fiir eine Feldgleichung explizit in
Erwégung zogen, diesen Weg aber dann wieder verwarfen, hat die Historiker seit
langem vor Rétsel gestellt, siehe z.B. Pais (1982, sec. 12d). Das Rétsel wurde noch
verschérft, als John Norton (1984) zeigte, dass Einstein und Grossmann im Ziircher
Notizbuch auch einen weiteren Kandidaten fiir eine Feldgleichung betrachteten
und verwarfen, der ebenfalls im Herbst 1915 erneut in Erwdgung gezogen wurde,
sieche (Renn und Sauer 1999). Die detaillierte Rekonstruktion von Janssen u. a.
(2007), die das Ziircher Notizbuch Zeile fiir Zeile untersuchte, zeigte schlieftlich die
ganze verwickelte Dynamik der Anwendung des Tensorkalkiils in der Suche nach
relativistischen Gravitationsgleichungen.

Wir wissen aus dieser Analyse, wie Einstein und Grossmann auf das Fehlschlagen
dieses Anwendungszyklus reagiert haben. Sie reflektierten die einzelnen Schrit-
te des Zyklus und zogen daraus den Schluf, dass der Deduktionsschritt, der aus
dem Riemann-Christoffeltensor einen Differentialoperator als Kandidaten fiir eine
Feldgleichung erzeugte, modifiziert werden musste. So fiihrten sie weitere Bedin-
gungen ein, um einen Tensor mit eingeschrankter Kovarianzgruppe zu bestimmen,
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der sich dann aber im Sinne des Korrespondenzprinzips im Newtonschen Grenz-
fall interpretieren lieR. Aber alle diese Versuche schlugen letzlich fehl.> Schlieflich
gaben Einstein und Grossmann diesen Versuch der Anwendung neuer mathema-
tischer Methoden ganz auf und verwarfen die Theorie der Differentialinvarianten
als Rahmen fiir dieses physikalische Problem.

Der dritte Zyklus: Ableitung der “Entwurf”-gleichungen

Im dritten seiner mathematischen Argumente gibt Grossmann die expliziten Re-
chenschritte fiir die Ableitung der nicht allgemein kovarianten Feldgleichungen
an, die dann im “Entwurf” publiziert wurden. Dieser Deduktionsschritt verwendet
nicht die vom absoluten Differentialkalkiils bereitgestellten Einsichten. Stattdes-
sen verwendet die Ableitung nur noch gewo6hnliche algebraische Operationen und
Mittel des gewohnlichen Differentialkalkiils.

Die Strategie bestand nun darin, zu dem Ergebnis des ersten erfolgreichen Anwen-
dungszyklus, nimlich der Energieerhaltungsgleichung (3) zuriickzukehren. Aber
anstatt weiter Gebrauch von den Resourcen des absoluten Differentialkalkiils zu
machen, nahmen Einstein und Grossmann jetzt weitere Eigenschaften der vor-
gangigen Struktur als heuristische Wegweiser. Sie nahmen einen hypothetischen
Differentialoperator I',,, an, von dem sie voraussetzten, dass er die gewiinschte
Form im Newtonschen Grenzwert hat, setzten diesen fiir ©,, in (3) ein und be-
stimmten die Terme zweiter Ableitung aus formalen Manipulationen, die nur die
Giiltigkeit der Gleichung (3) bewahrten.

Die Ableitung der “Entwurf”-gleichungen mit dieser Strategie fithrte zu einem sub-
jektiv geschlossenen Zyklus, obwohl die “Entwurf”-theorie sich letztlich als unhalt-
bar erwies. Denn die formalen algebraischen Manipulationen erwiesen den Dif-
ferentialoperator der “Entwurf’-gleichungen als eindeutig bestimmtes Objekt, das
fast alle heuristischen Erwartungen—insbesondere den Newtonschen Grenzfall und
die Energieimpulserhaltung—an die neuen Gravitationsgleichungen erfiillte. Offen
blieb nur die Frage, welche Kovarianzgruppe die Gleichungen tatséchlich erfiillten.
Erst zwei Jahre spéater entdeckte Einstein, dass die vermeintliche Eindeutigkeit der
“Entwurf’-gleichungen auf einem Irrtum beruhte.

5. Wir folgen hier dem Mehrheitsvotum von Janssen u. a. (2007), in welchem die Unterschei-
dung zwischen Koordinatenbedingungen und Koordinateneinschrankungen zentral ist. Fiir das
Minderheitsvotum, siehe Norton (2007).
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Schlussbemerkungen

Nachdem Einstein und Grossmann ihren “Entwurf” publiziert hatten, hielt Ein-
stein flir weitere zweieinhalb Jahre an dieser Theorie fest, bevor er in einer drama-
tischen Wendung im Herbst 1915 zur allgemeinen Kovarianz zuriickkehrte. Auf
diesen Teil der Geschichte der allgemeinen Relativitdtstheorie kann hier nicht
weiter eingegangen werden. Geméaf der hier skizzierten Interpretation hatten die
Ergebnisse der Anwendungszyklen, die zur “Entwurf’-theorie fiihrten, die ange-
nommene Struktur zwischenzeitlich stabilisiert. Aber diese Stabilisierung geschah
durch Einfiihrung von Elementen in die mathematische Représentation, die sich
als unvereinbar mit empirischen Phdnomenen erwiesen, wie etwa die Anomalie der
Periheldrehung des Merkur. Im Verlauf von zweieinhalb Jahren bereitete Einstein
Anderungen der angenommenen Struktur vor; diese Bemiihungen sowie die Ein-
sicht in subjektive Deduktionsfehler fiithrten im Herbst 1915 zu einem erneuten
Versuch, den Tensorkalkiils und die Theorie der Differentialinvarianten anzuwen-
den. Die Riickkehr zur allgemeinen Kovarianz fiihrte schlieflich zu einer Revision
der Theorie, die eine volle, erfolgreiche Anwendung des Tensorkalkiils in der For-
mulierung einer relativistischen Gravitationstheorie moglich machte.

Die begrifflichen Mittel der dynamischen inferentiellen Auffassung gestatten uns,
den Prozess der Anwendung von Mathematik addquat zu beschreiben und erlauben
philosophische Einsichten. Die dynamische inferentielle Auffassung entstand aus
der Anwendung der urspriinglichen inferentiellen Auffassung auf die Zusammen-
arbeit von Einstein und Grossmann an der “Entwurf’-theorie. Die Rekonstruktion
der Episode in diesem Rahmen er6ffnete eine neue Perspektive auf eine historische
Fallstudie mit neuen Fragestellungen und neuen Einsichten. Wie wir gezeigt haben,
erweist sich die dynamische inferentielle Auffassung als niitzlich fiir die Analyse von
historischen Episoden der Begriffsbildung in der Wissenschaftsgeschichte, die auf
der Wechselwirkung von physikalischen und mathematischen Begriffen beruhen.
Die funktionale Zerlegung des Anwendungsprozesses in die drei Schritte der Im-
mersion, Deduktion und Interpretation zwingt uns, die Frage nach den jeweiligen
Beitriagen der zwei Sphéren und ihrer Wechselwirkung genau zu analysieren. Die
Auffassung hebt die Bedeutung der mathematischen Doméne, ihre interne Dyna-
mik und Differenzierungen auf dieselbe Hohe wie die korrespondierenden Aspekte
in der empirischen Doméne.

Die Aufschliisselung des Anwendungsprozesses in einzelne Teilschritte erleichtert
die Analyse historischer Anwendungsprozesse durch begrifflich unterschiedene Sta-
dien. Anwendungen von Mathematik sind strukturierte Prozesse. Die Auffassung
erlaubt uns auch, die Schwierigkeiten und Fehler bei fehlgeschlagenen Anwen-
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dungsprozessen zu kategorisieren. Diese Schwierigkeiten kdnnen entweder subjek-
tiver oder objektiver Natur sein, und sie konnen an jeder Stelle des Anwendungs-
zyklus lokalisiert sein.

Es erscheint uns niitzlich und notwendig, die hier skizzierte Auffassung auf weite-
re Episoden der Entstehung und Entwicklung der allgemeinen Relativitatstheorie
anzuwenden, besonders mit Blick auf ein besseres Verstandnis der langerfristigen
Dynamik von Zyklen. Aber auch die Interpretation anderer Fallstudien aus der
Wissenschaftsgeschichte verspricht weitere Einsichten sowohl fiir das philosophi-
sche Problem der Anwendbarkeit der Mathematik als auch fiir das historische
Versténdnis tatsdchlicher Anwendungen.
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Finanzmathematik — Prinzipien
und Grundlagen? Nachruf auf
einen Zwischenruf

Gregor Nickel

Noli turbare circulos meos.
ARCHIMEDES VON SYRAKUS { 212 v. Chr.

1 Mathematik — Fraglos anwendbar?

Zweifellos! erleben wir derzeit eine Phase der Dominanz angewandter Mathematik.
Dies betrifft nicht nur Rangordnung und Motivation innerhalb der Disziplin selbst,
sondern auch die Kommunikation nach auffen. Mathematik wird heute wesentlich
durch Verweis auf ihre Anwendbarkeit legitimiert, man charakterisiert Mathema-
tik beispielsweise als ‘Schliisseltechnologie’. Dass mathematische Probleme ,zur
Ehre des menschlichen Geistes* gelost werden miissen (D. Hilbert), scheint dem-
gegeniiber deutlich weniger plausibel zu sein. In wieweit dies nur dem derzeitigen
Trend einer Okonomisierung fast aller Lebensbereiche, so auch der Wissenschaften
und deren Insititutionen folgt, oder aber eine im wesentlichen innermathematisch
motivierte Gegenbewegung zum ‘Bourbakismus’ ist, kann hier offen bleiben.

Dem Trend innerhalb der Disziplin entspricht allerdings eine zunehmende Ma-
thematisierung von Wissenschaften, Technik und Gesellschaft. In der Tat pragen
nicht-triviale mathematische Resultate und Verfahren wesentliche Bereiche der
modernen Gesellschaft (vgl. Nickel 2011). Anders als bei Natur- und Ingenieur-
wissenschaften bleibt in Bezug auf die Mathematik eine normative Kontroverse

1. Fiir intensive Diskussionen im Vorfeld des ,Zwischenrufs® danke ich den Mitgliedern der
AGFA Tiibingen, insbesondere Roland Derndinger, Uli Groh, Rainer Nagel und Ulf Schlotter-
beck. Auferdem danke ich der Redaktion der Mitteilungen der DMV, fiir dessen ungekiirzte
Veroffentlichung im Dikussionsteil.
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jedoch noch immer weitgehend aus. Wahrend mittlerweile eine wohletablierte und
differenzierte Wissenschaftsethik den Diskurs iiber die und mit den Naturwissen-
schaften fiihrt, erreicht dieser im Bereich der Formalwissenschaften allenfalls noch
die Informatik. Hauptséachlicher Focus des Diskurses sind dabei die gesellschaftlich
relevanten wissenschaftlichen Resultate, hauptséchlich also die durch diese er6ffne-
ten technischen Handlungsmoglichkeiten. In Bezug auf die Implikationen fiir das
(philosophische) Welt- und Menschenbild begleitet eine kontroverse Debatte die
Entwicklung der Naturwissenschaften spétestens seit der Wende zur wissenschaft-
lichen Moderne (Galilei und Bacon), in verschérfter Form sicherlich seit dem 19.
Jhr. (vgl. fiir die Physik Bayertz, Gerhard und Jaeschke 2012b, fiir die Biologie
Bayertz, Gerhard und Jaeschke 2012a). Die Mathematik erscheint offenbar in bei-
den Aspekten als ‘weltanschaulich neutral’, wird entweder gar nicht verstanden
bzw. rezipiert, oder aber in ihrem Vorgehen und ihren Resultaten fiir normativ
irrelevant gehalten?.

Spétestens jedoch wenn die Anwendbarkeit als charakteristische Eigenschaft her-
vorgehoben wird, sollte ein solcher Diskurs einsetzen. Wer sich als niitzlich emp-
fiehlt, muss auch iiber Risiken und Nebenwirkungen Auskunft geben. Vor diesem
Hintergrund spielte sich eine kleine Episode nicht-erfolgter Reflexion und eingefor-
derten Diskurses ab, die im folgenden skizziert werden soll.

2 Finanzmathematik — Prinzipien ohne
Verantwortung?

Im Jahr 2013 erschien im Verbandsorgan der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
(DMV) ein ldngerer, mathematisch elementar gehaltener Aufsatz zur Finanzma-
thematik®. Diese wird darin als ,,jiingste mathematische Disziplin“ vorgestellt, die
gleichwohl einen , gewaltigen Aufschwung erlebt* habe. ,,Eine ihrer wichtigsten Auf-
gaben“ sei ,die Bewertung von Derivaten®. Eine Theorie hierzu wird dann unter
der Uberschrift ,ein verlockendes Angebot... im Rahmen einer einfachen Modellsi-
tuation eingefiihrt: Wir ,betrachten die Aktie" einer bestimmten Firma mit einem
aktuellen Kursstand von 125 EURO und erhalten von einer Bank das Angebot
zu dem folgenden ,Geschiift“. Fiir einen sofort zu entrichtenden Preis erhilt der

2. Eine der wenigen Ausnahmen sind die sowohl historischen wie auf die Gegenwart bezogenen
Studien zur militdrischen Relevanz der Mathematik, vgl. Boofi-Bavnbek und Hgrup 2003, Mazliak
und Tazzioli 2009, Nickel 2012.

3. Vgl. fiir die folgenden Zitate Biagini und Rost 2013.

4. Auffalliger Weise setzen die Autoren diesen Begriff in Anfiithrungszeichen, als wire der
Charakter eines solchen Angebotes vielleicht doch nicht iiber allen Zweifel erhaben.
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Kunde die Zusicherung, in einem Jahr den Betrag zu erhalten, um den der Preis
der Aktie 96 EURO iibersteigt; liegt ihr Preis unterhalb dieser Schranke, erhalt
er nichts. Die ,entscheidende Frage* sei nun: ,Wieviel ist eine solche Option heute
wert? Welchen Preis darf der Bankberater als Verkdufer dafiir verlangen, bzw. wel-
chen Preis sind Sie als Kéufer bereit, dafiir zu bezahlen?* Eine erste Antwort wird
auf rein deskriptive Weise gegeben; der ,Preis der Option [wird] durch den Markt,
d.h. durch die Nachfrage bestimmt.“ Gleich im Anschluss wird diese Antwort je-
doch normativ zweitcodiert: es sei ndmlich erstaunlich, ,dass sich fiir diesen sich
dann einstellenden ‘fairen’ Preis der Option ein einfaches Prinzip finden und sogar
eine Formel angeben lasst.* Der grofite Teil des Artikels widmet sich dann der
Aufgabe, an Hand eines einfachen Binomialmodells den gesuchten, ,fairen* Preis
zu bestimmen. Auch das Prizip der Arbitrage-Freiheit, auf dem diese Ableitung
basiert, weist normative Ziige auf: ,Eine Moglichkeit (Strategie), einen risikofreien
Gewinn zu erzielen, nennt man Arbitrage. In einem effektiven Finanzmarkt darf
es keine Arbeitrage geben.“ Dabei ist allerdings nicht ganz klar, ob hier die gefor-
derte ,Effektivitat® des Marktes, oder die ,Fairness“ des Geschéftes als wertende
Forderung zu betrachten ist.

Der Aufsatz basiert auf einem Vortrag der Autoren, den diese im Rahmen der
Jahrestagung der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik (GDM) gehalten hat-
ten, und er beansprucht zugleich aufzuzeigen, ,wie finanzmathematische Konzepte
ohne Probleme in den Schulunterricht integriert werden kénnen®. Nicht zuletzt vor
diesem Hintergrund ist es frapierend, dass nicht einmal in einem Nebensatz auf
die ethische Dimension der Thematik hingewiesen wurde. Die obige kurze Para-
phrase konzentrierte sich bereits darauf, alle Spuren einer normativen Redeweise
hervorzuheben.

Mit dem Ziel, innerhalb der Fachgesellschaft einen Diskurs zu dieser Thematik zu
provozieren, wurde in einem der folgenden Hefte ein , Zwischenruf* publiziert (Ni-
ckel 2013, siehe auch den Anhang zu diesem Aufsatz). Die Reaktion war allerdings
erniichternd. Abgesehen von der bereitwilligen Aufnahme durch die Redaktion er-
folgte leider — namentlich auch durch die Autoren — keinerlei Replik.

3 Finanzmathematik — Aspekte eines
wissenschaftsethischen Diskurses

In diesem kurzen Nachruf kann es nicht darum gehen, die ethische Dimension der
Finanzmathematik auch nur ansatzweise vollstdndig zu charakterisieren oder gar
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zu entfalten. Den Zwischenruf ergédnzend mochte ich im Folgenden lediglich drei
Aspekte nochmals hervorheben.

1. Die Finanzmathematik wirft in doppelten Weise ethische Fragen auf, so wie
dies im ersten Abschnitt bereits fiir die Naturwissenschaften allgemein skizziert
wurde. Zum einen sind ihre direkten Auswirkungen auf das Wirtschaftsgeschehen
inzwischen mehr als deutlich. Hier stellen sich ziemlich analog zur Situation in
Naturwissenschaft und Technik Fragen nach einem verantworteten Einsatz hand-
lungsrelevanter und wirkméchtiger Instrumente. Die im Zwischenruf angedeutete
Ambivalenz von deskriptiver und normativer Seite macht dabei jedoch die Analy-
se komplizierter. Einer ethischen Debatte kann leicht ausweichen, wer behauptet,
lediglich eine neutrale Sprache zur Beschreibung fiir ein von dieser vollkommen
unabhéngiges Geschehen zu entwickeln. Dabei wird jedoch ausgeblendet, dass fi-
nanzmathematische Konzepte wesentlich auch dazu dienen, neuartige Handlungs-
bzw. Handelsmo6glichkeiten iiberhaupt erst zu schaffen — entsprechend der auf
naturwissenschaftlicher Forschung basierenden Technik, deren Einsatz nicht mehr
wertneutral erfolgen kann. Zudem ist bereits die mehr oder weniger addquate De-
skription und Analyse einer Marktsituation ein handlungsleitendes Mittel fiir den-
jenigen, der liber diese Deskription verfiigt (vgl. Punkt 4. des Zwischenrufes). Die
hierdurch erfolgende Riickkopplung von der Beschreibungsebene ins System selbst
ist nicht nur theoretisch interessant, sondern auch ethisch relevant.

Zum anderen aber wird innerhalb der mathematischen Beschreibung unter der
Metapher des homo oeconomicus eine keineswegs unumstrittene, anthropologische
Perspektive (mehr oder minder explizit) vorausgesetzt. Auch hier kénnte sich die
Finanzmathematik auf eine scheinbar neutrale Position zuriickziehen, bei der sich
die Voraussetzungen als (rein deskriptiver) Modellrahmen einer ethischen Bewer-
tung entziehen. Gleichwohl wird héufig mit einer solchen Formalisierung der An-
spruch verbunden, wesentliche Aspekte menschlicher Rationalitit addquat abge-
bildet zu haben. Wer sich dem vorausgesetzten Handlungsschema nicht fiigt, gilt
als ‘irrational’ — auch hier miisste diskutiert werden, inwiefern ein deskriptiver
bzw. normativer Anspruch vorliegt. Schlieklich aber kénnen — motiviert durch
die 6konomische ,,Deskription — die wirschaftlich-sozialen Rahmenbedingungen
so gesetzt werden, dass ein Anpassungsdruck hin zu einem der vorausgesetzten Ra-
tionalitdtsform entsprechenden Verhalten entsteht, das dann ez post das gewéhlte
Modell zu rechtfertigen hilft.

2. Anders als in den Naturwissenschaften, in denen Mathematik als zentrales Mo-
ment der Theoriesprache kaum noch in Frage gestellt wird, ist ein Diskurs iiber
Ziele und Legitimitét einer (durchgehenden) Mathematisierung in den Wirtschafts-
wissenschaften noch lange nicht beendet. Im Wissenschaftssystem selbst wird etwa
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ein Unbehagen an der Deutungshoheit (nicht versténdlicher) Mathematik artiku-
liert. An dieser Stelle soll nur ein aktuelles Beispiel angefiihrt werden. In einem
Themenband der Zeitschrift Aus Politik und Zeitgeschichte, der das Jahr 2009 als
Krisenjahr beleuchtet, widmet sich MAX OTTE dem Versagen der Wirtschaftsfor-
schung angesichts der Aufgabe, die Finanzkrise vorauszusagen bzw. Strategien zu
ihrer Bewéltigung zu liefern:

Im Jahr 2009 wandten sich in Deutschland 83 bekannte Okonomen
(...) mit einem Aufruf an die Offentlichkeit, die Lehre von der Wirt-
schaftspolitik an den Universititen zu retten. Zu sehr werde auf ma-
thematische Modelle gesetzt, so dass das Denken iiber wirtschafts- und
ordnungspolitische Fragestellungen mehr und mehr in den Hintergrund
gerate. (...) Die Gefahr ist grof, dass die Priesterkaste der mathema-
tischen Okonomen auch in Zukunft grundlegende ordnungspolitische
Zusammenhénge ignoriert und sich in esoterischen Modellen ergeht,
withrend draufien in der Welt bereits die nichste Blase entsteht®.

Gerade die Experten der Finanzmathematik miissten eine solche Debatte aufgrei-
fen und sich um eine klare Darstellung von Voraussetzungen, Moglichkeiten und
Grenzen ihrer Beschreibung und um eine Wertschitzung komplementérer Perspek-
tiven bemiihen.

3. Forderungen nach einer stirkeren Integration 6konomischer Themen einschlief-
lich der Wirtschaftsmathematik in das schulische Curriculum werden seit einiger
Zeit vermehrt gestellt. Hier scheint der Mathematikunterricht den passenden Rah-
men zu bieten. Dies darf allerdings keinesfalls dazu fiithren, 6konomische Themen
gleichsam im diskursfreien Raum zu unterrichten. Sofern eine solche Integration
iberhaupt erfolgen soll, scheinen mir zwei Varianten vertretbar. Entweder man
lasst sich innerhalb des mathematischen Fachunterrichts auf kontroverse normati-
ve Debatten ein, fordert und férdert diese entsprechend einem Unterrichtsstil in
den geistes- und gesellschaftswissenschaftlichen Fachern; dies setzt natiirlich auch
entsprechende Anstrengungen seitens der mathematischen Fachdidaktik voraus.
Oder aber man beschréankt sich auf die mathematische Fachkompetenz, fordert
aber eine externe Kooperation mit Fachern, die eine normative (politische, ethi-
sche) Perspektive einbringen. In diesem Sinne kénnten ckonomische Themen zu
Musterbeispielen fiir einen facheriibergreifenden Unterricht werden.

Sicherlich ist der hier eingeforderte normative Diskurs auf allen Ebenen nicht ein-
fach (moglicher Weise stehen im schulischen Bereich noch die gerinsten mentalen

5. Otte 2009.
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Hindernisse im Wege). Gleichwohl wéren ,Prinzipien und Grundlagen der Finanz-
mathematik® ohne einen solchen Diskurs weder vollsténdig noch verantwortbar.

Anhang — Aus den Mitteilungen der DMV 21-3
(2013), p. 132.

Diskussion

Money out of nothing? (21-1) — Ein Zwischenruf

In Unkenntnis dieser Gefahren lebten eigentlich nur die Mathematiker selbst und
ithre Schiiler, die Naturforscher, die von alledem so wenig in ihrer Seele
verspiren wie Rennfahrer, die fleif$ig darauf los treten und nichts in der Welt
bemerken als das Hinterrad thres Vordermanns.

ROBERT MUSIL

Den ,,Prinzipien und Grundlagen der Finanzmathematik® war ein Aufsatz im letz-
ten Heft der DMV Mitteilungen, 21-1 (2013), gewidmet, in dem die Autoren zu-
gleich demonstrieren wollten, ,wie finanzmathematische Konzepte ohne Probleme
in den Schulunterricht integriert werden konnen* (Biagini und Rost 2013, p. 18).
Man liest im weiteren eine didaktisch sorgfiltig aufbereitete Darstellung, wie mit
Hilfe eines einfachen Binomialmodells ein ,fairer Preis* fiir eine ,Call-Option“ auf
der Basis des Prinzips der , Arbitrage-Freiheit, d.h. ein risikoloser Gewinn wird
ausgeschlossen, ermittelt werden kann.

Es findet allerdings derzeit auch aufserhalb des mathematischen Binnenraumes eine
zunehmend intensive und durchaus kontroverse Debatte iiber die Grundlagen der
Finanzmarkte und deren gesellschaftliche Rolle statt. Da es den beiden Autoren
offenbar kein Anliegen war, die von ihnen prisentierte Mathematik in irgendeiner
Weise mit diesem Diskurs in ein Verhiltnis zu setzen, mochte ich im folgenden
zumindest einige Beobachtungen und Anfragen zur Bezugnahme von Finanzma-
thematik und gesellschaftlicher Wirklichkeit formulieren.

1. Mathematik kommt insbesondere fiir das Wirtschaftssystem (wenn auch
nicht ausschlieflich dort) in einer deskriptiven und normativen Doppelrolle
zum Einsatz: Zum einen erlaubt die mathematische Analyse eine genaue,
neutrale Beschreibung vorgefundener 6konomischer Ablaufe; so kann — wie
bei Biagini und Rost 2013 — unter der Voraussetzung eines mit bestimm-
ten Regeln vorgegebenen (und unter bestimmten Annahmen mathematisch
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modellierten) Aktienmarktes entschieden werden, wann ein Optionspreis als
arbitragefrei anzusehen ist — was man mit den Autoren als ,fair* interpre-
tieren konnte. Zum anderen jedoch ermdéglicht mathematische Konstruktion
das Erfinden und Etablieren von neuen 6konomischen Spielen.

2. Setzt man (formalisierbare) Regeln eines vorgegebenen Spiels voraus, so 14sst
sich mit mathematischen Mittel hdufig sehr gut entscheiden, ob bzw. wie
(oder sogar wieviel) man gewinnen kann. Die Entscheidung, ob man iiber-
haupt spielen will bzw. soll, aber auch welche Spiele nach welchen Regeln
zu spielen sind, ist ist jedoch (zumindest prima facie) keine mathematische
Entscheidung.

3. Nimmt man die zweite, neue Normen generierenden Funktion der Mathema-
tik ernst, ist es nicht mehr zuldssig, ethische Implikationen vollstdndig aus-
zublenden. Schlieftlich beschreibt die Finanzmathematik dann nicht mehr ‘in
aller Unschuld’ eine Realitét, die sie vorfindet, sondern sie ist selbst daran
beteiligt, gesellschaftliche Realitdt wesentlich zu gestalten. Es reicht dann
also nicht mehr aus, ‘richtig zu rechnen’.

4. So wire etwa in der konkreten Einstiegssituation des Artikels p. 18 zu the-
matisieren, dass ein extremes Machtgefille zwischen Bank und Kunde in
bezug auf die verfiigbaren Informationen und Analyse-Mittel herrscht. Der
Ausblick (p. 22) macht deutlich, dass wohl kaum ein Kunde, der sich durch
die Darstellung der ersten Seiten gearbeitet hat, einen Optionspreis unter
Verwendung der Black-Scholes-Formel beurteilen wird. Unter diesen Bedin-
gungen kann eine rationale Entscheidung eigentlich nur bedeuten, das fiir
den normalen Bankkunden nicht durchschaubare Borsen-Kasino grundséatz-
lich zu meiden.

5. Fiir den schulischen Mathematikunterricht diirfen die gesellschaftlichen Aspek-
te auf gar keinen Fall iibergangen werden, insofern die Thematik ja gerade
mit ihrer ‘lebenspraktischen’ Relevanz gerechtfertigt wird. (Nota bene: Dass
diverse Themen reiner Mathematik ganz ohne eine solche Motivation aus-
kommen, und durchaus ihren festen Platz im Bildungskanon verdienen, sei
hier explizit betont. Mathematikunterricht soll durchaus auch rein mathe-
matisch motivierte Inhalte behandeln.)

6. Der Ausblick deutet es an: Entscheidend fiir die Aussagekraft der mathema-
tischen Diskussion ist die gewéhlte Modellierung (vgl. p. 22). Warum wird
dieser Aspekt jedoch kaum diskutiert? Im Schlussteil findet sich allenfalls
die Behauptung, es gébe genauere, bessere Modelle, aus denen sich sogar
streng mathematisch” etwas ableiten lasse. Zu fragen wire zumindest, wie
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ein Abgleich zwischen Modell und Beobachtungsdaten erfolgen kénnte und
— deutlich brisanter — inwiefern die Modellierung (als Hilfsmittel der Finanz-
marktakteure) nicht selbst die angeblich neutral beschriebenen Marktrealitét
wesentlich beeinflusst.

7. In der Finanzmathematik wie bei den meisten mathematischen Disziplinen
endet die Diskurskompetenz Aufenstehender relativ schnell. Ohne die be-
teiligten Mathematiker selbst, 14uft ein (normativer) Diskurs somit schnell
in die Sackgasse der technischen Inkompetenz. Wenn sich Mathematiker je-
doch andererseits — wie gewohnt — auf ihren rein innerfachlichen Diskurs be-
schrinken, entfillt das iiberaus wichtige Zusammenfiihren beider Diskurse.
Nur eine Kombination der fachlichen (deskriptiven) mit der gesellschaftlichen
(normativen) Debatte konnte zu einer einigermafen adéquaten Situationsbe-
schreibung und zu einer verniinftigen Entscheidung tiber Handlungsoptionen
kommen.

Es wére schon, wenn der hier diskutierte Aufsatz zum Anlass dienen kénnte, diese
Debatte auch und gerade im Rahmen der DMV weiterzufiihren.

Gregor Nickel, Siegen
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Einladung zur 13.Tagung

Allgemeine Mathematik:
Mathematik und Gesellschaft
Philosophische, didaktische und historische Perspektiven
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Schloss Rauischholzhausen
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Mit der Tagung ,,Mathematik und Gesellschaft* wird die Tagungsreihe , Allgemeine
Mathematik" fortgefiihrt, die in Darmstadt 1995 begonnen wurde. Die Tagungen sol-
len dazu beitragen, eine breite Diskussion iiber Mathematik und ihre Bedeutung fiir
die Allgemeinheit zu férdern; dabei soll es vor allem um eine Reflexion des Selbstver-
standnisses der Mathematik, ihres Verhiltnisses zur ,Welt" sowie um Fragen nach Sinn
und Bedeutung mathematischen Tuns gehen.

In diesen Rahmen ist auch das Thema ,,Mathematik und Gesellschaft” einzuordnen. Auf
der kommenden Tagung sollen u.a. aus philosophischer, didaktischer und historischer
Perspektive Fragen diskutiert werden wie:

e Inwiefern ist Mathematik priagend fiir unsere Gesellschaft? Wie kann die zuneh-
mende Mathematisierung moderner Gesellschaften beschrieben und bewertet
werden? Welchen Einfluss hat sie auf den einzelnen Menschen? Welchen Einfluss
haben mathematische Beschreibungen und mathematische Rationalitdtskonzep-
te auf unser menschliches Leben?

e Welche Anspriiche an mathematische Bildung ergeben sich aus dem Verhiltnis
von Mathematik und Gesellschaft? Welche (individuellen) Sichtweisen auf die
Rolle von Mathematik in unserer Gesellschaft sind hilfreich und wie kdnnten sie
im Mathematikunterricht gefordert werden? Welchen Einfluss haben Schule und
Mathematikunterricht auf die gesellschaftliche Rolle von Mathematik?

e Wie hat sich das Verhiltnis von Mathematik und Gesellschaft historisch entwi-
ckelt? Ergeben sich aus der historischen Betrachtung Hinweise, was die aktuelle
Situation ausmacht? Wie kam der Mathematikunterricht historisch zu seiner
Stellung?
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Um die Diskussion dieser Fragen breit anzuregen, wird die Tagung mit folgendem For-
mat stattfinden: Es werden sechs eingeladene Vortragende das Thema aus jeweils einer
der drei Perspektiven entfalten. Aus den beiden anderen Perspektiven wird je eine Re-
aktion zu jedem Vortrag erfolgen. Im Anschluss daran folgt eine intensive, gemeinsame
Diskussionszeit. Zudem werden in drei Kurzvortrdgen AuBensichten auf Mathematik
und Gesellschaft eingenommen, die sowohl die fachmathematische Perspektive, wie
auch Anwenderperspektiven einbeziehen. Diejenigen Teilnehmer, die nicht fiir einen
Vortrag oder eine Reaktionen angefragt wurden, haben die Moglichkeit einen eige-
nen Kurzbeitrag als Poster oder Kurzreferat (von maximal 7 Minuten) wahrend der
Abendgespriche einzubringen. Reichen Sie bitte ggf. einen Abstract bei der Tagungs-
anmeldung ein.

Mit der Tagung sollen Wissenschaftler und Wissenschaftlerinnen sowie wissenschaft-
lich Interessierte aus unterschiedlichen Bereichen wie vor allem der Mathematik, Di-
daktik, Philosophie, Geschichte, Erziehungswissenschaft, Informatik und anderen An-
wendungsbereichen der Mathematik zusammen gebracht werden, um einen fruchtba-
ren Gedankenaustausch zur gesellschaftlichen Rolle der Mathematik aus ,allgemeiner
Sicht” zu initiieren. Die Tagung richtet sich auch an interessierte Lehrerinnen und
Lehrer.

Die Herausgabe eines Sammelbandes mit den ausgearbeiteten Vortrdgen der Tagung
und ergianzenden Beitrdgen zum Tagungsthema ist geplant.

Veranstalter der Tagung sind:

Prof. Dr. Katja Lengnink (Universitit GieRen)
Dr. Markus Helmerich, Prof. Dr. Gregor Nickel, Martin Rathgeb (Universitit Siegen)
Prof. Dr. Ralf Kromer (Universitat Wuppertal)

Die elektronische Anmeldung (bis zum 1.3.2015) sowie weitere Informationen
zur Tagung finden Sie unter:
http://www.uni-giessen.de/cms/fbz/fb07/fachgebiete/mathematik/
idm/aktuelles

Fiir Riickfragen:

Prof. Dr. Katja Lengnink, Universitat GieRen, Karl-Gléckner-Str. 21c, 35394 Gielen
E-mail: katja.lengnink@math.uni-giessen.de
Tel: +49 (0)641-9932220 (Sekretariat Angelika Joester).
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