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Zusammenfassung

In dieser Arbeit fithren wir im ersten Teil eine neue Klasse von stochastischen Prozessen ein,
die operator-stable-like Prozesse. Diese verhalten sich lokal wie operator-stabile Prozesse, aber
lassen rdumliche Inhomogenititen zu. Die operator-stable-like Prozesse bilden eine Teilklasse
der Feller-Prozesse und enthalten als Spezialfall die stable-like Prozesse.

Wir modifizieren das Lévy-Maf} einer operator-stabilen Verteilung ohne Gauflanteil, sodass der
Exponent nicht linger konstant ist, sondern eine matrixwertige Funktion E(z) (z € RY) des
Ortes ist. Falls der Exponent gewisse Bedingungen erfiillt, definieren wir iiber diese modifi-
zierte Darstellung eine Familie von Lévy-Maflen ¢(z,-), die wir operator-stable-like Lévy-Mafle
nennen. Zu dem operator-stable-like Lévy-Maf} stellen wir eine zugehorige stochastische Diffe-
rentialgleichung (SDE) auf und zeigen, dass die Losung dieser SDE ein Feller-Prozess ist. Fiir
symmetrische operator-stable-like Lévy-Mafle leiten wir eine Symboldarstellung des konstruier-
ten Feller-Prozesses iiber diese Lévy-Mafle ¢(z, ) her. Den zugehorigen Prozess bezeichnen wir
als operator-stable-like Prozess.

Der zweite Teil beschiftigt sich zunéchst mit der Untersuchung der Eigenschaften des Sym-
bols der operator-stable-like Prozesse. Wir zeigen eine Skalierungseigenschaft. Aus der Skalie-
rungseigenschaft leiten wir obere und untere Abschitzungen her. Mithilfe dieser Abschitzungen
des Symbols analysieren wir mehrere Eigenschaften der Prozesse. Wir bestimmen Maximal-
abschétzungen, die Existenz von Momenten, das asymptotische Kurz- und Langzeitverhalten
der Pfade sowie die p-Variation.
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Abstract

In this thesis, we will introduce a new class of stochastic processes, so-called operator-stable-
like processes. Roughly speaking, they behave locally like operator stable processes, but they
need not to be homogenous in space. They are a subclass of Feller processes. A special case of
operator-stable-like processes are stable-like processes.

We modify the Lévy measure of a operator stable law without normal component in such a
way that the exponent E (d X d matrix) is no longer constant but depends on the position
x € R% in space. If the exponent F(z) satisfies certain conditions, we call the resulting family
of Lévy measures ¢(z,-) operator-stable-like Lévy measures. According to the Lévy measure,
we construct an associated stochastic differential equation (SDE) and prove that the solution
of this SDE is a Feller process. We show that for symmetric operator-stable-like Lévy measures
the symbol of the constructed Feller process can be represented with these Lévy measures. We
call the associated process operator-stable-like process.

In the second part we investigate the properties of the symbol. We show a scaling property. The
scaling property is helpful to get lower and upper bounds for the symbol. Then we use these
estimations to study the properties of the processes. We will focus on maximal estimations,
the existence of moments, the short- and long-time behaviour of the sample paths and the
p-variation.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Eine wichtige Klasse von stochastischen Prozessen sind Feller-Prozesse, die in den letzten Jahren
sehr griindlich theoretisch untersucht wurden. Sie stellen eine Teilklasse der Markov-Prozesse
dar. Feller-Prozesse sind eine natiirliche Verallgemeinerung von Lévy-Prozessen und beinhalten
diese als einen Spezialfall, aber sie sind im Gegensatz zu Lévy-Prozessen im Allgemeinen nicht
homogen im Raum. Lévy-Prozesse werden durch ihren charakteristischen Exponenten eindeutig
beschrieben. Eine #hnliche Funktion existiert fiir Feller-Prozesse, falls die Funktionen C'°(R9)
im Definitionsbereich des Erzeugers liegen. In diesem Fall lisst sich der Erzeuger des Feller-
Prozesses durch

Au(z) = — /]Rd "8 g(x, €)u(€) de fiir alle u € C°(R?)

darstellen. Die Funktion ¢ : R x R¢ — C wird Symbol genannt und besitzt die Lévy-Khinchin-
Darstellung

al2,6) = = i{12),6) + 5 (6.Q@)) + [

g (1 — W) Ly <1yi(ss y>) o(x, dy),

wobei (I(z),Q(x), d(x,-)) fiir jedes z € R? ein Lévy-Tripel und I' = R4\ {0} ist. Fiir Lévy-
Prozesse ist das Symbol der charakteristische Exponent und hingt nicht vom Ort x ab. Ansons-
ten ist das Symbol, wie der Prozess, abhingig von der Position im Raum. Auflerdem ist das
Symbol ein wichtiges Hilfsmittel, um das Verhalten des Feller-Prozesses zu beschreiben.

Lévy-Prozesse werden in der stochastischen Modellierung héufig verwendet. Dabei stellt ihre
rdumliche Homogenitét eine grofle Einschréinkung dar, da die empirischen Daten und theore-
tischen Uberlegungen oft auf einen inhomogenen Prozess hinweisen. Diese Einschrinkung lisst
sich mit Feller-Prozessen beheben, da sie nicht homogen im Raum sein miissen. In vielen Anwen-
dungsgebieten wiirden sie fiir realistischere Modelle sorgen. Beispiele fiir mogliche Anwendungs-
gebiete, in denen bisher vor allem Lévy-Prozesse benutzt werden, sind die Finanzmathematik,
Geologie, Hydrologie und die Physik (siehe die Literatur in [9]). Ein méglicher Feller-Prozess fiir
die Anwendung ist der a-stable-like Prozess, der sich lokal wie ein a-stabiler Lévy-Prozess
verhilt. Dabei wird das Verhalten des stable-like Prozesses durch eine Funktion «(z) € (0,2)
(x € R), den sogenannten Stabilitéitsindex, bestimmt, d.h. das Verhalten hingt somit von der ak-
tuellen Position 2 im Raum ab. Falls a(z) = « konstant ist, gelangt man zu dem a-stabilen Lévy-
Prozess. Der stable-like Prozess ist ein univariater Prozess. Fiir die Modellierung im Raum sind
jedoch besonders vektorwertige stochastische Prozesse interessant. In der mehrdimensionalen
Situation wurden bisher nur stable-like Prozesse betrachtet, deren Stabilititsindex a(x) € (0,2)
(z € RY) in jeder Komponente des Zufallsvektor identisch ist.

Im Mehrdimensionalen gibt es die Klasse von operator-stabilen Lévy-Prozessen und Vertei-
lungen, die in [22] theoretisch untersucht wurden. Diese enthalten als Speziallfall die a-stabilen
Lévy-Prozesse. Bei den operator-stabilen Lévy-Prozessen wird der Stabilitétsindex durch eine
Matrix E € GL(}Rd) ersetzt, die Exponent genannt wird. Dies hat den Vorteil, dass der Stabi-
litéitsindex in jeder Komponente des Vektors ein a® € (0,2) (i =1,...,d) sein kann und nicht
in jeder Komponente identisch ist. Dadurch lassen sich viele Phénomene flexibler beschreiben.
Aber operator-stabile Prozesse haben wiederum den Nachteil in der Modellierung, dass sie als
Lévy-Prozesse rdumlich homogen sind, da der Exponent konstant ist.
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Das Ziel der Arbeit ist die Konstruktion einer neuer Teilklasse von Feller-Prozessen, die im
Gegensatz zu operator-stabilen Lévy-Prozessen nicht mehr raumlich homogen sein miissen, son-
dern im Allgemeinen von der Position im Raum abh#ingen. Diese Klasse von Prozessen werden
wir dementsprechend operator-stable-like Prozesse nennen, da sie sich lokal wie operator-
stabile Prozesse verhalten. Nach der Konstruktion und Definition der operator-stable-like Pro-
zesse werden wir im zweiten Teil der Arbeit, wie es der Titel schon erwidhnt, ihre Eigenschaften
untersuchen.

Den Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der operator-stable-like Prozesse bildet das Lévy-
Maf} einer operator-stabilen Verteilung bzw. Prozesses ohne Gaulanteil. Dieses ldsst sich kon-
kret fiir einen orthogonal diagonalisierbaren Exponenten E und ein endliches Mafl o auf der
d — 1-dimensionalen Einheitssphire S?~! darstellen (siehe Theorem 7.2.5 in [22]):

qb(A):/Sd_l/Ooo 1A(rE9)%U(d9), A€ B(). (1.1)

Da die operator-stable-like Prozesse im Allgemeinen nicht mehr rdumlich homogen sein sollen,
ersetzen wir den Exponenten durch eine matrixwertige Funktion des Ortes E(z) (x € RY).
Die so entstehende Modifikation nutzen wir fiir die Definition einer Familie von Lévy-Maflen
(¢(x,-))gera, den sogenannten operator-stable-like Lévy-Maflen.

Wir werden uns bei der Konstruktion auf xz-abhéngige Lévy-Tripel ohne Drift und ohne Gauf3-
anteil beschrénken, deren x-abhéngiges Lévy-Maf} die operator-stable-like Lévy-Mafle sind. Nun
erschwert eine Tatsache die Konstruktion der operator-stable-like Prozesse. Anders als bei Lévy-
Prozessen gehort nicht jedes z-abhéngige Lévy-Tripel bzw. Symbol zu einem korrespondierenden
Feller-Prozess: Einen Uberblick iiber die verschiedenen Konstruktionsméglichkeiten eines Feller-
Prozesses aus einem gegebenen Symbol liefern [10] bzw. [16]. Unser Ansatz ist das Losen einer
stochastischen Differentialgleichung (SDE). Bei der Wahl der SDE und der Voraussetzungen an
das Lévy-Tripel orientieren wir uns an einer SDE-Darstellung von stable-like Prozessen, die wir
unter anderem mit dem Exponenten verallgemeinern, sieche Proposition 2.1 in [32].

Fiir die Konstruktion und Analyse der operator-stable-like Prozesse benttigen wir Resultate
aus verschiedenen Bereichen, die wir im zweiten bis vierten Kapitel kurz erwéhnen. In Kapi-
tel 2 geben wir zunichst einen Uberblick iiber die wichtigsten Riéume und Notationen, die in
der Arbeit auftauchen. Danach wiederholen wir die Eigenschaften des Matrixexponentials und
fithren die sogenannten verallgemeinerten Polarkoordinaten ein. Das Kapitel 3 beschiiftigt sich
mit den Markov-Prozessen und seiner Teilklasse den Feller-Prozessen. Das vierte Kapitel iiber
die stochastische Integrationstheorie benétigen wir fiir das Losen der stochastischen Differen-
tialgleichung. Nach einer kurzen Einfithrung von Poisson-Zufallsmafien und des kompensierten
Poisson-Zufallsmafles definieren wir das stochastische Integral. Im dritten Abschnitt des Kapitels
beschreiben wir das Verfahren des Interlacings, um eine Losung der SDE zu konstruieren. Im
letzten Abschnitt erinnern wir kurz an die [to-Formel, die wir bei der Berechnung des Erzeugers
brauchen.

In Kapitel 5 definieren wir zunéchst fiir eine Klasse von Matrizen E(z) (den Exponenten),
die gewisse Eigenschaften erfiillen, die operator-stable-like Lévy-Mafle iiber die Darstellung:

o(z,A) = /S . /O h 1A(7~E<x>9)ﬂa(d9), A e B() und z € RY, (1.2)

r2
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wobei o ein endliches Maf auf S%~! ist. Aus den Bedingungen an den Exponenten folgt dabei,
dass die durch (1.2) definierten Mafe fiir festes x Lévy-Mafle sind. In Abschnitt 5.2 fithren wir
die stochastische Differentialgleichung

Xt—x+// / ~JON (ds,dd, dr) + // / rEXs)N (ds,df,dr)  (1.3)
Sd-1 Sd-1

ein. Statt die SDE genauer zu beschreiben, mochten wir an dieser Stelle nur festhalten, dass
mit F(z) die Exponenten aus der Definition des operator-stable-like Lévy-Mafles gemeint sind
und dass die SDE fiir diese Exponenten eine Lésung besitzt. Die Existenz einer eindeutigen
pfadweisen Losung zeigen wir mithilfe der Lipschitz- und linearen Beschrianktheitsbedingung.
Danach weisen wir nach, dass die Losung ein universeller Markov-Prozess ist und bestimmen
seinen Erzeuger. Dabei sehen wir, dass die Funktionen C2°(R?) im Definitionsbereich des Erzeu-
gers liegen. Dann beweisen wir, dass die Losung tatsichlich ein Feller-Prozess ist. In Abschnitt
5.3 bestimmen wir sein Symbol. Dieses kann jedoch nicht mit dem operator-stable-like Lévy-
Mafl dargestellt werden, d.h. der bisher konstruierte Feller-Prozess besitzt nicht das z-abhéngige
Lévy-Tripel (0,0, ¢(z,-)).

Im sechsten Kapitel beschiftigen wir uns mit einer Teilklasse der oben konstruierten Feller-
Prozesse. Wir stellen die zusétzliche Bedingung auf, dass das Mafl ¢ symmetrisch auf der Ein-
heitssphire S%! ist. Dabei ist die Symmetrie von ¢ #quivalent zur Symmetrie des operator-
stable-like Lévy-Mafles. Mit dieser zusétzlichen Bedingung leiten wir eine Symboldarstellung fiir
den konstruierten Feller-Prozess iiber das operator-stable-like Lévy-Maf her:

4(z.€) = /F (1 - cos((9,€))) d(z. dy), = € R (1.4)

Den zugehorigen Feller-Prozess, d.h. die Losung der SDE (1.3), nennen wir operator-stable-like
Prozess. Diese Klasse von Prozessen enthilt als Spezialfall die stable-like Prozesse. Auflerdem
gelangt man fiir konstante Exponenten zu einem operator-stabilen Prozess (ohne Drift und
GauBanteil sowie mit symmetrischen Lévy-Maf}). Anschlieflend beschéftigen wir uns mit den
Eigenschaften des Symbols und beweisen eine Skalierungseigenschaft:

q(z, tP@¢) = tq(x, &) fiir alle ¢t > 0. (1.5)

Die Skalierungseigenschaft ist hilfreich um (scharfe) obere und untere Abschitzungen fiir das
Symbol zu finden. Im Abschnitt 6.3 leiten wir eine weitere komplexe Darstellung des Symbols
iiber das operator-stable-like Lévy-Maf} her. Dabei miissen wir aber unter anderem den zuléssigen
Bereich der Realteile der Eigenwerte des Exponenten weiter einschrinken, so dass die Definiti-
on der Prozesse iiber dieses Symbol weniger Sinn ergibt. Fiir die komplexe Symboldarstellung
leiten wir dhnliche Eigenschaften wie fiir das Symbol des operator-stable-like Prozesses (1.4) her.

Das siebte Kapitel beinhaltet die Untersuchung der Pfadeigenschaften des operator-stable-like
Prozesses. Dazu verwenden wir die Abschéitzungen fiir das Symbol. Wir leiten Maximalabschét-
zungen aus den allgemeinen Resultaten fiir Feller-Prozesse her. Diese benutzen wir fiir die Un-
tersuchung der Momente. Fiir die Betrachtung des asymptotischen Verhaltens bestimmen wir
die verallgemeinerten Blumenthal-Getoor-Pruitt Indizes des operator-stable-like Prozesses. Mit
den Indizes kénnen wir das Kurz- und Langzeitverhalten der Pfade beschreiben. Abschlieflend
bestimmen wir die Endlichkeit der p-Variation der Prozesse.
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Das letzte Kapitel beschiéiftigt sich nochmals mit Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses
aus Kapitel 5, d.h. der Losung der SDE (1.3) ohne die Symmetrie des Mafles o vorauszusetzen.
Wir betrachten die einzelnen Terme der SDE (1.3), d.h.

t 1
My =xz+ / / / rPMs-)ON (ds, d6, dr) (1.6)
0 Jsi-1Jo

und . -
Zi—a+t / / / BN (ds, df, dr) (1.7)
0 JSd-1J1

separat. Fiir die Losungen der beiden SDEs untersuchen wir die Eigenschaften ihrer Sym-
bole. Auflerdem analysieren wir fiir die Losung von (1.6) ihre Pfadeigenschaften (Maximal-
abschitzungen, Momente, Kurz- und Langzeitverhalten).
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2 Grundlagen

2.1 Notationen und Raume

Die verwendeten Notationen in dieser Arbeit sind meistens Standard. Nichtsdestotrotz geben
wir einen kurzen Uberblick.

Wir schreiben N := {1,2,...} fiir die positiven ganzen Zahlen, die bei eins starten, und Ny :=
NU{0}. R sind die reellen, R} := [0, 00) und C die komplexen Zahlen. Mit d € N bezeichnen wir
die Raumdimension. Um die Notation kurz zu halten, schreiben wir T' fiir die Menge R? \ {0}.
Das Minimum von zwei Zahlen oder zwei reellwertiger Funktionen wird auch abgekiirzt durch
z Ay = min{z,y} und das Maximum durch z V y := max{z,y}. Der positive Teil einer rell-
wertigen Funktion ist fy(x) := f(x) V 0 und der negative Teil f_(x) := —(f(x) A 0). Fiir
Funktionen f,g : R — R schreiben wir f ~ g, falls Konstanten C;,Co > 0 existieren mit
Cif(z) < g(z) < Cof ().

Vektoren im R? sind Spaltenvektoren. Fiir den transponierten Vektor benutzen wir * und die
Komponenten des Vektors sind z() (j = 1,...,d). Fiir die Komponenten einer d x n Matrix A
benutzen wir kleine Buchstaben und schreiben a/* (j = 1,...d,k = 1,...,n) fiir seine Kom-
ponenten. Das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren z,y bezeichnen wir mit (x,y) und
|| - |l == 1 - |l;z ist die euklidische Norm. |- | ist der Betrag im eindimensionalen Fall bzw. die
Betragssummennorm auf R? oder L(R?). Die Supremumsnorm bezeichnen wir mit || - ||s. Fiir
die Menge aller Endomorphismen schreiben wir L(Rd), die wir als d x d Matrizen mit Eintrégen
aus R auffassen, und GL(R?) fiir die Menge aller invertierbaren Endomorphismen .

Die offene Kugel mit Radius R um den Punkt z € R? ist Bg(z) := {y € R? : ||y — z|| < R},
Bpr(z) die abgeschlossene Kugel mit Radius R sowie B () bzw. By(z) fiir das Komplement der
offenen bzw. abgeschlossenen Kugel. Allgemein schreiben wir A fiir den Abschluss einer Menge A.

Die partiellen Ableitungen einer differenzierbaren Funktion f : RY — R sind gegeben durch
0; = 6%1_. Fiir den Gradienten schreiben wir V := (9, ...,04)" und fiir die Divergenz eines
Vektorfeldes F' : R? — R? schreiben wir div F' := (V, F). Allgemein ist fiir einen Multiindex
o €N

0% =02 o9

Den Raum der beschrinkten Mafe auf R? wird mit M°(R?) bezeichnet und der Raum der Wahr-
scheinlichkeitsmaBe mit M!(R?). E bzw. E? ist der (bedingte) Erwartungswert bzgl. P bzw. P,
Dabei beschreibt P? fiir € R? die Wahrscheinlichkeit eines stochastischen Prozesses, der in
startet. Die Varianz bzgl. P bezeichnen wir mit Var. Fiir das Dirac-Maf} in x schreiben wir d,.
B? ist die Borelsche o—Algebra des R, im eindimensionalen Fall schreiben wir auch B := B'.
Das d-dimensionale Lebesgue-Mafl auf B¢ wird abgekiirzt durch A%.

Wir betrachten verschiedene Riume von Funktionen: B(R?) := B(R%, R) sind die Borel-messba-
ren Funktionen f : R? — R und By(R?) die beschrinkten Borel-messbaren Funktionen. Die ste-
tigen Funktionen bezeichnen wir mit C'(R?). Entsprechend ist Cy,(R?), Cyo (R?) oder C.(R?) der
Raum der stetigen Funktionen, die beschréankt, im Unendlichen verschwinden bzw. kompakten
Triiger besitzen. Der obere Index C*(RY) bzw. C*(RY) steht fiir die i-mal stetig differenzierbaren
bzw. unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen. Den Raum der p-integrierbaren Funktio-
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nen kiirzen wir mit L'(z) ab und entsprechend fiir p > 1 den Raum der p-fach p-integrierbaren
Funktionen mit LP(y). Eine Funktion f : Ry — R? heifit cadlag, falls sie rechtsseitig stetig ist
und linksseitige Grenzwerte besitzt. Den Schwartz-Raum bezeichnen wir mit S(R?). Er ist wie
folgt definiert, siehe Abschnitt V.2 in [31]: Eine Funktion f : R? — C heifit schnell fallend, falls

lim |[z|"f(z) =0 fiir alle m € Ny,

l[z[| o0

und
S(RY) := { f e C®(RY) : 8° f(x) ist schnell fallend fiir alle § € Ng} .

Der Raum C°(R?) liegt dicht im Schwartz-Raum. Fiir u € S(R?) heifit
u(€) = 1/ e "y (z)da (2.1)
(2m)? Jpa
die Fourier-Transformierte. Insbesondere gilt fiir u € S(R?) die Riicktransformation

u(z) = /R Oa(e)de (2.2)
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2.2 Matrixexponential und lineare Operatoren

In diesem Abschnitt fithren wir kurz das Matrixexponential ein. Dies ist elementar wichtig fiir den
weiteren Verlauf der Arbeit. Deswegen stellen wir einige Eigenschaften des Matrixexponential
dar und leiten abschliefend Abschitzungen fiir dieses her. Dabei orientieren wir uns an den
Ausfiihrungen in [22] und [18].
Zunichst fithren wir jedoch ein wichtige Norm in der Arbeit ein. Die Operatornorm auf L(R%)
ist definiert durch

JAll:= sup [l Az] = sup || Aa]. (2.3)

lefl=1 al<1

Wichtige Eigenschaften der Operatornorm zusétzlich zu den Normaxiomen sind, dass sie sub-
multiplikativ und vertréglich mit der zugrunde liegenden Vektorraumnorm ist, d.h. fiir alle
A, B € L(RY) und x € R? gilt

[AB|| < [|A[l[| B]| und [[Az[| < [[A[l[]]-
Auflerdem gilt fiir die Operatornorm die Abschéitzung
1Az]| > Jlzll /] A7) (2.4)
fiir alle A € GL(RY) und x € R%.
Definition 2.1. Fiir einen linearen Operator A € L(R?%) und r > 0 definieren wir das Matrix-

exponential iiber die Potenzreihe

r = exp(Alnr) —(Inr)* € LRY, (2.5)

mit A? := id.

Ahnlich wie die klassischen Potenzgesetze besitzt das Matrixexponential die folgenden Eigen-
schaften:

Proposition 2.2. Fir alle A, B € L(R?) und r,s > 0 gilt:
(a) r4 =id, falls r = 1.
(b) 9 =id mit 0 als Nulloperator auf R,
(c) r4rB = rATB  falls A und B kommutieren.
(d) rist = (rs)A.
(e) 4 ist invertierbar mit der Inversen r—* = (1/r)4 = (r4)~1.
(f) r— 14 € GL(RY) ist stetig.

(q) TABAT = ApBA-L,

Wir interessieren uns vor allem fiir lineare Operatoren, die variablenabhéngig sind, d.h.

R? 5 2+ E(x) € L(RY).
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Die Komponenten der Matrix sind nicht mehr konstant, sondern héngen insbesondere von dem
Ort z ab. Fiir E(z) € L(R?) definieren wir

A(z) := min{Re o(z) : o(x) ist Eigenwert von E(z)}

und
A(x) := max{Re o(z) : o(z) ist Eigenwert von E(x)}.

Um Missverstdndnisse in der Notation zu vermeiden, kennzeichnen wir das Minimum und Maxi-
mum des Realteils der Eigenwerte von weiteren Matrizen mit einem zusétzlichen Subskript der
entsprechenden Matrix.

Essentiell fiir unsere Arbeit sind die folgenden Abschitzungen des Matrixexponentials durch
seine Eigenwerte. Dabei verallgemeinern wir die Resultate aus [18] auf Matrizen mit nicht kon-
stanten Komponenten.

Satz 2.3. Sei E : R? — L(RY). Dann existieren fiir alle ro > 0 und & > 0 Konstanten
Ci(x),Ca(x) > 0, so dass

AMz)—0 £
HTE(x)H < {C’l(x)r fiir 0 <r <mrg, (2.6)

Co(z)rM®) 0 fiir > 1.
Beweis. Mit Theorem 2.2.4 in [22] gilt fiir alle z € R%:
lim ||7“_°‘7“E(””)y|| =0
r—00

kompakt gleichmiBig in y € R? falls a > A(z). Es folgt durch Betrachtung der kompakten
Menge S%1, dass

hﬁm |r=erP@| =0 fiir alle z € RY.

Fiir beliebige 6 > 0 erhalten wir somit mit a := A(z) + §:

lim (|~ M@+, E@)| =0 fiir alle 2 € R%. (2.7)
Nun betrachten wir den Fall A(z) > 0. Fiir B(z) := —E(z) ist Agg)(z) = —A(z) und wir
bekommen mit (2.7):
li ([~ QO EO | = Tim (A0 EE | = Jim (| Gee@ @050 = o,
r—0 T—00

Wir setzen

Ci(z) = sup [r~P@=0:E@) | und  Cy(x) := sup [|[r~A@FTE@))

0<r<rg r>T0
Damit ist fiir 0 <r <rg
[PE@ || = pA@ =0~ M@=, B@) | < ¢ () @)=
und entsprechend fiir r > rg

PP = A H0 = (AFD R FD| < Oy ()0,

Fiir den Fall A(z) < 0 siehe den Beweis von Proposition 2.1.4 in [18]. O
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Fiir orthogonal diagonalisierbare Matrizen F(x) erhalten wir fiir 7o = 1 die schérfere Abschétzung.
Diese hat zusétzlich den Vorteil, dass die Konstanten unabhénigig von dem Ort x sind.

Satz 2.4. Sei E : R? — L(RY) orthogonal diagonalisierbar. Dann existiert eine Konstante
C >0, so dass

HT’E(x)H < {C’r fir0<r<1, (2.8)

Crd@)  firr > 1.

Beweis. Falls E(x) orthogonal diagonalisierbar ist, existieren orthogonale Matrizen R? > 2
O(z) € GL(R?) und eine Diagonalmatrix R? > z + D(z) € GL(R?), so dass

Somit folgt mit Ausnutzen der Submultiplikativitéit der Operatornorm
I < JOo@)IFP@ (o) = [+,
Fiir Diagonalmatrizen D(x) := diag(ai(x),...,aq(x)) ist

rP@) = diag(ra® . poa@),

Mit der Betragssummennorm | - | erhalten wir fiir 0 < r < 1:
d
|TD(ZB)| — Zrak(df) g d,r)\D@)(a:)'
k=1

Da D(z) und E(x) die gleichen Eigenwerte besitzen, folgt die Behauptung in diesem Fall. Der

Beweis des zweiten Falls erfolgt unter Beachtung von max{ai(z),...,aq(7)} = Ap(y)(z) und
r > 1 analog. Im R? bzw. L(R?) sind alle Normen #quivalent, so dass die Abschiitzung fiir
beliebige Operatornormen mit anderer Konstanten C' > 0 gilt. O

Bemerkung 2.5. Eine orthogonal diagonalisierbare Matrix F(z) ist notwendigerweise sym-
metrisch, da orthogonale Matrizen O(x) € GL(RY) und eine Diagonalmatrix D(z) € GL(R?)
existieren mit

O(x) - D(x) - O()')" = (D() - O(a)')"-
! D(x

(O()
(O@)")" - D(2)" - O(x)" = O(x) - D() - O(=)"

E(z) =
= E(x)

Umgekehrt ist eine symmetrische Matrix auch orthogonal diagonalisierbar.



2 Grundlagen

2.3 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die sogenannten verallgemeinerten
Polarkoordinaten. Dabei orientieren wir uns am Abschnitt 2 von [6] sowie [22].

Sei E(z) € L(R?) mit A(x) > 0 fiir alle 2 € R?. Nach Lemma 6.1.5 in [22] ist durch

! E(z) dr d
lelo:= [ PRI o R (29)

eine Norm |- || auf dem R? definiert, so dass die Abbildung ¥ : (0, 00) x Sy — ', ¥(r, §) = rF@)g
ein Homdomorphismus ist, wobei Sy := {£ € R? : ||£]|o = 1} ist. Da fiir jedes ¢ € T und
jedes feste z € R? die Funktion r — [|rZ®)¢|| monoton wachsend ist, ist jedes £ € I' eindeutig
darstellbar durch

€ = (&)@, (¢),

wobei 7,,(¢) > 0 radiale Komponente und /,(£) € Sy Richtung genannt wird. Das Paar

(T;B(g)a l:c(g)) (2.10)

nennen wir verallgemeinerte Polarkoordinaten von £ unter der Matrix £(z). Die Funktionen
T, und [, sind stetig. Sie besitzen die Eigenschaften:

(i) 72(&) — oo fiir [[§]| = oo und 7,(§) — 0 fiir |[£]| — 0;
(il) 72(=¢) = 72(§) und lo(—¢) = —1(&);
(iil) 72 (rf@¢) = r1,(€) und 1, (rF®¢) = 1,(¢) fiir alle r > 0.
AuBerdem ist Sp = {£ € R?: 7,(¢) = 1} eine kompakte Menge.

Bemerkung 2.6. Falls E(x) symmetrisch bzw. orthogonal diagonalisierbar ist, kann man
|- llo = - || wiihlen, so dass Sp = S%~! ist.

Das folgende Lemma liefert uns Schranken fiir das Wachstumsverhalten von 7, (§) in Abhéngigkeit
von dem Realteil des kleinsten und groBten Eigenwertes von E(z).

Lemma 2.7. Sei E : RY — L(R?) orthogonal diagonalisierbar. Dann existieren Konstanten
Ci,...,C4 >0, so dass

(i) fir alle ||€]| <1 oder 7,(§) < 1 gilt:

CullelM) < 7(¢) < Collg] /A

(ii) fir alle ||€|| > 1 oder 7,,(§) > 1 gilt:

Cal|€]VA) < 74 (€) < Cullé) A

Beweis. Wir zeigen nur die ersten beiden Ungleichungen, die anderen beiden folgen analog. Mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 2.4 folgt

el = 1721 < 7€) - 1(E)] < Cra (€

10



2 Grundlagen

fiir alle 7,,(£) < 1 und einer Konstanten C' > 0. Umformen ergibt
7 (6) = Cuflg] VA

fir 7,(¢) < 1. Dabei ist 7,,(§) < 1 wegen der Definition der Norm || - ||p = || - || (sieche Formel
(2.9)) dquivalent zu [|£]] < 1.
Fiir die obere Abschétzung impliziert Satz 2.4:

I172(€) ") < Cro(€) A
mit einer Konstanten C' > 0. Auflerdem gilt die Darstellung I,,(£) = 7,(¢)™F (@)¢ und somit folgt

L= lL(E)] < Ima(©) D - Iéll < Cra(&) A le].

Umschreiben nach 7, (&) liefert die Behauptung. O

11
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3 Markov- und Feller-Prozesse

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber die (universellen) Markov-Prozesse
und deren Teilklasse die Feller-Prozesse. Bei der Einfithrung eines Markov-Prozesses orientieren
wir uns an Kapitel 42 in [4] und an Kapitel 3 in [15]. Fiir die Theorie der Feller-Prozesse ist [10]
unsere Standardreferenz.

Wir betrachten eine Familie von stochastischen Prozessen gegeben durch
(Q> “47 P$7 (Xt)tZO)xe]Rd ’ (31)

d.h. fiir alle # € R? ist (£2,.A,P*) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X;);>¢ ein darauf
definierter stochastischer Prozess, wobei der Zustandsraum der Prozesse (RY, BY) ist. Mit F;¥ :=
0 (Xs : s <t) bezeichnen wir die natiirliche Filtration, die die Informationen iiber den Verlauf
des Prozesses bis zur Zeit t beinhaltet.

Definition 3.1. Wir nennen die Familie (3.1) einen universellen Markov-Prozess, falls
(MP1) fiir alle A € A die Abbildung x — P*(A) messbar ist;
(MP2) fiir alle » € R? ist P*(Xy = z) = 1;
(MP3) fiir alle s,¢ > 0,2 € R? und B € B? gilt

P*(X,y¢ € B|JFY) =P*(X; € B) P"fs.

Prozesse mit der Eigenschaft (MP2) werden normal genannt und die Eigenschaft (MP3) heifit
universelle Markov-Eigenschaft (beziiglich der natiirlichen Filtration).

Zur Konstruktion eines universellen Markov-Prozesses: Dieser wird charakterisiert durch eine
zeithomogene Ubergangsfunktion p;(z, B) definiert auf Ry x R? x B¢, die die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

UF1) pi(x,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsma8 fiir alle (t,2) € Ry x R?,

(
(UF2) p.(-, B) ist messbar fiir alle B € B,
(UF3) po(x,-) = 6,(-) fiir alle z € RY,
(UF4)

UF4) piis(z, B) = [ pi(y, B) ps(z,dy) fiir s,t >0, B € B und = € R%

Die Eigenschaft (UF4) wird Chapman-Kolmogorov-Gleichung genannt. Die Familie von Funk-
tionen (pt)¢>0 bezeichnen wir als Ubergangshalbgruppe. Die Ubergangsfunktion beschreibt
beispielsweise die Bewegung eines Teilchens im Raum.

Wir erhalten mit der Ubergangsfunktion und einer Startverteilung v, die ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (R, B%) ist, durch

Pt (B1,...,Byp) = /d / .. / Dip—tn 1 (Tn—1,dzy) . ..p, (x,dz1)v(dT), (3.2)
R Bl n

wobei B; € B fiir 7=1,....,nund 0 < ¢t; < ... < t, ist, eine projektive Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen. Wegen des Konsistenzsatzes von Kolmogorov existiert ein Prozess

(AP, (X0)iz0) = (R, BIRY™), P, (X)iz0) (3.3)

12



3 Markov- und Feller-Prozesse

mit den endlich dimensionalen Verteilungen (3.2). Mit v := J, und P* := P% ist (3.3) ein
Markov-Prozess, siche Satz 42.6 in [4].
Umgekehrt wird durch

pi(x,B) :=P*(X; € B) fiir z € RY, B € B¢ (3.4)

eine Ubergangshalbgruppe definiert, siche Satz 42.7 in [4].
Der Zusammenhang zwischen P* und P* ist gegeben durch

PA(B) = /R P(B)u(dr) fix Be A

siehe Satz 42.9 in [4]. Die Markov-Eigenschaft lésst sich damit wie folgt formulieren:
P (Xot € BIFY) =P% (X, € B) Phis.
fiir jedes p € M (R?) und B € B9,

Bei der Ubergangsfunktion haben wir p;(x, R?) = 1 fiir alle ¢ > 0 vorausgesetzt. Ein Markov-
Prozess mit dieser Eigenschaft heif3t konservativ. Anschaulich bedeutet es, dass der Prozess
P*-fast sicher unendliche Lebenszeit hat.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass alle betrachteten Markov-Prozesse rechts-
seitig stetige Pfade besitzen.

Oft ist es erforderlich, dass die Filtration die sogenannten iiblichen Bedingungen erfiillt.
Damit ist gemeint:

Definition 3.2. Eine Filtration (F;);>0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.4,P) geniigt
den iiblichen Bedingungen, falls

(1) (Ft)e>o0 ist vollsténdig, d.h. Fy enthélt alle P-Nullmengen.

(i) (Fi)e>o0 ist rechtsseitig stetig, d.h.

F = ﬂ]-‘s fir alle t > 0.

s>t

Von der natiirlichen Filtration (F;¥);>o gelangen wir zu einer vollstindigen Filtration (F);>0,
indem wir alle Nullmengen hinzufiigen, d.h. wir betrachten

Jr = ﬂ G(ft)(aNu)a

peM?!(RY)

wobei N* die Familie aller Nullmengen ist, die zu dem Wahrscheinlichkeitsmafl i gehéren. Da
der Prozess rechtsseitig stetig ist, ist diese vollstindige Filtration automatisch rechtsseitig stetig
und sie erfiillt somit die iiblichen Bedingungen.

Die Markov-Eigenschaft ldsst sich erweitern, in dem man auch Stoppzeiten anstelle von de-
terministischen Zeiten zulésst.

13



3 Markov- und Feller-Prozesse

Definition 3.3. Der (universelle) Markov-Prozess X besitzt die starke Markov-Eigenschaft,
falls fiir jede Stoppzeit T, alle z € R% ¢ > 0 und B € B¢ gilt:

1{T<oo}Pm (Xt+T € B|fT) = 1{T<OO}PQr (Xt+T € B|XT) P*fs. (35)
Den Prozess nennen wir entsprechend (universellen) starken Markov-Prozess.

Aus der starken Markov-FEigenschaft folgt direkt die Markov-Eigenschaft. Die Umkehrung gilt
i.A. nicht.

Zu jedem universellen Markov-Prozess erhalten wir eine Familie von Operatoren (7})¢>o auf
By(R%) durch

Thu(w) = E(u(X,)| Xo = o) = E"(u(X)) = /

u(y)P* (X, € dy) = / Wi, dy)  (3.6)
]Rd

R4
fiir alle t > 0 und u € By(RY) .

Satz 3.4. Die Familie von Operatoren (T)i>o ist eine Markovsche Halbgruppe, d.h. fir alle
s,t >0 und u € By(R?) gilt:

(a) Ty : By(R?) — By(R?);
(b) To = id;

(¢c) Tstt =TsoTi;

(d) u>0= Tu>0;

(e) | Thulloo < [|uefloos

() Ti=1.

Beweis. Dies folgt direkt aus den Eigenschaften der Ubergangsfunktion pe(x, B). O
Ein wichtiges Konzept in der Theorie von Halbgruppen ist der Erzeuger.

Definition 3.5. Der Erzeuger einer Halbgruppe (7});>0 ist eine lineare Abbildung A : D(A) —
Bb(Rd) mit

Tiu —
Au = lim ~%2 u’ u € D(A), (3.7)
t—0 t
wobei T
D(A) = {u € By(RY) : lim Y oxistiert in | - Hoo} (3.8)
%

der Definitionsbereich des Erzeugers ist.

Nun sammeln wir einige Eigenschaften des Erzeugers.

Proposition 3.6. (a) Firu e D(A) undt >0 ist Tyu € D(A).
(b) Es gilt fir u € D(A):

d
£Eu = ATtu = TtAu

14
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(c) Fiir u € By(R?) ist
t
Tiu—u= A/ Tsuds.
0

Auferdem gilt fir w € D(A):

t
Tiu—u= / AT uds
0

¢
= / T, Auds.
0

Beweis. siehe [11], Kap.1, Proposition 1.5. O

Definition 3.7. Ein Feller-Prozess X = (X}):>0 ist ein universeller Markov-Prozess, deren
zugehorige Halbgruppe (73):>0 folgendes erfiillt:

(1) T} : Coo(R?) — Ou(RY) fiir alle ¢ > 0;
(ii) %ir% | Tyu — ul|oo = O fiir alle u € Cuo (RY).
%
Die Halbgruppe nennen wir auch Feller-Halbgruppe.

Die Bedingung (i), dass die Halbgruppe ein Operator auf Cy,(R?) ist, heifit Feller-Eigenschaft
und eine Halbgruppe mit Eigenschaft (ii) wird stark stetig genannt.

Fiir die Struktur des Erzeugers eines Feller-Prozesses ldsst sich eine explizite Darstellung aus
dem Satz von Courrege herleiten.

Satz 3.8. Der Erzeuger (A, D(A)) eines Feller-Prozesses hat fiir C°(R%) C D(A) die folgende
Gestalt:

Au(z) =(I(x), Vu(z)) + %din(x)Vu(x)
(3.9)
+ /F (u(@ +y) — u(x) = Ly < (Vu(z), v) oz, dy),

wobei (1(x), Q(x), ¢(x,-)) fiir festes x € RY ein Lévy-Tripel ist mit I(x) € RY, Q(x) € L(RY) eine
symmetrische positiv semidefinite Matriz und ¢(z,-) ein Lévy-Maf.

Beweis. siehe Theorem 2.21 in [10]. O

Dabei wird (3.9) auch integro-Differential Darstellung genannt und die Formel ist auch auf
CZ(R?) definiert. Aus der Formel (3.9) lisst sich iiber die Fourier-Transformierte eine weitere
Darstellung ableiten. Dazu definieren wir einen speziellen Operator, der in diesem Rahmen
auftaucht.

Definition 3.9. Ein Operator ¢(z, D) auf dem Schwartz-Raum S(R%) heifit Pseudo Differen-
tialoperator, falls

oo, Dyute) = [ (e a6 st u e SR,

wobei die Funktion ¢ : R? x R — C lokal beschrinkt in 2 und ¢ ist. AuBerdem ist g(-,&)
messbar fiir alle £ und ¢(z, -) ist stetig negativ definit fiir alle z. Wir nennen ¢(z, £) das Symbol
des Operators.

15
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Das Integral in der Defintion existiert, da das Symbol als negativ definite Funktion in & poly-
nomiell beschrénkt ist und @ € S(R?). Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung von stetig negativ
definiten Funktionen, insbesondere ihrer Eigenschaften, verweisen wir auf das Buch [14] von N.
Jacob.

Korollar 3.10. Falls C>°(R%) C D(A), dann besitzt der Erzeuger (A, D(A)) die folgende Gestalt
Au(z) = —q(z, D)u(z) = — /Rd T8 gz, )U(E) dE fiir alle u € C°(RY). (3.10)
Dabei ist fiir jedes feste x € RY die Funktion q(x,-) eine stetig negativ definite Funktion mit
Lévy-Tripel (I(z), Q(x), ¢(x,-)), d.h.
() =~ ill(2), &) + 56 QW)E)

‘ (3.11)
* /F (1 — e+ 1{\\y||<1}i<€,y>) o, dy).

Bemerkung 3.11. Falls ein Feller-Prozess nicht konservativ ist, taucht ein zusétzlicher Term
in der integro-Differential Darstellung —c(z)u(x) mit ¢(z) > 0 und in der Symboldarstellung
q(x,0) auf. Fiir die zugehorige Halbgruppe wiirde in dem Fall Eigenschaft (f) in Satz 3.4 nicht
gelten.

Da die integro-Differential Darstellung (3.9) auch fiir u € C2(R?) definiert ist, lisst sich das
Symbol durch den Erzeuger darstellen.

Proposition 3.12. Das Symbol besitzt die Darstellung

q(x,8) = —e_¢(x) Aeg(x) (3.12)
mit eg(z) 1= @),

Beuweis. Die Behauptung folgt direkt durch Einsetzen von €/*4 in die integro-Differential Dar-
stellung (3.9), da diese auch fiir u € CZ(R?) giiltig ist. O

Dass nicht jedes z-abhéingige Lévy-Tripel (I(z), Q(z), ¢(x,-)) oder negativ definite Symbol zu
einem Feller-Prozess fiithrt, sehen wir an Example 2.26 aus [10].

Beispiel 3.13. Das Symbol ¢ : R x R — C mit q(x,&) = ix® gehort zu dem deterministischen

Prozess
T

V1 2t22

Dann st

Tiu(z) = E*(u(Xy)) = u (ﬂfW)

eine Halbgruppe, die Co(R) — C(R) erfillt. Aber fir geeignete u € Coo(R) gilt

: (L

Der Erzeuger eines Feller-Prozesses erfiillt aufgrund der Positivitdt der Halbgruppe das soge-
nannte positive Maximumsprinzip.
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Lemma 3.14. Der Erzeuger (A, D(A)) erfillt das positive Mazimumsprinzip, d.h.

u € D(A),zo € R und u(zg) = sup u(z) >0 =  Au(zg) <0. (3.13)
z€R4

Beweis. Wir withlen v € D(A) und xo € R? so, dass

u(zog) = sup u(z) > 0.
zeRd

Wegen der Kontraktionseigenschaft und der Positivitidt der Feller Halbgruppe (T3):>0 folgt fiir
t>0
Tyu(o) < || Trulloe = [[Thug — Tiu|loo < [[Thty [loo < [t floo < ulwo).

Damit ist
Tyu(zp) — u(xg) <0

und wir erhalten mit Grenzwertbildung die Behauptung

Au(zp) = lim Tiu(zo) — u(zo)
t—0 t

<0.

O

Ein spezielles Beispiel fiir Feller-Prozesse sind Lévy-Prozesse. Dies sind Feller-Prozesse, deren
Halbgruppen translationsinvariant sind.

Beispiel 3.15. Die Halbgruppe eines Lévy-Prozesses L = (Ly)i>0 ist gegeben durch

Tyu(z) = /Rd u(z +y) pe(dy),

wobei (pt)e>0 eine vage stetige Faltungshalbgruppe von MafSen ist, d.h.
1. p(RY) <1 fiir alle t > 0;
2. Ws * phy = psye fiir alle s,t > 0;
3. o = do;
4o Jpauw(y) pe(dy) — [pau(y) do(dy) = w(0) fir t — 0 und alle u € Ce(RY).
Der Erzeuger hat fiir u € C% (RY) C D(A) die Form
Au(x) =(I, Vu(x)) + %div QVu(x)

+ [ ule+ ) = @) = 1y (Vo). ) o(dy)
r

mit Lévy-Tripel (1,Q,¢). Das Symbol des Lévy-Prozesses ist der charakteristische Exponent.

17



4 Stochastische Integrationstheorie

4 Stochastische Integrationstheorie

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Grundlagen, die wir bei der Be-
trachtung der im néchsten Kapitel eingefiihrten stochastischen Differentialgleichung (SDE) brau-
chen. Nach der Einfiihrung des Poisson-Zufallsmafl und des kompensierten Poisson-Zufallsmafles
werden wir das stochastische Integral definieren. Danach beschreiben wir ein Verfahren, das so-
genannte Interlacing. Dies ist hilfreich, um eine Losung der SDE zu konstruieren. Abschlieflend
erinnern wir an die It6-Formel, wobei wir die angegebene Version auf stochastische Integrale
bzgl. des (kompensierten) Poisson-ZufallsmaBes beschrianken. Die meisten Resultate stammen
dabei aus dem Buch [1] von D. Applebaum.

Im Folgenden sei (2, F,P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum und eine Filtration (F:):>0 mit
Fi C F fiir alle t > 0, die die iiblichen Bedingungen erfiillt.
4.1 Poisson-ZufallsmaB

In diesem Abschnitt fithren wir zunéchst allgemein kurz Zufallsmafle ein und gehen dann insbe-
sondere auf das Poisson-Zufallsmaf} ein. Der Abschnitt orientiert sich an Kapitel 2.3 in [1] und
zusétzlich an Kapitel 19 in [25].

Definition 4.1. Sei (5,.4) ein Messraum. Ein independently scattered Zufallsmaf3 M auf
(S, A) ist eine Familie von Zufallsvariablen (M (B),B € A), die die folgenden Bedingungen
erfiillen:

(1) M(0) = 0;

(2) Fir jede Folge (Ay)nen paarweiser disjunkter Mengen in A mit US° | A, € A gilt:

M <U An> = Z M(A,) fast sicher.
n=1 n=1

(3) Fiir jede endliche Auswahl von paarweisen disjunkten Mengen Ai,..., A, aus A sind die
Zufallsvariablen M (Ay),..., M(A,) stochastisch unabhéngig.

Definition 4.2. Ein independently scattered Zufallsmafl N heifit Poisson-Zufallsmafl mit
Intensitédtsmafl v, falls fir alle B € A die Zufallsvariable N(B) Poisson-verteilt ist mit Para-
meter v(B).

Das Intensitédtsmafl v erhalten wir durch v(B) = E(N(B)) fur alle B € A. Umgekehrt haben
wir den folgenden Existenzsatz fiir Poisson-Zufallsmafle:

Satz 4.3. Fiir jedes o-endliche Mafi v auf dem Messraum (S, A) existiert ein Poisson-Zufallsmaf
N auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit v(A) = E(N(A)) fir alle A € A.

Beweis. siehe Proposition 19.4 in [25]. O

Wir betrachten nun S = Ry x F, wobei F ein messbarer Raum mit o—Algebra £ ist, und
A = B(R,) ® £. Im spiteren Verlauf der Arbeit ist £ = S¢~! x (0, 00). Das Intensitétsmafl v
fassen wir auf als das Produktmafl

(0,4 x A) = tu(A), t>0, Ac&.
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4 Stochastische Integrationstheorie

Fiir eine messbare Funktion f : E — R? definieren wir das Integral bzgl. des Poisson-Zufallsmafes
als eine endliche Summe

/f Nt do)(w) = 3 F@)N(t o)) ().

z€A

Das Integral ist eine R%-wertige Zufallsvariable und besitzt die folgenden Eigenschaften, siche
Theorem 2.3.4 in [1]:

Satz 4.4. Sei f : E — R? messbar. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Fiir jedest > 0 besitzt [, f(x) N(t,dx) eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung, so dass
fiir jedes u € RY gilt:

[exp << / f(z)N(t,dz) >>] = exp (t/Rd(ei<“’x> —-1) (f@(d@) .

(2) Falls [, || f(x)||u(dx) < co, dann gilt

B ([ fonan) = [ rau

(3) Falls [, | f(2)|*u(dz) < oo, dann gilt

var | [ ) =t [ 1P

Zur Konstruktion des Poisson-Zufallsmafles auf R :
Im Fall £ = Ry kann ein Poisson-ZufallsmaB8 N aus einem Lévy-Prozess L = (L;);>0 mit
Lévy-Tripel (0,0, 7) hergeleitet werden. Fiir alle s,¢ € R und A € B((0,00)) definieren wir

N(t,dx)

N([s,t],A) = #{u € [s,t] : AL, € A} = > 14(ALy),

s<u<t

wobei AL = (AL¢)¢>0 den Sprungprozess ALy = Ly — Ly beschreibt. Dann nennen wir N das
zum Lévy-Prozess zugehorige Poisson-Zufallsmafl mit Intensitiit A\' @ 7. Mit den Folgen (T},)nen
und (Z,)nen bezeichnen wir die Sprungzeiten bzw. die Sprunghchen von L. Wir erhalten die
Darstellung
N(dt,dz) = 81, 7,)(dt,dz).
neN

Da N(t,{z}) > 0 genau dann gilt, wenn AL, = x fiir ein u € [0,¢] ist, konnen wir das Integral
auch schreiben als

/f N(t,dz) = > f(AL,)14(ALy).

0<u<t

Zwischen Zufallsmafien und Martingalen besteht ein wichtiger Zusammenhang. Fiir ein Zufalls-
mafl M auf S = R} x E definieren wir fiir jedes A € £ den Prozess M4 = (M4(t))s>0 durch
My(t) := M([0,t), A) := M([0,t) x A). Wir bezeichnen M als Martingalmaf, falls jedes M4
ein Martingal ist.
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4 Stochastische Integrationstheorie

Definition 4.5. Sei N ein Poisson-Zufallsmaf$l auf S mit Intensitdtsmafl . Dann nennen wir

N=N-v
das kompensierte Poisson-Zufallsmaf3.

Fiir jedes A € £ ist (N(t, A))¢>0 ein Martingal und N ist ein MartingalmaB.
Das kompensierte Poisson-Integral ist definiert durch

/f N(t,dx) /f tdx—t/f

fiir integrierbare Funktionen f und ¢ > 0. Ahnlich wie das Poisson-Integral, besitzt das kom-
pensierte Poisson-Integral die folgenden Eigenschaften:

Proposition 4.6. Sei N ein kompensiertes Poisson-Zufallsmaff und f : E — R% integrierbar.
Dann gilt:

(1) Fiir jedes u € R ist

e [ow (. [ r0¥wan))| = e (1 [ @00 —1=itum) (i)

(2) Falls [, | f(2)]*u(dz) < oo, dann gilt

“(lfe

tdm

) =t [ @) Putde)
(/ f(z t dz) > -

Nun betrachten wir Funktionen, die zusétzlich zeitabhéngig sind, d.h. messbare Funktionen
f: Ry x E — RY Das Integral lisst sich darstellen mithilfe des zusammengesetzten Poisson-
Prozesses P = (P;)i>0, wobei P, = [, x N(t,dx) ist:

//fsx (ds,dx) Zfsat s, {x})

z€EA

= ) f(u,AP,)14(AP,)

o<u<t

(3) Der Prozess

st ein Martingal.

Wir erhalten die Eigenschaften:
Proposition 4.7. Sei f : R, x E — R? messbar. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Fiir jedes u € R? ist

(o )] o[ ).
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4 Stochastische Integrationstheorie

(2) Falls [, || f(x)||pu(dx) < co, dann gilt

IEJ</0t/Af(s,a:)N(ds,d:n)> :/Ot/Af(s,x)u(d:U)ds;

(3) Falls [, ||f(z)||*u(dz) < oo, dann gilt

Vor (| [ stscovtas.an)|) = [ [ 1o tasyas,
E(] [ [ ssarias.an ) = [ [ 1560017 s

4.2 Stochastische Integration

Hier geben wir einen kurzen [:Jberblick iiber das stochastische Integral beziiglich des kompen-
sierten Poisson-Zufallsmafles N.
Dazu benétigen wir den Begriff der Vorhersagbarkeit. In diesem Abschnitt sei E € B(S%! x

(0,00)).

Definition 4.8. Eine Funktion H : Ry x EF'x ) — R heifit vorhersagbar, falls die Abbildung H
‘P-messbar ist, wobei P die kleinste o-Algebra ist, zu der alle Abbildungen G : Ry X E x 2 — R
mit den folgenden Eigenschaften messbar sind:

(i) Die Abbildung (z,w) — G(t,z,w) ist B(E) ® Fi-messbar fur alle ¢ > 0.
(ii) Die Abbildung ¢t — G(t,z,w) ist linksseitig stetig fiir alle (z,w).
Wir nennen P die vorhersagbare o-Algebra.

Bemerkung 4.9. 1. Wegen (i) ist der Prozess t — H(t,x, ) adaptiert, falls G vorhersagbar
ist.

2. Falls H die Eigenschaft (i) erfiillt und linksseitig stetig ist, dann ist H vorhersagbar.

Nun fithren wir zwei Klassen von Abbildungen ein, die als Integranden fiir das stochastische
Integral in Frage kommen.

Definition 4.10. Mit H/(E), (j = 1,2) bezeichnen wir die Klasse aller vorhersagbaren Abbil-
dungen H : Ry x E x @ — R, die die folgende Bedingung erfiillen:

E (/ot/E ]H(s,:c)]ju(dm)ds> < 0. (4.1)

Fiir jeden Prozess H € H?(E) kénnen wir das stochastische Integral von H beziiglich N
definieren:

I(H) ::/0 /EH(s,x)N(ds,dx) (4.2)

Bemerkung 4.11. Allgemeiner kann als Integrator fiir das stochastische Integral ein Martin-
galmafl M auf Ry x E gewahlt werden, das die zusétzlichen Bedingungen erfiillt:
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4 Stochastische Integrationstheorie
(i) M({0},A) =0 fs;
(ii) M((s,t], A) ist unabhéngig von Fj;
(iii) Es existiert ein o-endliches Maf p auf Ry x E mit

E (M1, 4)%) = p(t x A)

fir alle 0 < s <t <oound A € B(E).

Das stochastische Integral beziiglich des kompensierten Poisson-Zufallsmafles besitzt die Eigen-
schaften:

Satz 4.12. Fiir alle H € H*(E) gilt:

(a)
E (/()t/EH(s,m)N(ds,dx)) = 0;
E ([/Ot/EH(s,:L‘)N(ds,dx)] 2) _E </Ot/E|H(s,x)|2u(da:)ds>;

(¢) Der Prozess

(b)

L /0 t /E H(s,2)N(ds, dz)

ist ein L?-Martingal.

Beweis. siehe Theorem 4.2.3 in [1]. O

Zwischen dem Poisson-Zufallsmafl und seinem Kompensator besteht folgender Zusammenhang,
siehe Seite 62 in [12].

Satz 4.13. Fiir H € H'(E) gilt

E </0t/EH(s,x)N(ds,d:c)> ~E </Ot/EH(s,x),u(dx)ds>.

4.3 Interlacing

Um das Interlacing zu beschreiben, das insbesondere bei der Konstruktion der Lésung von sto-
chastischen Differentialgleichungen (SDEs) eines besonderen Typs Anwendung findet, beginnen
wir mit einem Beispiel, vergleiche Example 1.3.13 in [1].

Beispiel 4.14. Sei M = (M), ein Markov-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden, N = (Ni)¢>o0 ein
Poisson-Prozess und (Wy)nen eine Folge von unabhdngig identisch verteilten Zufallsvariablen,
die unabhdingig von N sind. Dann ist

Ny
=) W,
n=1
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4 Stochastische Integrationstheorie

ein zusammengesetzter Poisson-Prozess. Wir definieren den Prozess X = (X¢)i>0 durch
Xt =M+ Yy

fiir allet > 0. Die Pfade von X haben Spriinge zufilliger Hohe zu zufilligen Zeiten. Den Prozess
konnen wir beschreiben durch

My fir0<t<Ty
My, + W1 firt =11
Xy = XT1+Mt_MT1 firTy <t<Ty
)(T2 + Wo firt="1T,
und so rekursiv weiter, wobet T1,Ts, ... die Sprungzeiten darstellen. Diese Vorgehensweise wird

Interlacing genannt, da wir einen Prozess mit stetigen Pfaden mit zufilligen Sprimgen ver-
schachteln.

Diese Vorgehensweise ist auch fiir die Konstruktion einer Losung der folgenden SDE hilfreich:

X =Xo+ /0 /H:v|<1 F(Xs_,z)N(ds,dx) + /0 /”x21 G(Xs—,z)N(ds,dx), (4.3)

wobei F, G : R? x R — R? messbare Abbildungen sind. Um diese SDE zu 13sen, betrachten wir
zunéchst die modifizierte SDE, die die kleinen Spriinge beschreibt:

M, = My + /0 /|m<1 F(M,_,x)N(ds,dx). (4.4)

Wir 16sen zuerst diese SDE (4.4). Dazu fithren wir die beiden folgenden Bedingungen ein:

Lipschitzbedingung: Es existiert eine Konstante C; > 0, so dass fiir alle y;, v, € R? gilt:
[ 1) = o) Pod) < Cill - el (4.5)
[[=]]<1
Beschrinktheitsbedingung: Es existiert eine Konstante Cy > 0, so dass fiir alle y € R? gilt:
[ PPy < Ca (15 1ol?). (4.6)
z||<

Falls die Lipschitz- und lineare Beschrianktheitsbedingung erfiillt sind, existiert eine eindeutige
Losung, die cadlag und adaptiert ist (sieche Theorem 6.2.3 in [1]). Dabei ist die Lésung pfadweise
eindeutig, d.h. falls M und Y = (V}),5, Losungen von (4.4) sind, dann gilt:

P(M; =Y, fir allet > 0) = 1.

Die Losung der gesamten SDE erhalten wir damit wie folgt, siehe Theorem 6.2.9 in [1]: Damit der
Integrand G in (4.3) vorhersagbar ist, setzen wir nun voraus, dass die Abbildung y — G(y, x) fiir
alle ||z|| > 1 stetig ist. Seien (T},)nen die Sprungzeiten des zusammengesetzten Poisson-Prozesses
(Pt)t207 wobei

P = / xN(t,dx)
llz]>1
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4 Stochastische Integrationstheorie

ist, und der Sprungprozess (AP;):>q ist definiert durch
APt = Pt — Pt_.

Wir lassen dann die SDE bis zum ersten Zeitpunkt 77, wo ein Sprung z der Grofe ||z| > 1
passiert, laufen und l6sen zunéchst diese SDE. Dann fiigen wir den Sprung hinzu und lésen die
SDE, die im Zeitpunkt 77} startet und bis zum Zeitpunkt 75 des néchsten groflen Sprunges x mit
|z|| > 1 lduft. Diese Vorgehensweise wiederholen wir nacheinander fiir alle Spriinge, die gréfer
als ||z|| > 1 sind. Also erhalten wir als Losung der urspriinglichen SDE (4.3):

M, fir 0 <t< T}
M, + G(MTl_,APTl) firt=1T
Xy = XT1+Mt_MT1 firh <t<Ty.

XT27 + G(XT27 5 APTQ) fir t = TQ

Dabei ist (Mt)tzo die eindeutige Losung der modifizierten SDE (4.4) mit Anfangsbedingung
My = Xr,.

4.4 1t6-Formel

Die Ito-Formel wird im weiteren Verlauf ein wichtiges Hilfsmittel sein. Wir geben diese fiir einen
Re-wertigen stochastischen Prozess X = (X;);>0 an, der durch

t 00
X = Xo +/ / / K(s,0,7)N(ds,d6,dr)
0 Jsi-1J1

t 1
+/ / / H(s,0,r)N(ds,df,dr)
0 Jsi-1Jo

fiir alle ¢ > 0 definiert ist. Die Darstellung (4.7) ist vektorwertig zu verstehen mit Komponenten

(4.7)

) . t 00 )
x=x{ 4+ / / / K@ (s,0,r)N(ds, db, dr)
0 Jsi-tJ1

t 1
+/ / / HY (s,0,7)N(ds,df, dr)
0 Jsd-1Jo

fiir alle 1 <4 < d. Dabei ist H®) € H2(S* ! x (0,1)) und K® vorhersagbar. N ist ein Poisson-
ZufallsmafB auf Ry x S~! x (0, 00) mit IntensititsmaB v = \' ® 0 ® 7 und N das kompensierte
Poisson-Zufallsmaf.

(4.8)

Analog zum Eindimensionalen ldsst sich das Poisson-Zufallsmafl konstruieren: Das Poisson-
Zufallsmaf kann aus einem Lévy-Prozess L mit Lévy-Tripel (0,0,0 ® m) hergeleitet werden.
Dabei fassen wir die Sprungzeiten und die Sprunghohe des zugehorigen Lévy-Prozesses auf als
eine Folge

(T, ©ny Rn) e -

Der Zeitpunkt des Sprunges wird durch 7}, > 0 gekennzeichnet, ©,, € S¥~! beschreibt die Rich-
tung des Sprunges und ist ein Vektor auf der Einheitssphére. Die Sprunghthe wird durch R,
beschrieben.
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4 Stochastische Integrationstheorie

Das Integral bzgl. des Poisson-Zufallsmafles ist darstellbar durch
t 00
W, = / / / K(s,0,r)N(ds,df,dr) = Y K(T,, On, Rn),
0 Jsi-1.J1 To<t

wobei R,, € (1,00) ist. Damit ist ¢t — W;(w) eine Treppenfunktion mit Sprunghéhe K (7,,, ©y,, R;,)
zu dem Zeitpunkt Tj,. Fiir beliebige u € C(R?) folgt

FWV) = f(Wo) = > f(Wa,) — f(Wr,_,)

Tn<t

- Z f(WTnf + K(Tn, On, Rn)) - f(WTnf)
Th<t

:/Ot /§d1 /loo F(We + K(s,0,)) — f(Ws )] N(ds,d6, dr).

Das Integral bzgl. des Poisson-Zufallsmafes ist eine Summe mit endlich vielen Termen und somit
cadlag. Das Integral bzgl. des kompensierten Poisson-Zufallsmafles ist wegen Satz 4.12 (c) ein
Martingal und ebenfalls cadlag.

Die Ito-Formel lautet nun:

Satz 4.15. Fiir alle f € Cg(Rd) und t > 0 besitzt (4.7) die Darstellung
t 00
1000 =100 = [ [ [T+ K Gs.0) = £ N (s, d0. )
t 1 i
+/0 /Sd_I/O [f (Xs—+ H(s,0,7)) = f(Xs-)] N(ds, db,r)

*/Ot /Sdl /01 [f(Xs + H(s,0,r)) — f(X,) (4.9)
d

=Y " HY(s,0,7)0; f(XS_)] 7(dr)o(d)ds.
=1

Beweis. siehe Theorem 1.1 in [2] fiir den Beweis im eindimensionalen Fall bzw. Theorem 4.4.7
in [1]. O

Bemerkung 4.16. Die Ito-Formel gilt auch allgemein fiir Funktionen f € C(R%), falls fiir alle
t > 0 die folgende lokale Beschrianktheitsbedingung gilt:

sup sup sup |H(s,0,r) <oo fs. (4.10)
0<s<tgesd—1 0<r<1
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5 Operator-stable-like Lévy-MaBe und Konstruktion eines
Feller-Prozesses

Fiir jedes Lévy-Tripel (I, Q, ¢) existiert wegen der Lévy-Khinchin-Formel ein zugehoriger Lévy-
Prozess mit entsprechendem Tripel. Dieses Resultat kann nicht auf Feller-Prozesse erweitert
werden, wie wir in Beispiel 3.13 gesehen haben. Es gehort nicht zu jedem stetig negativ defini-
ten Symbol bzw. dquivalent zu jedem z-abhéngigen Lévy-Tripel ein korrespondierender Feller-
Prozess. Deshalb ist es erforderlich Bedingungen an das Symbol bzw. Lévy-Tripel zu stellen, um
die Existenz eines korrespondierenden Feller-Prozesses zu gewahrleisten.

Die Existenz und Konstruktion eines Feller-Prozesses aus einem gegebenen Symbol ist eine
schwierige Fragestellung. In der Literatur gibt es verschiedene Ansétze, um dieses Problem zu
l6sen:

e der Satz von Hille-Yosida,
e Losen einer stochastischen Differentialgleichung (SDE),
e Dirichlet Formen,

e Losen einer Evolutionsgleichung,

Martingal Problem.

Die meisten Resultate sind sehr restriktiv, da sie nur fiir Symbole einer bestimmten Form be-
nutzt werden konnen. Fiir einen kurzen Uberblick iiber die bekannten Resultate verweisen wir
auf das Kapitel 3 in [10] und die dort angegebenen Referenzen.

Wir werden uns bei der Konstruktion auf z-abhéngige Lévy-Tripel der Form (0,0, ¢(z,-)), d.h.
ohne Drift und ohne Gauflanteil, beschrinken. Als Familie von Lévy-Maflen wéhlen wir die
operator-stable-like Lévy-Mafle, die wir im Abschnitt 5.1 definieren. In Abschnitt 5.2 konstruie-
ren wir einen Feller-Prozess als Losung einer SDE und berechnen bzw. untersuchen sein Symbol
im letzten Abschnitt des Kapitels.

5.1 Operator-stable-like Lévy-MaBe

Die operator-stable-like Lévy-Mafle sind eng verbunden mit den Lévy-Maflen einer operator-
stabilen Verteilung (vergleiche Kap. 7 in [22]). Operator-stable-like Lévy-Mafle sind im Prin-
zip Lévy-Mafle von operator-stabilen Verteilungen, deren Exponent FE € GL(Rd) nicht langer
konstant ist, sondern von der Position im Raum z € R? abhingt. Wir werden diese intuitive
Beschreibung nun formalisieren.

Dazu benétigen wir lineare Operatoren (d x d Matrizen E(z)), die gewisse Bedingungen erfiillen.

Definition 5.1. Die Klasse von Exponenten umfasst die linearen Operatoren E(z) € GL(R?),
z € RY, mit den folgenden Eigenschaften:

(E1) E(x) ist orthogonal diagonalisierbar.

(E2) E(x) ist Lipschitz-stetig, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle =,y € RY
gilt:
1E(y) = E(2)[| < Clly —«|. (5.1)
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

(E3) Es existieren Konstanten a > 1/2 und b > a, so dass fiir die Realteile der Eigenwerte von
E(x) gilt:
1
5 <a <Mz) < Alz) <b<oo fiiralle z € R (5.2)

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir nur diese linearen Operatoren betrach-
ten, ohne dies jedesmal explizit zu erwédhnen. Insbesondere sind mit ¢ und b stets
die Konstanten aus der Eigenschaft (E3) gemeint.

Definition 5.2. Sei E(z) € GL(R?),z € R?, ein Exponent, d.h. E(x) erfiillt die Bedingungen
aus Definition 5.1. Wir nennen ¢ ein operator-stable-like Lévy-Mafl mit Exponent E(x),
falls es die folgende Darstellung fiir A € B(I') und = € R? besitzt

b(x, A) /S B / L@ Y 5 (d0), (5.3)

wobei o ein endliches Ma8 auf S*! ist. Fiir das MaB ¢ verwenden wir auch die Schreibweise ¢,
und die Abkiirzung OSL Lévy-Ma#f.

Bemerkung 5.3.
(i) Das OSL Lévy-Ma$} ¢, erfiillt die Skalierungseigenschaft

(#720.) (4) = t6.(4) (5.4)
fir ¢t >0 und A € B(T'), da

X — x d
B¢, (A) = ¢o (¢ P /Sd 1/ L@ ay(r ()9) o(d)

:/Sd 1/ La((tr) P 0)d—a(d9)
/S B / 114(s5@0) % o (d0)

= t¢m
wobel wir in der vorletzten Zeile die Substitution s = ¢r verwendet haben.

(ii) Das MaB ¢, ist symmetrisch, d.h. ¢,(A) = ¢,(—A) fiir alle A € B(T') und = € R?, falls
o symmetrisch ist. Umgekehrt folgt aus der Symmetrie des OSL Lévy-Mafles ¢, auch die
Symmetrie von o.

Fiir die Integration bzgl. solcher Mafle erhalten wir die folgende Aussage.

Lemma 5.4. Fiir alle messbaren Funktionen f: 1" — Ry gilt:

[ fwsatan = [ [0 Satan) (5.5

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels algebraischer Induktion:

Schritt 1: Sei f(y) = 14(y) fiir A € B(I"). Dann ist

[ fsatan) = [ 1aontan) = o) = [ [T 160500 Zotan)
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Schritt 2: Sei f = 20411,4 mit o; € Ry und A; € B(T') fir i = 1,...,n und n € N eine

Elementarfunktion. Dann erhalten wir wegen der Linearitdt des Integrals und Schritt 1

/f 6aldy) = /(Zazu )qﬁx ay)

:Zai/lAi(y)¢x(dy)

—Zaz/Sd 1/ 1a,(r T—QJ(dG)
:/Sdl/ ZazlA B@)g @a(de)

/S/ FrF@0) % o (dp).

Schritt 3: Sei f > 0 eine beliebige messbare Funktion. Dann existiert eine Folge (fy,)nen von
messbaren Elementarfunktionen mit f,, 1 f fiir n — oco. Mit Beppo-Levi und Schritt 2 bekommen
wir

[ 1 wotdn) = [ im fu(wou(a)
r r
= [ fuw)ox(dy

:JLH;O/Sd 1/ Fu(rB@0) —o'(dg)
/Sd 1/ Tbh—>ngof x)e)ﬁa(de)

/Sd 1/ f(r —a(d@)

Schritt 4: Fiir beliebige messbare Funktionen f schreibe f = fy — f_. Dann folgt die Aussage
aus Schritt 3. 0

Fiir das Matrixexponential des Exponenten erhalten wir wegen der Stetigkeit und der Be-
schranktheit der Realteile der Eigenwerte die beiden Abschéitzungen.

Korollar 5.5. Fiir alle ro > 0 und § > 0 existieren Konstanten Cy,Cs > 0, so dass
Ciro=%  fiir 0 < r < ro,
e < 4G fiir 0 <1 <o (5.6)
Cor®* fiir v > 1.

Beweis. Nach Satz 2.3 gilt die Abschitzung (5.6) allgemein mit Cj(x), Co(z) > 0. Wir miissen
also nachweisen, dass diese fiir alle z € R? beschriinkt sind. Da FE(z) stetig ist, ist 7 — rZ®)
nach Proposition 2.2.11(a) in [22] ebenfalls stetig und somit sind die beiden Konstanten aus Satz
2.3, also

Cl(x) = sup Hr—(A(x)—(S)TE(x)H und 02(:E) = sup ||’I"_(A(m)+6)’l“E(x)H,
0<r<ro r>ro

endlich fiir alle x € R<. O
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Korollar 5.6. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

Cr? ir 0 <r <1,
e < 47 fiir 0 <r (5.7)
Cr firr > 1.
Beweis. Folgt wegen der Diagonalisierbarkeit von F(z) direkt aus Satz 2.4. O

In der néchsten Proposition sehen wir, dass ¢, fiir festes x das Lévy-Maf} einer operator-stabilen
Verteilung ohne Gauflanteil ist und es seinen Namen verdient.

Proposition 5.7. Fiir festes © € RY ist ¢, ein Lévy-Maf.

Beweis. Die Mafleigenschaften von ¢, sind klar und wir miissen somit nur zeigen, dass

/F(M 1y[1?) ¢z(dy) < co.

Nach Korollar 5.6 existiert ein C'; > 0, so dass fiir alle 0 < < 1 und 6 € S gilt:
[rE@g|| < Cyre.

AufBerdem existiert ein Co > 0, so dass fiir alle 7 > 1 und 6 € S gilt:

120 > g > o,

wobei wir fiir die zweite Aussage die Abschéitzung (2.4) benutzt haben. Es existieren also ein
r1 € (0,1] und ein ro > 1, so dass fiir alle § € S~ gilt:

[rP@0| < 1, falls 0 <r <7y,

und
|rP@0| > 1, falls 7 > ry.

Mit diesen Voriiberlegungen erhalten wir

/F (1A y]1?) b2 (dy)

> dr > 2 o dr
2/ / \|7"E($)9|21{y:o<yg1}(7“E(z)9)0(d9)+/gd 1/ 1{y:||y||>1}(7“E( )9)720(d9)
<[ [P o)+ [ [T 1m0 Gotas)
Sd—1

Wir wahlen nun ein 6 > 0 so, dass a — ¢ > % erfiillt ist. Mit Korollar 5.5 existiert fiir dieses ¢
eine Konstante C' > 0, so dass wir das erste Integral weiter abschétzen:

> dr 1
< 2(a—0)q ar / 1
—C/Sdl /0 T ) (1) o) + o (dd)

T2
= O'(Sd_l) <C’/ r2@=0)=2q, 4 1>
0 ™

< 00,

wobei wir die Wahl von §, d.h. a — § > %, ausgenutzt haben. O
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Damit haben wir in diesem Abschnitt eine Familie von Lévy-MaBlen (¢4 (-)),cre definiert. Wir
mochten an dieser Stelle betonen, dass wir die operator-stable-like Lévy-Mafle auch ohne die
Bedingung (E2), die Lipschitz-Stetigkeit, des Exponenten E(x) definieren kénnen. Diese Bedin-
gung haben wir fiir den Nachweis der Lévy-Mafleigenschaft in der vorherigen Proposition 5.7
nicht gebraucht. Die Lipschitz-Stetigkeit ist jedoch essentiell fiir die Konstruktion des Feller-
Prozesses. Deswegen haben wir sie hier in die Definition des operator-stable-like Lévy-Mafes
integriert.

5.2 Stochastische Differentialgleichung

Bei dem Ansatz mittels einer stochastischen Differentialgleichung einen Feller-Prozess aus ei-
nem vorgebenen Symbol bzw. Lévy-Tripel zu konstruieren, treten zwei Schwierigkeiten auf. In
vielen Féllen ist es nicht trivial aus einem gegebenen x-abhéngigen Lévy-Tripel eine zugehorige
SDE herzuleiten. Auflerdem besteht die Schwierigkeit der Wahl der Voraussetzungen an das x-
abhéngige Tripel, in unserer Situation an das OSL Lévy-Maf. Es ist unklar, welche Bedingungen
das Tripel erfiillen muss, damit die zugehorige SDE 16sbar ist und die Losung auch tatséchlich
ein Feller-Prozess ist. Fiir weitergehende Erlduterungen verweisen wir auf das Kapitel 3.2 in [10].
Bei der Wahl der SDE orientieren wir uns an einer SDE-Darstellung von stable-like Prozessen,
siche Beispiel 5.8. Die dortige Darstellung modifizieren wir mit dem Exponenten E(z). Aufler
den Bedingungen (E1)-(E3), die der Exponent erfiillt, stellen wir keine weiteren Voraussetzun-
gen an das OSL Lévy-MaSf.

Im Folgenden betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und eine Filtration (F;):>0
mit F; C F fiir alle t > 0, die die iiblichen Bedingungen erfiillt (siche Definition 3.2).

Wir fithren die d-dimensionale stochastische Differentialgleichung ein:

X, = X0+/// E(Xs-)oN (ds, db, dr) + /// s=)ON(ds,do, dr), (5.8)
sd—1 §d—1

wobei E(z) € GL(R?Y),z € RY, ein Exponent ist. Wir mochten an dieser Stelle nochmals betonen,
dass diese Matrizen die Bedingungen aus Definition 5.1 erfiillen. Mit N bezeichnen wir ein
Poisson-Zufallsmafl auf dem Produktraum R, x S?! x (0,00) adaptiert an die Filtration J;
und mit Intensitit A' ® o ® . Dabei ist o das endliche Ma$ auf S*~! aus der Definition 5.2 des
operator-stable-like Lévy-Mafles und 7(dr) = r~2dr auf (0,c0). Fiir das kompensierte Poisson-
Zufallsmaf$ schreiben wir N. Die Losung X = (X;);>0 von (5.8) ist, falls sie existiert, ein R%-
wertiger stochastischer Prozess.

Beispiel 5.8. Wir wéihlen in (5.8) fiir o die Gleichverteilung auf S*™ und E(z) = ﬁid, wobei
a(r) € CL(RY) Lipschitz-stetig ist mit

0 < inf a(z) < ax) < sup a(zr) < 2.
z€R4 reRd

Dann erhalten wir die SDE-Darstellung von a-stable-like Prozessen (siehe Proposition 2.1 in
[32]), d.h. die SDE besitzt eine eindeutige pfadweise Losung und die Ldsung ist ein Feller-
Prozess. Die stable-like Prozesse wurden von R. Bass in [3] eingefiihrt.

Satz 5.9. Fiir jedes Fo-messbare X existiert eine eindeutige pfadweise Lésung der stochasti-
schen Differentialgleichung (5.8):

X; = X0+/// EXs-)oN (ds, db, dr) + /// s=)ON (ds, db, dr).
Sdl Sdl
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Die Lisung von (5.8) ist cadlag und (Fy)-adaptiert.

Um dies zu beweisen, brauchen wir eine obere Grenze fiir die Differenz zweier Matrixexponen-
tiale.
Dabei ist die folgende Identitét fiir das Matrixexponential sehr niitzlich, siehe Formel (1.3) in
[30].

Lemma 5.10. Fir A, B € GL(R?) und t > 0 gilt die Identitt

t
p(ATB)t _ At +/ eAt=5) Be(A+B)s g (5.9)
0

Lemma 5.11. Fiir § > 0 ezistieren Konstanten C,C > 0, so dass fir alle r € (0,1) und alle
z,y € RY gilt:

[P — rEO)| < C|E() - B)]| - 7" < Clla — ]| - 2. (5.10)

Beweis. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit des Exponenten folgt direkt die zweite Ungleichung. Es
bleibt somit nur die erste Ungleichung zu zeigen. Dazu verwenden wir vorheriges Lemma 5.10
und setzen A := —E(y),B := E(y) — E(z) und t := —In(r) > 0 fiir r € (0,1). Damit erhalten
wir

7QE'(:J:) _ rE(y) — e(AJrB)t . eAt

Es folgt:
—In(r) |
50— PO < [Bly) — B@ [ [EOROR] . e BO s,
0

Mit der Substitution s = —In(v) ist das vorherige Integral gleich

1 1
/ |eE@ ) -In@w) ) || oE) 1n(v)”} o — / ‘(T>E(y)
, v v

,
Da v <1 und r/v <1 ist, konnen wir das Integral mit der Ungleichung aus Korollar 5.6 mit
Konstanten C7,Cs > 0 abschétzen

Lopye 1 1
q&/(Du%m:qaw/vm

= Cngr“(— ln(r))
< Ore 9,

1
AF@|= do.
v

Dabei ist 7°(—In(r)) wegen § > 0 und r € (0,1) beschrinkt. O
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses
Bemerkung 5.12. Im weiteren Verlauf wihlen wir die Konstante § > 0 aus dem Lemma 5.11
stets so, dass a — & > % erfiillt ist, ohne dies jedesmal explizit zu erwahnen.

Beweis von Satz 5.9. Da die Anzahl an Spriingen, die grofler als Eins sind, auf jedem endlichen
Intervall fast sicher endlich ist, reicht es nach Theorem 6.2.9 in [1] bzw. wegen der Argumente
aus dem Abschnitt Interlacing zu zeigen, dass die folgende modifizierte stochastische Differenti-
algleichung eine pfadweise eindeutige Losung besitzt:

t 1
M; = My + / / / rPMs)oN (ds, d6, dr). (5.11)
0 JSd-1Jo

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung miissen wir also die lineare Beschrénktheits-
und Lipschitzbedingung nachrechnen. Es reicht also nachzuweisen, dass Konstanten C7,Cy > 0
existieren, so dass fiir alle z, y € R? die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1
d
/ / 1rE@012% o (d6) < €1 (1 + |2, (5.12)
§d—1 0 T
L B E(y) g 24T 2
/ / 7788 — rPWG|2 =0 (df) < Collz — y||. (5.13)
§d—1 0 T

Zur linearen Beschrianktheitsbedingung:
Die Abschitzung des Matrixexponentials aus Korollar 5.6 fiir den Fall r € (0,1) liefert die
Existenz einer Konstanten C' > 0 mit

1 1
/ / 1rE@012 2 5 (d) < ca(sdl)/ 20200 — 0y < Cy(1 4 [2]]2).
Ssd-1.Jgo r 0

Da die Realteile der Eigenwerte von E(z) nach unten durch a > 3 beschréinkt sind, ist das
Integral endlich.

Zur Lipschitzbedingung;:
Fiir 6 > 0 existiert mit Lemma 5.11 eine Konstante C' > 0, so dass

1 . dr dr
/ / ) / / [rE@) B2 1012 o (a6)
Sa-1 Jo r

SCO‘(Sd 1)”1, y||2/ 2a—26—2dr
0
< Gyl —ylf?,
daa—06> % O

Bemerkung 5.13. Die Menge {s € [0,¢] : X5 # X _} ist fast sicher eine Lebesgue-Nullmenge,
da t — X;(w) eine cadlag Funktion mit abzéhlbar vielen Spriingen auf [0, ¢] ist. Falls wir bzgl.
des Lebesgue-Mafes integrieren, kénnen wir deshalb im Integranden zwischen den Prozessen X,
und X,_ wechseln, ohne den Wert des Integrals zu verdndern.

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar eine Eigenschaft der Losung der SDE (5.8).

Lemma 5.14. Der Prozess

tr—>/ /Sd 1/ 9N (ds, 9, dr) (5.14)

ist ein (F;)-Martingal im L?, d.h. ein quadratisch integrierbares Martingal.
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Beweis. Es ist nach Satz 4.12 (c) zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt:

t 1 dr
E (/ / / HrE<Ms—>9H220<da>ds) < 0.
0 sd-1 Jo r

Dies haben wir im Beweis von Satz 5.9 beim Nachrechnen der linearen Beschrinktheit gezeigt.

O]

Die Losung der SDE lédsst sich folglich in eine groflere Klasse von stochastischen Prozessen
einordnen.

Proposition 5.15. Die Losung X der SDE (5.8) ist ein Semimartingal.

t 1
/ / / rEM=)oN (ds, do, dr)
0 JSsd-1.Jo

fiir alle ¢ > 0 ein L?-Martingal und

t 0
/ / / rPZs=)ON (ds, df, dr)
0 JSd-1J1

ist ein Prozess, der von endlicher Variation ist (Pfade sind stiickweise konstant, sieche Abschnitt
4.4). O]

Beweis. Nach Lemma 5.14 ist

Im Folgenden zeigen wir, dass die Losung der SDE (5.8) tatséchlich ein Feller-Prozess ist. Dazu
werden wir die SDE mit der Anfangsbedingung Xy = = € R? f.s. betrachten, d.h.

t 1 t 0o
Xt:m—i—// /TE(XS—)HN(ds,dG,dr)—i—// / rEXs)N (ds,do, dr).  (5.15)
0 Jsi-1.Jo 0 Jsi-1J1

Fiir die Losung von (5.15) schreiben wir X* = (X[),5. Diese wird insbesondere von der An-
fangsbedingung abhéngen.
Wie im Beweis von Satz 5.9 fiihren wir die Losung M* = (M}"), der modifizierten SDE

t 1
M; =z + / / / rPMs-)oN (ds, de, dr) (5.16)
0 JSd=1Jo

ein.

Zunichst zeigen wir, dass die Losung der SDE ein universeller Markov-Prozess ist, vergleiche
Theorem 2.47 in [29].

Satz 5.16. Die Losung X* der SDE (5.15) ist ein universeller Markov-Prozess.

Beweis. O.B.d.A. beschrinken wir uns fiir den Beweis auf die Losung M?* der modifizierten
SDE (5.16). Nach der Definition eines universellen Markov-Prozesses miissen wir die Markov-
Eigenschaft (MP3) zeigen, dass fiir alle u,t > 0,2 € R? und B € B? gilt:

P* (Myst € BIFM) =P« (M, € B) P* fs. (5.17)
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Wir wahlen x,y € R4 beliebig, aber fest und ein u > 0, so dass M = z erfiillt ist. Dann ist
einerseits unter PY (-|M,, = x)

u+t
My —y+/ / / -)ON (ds, db, dr)
Sd—1
u+t
/ / / Ms=)ON (ds, df, dr) + / / / EMs=)gN (ds, db, dr)
Sd—1 §d—1
u+t
—x—i—/ / / -JON (ds, do, dr).
Sgd—1

Wegen der stationédren Zuwéchse von Lévy-Prozessen folgt andererseits unter P*

t 1
M, =z + / / / rPMs=)gN (ds, do, dr)
0 Jsd-1Jo
u+t 1 5
— x4+ / / / rFMs=)gN (ds, d6, dr)
u Sa=1 Jo

mit Losung M;". Damit erhalten wir die Behauptung
Py (Mu—‘rt S B|Mu = JI) =P* (Mt € B) .

Die Messbarkeitsbedingung (MP1) folgt direkt aus der Adaptiertheit der Losung (siehe Satz 5.9)
und die Bedingung (MP2) ist offensichtlich erfiillt, da der Prozess fast sicher in z startet. [

Um den zugehorigen Erzeuger zu bestimmen, fithren wir einen linearen Operator A ein, der
definiert ist durch

dr
/S o / (z + rP@0) — u(z) — 1{0<r<1}<TE($)9,Vu(x)>> o) (5.18)

fiir u € CZ(R?) und z € R%
Proposition 5.17. Fiir alle u € C}(R?) ist Au € Cy(RY).

Beweis. Mit einer Taylor-Entwicklung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt fiir beliebige
u e CZ(RY), z € RY r > 0 sowie § € S41 ¢

u(e +r200) = u(@) — Loeray (rF0, Vu(a)
< ’1{0<r<1} (u(w +rP0g) —u(x) - (rF™e, Vu(a:)))‘
+ Lz (ula +r700) —u(a))|

< joeran) | 30 10%ullo @012 | + Loy (u(a +r7@0) — u(@)) |
|a|=2

< Loerary | D 10%ulloollr"@ P01 | + Lprz1y2lullo
|a|=2

< Loarny | D 10%ullocCr®® | + 1pzy2lulloc
|ae|=2

<20 (1 A 7"2“) l|w| oo + Z 0%|ss | »
|or|=2
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

wobel wir im vorletzten Schritt Korollar 5.6 mit einer Konstanten C' > 0 benutzt haben.
Wegen a > 1/2 erhalten wir

~ o dr
feY 2a
Au(@)] <20 [ Jullo + 3 10%ullo /S_/O (1 nr2%) Bo(dn)

|af=2

1 oo
=2C | |lulloo + Z [0%|oo | o(ST) (/ r2a2dr+/ err>
0 1

|af=2

< oQ.

Die Behauptung folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit des Exponenten F(z) mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz. O

Dass der Operator A der Erzeuger des Prozesses bzw. der zugehérigen Halbgruppe ist, zeigt der
néichste Satz.

Satz 5.18. Der Erzeuger der Liosung X* der SDE (5.15) hat die folgende Gestalt fir u €
C2(RY):
~ B() B(2) dr
Au(z) = (u(:n +rP@0) — (@) — 1jgepery (70, Vu(:r))) To(dd).  (5.19)
sda-1 Jo T

Insbesondere gilt A : C2, (R?) — Coo(R?) und C°(R?) liegt im Definitionsbereich des Erzeugers.

Beweis. Wir verwenden die It6-Formel fiir das Poisson-Integral, siehe Satz 4.15,
t oo
u(X}) = u(XF) + / / / (u(xg_ +rBX)g) — u(Xg_)) N(ds,d, dr)
0 JSd-1.J1
t 1 . ~
+/ / / (u(Xf_ + P9y — u(Xf_)) N(ds, do, dr)
o Jsi-t Jo
t ! « @ dr
+ / / / (u(Xg_ +rPEE)g) — (X7 ) — (rPXE)g, vu(xg_») —o(df)ds.
o Jsd-1.Jo T
Wegen |u(z + rP@0) — u(z)| < 2||ulloo < oo fiir u € CZ(R?) folgt fiir alle ¢ > 0:

t o0
E { / / / lu(X? 4 PO g) u(Xg_)|d;“g(d9)ds]
0 sd-1 J1 T

t o0
<2Hu||oo// / r~2dro(d)ds
0 JSd-1J1

=2t (ST ||l oo < 0.

Da die Vorhersagbarkeit wegen der linksseitigen Stetigkeit der Pfade erfiillt ist, liegt der Inte-
grand in H'(S%! x (1,00)) und mit Satz 4.13 erhalten wir

E [ /0 t /S B /1 h (X2 +rP0E00) —u(xy)) N(ds,d@,dr)]

e[/ e (u(xz +rPO500) — u(x7)) G o(do)ds|
0 Sa-1 J1 T
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Nun betrachten wir den Integranden im Integral bzgl. des kompensierten Poisson-Zufallsmafles.
Es folgt mit dem Mittelwertsatz, der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Abschitzung des
Matrixexponentials aus Korollar 5.6 fiir alle 2 € R?, 6 € S¥~! und r € (0, 1):

[u(z +rP@8) —u(@)? < [|VullZ[r" D8l < | Vul ZlIrF@I160]* < || VullZr?.

Damit gilt fiir alle £ > O:

t 1
IE[ / / / |u(X;”_+rE(Xg—)Q)—u(Xf_)|2d§o(d0)ds}
0 sd-1 Jo T
t 1
gcnvuuio// /r2a_2dro—(d0)ds
0 JSsd-1.Jo

1
= CO’(Sd_l)tHVquo/ 272 dr < oo,
0

da a > 1/2 ist. Der Integrand ist somit in H2(S* ! x (1, 00)), wobei die Vorhersagbarkeit wegen
der linksseitigen Stetigkeit der Pfade erfiillt ist, und somit folgt mit Satz 4.12 (b):

t 1
E [/ / / <U(X§L + TE(XZZ)@) — u(Xf,)) N(ds, d9,dr)} =0.
0 Jsi-1Jo
Anwenden des Erwartungswertes ergibt mit diesen Uberlegungen
X x t (e.0) = E(XI ) T d’]"
E[u(Xf)] = u(X§) + E (w(Xz + rPX30) - u(X2)) So(db)ds
0 JSsd-t J1 T
: ! z x dr
tE U / / (w(Xz + rPXE0) - u(X2) — (X0, Tu(X2)) 20(d9)ds]
0 Jsd-1.Jo r
t oo
— u(X¢) +E [/ / / (X +rPX9) —u(x7)
0 JS4-1Jo
@ dr
= oeren (O, Vu(x2)) T ota)is].

wobei wir benutzt haben, dass wir bzgl. des Lebesgue-Mafles integrieren. Mit E*(u(X;)) =
E(u(X})) folgt

E* (u(X,)) = u(Xo) + /0 E*(Au(X,))ds.

Dies zeigt, dass A in der Tat der Erzeuger von (Xt)tZO ist. Die restlichen Aussagen folgen mit
der vorherigen Proposition 5.17 und dem Satz von der dominierten Konvergenz. O

Proposition 5.19. Fiir u € CZ(R?) ist

u(Xy) — u(Xo) — /0 Au(Xs)ds (5.20)

ein (F;)- Martingal im L*.

Beweis. Mit der Ito-Formel erhalten wir fiir beliebige u € C? (R9):

u(Xy) — u(Xo) — /Ot Au(X)ds = /Ot /Sdl /loo (u(Xs_ + rEPXs-)g) — u(XS_)> N(ds,dd, dr)
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+ /Ot /Sd-l /01 (X +rPXe00) — (X)) N(ds,do, dr)
+ /t /Sd | /1 U(Xs— + PGy — (X, ) — <7’E(XS‘)9,VU(XS_)>> ga(dé?)ds

//Sd/ Xs_+r( -)6) — u(X,)

dr
= Lo<r<1y(r B S_)eaVU(Xs—») —o(df)ds

r2
t

' /100 <U(XS_ i) - U(Xs—)) N(ds,d, dr)

/ S/Sd 1 / u(Xoe +rPX0) — (X)) N(ds, db, dr)

//Sd 1/ u( X + P )9)—u(Xs_)) i;“ (d0)ds

_/Ot/sd_l/loo( (X rP06) — (X)) N (ds. db, dr)
* /t /Sd_l /1 (“(Xs— +rPX)g) —u(Xs_>) N(ds, do, dr).

Nach Satz 4.12 (c) reicht es zu zeigen, dass fiir alle t > 0

0

[/ /gd1/ u(Xs— 4+ pBXe- )9) w(X, )I2?0(d9)d < 0

und

t 1
E[// /U(Xs——H“E(XS‘)@)—u(XS_)|26l§a(d9)ds < o0
0 Jsd-t.Jo T

gilt. Dies haben wir bereits im vorherigen Satz 5.18 bei der Berechnung des Erzeugers nachge-
wiesen. O

Auf dem By (RY) kénnen wir fiir den Prozess (X¢t)t>0 eine Halbgruppe (7}):>0 durch
Tyu(z) := E(u(X;) | Xo = ) fiir alle t > 0 und u € By(R?) (5.21)

einfithren. Da der Prozess ein universeller Markov-Prozess ist, ist die Familie von Operatoren
(T)e>0 eine Markovsche Halbgruppe, siehe Satz 3.4. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die
Halbgruppe T3 eine Feller-Halbgruppe ist und somit der zugehorige Prozess ein Feller-Prozess ist.

Um zu zeigen, dass die Losung X* der SDE (5.15) ein Feller-Prozess ist, bendtigen wir eine
stetige Abhéngigkeit der Losung X* von z, d.h. wir untersuchen die Stetigkeit der Abbildung
x +— X (w) definiert fiir alle w € 2 und ¢ > 0. Dazu brauchen wir mehrere Ungleichungen. Die
Abschitzung im néichsten Satz wird Kunitas Erste Ungleichung genannt, siehe Theorem 2.11 in
[19] bzw. Theorem 4.4.23 in [1].

Satz 5.20. Fiir alle p > 2 existiert eine Konstante C' > 0, so dass fir alle z € RY gilt:

t 1 ) dr p/2
E(supuM:np)sc el +E [/ [ ||rE<Ms—>0|1220<d9>ds]
s<t 0 sd-1 Jo T
¢ 1 © dr
+E // /||7"E(Ms)(9||pa(d9)d3 :
0 §d—1 0 T2
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Dabei ist die Konstante C' abhdngig von p und unabhdingig von t.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir zwei allgemein bekannte Ungleichungen, an die wir
hier erinnern:

(i) Fiir alle 2,y > 0 und p/,¢ > 1, die ]% + qi = 1 erfiillen, gilt:
:Bp/ yq/
Ty < ? + 7 (5.23)
Diese wird in der Literatur Youngsche Ungleichung genannt.

(ii) Fiir alle z,y € R und p’ > 0 gilt:
oyl < (277 V1) (e + ). (5.24)

Beweis von Satz 5.20. Wir nehmen x = 0 an, d.h. wir betrachten

t 1
M, = / / / rEMs=)oN (ds, d6, dr).
0 Jsd-1Jo

Die Aussage fiir beliebige z € R? folgt mit der Subadditivitit der Norm. Auflerdem betrachten
wir im Folgenden p > 2, da sich der Fall p = 2 direkt aus Satz 4.12 (b) ergibt.
Wegen Korollar 5.6 existiert eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

sup sup sup |[[rPM-)g)| <sup sup sup Cro||d]| < C < oo.
s<t geSa—1 0<r<1 s<t geSd—1 0<r<1

Mit Bemerkung 4.16 kénnen wir die It6-Formel somit auch auf die unbeschrinkte Funktion
f(z) = ||z||P anwenden und erhalten

M| = Wi + Y3,
wobei die Prozesse W = (W}),5o und Y = (¥3),5 definiert sind durch

t 1
W, ;:/ / / (1M 4+ P24 g)P — M, |[P) N (ds, o, dr)
0 Jsd-1Jo

und
t 1 dr

Viim [ [ (1M r PO — Mo P = pl M P20 PO ) o).
o Jsi-1 Jo r

Zunéchst schitzen wir den Prozess Y ab:
Mit der mehrdimensionalen Taylor-Formel (sieche Darstellung in Theorem 8.7 in [8]) folgt

= // /( plp — 2P (o, P02 - plL P2 2O 0)2) o),
§d—1

wobei Jg) = Ms(i) + 9@ (TE(MS*)G) ® mit 9 € (0,1) fiir alle 1 < i < d ist. Wir benutzen die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Ungleichung (5.24), um den Prozess Js abzuschétzen:

vis [ [ (et 0l 2100 ) S otanas
Sd—-1
<o [ [ [ (uapmiEeop « o) 4 oganas
0 Jsi-1Jo r

38



5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Da nach Lemma 5.14 M, ein Martingal ist, folgt mit der Doobschen Maximalungleichung

E (sup 1041 ) < (25 ) E (M1 < BOV) + Ka() + Kale),

t 1 _ dr
Ki(t) := CoE </0 /Sd1/0 | M,_||P 2||TE(M5)0||2ﬂU(d9)ds>

t 1 (M dr
Ks(t) = CoF (/0 /S/O B s>e|ypﬂg(d9)ds>

mit Konstante Cy > 0 ist.
Fiir alle € > 1 ist

t 1 d
Ki(t) < Coc'E (supHMsHp_z / / / e\|rE(MS—)6|]220(d9)ds)
s<t o Jsd-1.Jo r
p—2

< COge ! [E <sup HMS||I’>] !

s

<t

t 1 p/2
E((// /e|rE<Ms>9||2d§a(de)ds> >]

0 sd—1 Jo T

-2
< 026—”’715 <Sup HMSHP>

s<t

2) t 1 dr p/2
+ Coe 2R <// /eHrE(MS—)GHz2a(d9)ds> ,
p 0 Jsd-1Jo r

wobei wir in der vorletzten Abschitzung die Holder-Ungleichung und in der letzten Abschitzung
die Formel (5.23) mit p’ = -£5 und ¢’ = § angewendet haben.
Insgesamt folgt:

wobei

und

2/p

E <sup |]MS||p) <E(W;) 4+ C3e'E <sup |]MS||p>
s<t s<t

t 1 dr p/2
b Cye P2 < / / / ||rE(MS)9||22a(d0)ds>
0 sa-1 Jo T
¢ 1 dr
+02E(// /||rE<Ms—>9||P20(d9)ds>.
0 sd-1 Jo T

Wir wihlen dabei € so grofl, dass Cze™! < 1 erfiillt ist.
Es bleibt zu zeigen, dass der Erwartungswert von W; Null ist. Dazu wéhlen wir eine Folge von

Stoppzeiten
T, :==1inf{t > 0: |Wi| > n}, neN,

wobei wir die Konvention inf () := +oo benutzen. Fiir die Stoppzeiten gilt:

Th<Ty<... und lim T,, = oo f.s.

n—o0

Der gestoppte Prozess Wiar, ist ein Martingal und folglich ist der Erwartungswert Null. Dann
gilt die zu beweisende Ungleichung bis zur Stoppzeit ¢t A T;, und fiir n — oo schliefflich fiir alle
t € R mit der Konstanten C' = Cye11P/2 v/ Oy, O
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Daraus lésst sich eine weitere fiir unsere Ausfithrungen hilfreiche Abschitzung herleiten.

Korollar 5.21. Fir alle p > 2 emistiert eine Konstante C > 0, so dass fir alle x € R gilt:

t 1 ) dr p/2
B (swp ezl ) < cdfalp 2 ([ [ [ 1o Gon)
s<t 0 sa-1 Jo r
t ! I dr
+E(// /HrE(Ms)HHPQU(dG)ds) :
0 Jsi-1.Jo r

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 5.20, indem wir die Holder-Ungleichung anwenden auf

[/Otl. </Sd_1/01 \|TE<M:>9||2f;"a(d9)> ds]p/z
1as| o B >9H2dr (d0) " s
([ )
—0/ </S / Bz 9||20(d9)>p/2ds,

wobei die Konstante C' > 0 insbesondere von ¢ und p abhéngt. O

(5.25)

¥
2

LSAIN]

Fiir die weitere Untersuchung in diesem Abschnitt orientieren wir uns an den Kapiteln 6.6 und
6.7 in [1].
Die Losung M* der modifizierten SDE (5.16) erfiillt die folgende Ungleichung;:

Lemma 5.22. Fir alle p > 2 existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle z,y € R? gilt:
E (|| M — MY|]P) < Clla = yl|P (5.26)

Beweis. Fiir die Differenz

t 1
Mf—M =z—y+ / / / <rE(M§*)9 - T'E(Msy*)9> N(ds,db,dr)
0 Jsi-1Jo

folgt mit Korollar 5.21

E(|MF - MY|P) <E (supan —Msnp)
s<t

v dr p/2
Ciqllz—y|lP+E /U /Hr rEML 9\12 dé?)] ds
0 gdl
t 1 T Y d?”
IE<// /||TE<M5—>9—TE<MS>9”P2g(d9)ds>}
0 sd—1 Jo T

t
<o {Hw P+ GE ( [ - M3_|Pds>
0

t 1 T Y dT
+E </ / / rEGE g rE(Ms—)0Hp2a(d9)ds> } ,
0 sd-1 Jo T

wobei wir fiir die letzte Abschitzung die Lipschitz-Bedingung benutzt haben, die im Beweis von
Satz 5.9 nachgewiesen wurde. Analog zur Lipschitz-Bedingung ldsst sich der Term im zweiten
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Erwartungswert abschitzen. Fiir § > 0 existiert mit Lemma 5.11 eine Konstante C'5 > 0, so dass
fiir alle z,y € R? gilt:

L [ - mortogp oo
gd-1

</ / [rEOE) — B 2 o )
sd-1 .Jo T

! ) dr
< 3| Mz —Mspr/ / a0 ip)
si-1.Jo r
1
= Cy| My — MY_|Po(s*) / @24y < oo,
0

wobei die Endlichkeit des Integrals aus a—9 > % und p > 2 folgt. Insgesamt existieren Konstanten
C1,C5,Cy > 0, so dass wir die folgende Abschitzung bekommen:

t
E(|MF - MYIP) < O {ux P+ (Co+ o) [E(IME - M) ds} .
0

Die Behauptung folgt mit dem Lemma von Gronwall. O
Satz 5.23. Fliir jedes t > 0 besitzt der Prozess x — X eine stetige Modifikation.

Beweis. Mit Lemma 5.22 existiert fiir alle p > 2 eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle z,y € R?
gilt:
E (|| M — MY|]P) < Cll — yl|P-

Wir wéhlen p > 2V d. Dann folgt die Existenz einer stetigen Modifikation von z — M mit dem
Satz von Kolmogorov-Chentsov, sieche Theorem 1.1.18 in [1]. Der allgemeine Fall folgt wegen
der Stetigkeit von z — rZ®)¢ fiir alle » > 1 und 0 € S ! mit der Interlacing Struktur, siehe
Abschnitt 4.3. O

Mit dieser Vorarbeit konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes beweisen.

Satz 5.24. Die Losung X* der SDE (5.15), d.h. von

Xt—a:+// /E<X -JON (ds, db, dr) + // / -JON (ds, d, dr),
§d—1 §d—1

ist ein Feller-Prozess.

Beweis. Zunéchst erinnern wir an Definition 3.7, dass eine Feller-Halbgruppe folgende zwei
Bedingungen erfiillen muss:

(1) Ti : Coo(R¥) — Coo(R?) fiir alle t > 0,
(ii) limy_o || Ty — ul|oo = O fiir alle u € Coo (R?).

Zur Feller-Eigenschaft (i):
Fiir v € Coo(R?), und ¢ > 0 ist
E* (u(Xt)) = E (u(X7)) -

Wir wéhlen eine beliebige Folge (zy,)nen C R? mit z,, — x fiir n — oo und betrachten

[E” (u(Xt)) — E™ (u(Xy)) | = |E (u(Xy) = u(X7) [

41



5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Mit Satz 5.23 folgt fiir fast alle w € (2 :

lim X" (w) = X[ (w).

n—o0

Da |u(XF) — u(X[ )| < 2|lulloo fiir u € Cxo(RY) endlich ist, folgt die Stetigkeit mit dem Satz
von der dominierten Konvergenz.

Es bleibt fiir festes u € Coo (R?) und ¢ > 0 zu zeigen:
Tyu(x) = E*(u(Xy)) — 0 fiir ||z]] — oo,
d.h. fiir jedes € > 0 existiert eine kompakte Menge K, so dass auf deren Komplement gilt:
IE® (u(Xy))| < e.

Nun gehen wir zur Losung der modifizierten SDE M¥ {iber und definieren die zugehorige Halb-
gruppe (S¢)¢>0 durch Sy = E* (u(My)). Fir diese zeigen wir

Syu(z) = E*(u(My)) — 0 fiir ||z|| — oo.
Als erstes weisen wir nach, dass fiir festes d,¢ > 0 ein k > 0 existiert, so dass
lz|| >k = P*(|M <9) <e. (5.27)

Fiir ||z|| > 0 erhalten wir

PE([Me ]| < 8) <P (|| My — ]| > [|lz]] = 6)
=P ([|M; — 2|* > (Jl=ll - 9)*)
B (||M: — %)
(] —6)2
_E(IM7 —2|?)
(=l =0)

Nun schauen wir uns den Z#hler im letzten Audruck genauer an. Es ist

—a:—// / S=)ON (ds, do, dr).
gd—1

Wegen Korollar 5.6 existiert eine Konstante C' > 0 mit

1
/ / ||7’ (MZ_ 0||270'(d9) < CO’(Sd_l)/ F2a=2g. - .
d—1

S 0

da a > 1/2. Wir koénnen folglich den Satz 4.12 (b) auf den Zihler anwenden und bekommen

(g —aif) =2 ([ [ / IO o(at)is ) < C

mit einer von # unabhingigen Konstanten C' > 0. Damit haben wir (5.27) bewiesen.
Da u € Cy(RY) ist, existiert fiir festes € > 0 ein § > 0, so dass

€
lyl>8 = lu)l <.
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

AuBlerdem existiert ein k > 0, so dass

€
[zl =k = PT([Mf| <0) < 5
2||ulloo

Somit erhalten wir fiir ||z| > max{k, J}:

Su(e) < [ itz dy)

~ [ )+ [ )y
llyll<é Iyl =6
< [lulloo B (I1M4]] < 8) + 5 B (17| > 6)

2 2
Der allgemeine Fall folgt mit der Interlacing Struktur, siche Beweis von Theorem 6.7.2 in [1].

Zur starken Stetigkeit (ii):
Nach Lemma 1.4 in [10] ist fiir eine Markovsche Halbgruppe, die die Feller-Eigenschaft (i) erfiillt,
die starke Stetigkeit dquivalent zur punktweisen Konvergenz. Da X? cadlag Pfade besitzt, folgt

lim X/ (w) = Xj(w) fs.

t—0

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir fiir u € Cu (R?):
lim Tyu(z) = %in% Eu(X}?) = Eu(X() = u(x)
*)

t—0

und die Behauptung folgt. O

Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses zeigen wir im letzten Kapitel.

5.3 Symbol

Da die Losung der SDE ein Feller-Prozess mit C2°(RY) € D(A) ist, besitzt es ein Symbol, dass
wir wie folgt bestimmen kénnen: Nach Proposition 3.12 lésst es sich direkt aus dem Erzeuger

dr
u(z) = /Sd ) / u(z + rP@) — u(z) — 1{0<r<1}(rE(x)0,Vu(x)>) r—Qg(dQ)
fiir u € Cf(Rd) iiber die Beziechung

q(z,§) = —e_¢(x)Aeg(z), (5.28)

mit e¢(z) = €€ berechnen.

Satz 5.25. Die Losung X* der SDE (5.15) besitzt das Symbol:

q(z, &) = /Sd 1/ (rF@o) | Lio<r<1yi(r E(z)g g)) —o‘(dﬁ). (5.29)
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Beweis. Mit der Formel (5.28) bekommen wir
x, zxr (@)g, iz, ) Bls iz, dr
g(z,€) = —e i) /Sd 1/ +rPE08) _ ileg) _ 1{0<T<1}Z<T @9, ¢)eil 5>> & o(a)
gd-1

Fiir die Herleitung einiger Eigenschaften des Symbols bendtigen wir folgende Abschétzung:

Lemma 5.26. Es existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle ,& € R? und 6 € S gilt:
i(rE(@) . T a
1— 708 4B )975>1{0<r<1}‘ <20 (1+ [[€]”) (1 Ar3). (5.30)
Auflerdem gilt:
o° dr
LAP2) = : 5.31
/0 (1Ar*) 5 < oo (5.31)
Beweis. Wir betrachten
i(rE@) ; T
1— e 0.6) + 1<TE( )‘975>1{0<r<1}‘
i(rE(@) i(rE(@) . T
< ’(1 — el o 0@) 1{r21}‘ + ’(1 — e 70 + Z<7“E( )975>> 1{0<r<1}‘
E(z) 2
< (2 . 1{7"21} + <‘<7" 07’9‘ 1{0<r<1}>
(=012 21 0<r<1y)
(=@ 12101211 focrery

2 1gz1y) + (Cr* €17 Lpo<r<y)
(L+lgl?) (1 ars),

wobei wir im zweiten Summanden eine Taylor-Entwicklung, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und Korollar 5.6 benutzt haben. Wegen a > 1/2 folgt

o] dr 1 0o
/ (1A 7"2“) — = / r20 =2y —i—/ r~2dr < .
0 r 0 1

Satz 5.27 (Eigenschaften des Symbols). Das Symbol besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) q(z,0) =0;

(ii) Es ist beschrinkt, d.h. es existiert eine (von x und & unabhdingige) Konstante C' > 0, so
dass fir alle € € R? gilt:

)
21>y
)

< (

< (2- L1y
(
2C

sup |q(z,€)] < C (1+ [€]%);
z€Rd

(i4i) x v q(x,€) ist stetig fiir alle € € RY.
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5 Operator-stable-like Lévy-MafBe und Konstruktion eines Feller-Prozesses

Beweis. Die Eigenschaft (i) ist offensichtlich klar, da wir nur konservative Prozesse betrachten.

Zur Eigenschaft (ii): Mit Lemma 5.26 folgt

:c£|</SdI/

2a
< [ [ 2o ler) @ar) Gatas)

<C(1+El?) -

E(CL‘) dT‘
S -1 i(r” g §>1{0<r<1} o(df)

Zur Eigenschaft (iii): Dies folgt aus Theorem 2.30 in [10], da die Stetigkeit von = — ¢(z,0)
dquivalent zur Stetigkeit von x > q(z, &) fiir alle £ € R? ist. O

Abschlieflend zeigen wir einen alternativen (stochastischen) Weg auf, um das Symbol des im
vorherigem Abschnitt konstruierten Feller-Prozesses zu berechnen. Wir fithren in Anlehnung an
die Ausfithrungen in [29] das stochastische Symbol ein.

Definition 5.28. Sei X = (X;);>0 ein universeller Markov-Prozess. Die Funktion p : R x R? —
C, gegeben durch

1 4
pe,€) =~ lim ~B” (/28 1), (5.32)
t—0 t
heifit (stochastisches) Symbol, falls der Grenzwert existiert.

Bei der Definition des stochastischen Symbols in [29] (Definition 4.1) wird gefordert, dass der
Markov-Prozess konservativ und normal ist. Dies haben wir bereits bei unserer Definition bzw.
Konstruktion des universellen Markov-Prozesses vorausgesetzt.

Um das (stochastische) Symbol der Losung der stochastischen Differentialgleichung zu bestim-
men, bendtigen wir das folgende Lemma, sieche Lemma 2.51 in [29)].

Lemma 5.29. Sei X% = (X})i>0 ein R-wertiger stochastischer Prozess, der fast sicher in x
startet, rechtsseitig stetig und beschrankt ist. Dann gilt:

t
1]E (/ des) — .
t 0 t—0

Beweis. Wegen

’ </X“—xds>‘<E< /|Xx—x\ds)

<E< t sup | X7 —:L")
t o<s<t

=E sup X7 — x|
0<s<t

— 0.
t—0

und der Rechtsstetigkeit des Prozesses folgt die Behauptung mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz. [

Bei der Berechnung des stochastischen Symbols werden wir sehen, dass dieses mit dem (analy-
tischen) Symbol (5.29) aus dem Erzeuger {ibereinstimmt.
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Satz 5.30. Die Losung X* der SDE (5.15) besitzt das stochastische Symbol:

p(z,8) = / / — P08 | 1{o<r<1}i<7"E(x)9,§>> a o(df). (5.33)
Sd—1

Beweis. Mit der Ito-Formel erhalten wir wie bei der Berechnung des Erzeugers

_EE:B <€7,<Xt733,£> = _7]]':4::[ </ / / X5—71+TE(X 07£> — ei<XS—7I7£>
t gd—1

. _pedr
- 1{0<r<l}z< o §> HXo- 7£>7“ o(df)ds >>

— _EEI (/ U Xs—m,8) / / rEXs)g ey 1
t Sd—1

~ Loeren)itr#590.9)) Go(ao)as)

(rF@o.5) . Bz dr
=0 /Sd 1/ £ 1 Liocr<1yi(r ( )9,5)) r—Qo’(dG)’

wobeil wir Lemma 5.29 und Lemma 5.26 im letzten Schritt verwendet haben. O

Bemerkung 5.31. Allgemein lisst sich zeigen, dass das stochastische Symbol p(x, §) und das
Symbol aus der Berechnung des Erzeugers q(z,¢) fiir Feller-Prozesse mit C°(R%) C D(A)
identisch sind, falls x — ¢(z, ) stetig ist, siehe Corollary 4.5 in [29].
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Im vorherigen Kapitel haben wir einen Feller-Prozess konstruiert, deren Erzeuger und Symbol
die Darstellung

dr
ue _/gd / u(@ +1700) = u(@) ~ Lgepery ("6, Vu(a)) ) 5 o(db)

fiir u € C°(R%) und

o0 L Ble dr
— 1 — ir?@ee) | 4 (B (@) il 1
o= [ [ (1 + Loer<nyilr™6,€) ) S (db) (6.1)

besitzen. Dabei haben wir nur Bedingungen an den Exponenten FE(z) gestellt und o als ein
beliebiges endliches MaB auf der Einheitssphire S¥—! gewiihlt.

Das Ziel der Arbeit ist einen Feller-Prozess zu konstruieren, deren x-abhéngiges Lévy-Tripel
von der Form (0,0, ¢,(-)) ist bzw. deren Symbol nur iiber das operator-stable-like Lévy-Maf ¢,
dargestellt wird, d.h.

q(z,§) = /F (1 — el 4+ 1{||y|\<1}i<y,€)) ¢x(dy)-

Wir erinnern an dieser Stelle an die Aussage von Lemma 5.4, dass fiir alle messbaren Funktionen
f: ' - R, die Formel gilt:

/f )b (dy) = /Sdl/ f(r —o(d&)

Aufgrund des Terms mit der Indikatorfunktion im Integranden lassen sich der Erzeuger und
das Symbol nicht durch das OSL Lévy-Maf} darstellen. Um dies zu erreichen, werden wir in
diesem Kapitel eine zuséitzliche Bedingung an Maf} o stellen. Auflerdem leiten wir in Abschnitt
6.3 eine weitere Darstellung des Symbols iiber das OSL Lévy-Maf} her, wobei wir neben einer
(schwécheren) Bedingung an das Mafl o den zuldssigen Bereich der Realteile der Eigenwerte des
Exponenten weiter einschréanken.

6.1 Prozess und Symbol

Im Folgenden fordern wir zusitzlich, dass das Ma8l o symmetrisch auf der Einheitssphire S¢—!
ist. Dies bedeutet, dass o(A) = o(—A) fiir alle A € B(S?™1) gilt.

Fiir das Integral einer stetigen ungeraden Funktion f : R? — R? (d.h. f(—z) = —f(x) fir
alle z € R?) gilt die Tatsache:

f(0)o(db) = 0.

§d-1

Insbesondere ist somit

/ 0o(do) =0, (6.2)
Sd—1

wobei mit 0 der Nullvektor im R¢ gemeint ist. Das Integral ist vektorwertig zu verstehen, d.h.
fiir den Vektor € SY~! mit den Eintrigen
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

berechnet sich das Integral koordinatenweise:

Jsa—1 0Wo(d6)

/ Oo(df) = :
gd—1 Jéd;& 9(dh7<d0)

Fiir die Herleitung der Darstellung des Symbols bendtigen wir ein Analogon zu dem eindimen-
sionalen Fall, dass das Lebesgue-Integral linear bzgl. einer reellen Zahl ist. Das Integral ist im
vektorwertigen Fall linear bzgl. einer Matrix.

Lemma 6.1. Fir eine Matriz A € L(R?) und einen Vektor 6 € ST gilt:

Afo(do) = A 0 o (do). (6.3)

Sd—1 §d—1

Beweis. Wir beginnen mit der linken Seite und nutzen die Linearitdt des Integrals bzgl. eines
Skalars aus:

d
Jsa—1 > a0 o(do)
=1

/ A0 o (df) = :

Sd—1 d

Joa—1 > a®i0® o(db)
=1

d .
S a' fuy 09 o (df)
=1

i
S a [ou 0 09 o (df)
1=1
Jsa—1 0Wa(df)
= A f
Jsa—1 0 Do (dh)

—A [  6o(ds).

gd—1

Wir erhalten mit der Symmetrie eine reelle Darstellung des Symbols:

Satz 6.2. Falls das Maf$ o symmetrisch auf der Einheitssphdre ist, dann besitzt das Symbol
(6.1) fiir alle x,& € R? die Darstellung:

o) = [ [T (1= eos(rP90.6) TGatan) = [ (- cos(ln ) ontdn). 6:4)

2
,
Beweis. Der Integrand in der Darstellung des Symbols ist komplexwertig und wir teilen den
Integranden in den Realteil sowie Imaginérteil auf, d.h.

q(z,§) = /Sd_1 /OOO (1 - cos((TE(x)G,@)) %(j(d@)
wi ] (ocran 6P0.) —sin(00.6) o)

= qr(z,8) +i-qi(x,6).
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Mit dem Satz von Fubini kénnen wir die Integrationsreihenfolge im Imaginirteil ¢;(x, ) vertau-
schen und erhalten

gi(x,§) = /Sdl /OOO (1{0<r<1}<rE(z)9,§> — Sin(< z)g €>)) o(df)
= /OOO /Sdl (1{0<r<1}<TE($)9’€> — Sin(<rE(m)9’€>)) U(dﬁ)g

& dr
22/0 (Lio<ranpt = I2) —5o(db).

Mit der Linearitéit des Skalarprodukts, Lemma 6.1 und der Symmetrie des Mafles o folgt:

I = /S N 1<7«E(I>9,§>a(d9)

</S 90d9)§>
<E [, ootan.c)
=(0,¢

Wegen der Symmetrie von o auf der Einheitssphére folgt ebenso fiir alle r > 0:

I = sin((rP®)0, ¢))o(dh) = 0.

d—1

n

Mit diesen Uberlegungen ist ¢;(z, &) = 0 und es folgt mit Lemma 5.4 die Behauptung

4(@,€) = go(a,£) = /F (1= cos((9,€))) daldy).
]

Die Symmetrie des Mafles o ist nach Bemerkung 5.3 dquivalent zur Symmetrie des OSL Lévy-
MaBes ¢, d.h. ¢ (A) = ¢, (—A) fiir alle A € B(T') und = € R?.

Fiir symmetrische operator-stable-like Lévy-Mafle konnen wir die Klasse von operator-stable-like
Prozessen, als einer Teilklasse von Feller-Prozessen, definieren:

Definition 6.3. Sei X = (X;),5 ein Feller-Prozess, der das Symbol

4(x.6) = / (1 - cos((9,€))) o(dy), =€ R, (6.5)

besitzt, wobei ¢, (-) ein symmetrisches operator-stable-like Lévy-Maf ist. Wir nennen X einen
operator-stable-like Prozess, kurz OSL Prozess.

Damit haben wir also einen Feller-Prozess als Losung der SDE (5.15) konstruiert, der das z-
abhéngige Lévy-Tripel (0,0, ¢,(-)) besitzt.
Der Erzeuger eines OSL Prozesses lisst sich folglich auch mit dem OSL Lévy-Mafl ¢, darstellen.

Proposition 6.4. Der Erzeuger eines OSL Prozesses X besitzt die Darstellung

Au(z) = /F (u( + ) — (@) + Ly (Vu(z), 1)) bx(dy) (6.6)

fiir u € C*(RY).
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Beweis. Mit der Symmetrieeigenschaft des Mafles ¢, folgt wie bei der Berechnung des Symbols

/F (sin({y, £)) = Ljyjry (4:€) 62 (dy) = 0.

Die Integrierbarkeit des Integranden erhalten wir aus Proposition 5.7, dass ¢, (-) fiir festes x € R?
ein Lévy-Maf} ist, und der Abschéitzung

[sin((y, €)) — 1qjy<13(¥: )|
< L-1gypzay + [sin((y, €)) = (w: Ol gy)<1y
<1 Ly + Ky OPLy<y
< 1Lz + I9IPIEIPLggn<ay
< (T+1€1?) @A lwl?)

wobei wir eine Taylor-Entwicklung und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt haben.
Zur Symboldarstellung fiigen wir diesen Term hinzu

q(z,§) = /1“ (1 —cos((y,&)) pz(dy) —Z’/F (Sin(<y,§>) - 1{||y||<1}<y,£>) oz (dy)
B /F (1 — e 4 1{||y||<1}i<y7£>) b2 (dy).

Mit Korollar 3.10 folgt fiir u € C°(RY)
R Al COLIGE
R4

- /R o ( /F (1= @9+ 1y <1yt ©)) m(dy)) al€)ds
= /F /R (e — o) 1) 1yiel =y, €) ) al€)déoa (dy),

wobei wir den Satz von Fubini verwendet haben. Unter Beachtung der Differentiationsregeln der
Fourier-Transformierten fiir den Teil mit der Indikatorfunktion im Integranden erhalten wir mit
der Riicktransformation die behauptete Darstellung. O

Diese Darstellung lasst sich alternativ aus der allgemeinen Darstellung des Erzeugers des kon-
struierten Feller-Prozesses unter der Symmetriebedingung zeigen.

Beispiel 6.5. Fortfiihrend des Beispiels 5.8 bestimmen wir das Symbol eines a-stable-like Pro-
zesses. Das Lévy-Maf lisst sich mit der Substitution u = rV/*®) darstellen durch

a(x)

Da o die Gleichverteilung auf S ist, vereinfacht sich die Darstellung mit entsprechender
Skalierung zu
Oa(a:)
Pa(dy) = - Sy -
’ ||+ )
Die Konstante Cy(y) > 0 ist so gewdhlt, dass

d
a(z) _ _ Y
Hé” _C(Jé(l‘)/l_‘(l COS(<y7£>)) Hy||d+a(z)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

gilt, d.h.

ofz)2¢@) =11 (a(12)+d>
wd/2T (1 - @)

siehe Exercise 18.23 in [5]. Dabei ist mit I'(z) die Gamma-Funktion gemeint. Das Symbol des
stable-like Prozesses lautet somit

Co(z) =

)

4(z.€) = /F (1 — cos ({5.€))) éu(dy) = €.

6.2 Eigenschaften des Symbols

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Symbol des OSL Prozesses. Zuerst listen wir die ele-
mentaren Eigenschaften auf:

Satz 6.6. Das Symbol besitzt die folgenden Figenschaften:
(i) Fiir alle z € RY ist q(z,0) = 0;
(ii) Es ist beschinkt, d.h. es existiert eine Konstante C > 0 mit

supd lg(z,8)| < C (1 + H§H2) fiir alle &€ € RY;
z€R

(iii) x — q(x, &) ist stetig fiir alle & € RY;

(iv) Das Symbol q(x,-) ist symmetrisch fiir alle x € R, d.h. es gilt
q(w,€) = q(e,—€)  fir alle z,€ € RY.
(v) Das Symbol erfillt die Sektor-Bedingung, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit

Im q(x,€)| < CReq(z,€)  fiir alle z,& € R%

Beweis. Fiir die Beweise von (i)-(iii) betrachte Satz 5.27. Die Eigenschaften (iv) und (v) ergeben
sich unmittelbar aus der reellwertigen Darstellung des Symbols. 0

Das Symbol besitzt eine sehr niitzliche Skalierungseigenschaft im zweiten Argument, die aus der
Skalierungseigenschaft des Lévy-Mafles folgt.

Satz 6.7. Das Symbol q(x,&) erfillt die folgende Skalierungseigenschaft fir alle t >0 :

q(z, t7)€) = tq(z, €). (6.7)

Beweis. Mit der Symmetrie des Exponenten, siehe Bemerkung 2.5, und der Skalierungseigen-
schaft des Lévy-MaBes ¢, (t~F(®) A) = t¢,(A) fiir t > 0 und A € B(T'), sieche Bemerkung 5.3,
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

folgt:
(e, t70¢) = | (1= cos((y,t"7)¢)) 6 (dy)
(1= cos((t"*)y. ) ) @ (dy)

(1 = cos((y,€) (£¢x ) (dy)

(1= cos((y,€))) da(t 7@ dy)

(1 —cos((y,&))) tox(dy)
tq(z,§).

I
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O
Mithilfe der Skalierungseigenschaft bekommen wir schirfere Abschitzungen fiir das Symbol.

Satz 6.8. Sei K eine kompakte Teilmenge des R?. Dann existieren Konstanten Cy,Cs,Cs,
Cy >0, so dass

i) fir alle x,& € RY gilt:
(1) f 9

CLIEIVA®  fir €] < 1.
ey < {CHEI i < .
Call¢]] far €] = 1;
(ii) fiir alle x € K und alle ¢ € R? gilt:
Calle @ fir ] < 1,
e > {CHEI il < o)
Culigll fiir [|€]] = 1.

Beweis. Der Fall £ = 0 ist wegen ¢(x,0) = 0 offensichtlich erfiillt.
Fiir £ € I" benutzen wir die Darstellung mithilfe der verallgemeinerten Polarkoordinaten

€ =1 (6)P D (8),
wobei 7,(&) > 0 und I,(£) € S ! ist. Mit der Skalierungseigenschaft des Symbols folgt
g(2,8) = q(@, 7()"P1(€)) = 72 (Oa(, 1 (€)). (6.10)

Wir zeigen zuerst die beiden oberen Abschétzungen.
Wegen der Beschrinktheit des Symbols (siehe Satz 6.6) existiert eine Konstante C' > 0 mit

lg(2,6)] < C(1+]1€?)  fiir alle z,¢ € R?

und somit folgt fiir ||£|| < 1 mit der Darstellung (6.10) und der Abschitzung fiir 7,(£) aus
Lemma 2.7 (i) :

(2, )| = 7(&)la(@, 1(€))] < T(E)C (14 [IL(€)I?) = 207(€) < Cafl€) /A,
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Der Fall ||£]|| > 1 folgt analog mit Lemma 2.7 (ii).

Fiir die unteren Abschétzungen nutzen wir aus, dass das Symbol ¢(-,-) stetig und positiv auf
der kompakten Menge K x S? 1 ist. Folglich existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle
r € K und 1,(¢) € S gilt:

lq(z,1.(§)| = C > 0.

Mit der Darstellung (6.10) fiir das Symbol und den unteren Abschétzungen fiir das Wachstums-
verhalten der radialen Komponente 7,(§) aus Lemma 2.7 folgen die Behauptungen. O

Mit der Beschréanktheitsbedingung (E3) an die Realteile der Eigenwerte von E(x) aus Definition
5.1 bekommen wir ungenauere Abschitzungen, die jedoch den Vorteil haben, dass sie nicht mehr
von z abhéngen.

Korollar 6.9. Sei K eine kompakte Teilmenge des R%. Dann existieren Konstanten Cy,Cy, C3,
Cy >0, so dass

i) fir alle z,& € R? gilt:
(1) [ 9

Cullele g llel < 1,
6 < 6.11
oz ) {czugul/a fir €] > 1; (6.11)
(ii) fiir alle x € K und alle ¢ € R? gilt:
Csllel e fr |le] < 1,
6] > 6.12
o= {cuusul/b fiir I€]| > 1. (6.12)

Bemerkung 6.10. Mit der Skalierungseigenschaft ist das Symbol wegen

9(2,6) = 72()a(2,12(€), r€R'und £ €T,
durch seine Werte auf R x (Sd_1 U O), wobei 0 der Nulloperator auf R? ist, vollstéindig bestimmt.

Bemerkung 6.11. Wir definieren eine Funktion a(z) : R? — (1/b,1/a). Wegen der Voraus-
setzungen an die Realteile der Eigenwerte, siehe Definition 5.1, ist (1/b,1/a) C [0,2]. Mit den
Abschétzungen aus Korollar 6.9 erkennt man, dass sich das Symbol des OSL Prozesses lokal wie
1€|%®) verhilt, d.h.

la(a, )] ~ 1€]* (6.13)

fiir alle 2 € K, wobei K C R? kompakt ist, und ¢ € T. ! Falls a(z) Lipschitz-stetig ist, dann
verhilt es sich folglich lokal, wie das Symbol eines stable-like Prozesses, siehe Beispiel 6.5.

Uber das Symbol leiten wir zusitzliche Aussagen bzgl. der Stetigkeit her.
Satz 6.12. Das Symbol ist gleichmdfig stetig in & = 0.

Beweis. Aus dem vorherigen Korollar 6.9 folgt direkt

lim sup |g(x,&)] < lim Cy[[¢]|"* = 0.
€11=0 zerd lI€]]—0

O]

'Zur Erinnerung: Fiir Funktionen f, ¢ : R? — R schreiben wir f ~ g, falls Konstanten C1, Co > 0 existieren mit

Cif(x) < g(z) < Ca2f ().
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

In Lemma 5.11 haben wir eine obere Schranke fiir die Differenz des Matrixexponentials in der
Norm fiir kleine Werte von r, d.h. r € (0,1), hergeleitet. Eine dhnliche Abschitzung brauchen
wir nun fiir den Fall r > 1.

Lemma 6.13. Fiir § > 0 existieren Konstanten C,C > 0, so dass fir alle r > 1 und alle
z,y € R gilt: .
IrP) — PO < O E(x) - E(y)|lr"? < Cllz — y|Ir"*. (6.14)

Beweis. Der Beweis erfolgt analog dem Lemma 5.11, wo wir den Fall » € (0, 1) behandelt haben.
Sei r > 1. Wir setzen t := In(r) > 0, A := E(y) und B := E(z) — E(y). Mit Lemma 5.10 gilt die
Identitét

In(r)
VB _ B) _ / I -9) (B(2) — B(y))eP@s ds
0

und es folgt
In(r)
IrPE) — PO < || B(z) — E(y)!/ [P WO=I | [ P02 ds,
0

Mit der Substitution s = In(v) ist das vorherige Integral gleich

/7" |eE@ ) =In(@)| || E) 1n(v)||1 do — /r H (f)E(y)
1 v 1 v

Da v > 1 und r/v > 1 ist, existieren mit Korollar 5.6 Konstanten C7,Cy > 0, so dass wir weiter

abschéitzen konnen
/ " ( T ) E(y)
1 v

1
AP@ )= d.
v

. H”E(m)

1 " b 1
= dv < 0102/ (£) v
v 1 \v v
"1
= C1Cyr? / ~dv
1 U
= C’ngrb IH(T’)
Dabei ist 7~ In(r) wegen § > 0 und 7 > 1 beschrinkt. O

Satz 6.14. Fiir festes € € R existiert eine Konstante C > 0, so dass fir alle z,y € R? gilt:

lq(z,8) —a(y, O < C(lz =yl + [l = wll") (6.15)

mity =1, falls b < 1, bzw. v = %, falls b > 1.
Insbesondere im Falle b < 1 ist x + q(x,€) fiir alle ¢ € R? Lipschitz-stetig.

Beweis. Wir wihlen ¢ € R? beliebig, aber fest und erinnern an die trigonometrische Identitit,
die sich unmittelbar aus den Additionstheoremen ergibt,

cos(w) — cos(z) = —2sin (w ;— Z) sin (w 2_ Z) fir w, z € R. (6.16)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Mit der Identitit (6.16) folgt fiir alle x,y € R®:

o0, = a1 < [ [ Joos (1796.6)) = cos (F06.6)) | Fota)

E@)g 4 E®) B@)g _ pEw)
_2/ (/ ( 0+r 9@)$n<@ 0—r a@) dr  a9)
§d—1 2 2 T2
E(x E(y) E(@)g _ pE)
<y ( 0+r 0§>>Sm<(r o—r 9,5)) ar )
§d—1 2 2 2
E(x — rEW)
+2 / / ( b—r%9, 5>> o(d6)
§d—1 2
—: 21} +2I5.

Zu I: Mit |sin(z)| < |z| fiir z € R und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt einerseits
‘ <<TE(1)9 1 rEWg, §>>
sin 5

und nach Korollar 5.6 existieren Konstanten C,Cy > 0, so dass fiir r € (0, 1) gilt:

< ‘(rE(x)e +rEWg, g)‘

< Jigl (=) + =@ )

|rE@ | < und  [[FPW|| < Cyre.

Mit C5 := ”f” maX{Cl,CQ} folgt

E(x) E(y)
sin <<T Otr 9’§>> < Csr®.

2

Andererseits existiert fiir 6 > 0 mit Lemma 5.11 eine Konstante Cy > 0, so dass die folgende
Abschétzung fiir r € (0, 1) gilt:

P — PO < Cyl|lz -yl

Damit folgt fiir § € S41

. <<TE(96)9 _ rEWg, 5>>
Sin 2

fiir eine Konstante Cs > 0. Wir erhalten mit diesen Abschéitzungen fiir den Integranden von Iy:

d
I <C3C5||a:—yH/ / ra—0 2l o (do)

:CgC'5Ha:—yHa(Sd 1)/ 2a—0— 2dr < o0,
0

< rF@ =P ig) < Csllz — yllre?

[\G][S%)

da a —
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol
Nun betrachten wir I5: Mit der Ungleichung |sin(z)| < |z|" fiir v € (0,1] und z € R folgt
o
d
I < / / )<7«E<r>9 — 2w, &) o (dh)
sd—1 Jq r

< / / 1rE@6 — PWa| - e o (a6)
sd—1 Jq T

_ o . dr
<lelro(st) [ e - FO P,

Im Fall b > 1 wahlen wir v = i sowie die Konstante ¢ > 0 so, dass § < b ist. Dann erhalten wir

mit Lemma 6.13
© dr X by
/ IrE@ — PO||% 5 < Cgllz — || / ro ~2dr < oo
1 r 1
mit einer Konstanten Cg > 0.

Fiir b < 1 wéhlen wir v = 1 sowie die Konstante § > 0 so, dass b+ § < 1 gilt. Dann folgt
wiederum mit Lemma 6.13 die Existenz einer Konstanten C7 > 0 mit

/ [P — TE(y)H% < Crllz — || / P20 < oo,
1 1
dab+d <1

Mit den Abschétzungen fiir I; und I folgt die Behauptung. O
Nun fithren wir den Begriff einer (3, E(x))-zuldssigen Funktion ein.

Definition 6.15. Sei # > 0. Eine stetige Funktion f : R? — [0,00) heiBt (3, E(x))-zulissig,
falls (&) > 0 fiir alle £ € T" ist und fiir alle 0 < A < B existiert eine Konstante C' > 0, so dass
fiir alle A < [|n|| < B gilt:

W) <1 = [f(E+n) — f(n)| < Cra(€)°. (6.17)

Im folgenden Satz zeigen wir, dass das Symbol im zweiten Argument eine (3, F(x))-zuléssige
Funktion ist. Dabei orientieren wir uns am Beweis von Theorem 2.11 in [6].

Satz 6.16. Fiir alle x € R? ist

oe.) = [ [ (1= oslP0,0)) Fatan)

r
eine (B, E(x))- zuldssige Funktion mit 8 < a A §, falls a <1, und =1, falls a > 1.

Beweis. Fiir das Symbol haben wir ¢(x,£) > 0 und ¢(x,§) = 0 impliziert £ = 0. Es bleibt nur
(6.17) zu zeigen. Mit der Identitst (6.16) folgt fiir alle &,n € R%:

n <<rE<fﬂ>0,25 + 277>> i <<rE<ﬂ;>e,§>>

q(x, & +n) —q(z,n)| <2 " /0 %a(dﬁ). (6.18)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Zunichst betrachten wir den Fall a > 1: Einerseits folgt fiir € (0, 1) mit | sin(w)| < |w| (w € R),
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Korollar 5.6

( 95)) dr (df) /Sd 1/‘ (rE@g. ¢ —a(d@)
</, / P20 - e Sy or(ao)

< CJ(Sdl)Hfﬂ/ r*2dr < oo,
0

Sd—1

da a > 1. Fir r > 1 folgt andererseits

/S/ <E<~’095>> d9<2/8d1/°°1d7“gde

Damit ist das Integral in (6.18) endlich. Aulerdem folgt mit der Darstellung der verallgemei-
nerten Polarkoordinaten ¢ = 7,(€)#®)[,(¢) die Abschiitzung

R COIEY N n<<E(2)“>) Y o ab)
_, /S /000 i (rE(w)Q,TI(Qﬁ)E(x)lx(f))) %U(dm
) /S [ fan <<rTw<§>>E2<f>9,zx<£>>> & ta)
~on) [, [ i (2550 ) | e,

wobei wir im letzten Schritt die Substitution r = s/7,(£) benutzt haben. Das Integral ist wegen
a > 1 endlich, siehe oben, und somit folgt die Behauptung mit 5 = 1.

Nun zum Fall a € (%, 1): Dann existiert mit Korollar 5.6 eine Konstante C7; > 0, so dass
fiur r <1 gilt:

sin <<TE($)0’§ + 277>> sin <W>9’§>> | < . ’<7°E(z)9,§+ 277>‘ ' ‘<TE(I)9,§>’
2 2 2
1
< 5 (Il +2Inll) el -0l
< Cr (€l + 20l €]l

. . . 1
Fiir r > 1 folgt wegen |sin(w)| < w|” fiir vy < 1A 3
. <<7’E(l’)9,£>> |
sin | g

E(x) E(x)
sm<<’“ 9,5+2n>>sm<<r 6,5>>|S
2 2
1 Y- E@) g1y
Sl @)

< Calig|r™,

IA
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

wobei wir in der letzten Ungleichung Korollar 5.6 mit Konstante Co > 0 verwendet haben.

Wegen
1
/ 22 2dr < o
0

(0.)
/ 7 2dr <
1

fir v < 1A % kénnen wir (6.18) abschitzen und haben gezeigt, dass eine Konstante C' > 0
existiert mit

fir a > % und

lg(z, €+ 1) = gz, )| < CllE]"
fir alle [|£]] <1 und A < ||n|| < B. Wegen Lemma 2.7 (i) existiert eine Konstante C' > 0 mit
I€]l < Cro (€ < Cra(€)®

fiir [|£|| < 1. Die Behauptung folgt dann mit 8 = va < a A §. O

6.3 Komplexe Darstellung des Symbols

Nun stellt sich die Frage, ob wir eine Symboldarstellung iiber das operator-stable-like Lévy-Maf3
auch unter einer schwicheren Bedingung als der Symmetrie erhalten kénnen. Diese Fragestel-
lung werden wir in diesem Abschnitt untersuchen.

Dazu fithren wir eine Integrationsbedingung an das Mafl ¢ in der Darstellung des OSL
Lévy-MafBles ¢, ein. Wir fordern, dass fiir das Mafl o gelten soll:

/ 0 o(df) = 0. (6.19)
Sd—1

Offensichtlich ist die Bedingung fiir symmetrische Mafle erfiillt. Die Integrationsbedingung ist
jedoch nicht ausreichend, so dass wir eine weitere Bedingung an die Realteile der Eigenwerte
des Exponenten E(z) benotigen. Fiir diese muss gelten, dass sie echt grofier Eins sind, d.h.
a > 1. Dann kénnen wir eine komplexe Darstellung des Symbols iiber das operator-stable-like
Lévy-Maf herleiten.

Um dies zu beweisen, brauchen wir nachfolgende Abschéitzung:

Lemma 6.17. Es existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle z,& € R? und § € S¢1

1= 708 < 0 (14 ) (1) (6.20)
erfillt ist. Fir a > 1 ist
00 d
/ (1 A7) 72 < . (6.21)
0

Beweis. Mit einer Taylor-Entwicklung und Korollar 5.6 fiir » € (0, 1) erhalten wir
. ei“E(z)g@‘ <2 1pen + ‘1 B ei(mme,&)‘ L(o<ret)
<2 oy + [ 790,6)| 100y

<2 1>+ "TE(I)‘|”§"1{O<r<1}
< 2 Lony + Crrfli€l L jo<r<ny
<20 (Ll (L AT®)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

mit Konstante C7 > 0.
Fiir a > 1 gilt

00 d 1 oo
/ (LAT?) g = / 2 dr —l—/ r2dr < oo.
0 r 0 1

Satz 6.18. Fulls das Maf o die Integrationsbedingung (6.19) erfillt und a > 1 ist, dann besitzt
das Symbol (6.1) fiir alle x,& € R? die Darstellung

gz, &) = /Sd 1/ E(z)e@) jf;“ (df) = /F<1—e “)%(dy) (6.22)

Beweis. Wegen Lemma 6.17 (bzw. dem Beweis des Lemmas fiir den zweiten Integralterm) lésst
sich das Integral auseinanderziehen

ow)= [ [ (1= 1{o<r<1}z‘< “16,6)) S5 (a)

:/ / (1_ei(r r>9§> o(df) —i—z/ / Lip<r<ty (r E(z)g £>7J(d9)
sd—-1 Jo Sd—1

::Il—l-i'IQ

O

Mit der Linearitét des Skalarproduktes, Lemma 6.1 und der Integrationsbedingung (6.19) folgt

/S P00, €)o (do)

ey
[{] mond?
- [ 0o

Mit Lemma 5.4 erhalten wir schliefllich

e, = = [ (1= ¢99) 6. (ay).

\

O]

Proposition 6.19. Unter den Bedingungen aus Satz 6.18 ldisst sich der Erzeuger darstellen
durch

Auta) = [ (uta+ 1) = uta)) 62(dy) (6.23)
fiir uw € C(RY).
Beweis. Die Darstellung folgt fiir u € C2°(R?) aus Korollar 3.10
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

wobei wir den Satz von Fubini angewendet haben. Mit der Riicktransformation der Fourier-
Transformierten erhalten wir die Behauptung. O

Bemerkung 6.20. Die hier hergeleitete komplexe Darstellung des Symbols hat den Nachteil,
dass wir den Bereich der Realteile der Eigenwerte noch weiter einschrénken. Dadurch ist z.B.
die Klasse von a-stable-like Prozessen nur noch enthalten, falls a(z) € (%, 1) ist. Deshalb haben
wir die Klasse von operator-stable-like Prozessen nicht {iber diese Symboldarstellung definiert.
Nichtsdestotrotz haben wir eine weitere Darstellung des Symbols bzw. des Erzeugers der OSL
Prozesse gezeigt, falls fiir den Realteil des kleinsten Eigenwertes die Bedingung a > 1 erfiillt ist.

6.4 Eigenschaften der komplexen Symboldarstellung

Abschlielend untersuchen wir die im vorherigen Abschnitt hergeleitete komplexe Darstellung
des Symbols. Dabei setzen wir voraus, dass das Mafl o die Integrationsbedingung (6.19) erfiillt,

dh.
/ 0 o(df) = 0,
§d—1

und der Realteil des kleinsten Eigenwertes nach unten durch Eins beschréankt ist, d.h. es gilt
a>1.

Fiir das Symbol listen wir wieder die elementaren Eigenschaften auf:
Satz 6.21. Das Symbol besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle x € R? ist g(x,0) = 0;

(ii) =+ q(x,€) ist stetig fiir alle &€ € RY;
(iii) Es ist beschankt, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit

sup |q(z,8)| < C(L+[€ll)  fiir alle & € RY;
zCRd

Beweis. Die Eigenschaft (iii) folgt direkt aus Lemma 6.17. O

Bemerkung 6.22. (i) Das Symbol erfiillt im Gegensatz zur reellen Darstellung nicht die
Sektor Bedingung, d.h. es existiert keine Konstante C' > 0, so dass

[Im ¢(x,€)| < CReq(z,€) fiir alle z,& € RY

(ii) AuBerdem ist es nicht symmetrisch.
Wie im reellen Fall besitzt das Symbol eine Skalierungseigenschaft.

Satz 6.23. Das Symbol q(x,&) erfillt die folgende Skalierungseigenschaft fir alle t >0 :

q(z,t¥0¢) = tq(x, ©). (6.24)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Beweis. Mit der Skalierungseigenschaft des Lévy-MaBes ¢, (t 2 A) = t¢,(A) fiir t > 0 und
A € B(I'), sieche Bemerkung 5.3, folgt

q(x tE 1— (y,tE @) g) ) qbz(dy)

Al

<1 (B @)y €) ) qu(dy)
(1 ) 2 (t @ dy)
(

1—eyf) +(dy)

O]

Da die Beweise analog wie fiir das Symbol des OSL Prozesses mit der Skalierungseigenschaft
erfolgen, nennen wir nur der Vollsténdigkeit halber die folgenden Abschitzungen fiir das Symbol
und die Aussage bzgl. der Stetigkeit.

Satz 6.24. Sei K eine kompakte Teilmenge des R%. Dann existieren Konstanten C1,Ca,Cs,
Cy >0, so dass

(i) fir alle z,& € R? gilt:

Chllg|[M/A@) fir €] < 1,
a6 < LT el = (6.25)
Co|€]| fiir (€]l > 1
(ii) fiir alle x € K und alle ¢ € R? gilt:
Csl|¢|[*/2@) fiir €] < 1,
a1 = { I gir e (6.26)
Cal€]l fiir [|€]] > 1.

Korollar 6.25. Sei K eine kompakte Teilmenge des R®. Dann existieren Konstanten Cy,Cs,
Cs,C4 > 0, so dass

(i) fir alle x,& € R? gilt:

Cullel® g el < 1,
< 6.27
'wéﬂ‘{CMm”a fiir [l > 1 (6.27)
(ii) fiir alle x € K und alle ¢ € R? gilt:
Callele g el < 1,
o) > 6.28
la(. &) {cmme fiir [l > 1. (6.28)

Bemerkung 6.26. Das Symbol ist gleichméfig stetig in € = 0.

Satz 6.27. Fiir festes & € R? existiert eine Konstante C' > 0, so dass fir alle z,y € R? gilt:

l9(2,€) = a9, < C (llz =yl + o — yl|F) (6.29)
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6 Operator-stable-like Prozess und Symbol

Beweis. Um den Imaginérteil des Symbols abzuschétzen, benutzen wir die trigonometrische
Identitét

sin(w) — sin(z) = 2 cos (w;z) sin <w2z) fiir alle w, z € R. (6.30)

Mit dieser und der Identitit (6.16) fiir den Realteil folgt fiir alle z,y € R%:

o) —aw o< [ [T

E(y)e £) < E(z)9 £>‘ dr (d&)
T‘

B Vg +rE@g )\ [ (rFWe —rE@g €Y\ | dr
Q/Sdl/ ( 5 )sm( 5 50 (df)
00 E(y) E(x) E(y)g _ yE(x)
+ 2/ / sin (<T btr 0’§>> sin ((r b-r 9’§>) ﬁa(de)
sd—-1 Jo 2 2 T2

r2 o(de).

> (rWg — rE@g, ¢)
< 4/§d1 /0 sin ( 5

Dann wéhlen wir eine Konstante § > 0 so, dass a — d > 1. Fiir dieses § existiert wegen Lemma
5.11 eine Konstante C' > 0, so dass fiir 7 € (0,1) und 6 € S9! gilt:

E(y)g — pE(x)
sin <<T il 0’§>> < [(rFWg — E@)g )|

2
< rF@ = F@ g
< Clly — zllr* =[]l

1
/ / r¢ 0 2dr < 00
sd-1.Jo

wegen a — 0 > 1. Der Fall » > 1 erfolgt analog wie im Beweis von Satz 6.14. O

Dabel ist

Satz 6.28. Fiir alle z € R? is

dw= [ [ (1-007) i

eine (B, E(x))- zulissige Funktion mit = 1.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog dem Beweis von Satz 6.16 fiir die reelle Symboldarstellung
der OSL Prozesse, wobei wir den Imaginérteil des Symbols mit der trigonometrischen Identitét
(6.30) abschiitzen. Damit folgt fiir &, 1 € RY%:

(rP@o,e +2m)\ [ (rP"0,¢)

5 sin #

= (rP@o,e +2m)\ [ (r"*0,¢)
+2/Sd1/0 cos( 5 )sm( > >

<4/Sd1/ < 95>>

Die Behauptung ergibt sich nun mit den Ausfithrungen fiir den Fall @ > 1 im Beweis des Symbols
der OSL Prozesse . O

o0
g, + 1) — g(en)] <2 / sin
Sa-1Jo

o (do).
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

In diesem Kapitel untersuchen wir die Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse, d.h.
wir betrachten einen Feller-Prozess, deren Symbol gegeben ist durch

4(z.6) = / (1 - cos((9,€))) o(dy), =€ R,

wobei ¢, (+) ein symmetrisches operator-stable-like Lévy-Ma$ ist. Dabei ist der Exponent F(x)
des OSL Lévy-Mafles orthogonal diagonalisierbar, Lipschitz-stetig und fiir die Realteile der Ei-
genwerte gilt

1
§<a§)\(x)§A(:c)§b<oo fiir alle z € RY

mit Konstanten ¢ > 1/2 und b > a.

Fiir die Beschreibung und Analyse der Pfadeigenschaften nutzen wir vor allem Resultate fiir
Feller-Prozesse bzw. Markov-Prozesse aus der Literatur und wenden diese auf die OSL Prozesse,
als einer Teilklasse von Feller-Prozessen, an. Wir konzentrieren uns dabei fiir den OSL Prozess
auf Maximalabschétzungen, die Existenz von Momenten, das asymptotische Kurz- und Lang-
zeitverhalten der Pfade sowie die p-Variation. Einen Uberblick iiber die bekannten Resultate fiir
Feller-Prozesse liefert Kapitel 5 in [10], aus dem wir hier zumeist zitieren. Es hat sich fiir Feller-
Prozesse herausgestellt, dass das Symbol ein wichtiges Hilfsmittel ist, um die Pfadeigenschaften
des Prozesses zu beschreiben und zu analysieren. In diesem Kapitel werden wir deshalb die in
Abschnitt 6.2 hergeleiteten Eigenschaften des Symbols der OSL Prozesse, vor allem die unteren
und oberen Abschétzungen, in den Beweisen verwenden.

7.1 Maximalabschatzungen

Wahrscheinlichkeitsabschéitzungen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um die Pfadeigenschaften eines
stochastischen Prozesses zu untersuchen. Wir leiten hier Maximalabschétzungen fiir den OSL
Prozess her, die wir im weiteren Verlauf fiir die Betrachtung der Existenz von Momenten, das
asymptotische Verhalten und die starke p-Variation zumindest indirekt benutzen werden.

Dazu fithren wir eine Stoppzeit ein, die Erstaustrittszeit.

Definition 7.1. Fiir jedes z € RY und R > 0 definieren wir die Erstaustrittszeit 7' des
Feller-Prozesses X = (X¢);>0 mit Startpunkt Xo = z f.s. aus der abgeschlossenen Kugel Bp(x)
durch

T:=Tg:=inf{t >0: || X; —z| > R}. (7.1)

Die Erstaustrittszeit T' ist eng verbunden mit dem Supremum des Prozesses iiber die Beziehung
{T' <t} C {sup | Xs — x| > R} c{T <t} cC {sup | Xs — || > R} (7.2)
s<t s<t

und daraus lassen sich Maximalabschiatzungen fiir den Feller-Prozess in Abhéngigkeit seines
Symbols herleiten. Allgemein fiir Feller-Prozesse gelten folgende obere Abschétzungen fiir die
Erstaustrittszeit und den Maximumsprozess, siche Theorem 5.1 und Corollary 5.2 in [10].

Satz 7.2. Sei X ein Feller-Prozess mit Erzeuger (A, D(A)), Symbol q(z,€) und CX(RY) C
D(A). Dann ezistiert eine Konstante C' > 0 mit

P* <sup | Xs — x| > R) <PYT <t)<Ct sup sup |q(y,&)| (7.3)
s<t ly—zl|<R|£I<1/R
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

fiir alle z € R* und R,t > 0.

Aus dem Beweis von Satz 7.2 lisst sich eine untere Grenze fiir den Erwartungswert der Erstaustritt-
szeit von Feller-Prozessen angeben, siehe Corollary 5.3 in [10].

Korollar 7.3. Sei X ein Feller-Prozess wie in Satz 7.2. Dann gilt

C
E*(T) > fiir alle 2 € R und R > 0 (7.4)

sup  sup |q(y,§)|
ly—=|| <R |l¢]|<1/R

mit der Konstanten C > 0 aus (7.3).

Fiir OSL Prozesse, als einer Teilklasse von Feller-Prozessen, bekommen wir mithilfe dieser Re-
sultate die Abschéitzungen:

Korollar 7.4. Sei X ein OSL Prozess. Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass

(i) fiir alle x € R, t >0 und R > 1 gilt:

P* (Sup | Xs — x| > R) < CtR™V?,
s<t

(i) fir allex € RY, ¢t >0 und 0 < R < 1 gilt:

P (sup | Xs — || > R) < CtR™/e,
s<t

Dieselben oberen Abschitzungen gelten jeweils fiir P* (T < t).

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir die oberen Abschéiitzungen fiir das Symbol aus Korrollar
6.9, d.h. es existieren Konstanten C1,Cy > 0 mit

(3, 6)] < Cullgl® fur [l <1
U T | Cellglte i flel > 1

fiir alle z € R%. Wihle nun C' := max{C}, C}. Dann folgt fiir alle z € R und R > 0:

CllellM® fiir [le]} < 1

Clelve  fir ) > 1 ®)

sup  sup [g(y, )| < sup {
le—yll<R [[€]I<1/R I€lI<1/R

Nun betrachten wir zunéchst den Fall R > 1 und somit das Supremum {iber alle ||£]| < 1/R < 1.
Dann ist

()= sup C|¢||"" = CR".
lel<1/R

Fir 0 < R <1 haben wir

()= sup C|¢|M/* =CRe.
lell<1/R

Die Behauptungen folgen nun mit Satz 7.2.
O

Fiir den Erwartungswert der Erstaustrittszeit des OSL Prozesses erhalten wir aus dem vorherigen
Korollar und Korollar 7.3 die untere Abschéitzung.
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Korollar 7.5. Sei X ein OSL Prozess. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle
z € R gilt:

/ .
E*(T) > {C’R1 b fir R>1 (7.5)

CRY*  fir R<1.

Der folgende Gegenpart von Satz 7.2 liefert uns fiir Feller-Prozesse eine obere Grenze fiir die
Tail Wahrscheinlichkeit der Erstaustrittszeit und mit der Beziehung (7.2) eine untere Maximal-
abschétzung, siehe Theorem 5.5 in [10].

Satz 7.6. Sei X ein Feller-Prozess mit Erzeuger (A, D(A)), Symbol q(z,£) und CZ(RY) C
D(A). Dann gilt fiir alle € R? und R,t > 0:

—1
PP (T>t)<C |t sup inf  Re q(y,§) (7.6)
leN<1/(Rk(z,R)) lly—=zlI<R

und

~1
P* <sup [ Xs — 2] < R> <C|t sup inf Re q(y,&) (7.7)
s<t l€l1<1/(Rk(z,r)) ly—zl<R

mit Konstanten C > 0 und

g . Re q(y,$)
. 1mn 11
I€lI<1/(kR) [ly—=l|<r ||€]] Tm g(x, &

k(xz, R) := inf {k > <arccos 2/3>_1 I > 2R} , (7.8)

falls Tm q(z,&) £ 0, bzw. k(x,R) = (arccos 2/3)71, falls Tm q(z,&) = 0.

Bemerkung 7.7. Es ldsst sich zeigen, dass sich der vorherige Satz vereinfacht, falls das Symbol
die Sektor-Bedingung

IIm q(x,€)| < CReq(z, &) fiir alle z, & € RY (7.9)

mit einer Konstanten C' > 0 erfiillt. Die Konstante k(z, R) kann man in dem Fall abschétzen
durch

k(z, R) < max {20, (arceos 2/3)1} .

Aus dem Beweis ldsst sich fiir Feller-Prozesse eine obere Schranke fiir den Erwartungswert der
Erstaustrittszeit 7' herleiten, sieche Corollary 5.8 in [10].

Korollar 7.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.6 gilt fir alle x € R? und R > 0
-1
EY(T) <C sup inf Re q(y,¢)
lEll<1/(Rk(z,R)) lly—2l<R
mit der Konstanten C' > 0 und k(x, R) aus dem vorherigen Satz.

Der vorherige Satz ldsst sich insbesondere auf reellwertige Symbole anwenden, die lokal die
Abschitzung |g(x,€&)| > C||&]|* mit a € (0,2) und einer Konstanten C' > 0 erfiillen, somit
erhalten wir fiir OSL Prozesse:

Korollar 7.9. Sei X ein OSL Prozess. Dann existieren Konstanten Cqv,Cy > 0, so dass
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(i) fiir alle x € R, t >0 und R > % gilt:
C
P* (Sup X, — 2| < R) < —LR/e,
s<t t
(ii) fiir alle x € R4, ¢t >0 und 0 < R < % gilt:
C
P <sup | Xs — ]| < R) < iRl/ba
s<t t

wobei kg = (arccos 2/3) ist. Dieselben oberen Abschitzungen gelten jeweils fiir P* (T > t).

Beweis. Der Beweis erfolgt dhnlich wie in Korollar 7.4, wobei wir hier Satz 7.6 anwenden und
das Symbol nach unten abschétzen miissen.
Da das Symbol des OSL Prozesses reellwertig ist, ist die Konstante aus Satz 7.6:

ko :==k(z, R) = (arccos 2/3)

Mit Korollar 6.9 existieren Konstanten C3,Cy > 0, so dass fiir alle z € K C R? (K kompakte
Teilmenge) und alle ¢ € R? gilt:

Csllgle fiir Jlg]l < 1,

>
‘Q(x7€>‘ = {04”5‘1/5 fir Hf” > 1.

Nun sei C' = C3 A Cy. Dann ist fiir alle R > 0:

a(y,8)| > Clle|Me i €] < 1,

sup inf > sup ~ )
I€l1<1/(Rko) llu—zll<R ||5||<1/<Rko>{0\£\l”” fiir [[¢]] > 1.

Zunéchst betrachten wir R > %, also Riko < 1. Diese untere Abschétzung fiir das Symbol ergibt
mit Satz 7.6:

-1
P* (Sup [Xs — 2| < R) <C (t sup C~V||§Hl/a’>
s<t €11 <1/(Rko)

e (té(Rko)—l/a)*l

_ G
ot

Rl/a

und somit die Behauptung.
DerFall 0 < R < l?lo verlduft analog, wobei wir Riko > 1 beachten miissen:

-1
P* <sup 1 Xs — | < R) <C (t sup C‘HﬁHl/b>

s<t l€11<1/(Rko)
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Aus dem vorherigen Beweis folgt somit auch direkt eine obere Grenze fiir den Erwartungswert
der Erstaustrittszeit des OSL Prozesses.

Korollar 7.10. Sei X ein OSL Prozess. Dann existieren Konstanten C1,Co > 0, so dass fiir
alle z € R? gilt:

Cpl/b .. <
E*(T) < Ci-R fir 0 < R < 1/kg
Cy-RY*  fiir R>1/kg
-1
mit ko = (arccos 2/3)
7.2 Momente

Aus der oberen Maximalabschitzung bekommen wir die Existenz von Momenten des Maximum-
prozesses.

Satz 7.11. Sei X ein OSL Prozess. Fiir alle 0 < p < % gilt:
P
E® ((sup | Xs — x\) ) < 0.
s<t

Beweis. Der Beweis erfolgt &hnlich dem Beweis von Theorem 6.8 in [29].
Mit der Identitdt des Erwartungswertes fiir positive Zufallsvariablen erhalten wir fiir 0 < p < %

p [e%e]
E” <<supHXS —:):H) > :p/ yp_l - P* (supHXs -zl > y) dy
s<t 0 s<t
1 e’}
=p/ T (Suplle —zl| > y) dy +p/ T <supHXs -zl > y) dy
0 s<t 1 s<t
1 [e’s)
Sp/ yPdy +p/ yr Pt (Sup\Xs —z| > y) dy
0 1 s<t
o0
—1-1
Sl—l—p-C-t/ yPT T dy < o0
1

mit einer Konstanten C' > 0. Dabei folgt die letzte Abschitzung mit Korollar 7.4. O

Nun leiten wir asymptotische Abschitzungen der fraktionalen Momente des OSL Prozesses her,
d.h. wir betrachten das Kurz- und Langzeitverhalten von

E* <sup | Xs — 3:||p> fiir p > 0.
s<t
Fiir das Verhalten fiir ¢t € (0,1) ist kein besseres Resultat als
E® (Sup | Xs — 95Hp> <Ct
s<t

mit einer Konstanten C' > 0 zu erwarten, da sonst wegen dem Satz von Kolmogorov-Chentsov
die Existenz einer stetigen Modifikation folgen wiirde. Die Beweisideen der néchsten Aussagen
stammen aus [20].

67



7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

Satz 7.12. Sei X ein OSL Prozess. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass fir allet > 1
und 0 < p < % gilt:

E® (sg[t) | Xs — :ch> < Ct™. (7.10)
EAS

Beweis. Mit Korollar 7.4 folgt fiir allet > 1 und 0 < p < % :

o
E* (supHXs —ac||p> —/ P* <supHXs — x| > yl/p> dy
s<t 0 s<t
tbp o)
S/ 1dy+/ P (SupHXs -zl > yl/”) dy
0 tbp s<t

tor o) 1
—/ 1dy+Cl-t‘/ y b dy
0 top

=t 4 Oy -t -t = P
mit Konstanten C, Cq, Cy > 0. O
Das Analogon fiir das Kurzzeitverhalten lautet:

Satz 7.13. Sei X ein OSL Prozess. Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass fir alle
te(0,1) und 0 <p < § gilt:

E* (Sup 11X, — w) <Ot + 1), (7.11)
s<t

Beweis. Mit Korollar 7.4 folgt fiir alle t € (0,1) und 0 < p < 3 :

oo
E” (sup |1 Xs — :L'Hp> = / P* (sup | Xs — 2| > yl/p> dy
s<t 0 s<t

top 1
< / 1dy+/ P* (sup||X5 —z| > yl/p) dy
0 tap s<t

o0
+/ P* (sup||Xs — x| > yl/p> dy
1

s<t

1 1 o0 1
St“p+01~t-/ y_Gde—i-CQ-t-/ y rdy
tap 1
=t + Cit (1 —tP71) — Cot
= C (t% +1).
Dabei beachte, dass 0 < ap < 1 und bp < 1. O

7.3 Asymptotisches Verhalten

Im Folgenden mochten wir das lokale und globale Wachstum der Pfade des OSL Prozesses
charakterisieren. Wir zeigen, fiir welche v > 0
sups<; | Xs — | — Supy<y | Xs — |

d li
Tm 1/ oaer 1?1 t1/
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unter P* endlich oder unendlich fiir ¢ — 0 bzw. t — oo ist.

Fiir Lévy-Prozesse beschreibt unter anderem das Gesetz vom iterierten Logarithmus das asym-
ptotische Verhalten. Allgemein fiir Feller-Prozesse sind solche Resultate nicht verfiigbar. In [28]
bzw. Chapter 5.3 in [10] wurde das Grenzverhalten von Feller-Prozessen untersucht. Diese Er-
gebnisse geben hier wieder und wenden sie dann auf die in dieser Arbeit konstruierte Teilklasse
an. Fiir Feller-Prozesse lassen sich polynomielle Abschéitzungen des asymptotischen Verhaltens
der Pfade zeigen. Das Grenzverhalten fiir ¢ — 0 bzw. ¢ — oo wird durch das Verhalten des Sym-
bols fiir ||| — oo bzw. [|£]| — 0 bestimmt. Die Grenzen v werden durch das Symbol bestimmt.

Wir beschéftigen uns zuerst mit dem lokalen Verhalten. Dazu fithren wir Indizes fiir das Sym-
bol des Feller-Prozesses ein. Diese sind Verallgemeinerungen der Indizes von R. M. Blumenthal
und R. K. Getoor in [7] sowie von W. E. Pruitt in [24] und werden deshalb verallgemeinerte
Blumenthal-Getoor-Pruitt Indizes genannt, siehe Definition 5.13 in [10].

Definition 7.14. Sei ¢(z,£) ein negativ definites Symbol. Dann sind die verallgemeinerten
Blumenthal-Getoor-Pruitt Indizes (im Unendlichen) die Zahlen

e ]nf{7>>0 lim SUD| 1<) SUP|ly—al| <1/l [4(Y )] 0}
€] =00 €11

su su ,
ém { lim Plnll<|i€l SUP|ly— wa<1/||gH lq(y,n O}
[ €]
< inf inf Re
&Jzam{7>0:1m1 ol el i fy—ef<1/ e Re a(y,m) w
[|€]|—00 Hg”v
inf infy,,_ Re ’
0% Z&m{v>o Inll>ll¢] \wr%UMI q@n):“%'
€00 €]

Dabei beachte, dass in der Definition im Buch [10] der Druckfehler infy, < anstatt von
inf|, > ¢ fir 5., und 62, auftaucht. Zwischen den Indizes besteht der Zusammenhang

0<6L, <p" <BL <2 und 0<6% <6, <BL <2
Die Indizes des stable-like Prozesses wurden in Example 5.5 von [28] untersucht.
Beispiel 7.15. Fiir das Symbol eines stable-like Prozesses q(z,&) = ||€]|*®) lauten die Indizes:
0% = 0o = B2, = B3 = ala).

Im Allgemeinen kénnen wir jedoch nicht erwarten, dass die Indizes identisch sind.
Mit den Indizes im Unendlichen lésst sich das Kurzzeitverhalten von Feller-Prozessen beschrei-
ben. Dieses wird insbesondere von Xy = x abhéngen.

Satz 7.16. Sei X ein Feller-Prozess mit Symbol q(x,€).
Dann gilt P*-fast sicher

sup,<; || Xs — ||

. < _ . T
}g% Y =0 fir alle y > B, (7.12)
lim Ds<t IX, — o] =0 fir alley > B* (7.13)
t—0 1/ -
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und falls die Sektor Bedingung (7.9) erfiillt ist,

sup X, g .. ;
}g]% S—ttl/q{s =00 fir alley < 0u, (7.14)
. sups || Xs — ] )

%51[1) S—ttl/’ys =o00 fir alle v < 6%. (7.15)

Diese Resultate wurden mithilfe der Maximalabschéatzungen fiir Feller-Prozesse, die wir zu Be-
ginn des Kapitels dargestellt haben, bewiesen.

Die verallgemeinerten Blumenthal-Getoor-Pruitt Indizes im Unendlichen lauten fiir unser Sym-
bol:

Proposition 7.17. Der OSL Prozess besitzt die Indizes

1
=00 = — d 0o =0% = ——.
e TN =7 AW
Beweis. Zunichst bestimmen wir 52 :
Wegen Satz 6.8 existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle y,n € R? mit ||n| > 1 gilt:

la(y.m)| < Cllnl|" .

Auflerdem ist
C sup sup AW =C  sup[g)MAW)
InlI<lIgl ly—=l<1/l1€ll ly—=l<1/1I€]]
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit des Exponenten E(x) sind die Eigenwerte ebenfalls stetig, so

dass folgt

lim sup ngl/k(y) lim H§H1/A(y) H§H1/A(az)_
=0 Iy _g||<1/n 1yl ==l

Diese Uberlegungen ergeben

SUD || <[je]| SWP|y—af<1/1ill 12(%> M| _ 0} _ 1

,BOO:1nf{’y>O: lim o)

€ —o0 €17
Analog fiir éﬁo

Nun zu 0% : Da das Symbol die Sektor Bedingung erfiillt, kénnen wir in der Definition des
Indizes Re q(+,-) durch |q(-,-)| ersetzen. Mit Satz 6.8 existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir
alle n € R? mit ||n]| > 1 und alle y € K aus einer kompakten Menge K C R? gilt:

lq(y,n)| = C|ln||*/*®.

Weiter ist

C I/A C I/A
i i ey 171 e ey 171

und mit der Stetigkeit der Eigenwerte folgt

lim inf 1/A(y) — ¢ 1/A(@)
R Ll €]

Insgesamt erhalten wir

5% = sup {7 200 tim iz Pf—ey<i/er Re oy, m) Oo} 1
> lgll—o0 €l

Analog fiir 6. . O]
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

Das Kurzzeitverhalten ldsst sich mit Satz 7.16 wie folgt beschreiben.
Korollar 7.18. Sei X ein OSL Prozess. Es gilt P*-fast sicher

sup, <y || Xs — x|

1
lim =0 firalley>—

t—0 i/ Az)’
L osupgey | Xs —af| ) 1
}g% e =00 fiir alley < m

Um das Langzeitverhalten der Pfade zu charakterisieren, benotigen wir die verallgemeinerten
Blumenthal-Getoor-Pruitt Indizes bei Null, siche Definition 5.17 in [10].

Definition 7.19. Sei ¢(x,&) ein negativ definites Symbol mit beschrinkten Koeffizienten, d.h.
sup,epd |q(z,€)| < C (14 |€]]?) mit Konstante C' > 0. Die verallgemeinerten Blumenthal-
Getoor-Pruitt Indizes (bei Null) sind die Zahlen

. SUDgepd SUP|y <jig) [4(2,7)]
Bo :—sup{'yZO: lim —0\.
[HEN 1€l
B imsupdy>0: lim oPreR! SUPIni<|e| (@l _
- " el HE !
3o = inf {7 oo, T Brere infjmz e Re gl n) _ OO}
T lel-o 1€11 ’
dg :=inf {7 >0: lim infpep iannIlZlI&ll Re q(z,m) = oo} .
T lell=o 1€11

Dabei beachte, dass in der Definition im Buch [10] der Druckfehler infj, < ¢ anstatt von
inf), > ¢ fir 6o und &y auftaucht. Auch fiir die Indizes bei Null haben wir die Zusammenhinge

0<Bo<B,<d<2 und 0<fFy<dp<dp<2.
Beispiel 7.20. (a) Fiir den stable-like Prozess gilt

Bo=p,= inf a(zx) und &= do = sup a(x).
o zeR? z€R4

(b) Fiir den a-stabilen Lévy-Prozess sind alle Indizes (im Unendlichen und bei Null) gleich c.
Fiir das globale Wachstum der Pfade der Feller-Prozesse gelten die folgenden Abschétzungen:

Satz 7.21. Sei X ein Feller-Prozess mit Symbol q(x,§), welches beschrinkte Koeffizienten be-
sitzt.
Dann gilt P*-fast sicher

sup, <y || Xs — ||

Jim i/ =0 fir alle v < Py, (7.16)
sup,<; || Xs — = )

Jlim. i/ =0 firalley < B, (7.17)

und falls die Sektor Bedingung (7.9) erfillt ist,
—— supsoy | Xs — 2| ) =
tlgglo Y =o00 fir alle vy > do, (7.18)
X —

SUPsc | I =o00 fiir alle vy > . (7.19)

t—o00 tl/'Y
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

Die verallgemeinerten Blumenthal Indizes bei Null fiir das Symbol des OSL Prozess lauten:

Proposition 7.22. Fiir den OSL Prozess gilt

1
Bo :éo :zeRd Az )

Beweis. Nach Satz 6.8 existiert eine Konstante C' > 0 mit
lq(z, )] < Clnl*®)  fir 2 € R? und ||n]| < 1.
Damit folgt fiir kleine Werte von £ (d.h. [|€]| < 1)

1 SUPoerd SUPY <l |90z M| _ . supyega [1€]17A)
€]l —0 €117 = Jél—o 1€11Y
Hé-Hinfle]Rd 1/A(x)

I EE (131

=0,

falls v < inf,cga 1/A(2), und somit die Behauptung. Analog fiir 3. O

Da wir fiir das Symbol nur untere Abschétzungen auf kompakten Mengen haben, lassen sich die
Indizes dg = dg fiir den OSL nicht berechnen.
Fiir das Langzeitverhalten bekommen wir die Abschiatzungen:

Korollar 7.23. Sei X ein OSL Prozess. Es gilt P*-fast sicher

sup, <y || Xs — ||

Jim Y =0 firalley < xlenﬂg A( 5

supy<; | Xs — |
t—o0 tl/’Y

1
=o00 fiir alle vy > —.
a

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Satz 7.21 und der Darstellung der Indizes des OSL
Prozesses. Um die zweite Aussage zu zeigen, orientieren wir uns am Beweis von Theorem 5.16
in [10] und fiithren die Abkiirzung fiir den Maximumsprozess

(X. — )y = sup | X, — =]
s<t

ein. Wir setzen v > € > % voraus. Mit Korollar 7.9 folgt fiir alle t > 1
P ((X. —2)f < t1/€> %tea — Ot

mit einer Konstante C' > 0. Wir wihlen ¢t = t;, = 2F k € N, und summieren die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten auf, dann folgt

Z]Pﬂ( =)y, <t1/6><022k (@) < o0,

da e > % Mit dem Lemma von Borel-Cantelli erhalten wir

Px<kh$20{(x )>tl/6}> 0
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse

bzw.
(X —a2)], > t,lg/e fiir fast alle k € N.

Wir wahlen ¢ € [tg, tx+1] und mit hinreichend grofiem k folgt fiir alle w:
(X.(w) — 2)} 2 (X.(w) - 2);, >t/ > 21V
Also folgt fiir alle v > €
V(X = a)f > 2Vt e 0o PR-fis. fiir ¢ — o0
und somit die Behauptung, da wir € > % gewdhlt haben. O

Wir haben gesehen, dass die Kurzzeitresultate von dem Realteil des grofiten und kleinsten Ei-
genwertes abhéngen. Die Langzeitresultate dagegen werden von dem Infimum des gréfiten FEigen-
wertes (Realteil) bzw. von 1/a bestimmt. Fiir das Langzeitverhalten verlieren wir den Einfluss
des Startpunktes Xy = x. Die Resultate des aymptotischen Verhaltens fiir ¢ — 0 sind folglich
schérfer als fiir t — oo. Dies ist allgemein fiir Feller-Prozess der Fall, da wir bei den Indizes bei
Null das Supremum oder Infimum iiber alle z € R? nehmen.

7.4 p-Variation

In diesem Abschnitt untersuchen wir die p-Variation des operator-stable-like Prozesses. Dazu
erinnern wir zunéchst an die Variation einer Funktion.

Definition 7.24. Fiir p € (0,00) und eine cadlag Funktion f: R, — R? heifit
Vo(f,1) := Vo (£, [0,8]) := sup Y [1f(t;) = f(tj—)|” (7.20)

(starke) p-Variation von f iiber [0,¢], wobei das Supremum iiber alle Partitionen
= 0=ty <t <...<t,=1t),n €N, genommen wird.
Wir sagen, dass f von endlicher p-Variation ist, falls V,,(f,t) < oo fiir alle t > 0 gilt.

Im Fall von p = 1 sprechen wir von endlicher Variation. Jede monoton steigende Funktion ist von
endlicher Variation. Umgekehrt kann jede Funktion von endlicher Variation als Differenz zwei-
er monoton steigender Funktionen dargestellt werden. Die Funktionen von endlicher Variation
bilden einen Vektorraum.

Definition 7.25. Ein stochastischer Prozess X ist von endlicher p-Variation, falls fast alle
seine Pfade von endlicher p-Variation sind.

Allgemein gilt das folgende Resultat fiir die p-Variation von starken Markov-Prozessen, das im
Artikel [21] hergeleitet wurde.

Satz 7.26. Sei X = (X¢)i>0 ein starker Markov-Prozess und es existieren Konstanten o >
0,6>(3—¢€)/(e—1)~0,16395 und C, Ry > 0, so dass

a(t,R) := sup supP*(|| X, — z|| > R) < Ct’R™®  fiir alle t > 0 und R € [0, Ry).
xeRd s<t

Dann gilt

P*(Vp( X, t) <oo) =1 fiir alle p > % und x € R%
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7 Pfadeigenschaften der operator-stable-like Prozesse
Da ein cadlag Feller-Prozess die starke Markov-Eigenschaft besitzt (siehe in [27], A.25 Theorem),
liefert uns der Satz eine Aussage iiber die p-Variation von OSL Prozessen.

Proposition 7.27. Sei X ein OSL Prozess. Dann gilt

P*(Vp(Xy,t) <o0) =1 fiir alle p > sup und z € R%

zER4 )\(Z[J)

Beweis. Fiir alle t, R > 0 ist

a(t,R) = sup supP*(|| Xs — z|| > R) < sup P* (Sup | Xs — x| > R) .
zeR? s<t zeR? s<t

Nach Satz 7.2 existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle R > 0, z € R? und ¢ > 0 gilt:

P® <sup 1 X — 2| > R> <Ct sup sup |q(y,8)|
s<t ly—zl|<REII<1/R

Fiir alle p > sup,cga 8% = sup,cgrd ﬁ existiert wegen der Darstellung £% des OSL Prozesses
eine Konstante Ry > 0 mit

a(t,R) < Ctsup sup  sup |q(y,€)] < CtR™P fiirallet >0 und R € [0, Rp).
z€R? [ly—z[|<R[|¢[|[<1/R

Fiir oo = sup,cpa ﬁ, B =1und Ry > 0 folgt die Behauptung mit Satz 7.26. 0

Bemerkung 7.28. Wie man an dem Beweis erkennt, gilt unter der Voraussetzung C°(R%) C
D(A) die Aussage der vorherigen Proposition fiir p > sup,cra 5% auch allgemein fiir Feller-
Prozesse.
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Falls in der Darstellung des operator-stable-like Lévy-Mafi das Mal o symmetrisch auf der
Einheitssphére ist, haben wir als Losung der in Kapitel 5 eingefithrten SDE

Xt—:c+// / -)ON (ds, db, dr) // / -JON (ds, d, dr)
Sd—1 Sd-1

einen Feller-Prozess erhalten, der eine reelle Symboldarstellung iiber das operator-stable-like
Lévy-Maf besitzt. Diesen Prozess haben wir operator-stable-like Prozess genannt. Fiir eine ge-
naue Beschreibung der obigen SDE verweisen wir auf den Beginn von Abschnitt 5.2.

In diesem Kapitel lassen wir die Symmetrievoraussetzung an das Mafl o (bzw. das OSL Lévy
MaB ¢;) fallen und betrachten wieder, wie in Kapitel 5, beliebige endliche Mafle 0. Nun ist es
interessant zu erfahren, welche weiteren Eigenschaften die Losung der SDE fiir ein endliches,
nicht notwendigerweise symmetrisches Maf} besitzt. Dazu werden wir die Teile der SDE getrennt
voneinander betrachten. Mit M* = (M), bezeichnen wir die Losung der modifizierten SDE,

d.h ) X
M, = x+/ / / rPMs=)ON (ds, df, dr).
0 JSi-1Jo

Der Teil des Prozesses beschreibt die kleinen Spriinge. Der andere Integralterm beschreibt die
groflen Spriinge und fiir dessen Losung schreiben wir Z% = (th)tzm d.h. er ist die Losung von

t )
Zy=1x+ / / / rEZs=) 9N (ds, do, dr).
0 JSd-1J1

Dabei ist der Integralterm eine Summe mit endlich vielen Termen. Die Pfade von Z% sind
stiickweise konstant und Z* ist also ein Sprungprozess (sieche Abschnitt 4.4). Deshalb werden
wir uns bei der Betrachtung der Pfadeigenschaften auf den Prozess M*® beschrinken.

Aus Kapitel 5 folgt, dass die Losungen der beiden SDEs Feller-Prozesse mit C°(R%) C D(A)
sind und sie Symbole besitzen. Im Folgenden werden wir zuerst die beiden Symbole vor allem
hinsichtlich ihrer Stetigkeit untersuchen und im letzten Abschnitt des Kapitels einige Pfadeigen-
schaften von M®* analysieren.

8.1 Symbol der Losung der SDE der kleinen Spriinge
In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Symbol der Losung M* der SDE

t 1
M, = x—l—/ / / rEMs=)gN (ds, db, dr). (8.1)
0 Jsi-1Jo

Zunichst bestimmen wir den Erzeuger:

Satz 8.1. Der Erzeuger der Losung M® von (8.1) hat die folgende Gestalt fir u € CZ(RY):

Au(z) = /S N /0 1 (u(aj +rE@g) — y(z) — (FE@y, Vu(x») dr . do). (8.2)

r2

Insbesondere ist C2°(RY) im Definitionsbereich des Erzeugers.
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Beweis. Mit der Ito-Formel folgt fiir u € CZ(R?):

w(ME) = u( M) //S / +rPOME)g) (M) N (ds, do. dr)
+ / / / u(Mf_—i—rE(Mff)G)—u(Mf_)—(rE(Mff)G,Vu(Mf_») d—ga(dﬁ)ds.
0 sa-1 Jo T

Im Beweis von Satz 5.18 haben wir gezeigt, dass

E [ /0 t /S B /0 1 (M + rPME0) —u(M2)) N(ds,d@,dr)} ~0

Anwenden des Erwartungswertes ergibt

i) =ua)+E [ [ [ (uar 20000 )

— (00, Tu(z ) <d9>d]
:u(M0)+/O E*[Au(M;)]ds.

Also ist der Erzeuger gegeben durch

Au(z) = /S - /O 1 (u(az +rB@g) — u(z) — (rE@y, Vu(a:)>> %a(d@).

Das Symbol von M?* bezeichnen wir mit ¢;(x,§). Es hat die folgende Darstellung:
Satz 8.2. Die Lisung M*® der SDE (8.1) besitzt das Symbol:

ag = [ [ (1= 515 0,) Fotan) (33)

Beweis. Aus der Darstellung des Erzeugers

Au(z) = /S /0 1 (e +r20) —u(a) — ("0, Vu(z)) ) %a(d&)

folgt mit der Proposition 3.12 fiir das Symbol

e, = e cweeta) = [ [ (167709 1P 0,)) Gotan
O

Wir kommen zur Untersuchung der Eigenschaften des Symbols, wobei wir fiir die Beschrénktheit
des Symbols die folgende Aussage erhalten.

Satz 8.3. Das Symbol q1(x,&) ist beschrinkt, d.h. es existiert eine Konstante C > 0, so dass

sup |q1(z, )| < C||¢)?
z€R4

gilt.
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 5.26 folgt fiir r € (0, 1) mit einer Taylor-Entwicklung
1= 7000 4 i(rE@g, )| < (P00, )2 < |IrF@ ) < Cre )

wobei wir 6 € S% 1 und Korollar 5.6 mit einer Konstanten C' > 0 im letzten Schritt benutzt
haben. Wir erhalten:

oo, < sup [ [0 i 00,6 ot

z€R4 xcRd

< Co(stY) ng?/ 22 gy,
0

Die Behauptung folgt wegen a > % O

Im Gegensatz zum Symbol des operator-stable-like Prozesses bekommen wir keine schérferen
Abschitzungen fiir das Symbol ¢;(z,&) in Form der Eigenwerte des Exponenten (Realteil des
kleinsten bzw. grofiten). Dies liegt an der Tatsache, dass das Symbol keine Skalierungseigen-
schaft erfiillt. Falls wir das Symbol im zweiten Argument skalieren, bekommen wir die folgenden
Abschétzungen.

Satz 8.4. Fir alle t > 0 existieren Konstanten C1(t),Ca(t) > 0, so dass fiir alle x,& € R? gilt:

tlga(z, )+ C1(®)€1* , falls 0 <t <1

,tE($) <
g1 (2 §l < {t\q1(l‘,§)’ + Co(t)||€]|? , falls t > 1.

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall 0 < ¢t < 1. Wegen der Symmetrie des Exponenten
E(z) erhalten wir

q . tE / / E(x)g B (= )§> —l—’L< E(az)e tE( )é‘)) ga(d(g)
Sd—1
-/ / GO (1) 0,)) Do ()
Sd—1

= [ [ (=09 i) Lotan

_W1x§—tédh/ (1550 1i(52@0,6)) B (an),

wobei wir die Substitution s = rt verwendet haben. Das Integral ist endlich und l&sst sich
abschétzen mittels einer Taylorentwicklung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den Inte-

granden:
/Sdl/‘l 6580 1 (5P, )] % (o)

5/‘L/HﬁmmWﬂW%dw)
§d—1 J¢ S
1
<ww*mw%h/s%*w
t

(1 -t 1.

1
— d—1 2
o (S HIEIPCs 57—
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

In der vorletzten Zeile haben wir Korollar 5.6 mit einer Konstanten C3 > 0 benutzt und die
Behauptung folgt mit

Cy(t) := CgO'(Sdil)

_ 42a
2@_1(15 %) .

Der Fall t > 1 erfolgt analog, wobei wir dort das Matrixexpontial fiir den Fall s > 1 mit Korollar
5.6 durch
Is¥@] < Cys®

abschétzen und die Konstante

Co(t) = Caor (S 1>2b1_1 (1)

erhalten. O

Falls der Realteil des kleinsten Eigenwertes des Exponenten E(x) echt grofer Eins ist, folgt die
stiarkere Aussage bzgl. der Stetigkeit von ¢;(z,§) in x.

Satz 8.5. Das Symbol q1(x,&) ist Lipschitz-stetig in x, falls a > 1.

Beweis. Fiir z, z,& € R? folgt wegen der Lipschitz-Stetigkeit von y — e, y € R,

(rF@o6) | z)g
» / T i(rE@p,¢)

- (1 — HrFR08) 4 BR)g 5>) a(d@)'

<L)
<20 /S N /0 1 )<7«E<m> 29, &) —a(d@)

1
<20 / / 750 — 2 gl )| o (ds)
si-1 Jo

1
<20)ello(s™) [ 5 = O 2ar
0

lq1(z,8) — q1(2,6)| =

eifrm08) _ ei<TE(z)9’§>‘ + ‘i(TE(m)Q — PGy, ¢) %U(dm

1

< 20(¢l|o (S )|z — Z||/ Fa—0=2 .
0

<Clle —=l,

wobei wir in der vorletzten Ungleichung Lemma 5.11 benutzt haben und die Konstante § > 0
so gewahlt haben, dass a — § > 1. O

Jedes Symbol ist stetig in £. Die folgenden Resultate zeigen die gleichméflige Stetigkeit von
qi(z,€) in € = 0 und die Lipschitz-Stetigkeit fiir alle £ € R?, falls der Realteil des kleinsten
Eigenwertes nach unten durch Eins beschrénkt ist.

Satz 8.6. Das Symbol q1(x,&) ist gleichmdfig stetig in & =0, d.h.

lim sup |q1(z, &) — qi(x,0)] = 0. (84)
1€1=0 zera
Beweis. Dies folgt direkt mit Satz 8.3, falls wir den Grenzwert ||£|| — 0 betrachten. O
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Satz 8.7. Das Symbol q1(x, &) ist Lipschitz-stetig in &, falls a > 1.
Beweis. Analog wie im Beweis von Satz 8.5 folgt fiir &,7 € R%:

dr

\ql<xs>—q1xn|<gdl 100 — 00| i B0, ¢ — )| To(do)
d
< i(r"9,¢ — )| S o(de)
si-1.Jo
. dr
<20 [ / P50 lle ~ nll o (o)
sd-1 Jo T
1
<200(s* g~ )l [ 1 %,
0
wobei wir Korollar 5.6 verwendet haben. Das Integral ist fiir @ > 1 endlich. O

8.2 Symbol der Lésung der SDE der groBen Spriinge

Hier bestimmen wir die Darstellung des Symbols der Losung Z% von

Zt—a?—i—//gdl/ -JON (ds,dd, dr). (8.5)

Dieses Symbol bezeichnen wir mit g2(z, §).

Satz 8.8. Die Lisung Z* der SDE (8.5) besitzt das Symbol:

(z,€) = /S N / E(“)‘)@) ir (d6). (8.6)

Beweis. Analog zu Satz 8.2 folgt fiir die SDE (8.5) mit der It6-Formel fiir u € CZ(R?):

wW(ZF) = u(Z2) //Sd 1/ w2+ rPED gy (22 )) N(ds, d8, dr).

Nach dem Beweis von Satz 5.18 ist

E [/Ot /Sd_l /100 (u(zg; +rBZg) - u(zga)) N(ds, d6, dr)]
—E [/Ot /Sd_l /100 (u(zga +rBEZg) - u(zg;)) f;"a(de)ds] .

E*[u(Z)] = u(Zo) + /D E*[Au(Z,)|ds

u(a —/Sd / ule + rP@) — () %a(d@).

Die Darstellung des Symbols folgt mit Proposition 3.12. O

und somit ist

wobei

Das Symbol ist beschrénkt durch eine Konstante und nur im Fall b < 1 erhalten wir eine schérfere
Abschétzung.
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Satz 8.9. Fulls b < 1, dann existiert eine Konstante C > 0, so dass

sup [g2(, )| < CI¢].
zERY

Beweis. Mit Korollar 5.6 existiert eine Konstante Cy; > 0 mit

weol< [ [ o) Gaan < el [ [T 101 5ot
Scl||5’/gdl/1 rb—2dm(de) < o0

da b < 1. O

Wie fiir das Symbol ¢ (z, ) erhalten wir Ungleichungen, falls wir das Symbol im zweiten Argu-
ment skalieren.

Satz 8.10. Fiir alle t > 0 ewistieren Konstanten C1(t),Ca(t) > 0, so dass fiir alle x,& € R gilt:

Bz tlga(z, &)+ C1(t) , falls 0 <t <1
lga(x, t )! <
t|q2($,€>‘ + CQ<t) ) falls t>1.

Beweis. Der Beweis verlduft analog wie in Satz 8.4. Deswegen deuten wir ihn hier nur an. Fiir

QQ(maé.) ist d
E _ E(z)o é~> S
q2(x,t t/Sd 1/ ) 2 o(de).

Nun betrachten wir zuerst den Fall ¢ > 1. Dann folgt

z (x) ds
(o 76) = taa(a§) ¢ [ / #09) © o dp).

Fiir das Integral erhalten wir

fof e

Die Abschiitzung ergibt sich mit

ds o (d0) © o(d) = 20(sY) -
<[] (1-7)

Cy(t) :==20(ST N (t —1).
Fiir 0 < t < 1 erhalten wir analog als Konstante
C1(t) :==20(STH (1 —1).
O

Wir bekommen zusétzliche Aussagen iiber die Stetigkeit des Symbols: Falls der Realteil des
grofiten Eigenwertes des Exponenten E(x) nach oben durch Eins beschriankt ist, ist das Symbol
g2(z,€) in x und in & Lipschitz-stetig.

Satz 8.11. Das Symbol qo(x,&) ist Lipschitz-stetig in x, falls b < 1 ist.
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8 Weitere Eigenschaften des konstruierten Feller-Prozesses

Beweis. Mit der Lipschitz-Stetigkeit von ¢ (z € R) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

4 a(y, € \</ /
< /S /1 200 — 206, 6)| U o (ap)
< [ [ W eE o e Gatas)

< Clello(s Yz — gl / P2,

E(z)g £) ( E(y)g, §>‘ dr (d@)
7"

wobei wir in der letzten Abschéitzung Lemma 6.13 benutzt haben. Dabei haben wir 6 > 0 so
gewdhlt, dass b+ § < 1 ist. Folglich ist das Integral in der letzten Zeile endlich. O

Satz 8.12. Das Symbol qa(x,&) ist Lipschitz-stetig in &, falls b < 1.

Beweis. Mit der gleichen Vorgehensweise wie im Beweis von Satz 8.7 folgt fiir £, € R%:

lg2(z, &) — q2(x,m)| < / ‘1 (rE@)g £ (1 _ ez(rE( )0,77>> r o (df)
§d—1 T'

<[] e —n| ot

</ / P2l — o (o)

< Co(s* el [ 1t
1
da das Integral fiir b < 1 endlich ist. O

8.3 Pfadeigenschaften der Losung der SDE der kleinen Spriinge

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Pfadeigenschaften von M?®, d.h. wir betrachten die
Losung der d-dimensionalen stochastischen Differentialgleichung;:

t 1 ~
My =x+ / / / rPMs=)g N (ds, d, dr).
0 Jsi-1Jo

Dabei interessieren wir uns vor allem wieder fiir Maximalabschéitzungen, Momente und das
asymptotische Verhalten. Bevor wir dies analysieren, erinnern wir an die Eigenschaft aus Kapitel

5, dass
t 1
t s / / / rPMs=)g N (ds, d, dr)
0 Jsi-1.Jo
ein L?-Martingal ist.

Die Martingaleigenschaft ist hilfreich fiir das folgende Resultat, vergleiche Theorem 4.3.4 in [1].

Satz 8.13. Es existiert eine monotone Folge (€,)neny mit €, — 0 fiir n — oo, so dass fast sicher

t 1 t 1
lim // / rE(MS—)GN(ds,dH,dT):/ / / rEMs=)g N (ds, db, dr) (8.7)
n—ooo Jo  Jed-1 /e, 0 Jsd=1Jo

gilt, wobei die Konvergenz gleichmdfSig auf kompakten Intervallen von [0,t] ist.
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Beweis. Wir definieren eine monotone Nullfolge (€, )nen durch

6 i sup{O <0 <1:E (/ /S / =) & o (d0)ds ) 81} (8.9)

Wegen Lemma 5.14 ist
t €n N
t '—>/ / / rEMs=)g N (ds, d, dr)
0 Sd_l €En+1

ein L2-Martingal. Mit der Doobschen Maximalungleichung und Satz 4.12 (b) folgt fiir alle n € N:

// / rEMs=)g N (ds, d, dr) // /E<Ms )QNdsder)
§d-1 €nt1 Sd-1 €n

/ / rPMs=)g N (ds, df dr)
Sd 1 €nt1

=)o N (ds, do, dr)

< sup
0<u<t

sup
o0<u<t

<4E

Si=1 Jen 1

t n dr
= E(// / ||rE(MS)0||220(d0)ds>
0 §d—1 €nt1 T

< —.
= gn

Somit folgt wieder mit der Doobschen Maximalungleichung
/ / rPMs=)g N (ds, d, dr)
Sd 1 €nt1

<A"E <|

_2n

< sup
0<u<t

)

rPMs=)g N (ds, d, dr)

Sd—1 €nt1

1
2
und mit dem Lemma von Borel-Cantelli

]P’(lim { sup / / / EM.-)g N (ds, df, dr)|| >
n—00 | g<y<t Sd=1 Jept1
U €n ~
. / / / rEOM2)g N (ds, 6, dr)
n—oo | 0<u<t [|J0 JSd-1 Je,1q

-

Also ist:
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Fiir 0 > 0 existiert ein N € N, so dass fiir alle n,m > N P-fast sicher gilt:

sup // /n TE(MS—)GN(dS,dH,dr)
0<u<t Si-1 Je,iq
sup / / / rPMs=)g N (ds, d, dr)
k‘ 0<u<t §d-1
n—1 1
<2 <

Folglich gilt die Konvergenz fast sicher gleichmifig auf kompakten Intervallen von |0, ¢].

8.3.1 Wahrscheinlichkeitsabschatzungen

In diesem Abschnitt leiten wir Wahrscheinlichkeitsabschéitzungen fiir den Prozess M* her. Fiir
die Herleitung benutzen wir an dieser Stelle nicht die allgemeinen Resultate fiir Feller-Prozesse
aus dem vorherigen Kapitel, sondern leiten diese aus dem Erzeuger her.

Wir erinnern an die Erstaustrittszeit: Fiir jedes z € R und R > 0 ist die Erstaustrittszeit
des Prozesses M* der Losung der SDE (8.1) aus der abgeschlossenen Kugel Br(x) durch

=inf{t > 0: ||M — z|| > R} (8.9)
gegeben.
Satz 8.14. Fs existiert eine Konstante C > 0, so dass fir alle R > 0, € R? und t > 0 gilt:

t
P* (slgt) | Ms — x| > R) < Cﬁ' (8.10)

Beweis. Wir wihlen u € C2°(R?), so dass supp v C B1(0) und 0 < u < 1 = u(0). Fiir jedes
z € R und R > 0 setzen wir
uh() = u
R - R .

Dann ist u% € C2°(RY) mit supp u% C Br(z) und es ist
Liray < 1—uf (Myar) (8.11)

Fiir den Fall T' < t beachte
up(Miar) = up(Mr) =0,

da supp u% C Br(z) und My ¢ Bgr().
Aus Satz 5.19 wissen wir, dass

w(Xy) — u(Xo) — /0 Au(X,) ds

fiir jedes € R? und alle u € C°(R?) ein Martingal unter P* bzgl. der natiirlichen Filtration
(F7)i>0 ist. Aus dem Beweis folgt, dass auch der Prozess (S;);>0 gegeben durch

tAT
St =1 —uR(Miar) —1—/ Auf(Ms)ds, t>0, (8.12)
0
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ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration (FM);>¢ unter P% ist. AuBerdem ist

r—x

50_1_ug(M0)_1—u< )—1—u(0)—0

und somit fiir alle ¢ > 0
E*(S;) = E*(Sp) =
Damit ergibt sich

tAT
E* (1 — uf(Mar)) = E* (/ Auf (Ms) ds) . (8.13)
0
Mit einer Taylor-Entwicklung erhalten wir
1
lu(z +y) —ulz) = (y, Vu(z))| < 5 Z 00ku()l lylI* < SCallyll®,

wobei wir C := sup, | >, , 9;0ku(y)| setzen. Damit gilt:

ly11?

[uk(z +y) — uk(2) = (y, Vug(2))] < Ci o

Fiir den Erzeuger bekommen wir die folgende Abschitzung mit Korollar 5.6:

1
Wz + rPO0) —uf(z) — (PO Vul(2))| Lo (de)

Aufy(2)]| < 2

Sd—1

/S/ S P02 % o d6)

C
< d—1 1/ 2a—2
<o(S )2 7, e %dr
C

<
— 2R2 )
da a > 1/2. Insgesamt folgt:
P* <sup | M — z| > R) <PYT <t) =E" (1{7<p)
s<t -
< E*(1 — uk(Miar))

AT
=E* < Auﬁ(Ms)dS>
0

. C

<E (tAT)ﬁ
C
St

O]

Bemerkung 8.15. Die Abschétzung aus diesem Abschnitt folgt auch aus den Resultaten fiir
Feller-Prozesse, die wir in Satz 7.2 présentiert haben, und der Abschitzung des Symbols aus
Satz 8.3.
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8.3.2 Momente

In diesem Abschnitt betrachten wir die Existenz von Momenten der Losung M* der SDE (8.1)
und geben obere Schranken an.

Korollar 8.16. Fir alle p > 2 existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir allet > 0 gilt:
E <sup M7 — pr) <C (tp/2 n t) . (8.14)
s<t

Beweis. Mit Satz 5.20 existiert fiir alle p > 2 eine Konstante C; > 0, so dass

t 1 ) dr p/2
E(supHM;”—x]p)gCl E (// / yrE<Ms>a\220(d0)ds>
s<t 0 sa-1 Jo T
¢ 1 - dr
+E<</ / / HrE<Ms>aHP20<d9>ds)) .
0 sd-1 .Jo r

Mit Korollar 5.6 folgt einerseits

1 1
/ / HTE(M?)HHQd—ga(dH) < Cga(Sd_l)/ 272 dr < oo
si-1 .Jo r 0

und andererseits

t 1 - dr 1
/ / / PGP = o (df) < Cyo(STT) / rP=2dr < oo
0 Jsi-1Jo r 0

mit Konstanten Co,C3 > 0, da a > 1/2 und p > 2 ist.
Insgesamt ist:

(g or) s o ([ o)) ([ )} el

O
Fiir kleine Momente des Prozesses haben wir die folgende Abschétzung.
Satz 8.17. Das Maf o erfiille die Integrationsbedingung (6.19), d.h.
/ fo(df) = 0.
gd—1
Dann existiert fiir alle a > 1 und p € (%, 1] eine Konstante C > 0, so dass fir alle t > 0 gilt:
E(||Mf — z||P) < Ct. (8.15)

Beweis. Wir teilen das kompensierte Poisson-Zufallsmafl in das Poisson-Zufallsmafl und seinen
Kompensator auf. Mit der Ungleichung (5.24), d.h.

(x+y) < (2071 v1) (2P +yP) fiir alle 2,y,p > 0,
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)
/Sdl/ BOMS (d@)d )

Zunéchst zu I1: Mit der Ito-Formel, der Subadditivitét der Norm und der Ungleichung (5.24)

folgt
P
([ L. )
1

- </ / M+ PO - Az PN s, d9,dr)>
0 JSd—

t 1
E ( [ ] |rrE<Mf>eupN<ds,de,dr>) , ()
0 sd-1 Jo

wobei wir p < 1 ausgenutzt haben. Mit Korollar 5.6 folgt

1 1
/ / [P0 o (d6) < Co(s") / PP =2dr < oo,
Sd-1 Jo

0

folgt:

E(|MF —z|P) <E ( rEM)N (ds, df, dr)

+E<‘

=1 + Is.

-JON (ds, d, dr)

IN

da p > 1. Der Integrand von () liegt somit in H!(S?~! x (0,1)), da M® rechtsseitig stetig und
adapt1ert ist. Wir benutzen Satz 4.13 und erhalten

t 1 z dr
:E(/ / / \|7~E(Ms—)9||p2a(d0)ds>.
0 sd-1 Jo T

Fiir den Term I folgt mit der Integrationsbedingung
P
)=

1
=K ( pEME) </ 90(d0)> d—gds
0 §d—1 T

wobei wir den Satz von Fubini angewendet haben.

Insgesamt erhalten wir:

t 1
E(|MF — | SE( [ ] |rrE<Mf>eudea<de>ds)
0 Sd—l 0 T
t
E (/ Cds) =Ct.
0

Der néchste Satz zeigt uns, wann die Momente des Maximumsprozesses endlich sind. Dafiir
verwenden wir die Maximalabschétzung aus vorherigem Abschnitt 8.3.1.

P
E* <<sup||MS —x”) ) < 00.
s<t
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Beweis. Der Beweis erfolgt analog dem Satz 7.11, wobei wir hier abweichend die Abschétzung
aus Satz 8.14:

P* <sup |Ms — || > y) < C’tgf2
s<t
mit Konstante C' > 0 benutzen. O

Zuletzt untersuchen wir die Existenz von exponentiellen Momenten der Losung der SDE. Wir ge-
ben eine obere Schranke fiir das exponentielle Moment an. Dabei orientieren wir uns an Theorem
5.11 in [10].

Satz 8.19. Fiir alle ¢ € R? existiert eine Konstante C(€) > 0, so dass fiir alle x € R? folgendes
qgilt:
E* (e<Mt—Ivf>) < €tCO, (8.16)

Dabei ist C(§) == C1[|€]? + Jsa—s frll 6027"&”9””5“%0(d9) mit Konstanten C1,Cy > 0 und r; €
(0,1).

Beweis. Wir wihlen eine Funktion v, € C2°(R?) mit 1B,,(0) < vm < 1p,, (o) fiir alle m > 1 und
setzen
um(2) = vm(z — 2)e_ic(z — ) = v (2 — 2)el* 8 fiir alle z, 2, & € R

Fir k > 1 bezeichnet T, = T7 = inf{t > 0 : ||M; — z|| > k} die Erstaustrittszeit aus der
abgeschlossenen Kugel By (z) und M7, den gestoppten Prozess. Da u,, € C°(R?), folgt fiir
alle m > 1 und ¢ > 0 aus Satz 5.19 wie im Beweis von Satz 8.14:

E [t (Miaz, )] — tim(z) = E* [ /0 o Aum(MS)ds} .

Fiir z € Bi(x) und m > k + 1 ist v, (2 — ) = 1 und es folgt

At (2 /S B / (2 +7290) gy (2) — (P9, T () %a(de)

= e ig(z—a / / m(z +1P8 —w)e_ g<rE<Z>9>—1—<rE<z>9,s>)d%a(d@)
§d—1 T

— e_ig(z—a) [ L. /O (eielr™@0) — 1~ (P29, 6)) G o ()
+ /S . /0 1 (vm(z +rFRg - z) - 1) e_ig(rE(Z)Q)i;na(dﬁ)]
= e (2 — 1) [—q(z, —i¢) — /Sdl /01 (1 — (2 4+ rEEg — @) e_ie(rEe >9)f7“a(de)}

Es ist vy, (2 4+ rP@®0 — z) = 1 fiir |rP@0|| <1 und z € By(x) fiir m > k + 1. Nach Korollar 5.6
existiert eine Konstante C7 > 0, so dass fiir alle r € (0,1) gilt:

IrE@| < Cyre.
Also existiert ein ry € (0,1), so dass fiir alle § € S¥! und 0 < r < 7 gilt:

1rE®)g| < 1.
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Insgesamt erhalten wir die Abschétzung
! dr
()] < eciele =) (late =91+ [ [ 1= (e + 7590 = e ielrPO0) o)
Sa=1 Jrq r
1 E(2)g ¢y dT
<esle—o) (latzig)+ [ [ e Sotan)
Sd=1 Jprq r

<e i(z—2) (01u§||2 [ 1 e@”"e“ﬁfﬁdde))
= e itz —2)C(E),

wobei wir im ersten Term die Beschrianktheit des Symbols (Satz 8.3) und im zweiten Term die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie Korollar 5.6 benutzt haben. Fiir alle s < T} ist Mg\, €
By (z) P*- f.s. und wir bekommen fiir m > k + 1:

T N\t
’Ex [e—if(Mt/\Tk — .%')] — 1| S Ex |:/ Aum(MS/\Tk — x)ds}
0

<C©) | B feose(Mum, —2)]ds.

Mit dem Lemma von Gronwall folgt fiir alle & > 1 und xz, ¢ € R%:
o <€<MtATk—x,£>> < (0O,

Wegen Satz 8.14 gilt limg_,o, T = oo in Wahrscheinlichkeit und mit dem Lemma von Fatou
angewendet auf eine geeignete Teilfolge erhalten wir

E® (e<Mt—x,§>> < lim E* <6<MMTk(j)_x’§>) < etC(g).

j—00

8.3.3 Asymptotische Verhalten

Da wir fiir das Symbol nur eine obere Abschitzung haben, bekommen wir fiir das Kurz- und
Langzeitverhalten die folgenden Aussagen:

Satz 8.20. Fir die Losung der SDE (8.1) gilt P*-fast sicher

supy<; [|Ms — x|

%g% e =0 fir alle v > 2 (8.17)
und M
SWat 1M =2l _ o i e 0 < < 2 (8.18)

t—o0 tl/’Y

Beweis. Mit der Abschéitzung des Symbols aus Satz 8.3

sup |q1(x, )| < Cll¢1?
z€R4

folgt fiir die Indizes unmittelbar 82 = 2 und [y = 2. Mit Satz 7.16 bzw. 7.21 folgen die
Aussagen. O
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Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

zVy

TAY

B(RY)

By(R%)

B(R%), B(T), B(S41)
Bg(z), Bg(z)
cadlag

Cyp(RY)

Ce(RY)

C(RY)

Coo (R?)
D(A)

lim , lim

Erzeuger einer Halbgruppe

Erzeuger einer Halbgruppe mit Definitionsbereich
Maximum von z,y € R

Minimum von z,y € R

Borel-messbaren Funktionen auf R¢

beschriinkte Borel-messbaren Funktionen auf R?
Borelsche o-Algebra auf R%, T bzw. S¢1

offene bzw. abgeschlossene Kugel um = mit Radius R
rechtsseitig stetig mit linksseitigen Grenzwerten
Menge der stetigen und beschrinkten Funktionen
Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger
Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager

Menge der stetigen Funktionen, die im Unendlichen verschwinden
Definitionsbereich des Erzeugers

Dirac-Maf} im Punkt x

Spriinge eines Prozesses (X¢)i>0

Exponent, vgl. Definition 5.1

exp(i(z, £)), 7,€ € RY

Bildmafl von p unter der Abbildung f

Filtration

natiirliche Filtration eines Prozesses X = (X3)¢>0

fast sicher

R\ {0

Menge aller invertierbaren Endomorphismen auf R¢
Raum aller p-fach integrierbaren, vorhersagbaren
Abbildungen auf Ry x Ex Q (p=1,2)

imaginére Einheit

Imaginérteil von z (komponentenweise)
Identitéatsoperator

Indikatorfunktion auf der Menge A

Menge aller Endomorphismen auf R?

(dargestellt als d x d Matrizen mit Eintrigen aus R)
Lévy-Prozess

d-dimensionales Lebesgue-Mafl

Realteil des kleinsten Eigenwertes des Exponenten E(x)
Realteil des grofiten Eigenwertes des Exponenten F(x)

Limes inferior, Limes superior
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Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf R?

Menge aller beschrinkten MaBe auf R?
Poisson-Zufallsmaf3

kompensierte Poisson-Zufallsmafl

N={1,2,...}, Ng={0,1,2,...}
operator-stable-like

Wahrscheinlichkeitsraum

Ubergangsfunktion

Symbol

Pseudodifferentialoperator

[0, 00)

Matrixexponential rZ(*) = exp(F(z) In(r)) fir r > 0
Realteil von z (komponentenweise)

Schwartz-Raum

Einheitssphiire {z € R?: ||z = 1}

Trager der Funktion u

verallgemeinerte Polarkoordinaten von £ unter F(x)
Erstaustrittszeit

Halbgruppe

Fourier-Transformierte

Standardskalarprodukt auf R¢

euklidische Norm auf R? oder

die von ihr erzeugte Operatornorm auf L(R%)
Betragsfunktion auf den reellen oder komplexen Zahlen bzw.
Betragssummennorm auf R? oder L(R%)
Supremumsnorm auf R? oder L(RY)

Lévy-Tripel
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