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Einleitung

\Eitel und voller Irrt�umer

ist alle Wissenschaft, die nicht

von der Erfahrung, der Mutter

aller Gewissheit, getragen wird, die

nicht gepr�uft wird durch Erfahrung ...\ [1]

Leonardo da Vinci (1452 { 1519)

Seit Sir Isaak Newton, dem Begr�under der modernen Naturwissenschaft, hat das

Verst�andnis der Naturvorg�ange stetig zugenommen.

Die beiden bedeutendsten naturwissenschaftlichen Theorien{Weiterentwicklungen im

20. Jahrhundert sind zum einen die Relativit�atstheorie, verbunden mit dem Namen Al-

bert Einstein, die als Spezialfall die Newtonsche Mechanik enth�alt, aber dar�uber hinaus

auch Naturvorg�ange korrekt wiedergibt, bei denen sich Massen mit ann�ahernder Lichtge-

schwindigkeit bewegen, und zum anderen die Quantentheorie, die das Verhalten atomarer

Objekte beschreibt, verbunden mit Namen wie Werner Heisenberg, Erwin Schr�odinger,

Niels Bohr, Paul Dirac, Max Born, Wolfgang Pauli, Louis de Broglie, Albert Einstein,

: : : :



EINLEITUNG 11

Die Bedeutung der Relativit�atstheorie f�ur die Chemie ist erst vor ca. zweieinhalb Jahr-

zehnten erkannt worden. Bei schweratomigen Systemen treten betr�achtliche relativisti-

sche E�ekte auf, weil nicht nur die Rumpf{, sondern auch die Valenzelektronen solcher

Systeme in der N�ahe des Kerns hohe Geschwindigkeiten aufweisen. So wird z.B. die

Spin{Bahn{Wechselwirkung erst durch eine relativistische Beschreibung richtig wieder-

gegeben. Nachfolgend soll auf die Relativit�atstheorie nicht weiter eingegangen werden,

da schweratomige Systeme nicht Gegenstand dieser Arbeit sind.

Hingegen schon kurz nach ihrer Entwicklung ist erkannt worden, dass die Quanten-

mechanik das geeignete Beschreibungswerkzeug der Chemie darstellt, da sich chemische

Reaktionen im Bereich atomarer Dimensionen abspielen. Leider l�asst sich die Schr�odin-

gergleichung, das Fundament der Quantenmechanik, zur Zeit nur f�ur Wassersto� und

wassersto��ahnliche Systeme geschlossen l�osen, da die resultierenden Gleichungen zu kom-

pliziert sind, so dass N�aherungsmethoden entwickelt werden mussten, um chemierelevan-

te Systeme zufriedenstellend zu beschreiben. Das daraus hervorgegangene Wissenschafts-

gebiet, welches eine Verbindung zwischen der Quantentheorie und der Chemie herstellt,

wird als Quantenchemie, theoretische Molek�ulphysik oder Theoretische Chemie im en-

geren Sinne bezeichnet. Mit dem Aufkommen leistungsstarker Computer konnten die

N�aherungsmethoden programmiertechnisch umgesetzt und auf ihre Eignung am Expe-

riment �uberpr�uft werden. Quantenchemische Rechnungen werden heutzutage auch von

vielen nichttheoretischen Chemikern routinem�a�ig durchgef�uhrt. Die Theoretische Che-

mie stellt zweifellos eine wichtige Disziplin der Chemie dar und nimmt von Jahr zu Jahr

an Bedeutung zu, was nicht zuletzt durch die Nobelpreise (L. Pauling, R.S. Mulliken, R.

Ho�mann, K. Fukui, R. Marcus, J.A. Pople, W. Kohn), die auf diesem Gebiet vergeben

wurden, bekundet wird.

Ziel dieser Dissertation ist es, einen kleinen Beitrag zu diesem jungen und spannenden

Zweig der Naturwissenschaften beizusteuern, indem die Bindungsverh�altnisse ausgesuch-

ter Molek�ule in ungew�ohnlichen Valenzzust�anden mit dem Konzept der \lokalisierten

Molek�ulorbitale (LMO's)\ analysiert werden.
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Im ersten Kapitel, der Theorie, wird referiert, wie man von den allgemeinen Ge-

setzm�a�igkeiten der Quantentheorie �uber die Born{Oppenheimer{N�aherung zu den f�ur

die Chemie so wichtigen quantenchemischen N�aherungsgleichungen gelangt. Es werden

ausgesuchte korrelierte und nichtkorrelierte Verfahren vorgestellt. Eine solche Arbeit er-

laubt keine (auch nur ann�ahernd) vollst�andige Wiedergabe der heutigen Quantenchemie,

die von Jahr zu Jahr an Komplexit�at zunimmt.

Im zweiten Kapitel wird auf die lokalisierten Molek�ulorbitale eingegangen, die die

Br�ucke zwischen der Eindeterminantenn�aherung der Quantenchemie (z.B. im Rahmen

der Dichtefunktionaltheorie) und dem traditionell{chemischen Lewis{Strich{Schema her-

stellen. H�au�g sind die LMO{S�atze stetig, diskret oder fast entartet; d.h., unendlich

oder endlich viele LMO{S�atze haben den gleichen oder fast gleichen Lokalisierungsgrad

nach einem der g�angigen internen Kriterien. Bekannte Beispiele sind die LMO{S�atze von

Benzol oder � & �{ bzw. zwei Bananen{LMO's von Doppelbindungen. H�au�g lassen die

Symmetrie, die chemische Tradition oder ein chemisches Modellkonzept die Auswahl

eines bestimmten Typs von �aquivalenten oder fast{�aquivalenten LMO{S�atzen g�unstig

erscheinen. Es ist gelungen, einen Algorithmus zu entwickeln und in das quantenchemi-

sche Programmpaket GAUSSIAN zu implementieren, um aus einer Slaterdeterminante

einen LMO{Satz zu erhalten, der einem vorgegebenen Satz maximal �ahnelt. Dies kann

als externes Lokalisierungskriterium oder als Start bei internem Lokalisierungskriteri-

um (hier Foster{Boys) dienen. Unter Zuhilfenahme des neuen Lokalisierungsverfahrens

konnten viele Gegenbeispiele zu einem Symmetrie{Theorem gefunden werden.

Aufgrund einer gruppentheoretischen Analyse konnten korrigierte Symmetrie{

Bedingungen zur kontinuierlichen Entartung bei LMO{S�atzen aufgestellt werden (Kapi-

tel drei).

In Kapitel vier wird die hypothetische Verbindungsklasse der metastabilen Sticksto�{

Cluster vorgestellt, die als \Environmentally Safe High Energy Density Materials\ Inter-

esse gefunden haben. Dieses Thema wurde in einem der letzten Hefte der 'Angewandten'

aufgegri�en, da k�urzlich K. Christe und Mitarbeiter erstmalig einen Sticksto�{Cluster
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synthetisieren konnten. Es werden sowohl neue Sticksto�{Cluster pr�asentiert als auch

die Bindungssituation dieser neuen, vielversprechenden Energiespeicher{Molek�ule auf-

gezeigt.

Im letzten Kapitel werden die Bindungsverh�altnisse ausgesuchter Molek�ule unter Zu-

hilfenahme ihrer LMO's analysiert. Dabei gehen wir der Frage nach, ob bei den Verbin-

dungen H2CYN (Y = N, P, As), NF5, PF5, XeF2 eine 4e3c{ oder eine polare 2e2c{

Bindungssituation vorliegt und ob es gerechtfertigt erscheint, in diesem Zusammen-

hang von Hypervalenz zu sprechen. Ausserdem wird gezeigt, dass die LMO's diverser

Hexatrien{Motive den �Ubergang von aromatischem zu ole�nischem Verhalten charakte-

risieren. Diese Untersuchungen weisen darauf hin, dass Aromatizit�at ein mehrdimensio-

nales Ph�anomen ist.

Abgerundet wird diese Arbeit durch eine allgemeine Schlussbetrachtung.

In dieser Arbeit wird in atomaren Einheiten (a.u.) gerechnet, Energien werden in

Elektronenvolt (eV) und Bindungsabst�ande in Pikometer (pm) angegeben (siehe Anhang

A).



Kapitel 1

Theorie

\Die Philosophie ist in dem gro�en Buch niedergeschrieben,

das immer o�en vor unseren Augen liegt, dem Universum.

Aber wir k�onnen es erst lesen, wenn wir die Sprache erlernt

und uns die Zeichen vertraut gemacht haben. Es ist in der

Sprache der Mathematik geschrieben, deren Buchstaben

Dreiecke, Kreise und andere geometrische Figuren sind;

ohne diese Mittel ist es dem Menschen unm�oglich,

auch nur ein einziges Wort zu verstehen.\ [2]

Galileo Galilei (1564 { 1642)

1.1 Zeitabh�angige und zeitunabh�angige Schr�odin-

gergleichung

Das Fundament der Quantenmechanik wurde um das Jahr 1925 gelegt. Dabei wurden

zwei �aquivalente Formulierungen entwickelt: die Matrizenmechanik und die Wellenme-
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chanik.

Die Matrizenmechanik von Heisenberg, Born und Jordan [3] geht ausschlie�lich von

physikalisch beobachtbaren Gr�o�en aus und ordnet diesen physikalischen Gr�o�en be-

stimmte Matrizen zu, die einer nichtkommutativen Algebra gehorchen. Bei dieser Art

der Formulierung wird der Begri� der Elektronenbahn aufgegeben. Dem sehr eleganten

Formalismus der Matrizenmechanik steht die Handhabung ihrer abstrakten mathemati-

schen Symbolik entgegen.

In der Wellenmechanik von Schr�odinger [4] , die den gel�au�gen Wellenbegri� und par-

tielle Di�erentialgleichungen benutzt, wird von der de Broglieschen [5] Welle{Teilchen{

Dualit�at mikroskopischer Objekte ausgegangen und unter Zuhilfenahme einfacher Korre-

spondenzregeln eine Gleichung aus der Hamilton{Funktion des zugeh�origen klassischen

Systems hergeleitet. Die Schr�odinger{Gleichung ist das wesentliche Element der Wellen-

mechanik und erm�oglicht wie die Matrizenmechanik die Beschreibung eines Quantensys-

tems.

Die Basis der Quantenmechanik bilden Postulate, also unbeweisbare, aufeinander nicht

zur�uckf�uhrbare Annahmen, die auch nicht unmittelbar einsichtig zu sein brauchen, von

denen wir aber quantitative Beziehungen ableiten k�onnen, die in �Ubereinstimmung mit

den Ergebnissen physikalischer Beobachtungen stehen.

Postulat I: Der Zustand eines physikalischen Systems wird beschrieben durch eine

Funktion 	(~q1 : : : ~qn; ~�1 : : : ~�n; t), die abh�angig ist von den Orts{ oder Impulskoordinaten,

den Spinkoordinaten und der Zeit. Die Funktion heisst Zustands- oder Wellenfunktion

und enth�alt alle Informationen, die �uber das System bestimmt werden k�onnen. 	 ist eine

komplexe, di�erenzierbare, quadratintegrable (normierbare) Funktion.

Postulat II: Zu jeder physikalisch messbaren Gr�o�e (Observablen) korrespondiert ein

linearer hermitescher Operator. Um den Operator aufzustellen, dr�ucken wir die klassisch{

mechanische Funktion f�ur diese physikalische Gr�o�e durch die Orts{ und die korrespon-
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dierenden Impulskoordinaten (bzw. Zeit{/Energiekoordinaten) aus, und ersetzen z.B.:

qj ! q̂j = qj � und pj ! p̂j = �i @
@qj

bzw.

t! t̂ = t� und E ! Ê = +i
@

@t
: (1.1)

Dies nennt man die (q; t){Darstellung, hier also die Orts{Darstellung. F�ur Operatoren

konjugierter Observablen n�amlich gilt ganz allgemein die Heisenbergsche Kommutator-

beziehung:

[q̂; p̂] = q̂p̂� p̂q̂ = i� (bzw. i�h�) : (1.2)

Postulat III: Die einzigen m�oglichen Werte, die wir bei einer Messung einer physi-

kalisch beobachtbaren Gr�o�e A erhalten k�onnen, sind die Eigenwerte ai der Eigenwert-

gleichung:

Â fi = fi ai ; (1.3)

wobei Â der zur physikalischen Gr�o�e A korrespondierende Operator ist.

Postulat IV: Wenn 	 die auf Eins normierte Zustandsfunktion (eine Normierung ist

notwendig, um 	 als relative Wahrscheinlichkeitsamplitude interpretieren zu k�onnen)

eines Systems zur Zeit t ist, dann erhalten wir f�ur den Erwartungswert (Messmittelwert)

der physikalisch zu beobachtenden Gr�o�e A zur Zeit t:

hAi = h	jÂj	i : (1.4)

Wenn das System durch die Zustandsfunktion 	i beschrieben wird und 	i eine Eigen-

funktion von Â mit dem Eigenwert ai ist, dann liefert eine Messung der physikalischen

Gr�o�e A mit Sicherheit den Wert ai.

Postulat V: Die zeitliche Entwicklung des Zustandes, ausgedr�uckt durch die Wellen-

funktion 	 eines (nichtrelativistischen) quantenmechanischen Systems, wird durch die

zeitabh�angige Schr�odingergleichung beschrieben:

Ĥ	 = i
@	

@t
: (1.5)



1.1 Zeitabh�angige und zeitunabh�angige Schr�odingergleichung 17

Ĥ entspricht dem Hamilton{(Energie{)Operator des Systems. Gleichung (1.5) ist ein

Spezialfall von Gleichung (1.2) bzw. (1.1).

Postulat VI: Alle Elektronenzustandsfunktionen sind bez�uglich der Vertauschung

zweier Elektronenkoordinaten (Orts{ und Spinkoordinaten) antisymmetrisch:

	(1; 2; : : :) = �	(2; 1; : : :) : (1.6)

Dieses wichtige Postulat wird Pauli{Prinzip genannt. Es folgt aus einer relativistischen

quantenmechanischen Feldtheorie automatisch.

Den Hamilton{Operator der zeitabh�angigen Schr�odingergleichung erhalten wir aus

der klassischen Hamilton{Beziehung unter Zuhilfenahme der in Postulat II aufgestell-

ten Korrespondenzregeln (KR). F�ur den Fall eines Teilchens, welches nur konservativen

Kraftfeldern unterworfen ist, ergibt sich die klassische Hamilton{Beziehung als Summe

der Operatoren der kinetischen und der potentiellen Energie des Teilchens (aus Gr�unden

der Einfachheit betrachten wir nur eine Dimension):

H = T + V =
p2x
2m

+ V (x; t)

KR�! Ĥ = T̂ + V̂ = � 1

2m

@2

@x2
+ V (x; t)� : (1.7)

Die zeitabh�angige Schr�odingergleichung lautet dann:

� 1

2m

@2	(x; t)

@x2
+ V (x; t)	(x; t) = i

@	(x; t)

@t
: (1.8)

Wenn von aussen keine zeitabh�angige Kraft auf das Teilchen wirkt, dann ist die po-

tentielle Energie zeitunabh�angig, d.h., sie h�angt nur vom Ort ab
�
V = V (x); @Ĥ

@t
= 0

�
.

F�ur diesen Fall lassen sich unter anderem auch Wellenfunktionen �nden, die als Produkt

einer Zeitfunktion und einer Ortsfunktion darstellbar sind:

	(x; t) = e�iEt (x) : (1.9)

Diese speziellen Zust�ande heissen station�ar (siehe unten). Durch Einsetzen dieses multi-

plikativ separierbaren L�osungsansatzes in die entsprechende zeitabh�angige Schr�odinger-
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gleichung (mit V = V (x)) gelangen wir zur zeitunabh�angigen Schr�odingergleichung:

� 1

2m

d2 (x)

dx2
+ V (x) (x) = E (x) : (1.10)

E entspricht hierbei der Energie des Teilchens.

Wellenfunktionen der Form (1.9) weisen zeitunabh�angige Wahrscheinlichkeitsdichten

und Erwartungswerte auf:

%(x; t) = j	(x; t)j2 = j (x)j2; hA(t)i = h	(x; t)jÂj	(x; t)i = h (x)jÂj (x)i ; (1.11)

d.h., sie korrespondieren zu Zust�anden konstanter Energie E (! station�are (nichtstrah-

lende) Zust�ande). Der Ausdruck \station�arer Zustand\ sollte nicht zu der Annahme

verleiten, dass das Teilchen sich in einem Ruhezustand be�ndet, die Wahrscheinlichkeits-

dichte und die Erwartungswerte, etwa der Geschwindigkeit, sind station�ar und nicht das

Teilchen selber.

In dieser Arbeit werden ausschlie�lich Systeme in station�aren Zust�anden behandelt,

daher wird f�ur alle folgenden Betrachtungen die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung

die Grundlage bilden. Nachfolgend soll die Verbindung zwischen der zeitunabh�angigen

Schr�odingergleichung und der f�ur den Chemiker so wichtigen Molek�ulstruktur aufgezeigt

werden, um dem erkl�arten Ziel, chemierelevante Systeme quantenmechanisch zu behan-

deln, einen Schritt weiterzukommen.

1.2 Born{Oppenheimer{N�aherung

Aus rein quantenmechanischen Betrachtungen folgt, dass der Materie aufgrund von

Einstein{Podolsky{Rosen{Korrelationen [6] keine Individualit�at zukommt. D.h., Begri�e

wie Molek�ul, Kernger�ust, Elektronen, als individuelle Objekte, und ein damit verbunde-

ner Begri� wie Potentialhyper
�ache sind auf dieser Betrachtungsebene gegenstandslos.

Erst durch die Vernachl�assigung der dynamischen Kopplung von Elektronen und Kernen,
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wie dies in der Born{Oppenheimer{N�aherung [7] geschieht, erh�alt der f�ur die Chemie so

wichtige Begri� der Molek�ulstruktur einen physikalischen Sinn.

Der Hamilton{Operator eines Systems aus K Kernen und N Elektronen lautet:

Ĥ = �1
2

KX
a

1

Ma

�a � 1

2

NX
i

�i �
NX
i

KX
a

Za

rai
+

NX
i<j

1

rij
+

KX
a<b

ZaZb

Rab

= T̂k + T̂e + Vek + Vee + Vkk : (1.12)

Hierbei bedeuten Za die Ladung und Ma die Masse des Kernes a, T̂k und T̂e die kineti-

sche Energie der Kerne bzw. der Elektronen, Vek die Elektron/Kern{Anziehung, Vee die

Elektron/Elektron{Absto�ung und Vkk die Kern/Kern{Absto�ung.

Da obiger Hamilton{Operator sowohl die Elektronen{ als auch die Kernkoordinaten

als Variable enth�alt, ist es theoretisch sehr schwierig und praktisch unm�oglich, das Eigen-

wertproblem exakt zu l�osen. Gl�ucklicherweise kann eine N�aherung vorgenommen werden,

die auf Born und Oppenheimer [7] zur�uckgeht und sich in den meisten F�allen bew�ahrt

hat. Weil die Kerne sehr viel schwerer als die Elektronen sind (Mk � me), bewegen sich

die Elektronen sehr viel schneller als die Kerne, und es erscheint daher gerechtfertigt,

die Kerne im Vergleich zur Elektronenbewegung als ruhend zu betrachten. D.h., da die

kinetische Energie der Kerne T̂k wegen der gro�en Kernmassen Mk klein gegen�uber den

anderen Termen der Gleichung (1.12) ist, erweist sich eine Zerlegung von Ĥ in einen

Elektronen{ und einen Kernanteil:

Ĥ = Ĥe + Ĥk mit Ĥe = T̂e + Vek + Vee + Vkk und Ĥk = T̂k (1.13)

als m�oglich (! st�orungstheoretischer Ansatz).

Der Hamilton{Operator Ĥe beschreibt die Elektronenbewegung im Feld ruhender Ker-

ne, die zugeh�orige Eigenwertgleichung (elektronische adiabatische Schr�odingergleichung):

Ĥe(~r; ~R) j(~r; ~R) = Ej(~R) j(~r; ~R) (1.14)

liefert Eigenfunktionen  j(~r; ~R), sogenannte \adiabatische elektronische Wellenfunk-

tionen\, die von den Elektronenkoordinaten (alle zusammen hier mit ~r bezeichnet)
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abh�angen und wegen der vorgegebenen Festlegung von Vek und Vkk in Ĥe die Kern-

abst�ande ~R nur als Parameter enthalten, wodurch die Eigenwerte ebenfalls von ~R

abh�angig werden (Ej = Ej(~R)).

Born und Oppenheimer [7] konnten nun zeigen, dass die molekulare Wellenfunktion:

	j(~r; ~R) =  j(~r; ~R)�j(~R) mit �j(~R) = Kernwellenfunktion (1.15)

als Ansatz f�ur die L�osungsfunktion des gesamten Hamilton{Operators Ĥ in vielen F�allen

eine angemessene N�aherung darstellt, wenn 4

q
me

Mk

� 1 ist. Da auch dies noch eine N�ahe-

rung darstellt, setzten Born und Huang [8], um zur exakten L�osung zu kommen, anstatt

Gleichung (1.15) eine Linearkombination an:

	(~r; ~R) =
X
j

�j(~R) j(~r; ~R) ; (1.16)

weil f�ur jedes ~R die  j(~r; ~R) aus Gleichung (1.14) ein vollst�andiges Basissystem f�ur

Funktionen von ~r bilden, so dass die Summe �uber die verschiedenen Eigenzust�ande der

elektronischen adiabatischen Schr�odingergleichung (1.14) l�auft. Gleichung (1.16) wird

nicht{adiabatischer Ansatz (d.h. �uber die adiabatische N�aherung hinausgehend) genannt.

Durch Einsetzen in die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung des Gesamtsystems

Ĥ	 = E	 und anschlie�ende Multiplikation und Integration von links mit h i(~r; ~R)j
ergibt sich unter Ber�ucksichtigung der Orthonormalit�at der  i(~r; ~R)'s ein gekoppeltes

Gleichungssystem f�ur die Kernwellenfunktionen �i(~R):

�
T̂k + Ei(~R)

�
�i(~R) = E �i(~R) +

+
X
a

1

Ma

X
j

�D
 i(~r; ~R)

����a

2

��� j(~r; ~R)E�j(~R) + D
 i(~r; ~R)

���~ra

��� j(~r; ~R)E~ra �j(~R)

�
: (1.17)

Ei(~R) ist durch die Eigenwerte der elektronischen adiabatischen Schr�odingergleichung

(1.14) gegeben und enth�alt neben der Kern/Kern{Absto�ung Vkk einen Anteil, der von

den Kr�aften herr�uhrt, die die Elektronen auf die Kerne aus�uben; so wirkt Ei(~R) wie

ein Potential, in dem sich die Kerne unter der Wirkung der Elektronen bewegen. Die
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Funktion dieser \potentiellen Energie\ wird h�au�g in einem weiteren N�aherungsschritt,

der harmonischen Oszillator{N�aherung, in Parabelform angesetzt, oder man benutzt

insbesondere f�ur h�ohere Schwingungszust�ande ein Morsepotential.

Die Gesamtheit der Terme zwischen den gro�en eckigen Klammern der Glei-

chung (1.17) entspricht den nicht{adiabatischen Korrekturen zur Born{Oppenheimer{

N�aherung, die Diagonalterme (j=i) sind die adiabatischen Korrekturen. Die \nicht{

adiabatische Kopplung\ mischt andere elektronische Zust�ande in die Gesamtwel-

lenfunktion ein. Die Kern/Elektronen{Bewegung ist \praktisch entkoppelt\ (Born{

Oppenheimer{N�aherung), d.h., der elektronische Zustand ist \rein\, wenn die Masse der

KerneMa sehr gro� ist und gleichzeitig h ij�aj ji, h ij~raj ji und ~ra�j von \normaler\

Gr�o�e sind. Die nicht{adiabatischen Korrekturen sind zu ber�ucksichtigen, wenn sich die

Kerne entweder sehr schnell bewegen (bei hohen Temperaturen, in der Strahlenchemie,

bei bestimmten Molekularstrahlexperimenten), dann ist ~ra�j gro�, oder wenn sich die

elektronische Wellenfunktion mit dem Kernabstand stark �andert, dann ist ~ra j und

�a j gro�. Letzteres tritt auf bei vermiedenen Kreuzungen (z.B. beim �Ubergang von ko-

valenter zu ionischer Struktur), wenn Jahn{Teller oder Renner{Teller{E�ekte auftreten

oder direkt an der Kreuzung von zwei Potentialkurven zu verschiedener Symmetrie.

Wir wollen nicht n�aher auf die Wellengleichung der Kernbewegung (1.17) eingehen,

sondern im folgenden nur die Elektronenbewegungen bei ruhenden Kernen, Gleichung

(1.14), betrachten. Damit setzen wir die G�ultigkeit des Born{Oppenheimer{Ansatzes

in Gleichung (1.15) f�ur alle in dieser Arbeit behandelten Molek�ule als gegeben voraus.

Somit sind wir im Bestreben, molekulare Systeme zu berechnen, wieder einen Schritt

weitergekommen.
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1.3 Berechnung und Analyse molekularer Systeme

1.3.1 Hartree{Fock{Gleichungen

Als n�achstes soll gezeigt werden, wie wir, von Gleichung (1.14) ausgehend, zu den

Hartree{Fock (HF){Gleichungen [9, 10] gelangen, mit denen Molek�uleigenschaften be-

rechnet werden k�onnen.

Leider ist auch die elektronische adiabatische Schr�odingergleichung (1.14) in geschlos-

sener Form nicht l�osbar, denn der elektronische Hamilton{Operator Ĥe (1.13) enth�alt

neben den Einteilchen{Operatoren (
PN

i ĥi = T̂e + Vek) auch die Elektron/Elektron{

Wechselwirkung Vee, einen Zweiteilchen{Operator. Da also die \richtige\ Wellenfunkti-

on  , die die Schr�odingergleichung (1.14) exakt l�ost, unbekannt ist, muss an ihrer Stelle

eine N�aherungsfunktion gesucht werden, die es gestattet, einen N�aherungswert f�ur die

Energie zu berechnen. Hierbei ist uns ein Theorem aus der Variationsrechnung behil
ich.

Ritzsches Theorem: Der Ritz{Quotient

I =
hgjĤjgi
hgjgi ; (1.18)

in dem g eine beliebige, regul�are Funktion der Koordinaten des Hamilton{Operators Ĥ

des zu l�osenden Problems ist, liefert f�ur die Energie E des wahren Grundzustands eine

obere Schranke: I � E (I = E gilt, falls g Eigenfunktion von Ĥ ist).

Das bedeutet, dass der Ritzquotient I f�ur jede beliebige Funktion g stets gr�o�er oder

gleich E ist. Die gro�e Bedeutung des Variationsprinzips kommt daher, dass die G�ute

der N�aherung energetisch kontrolliert werden kann, da das Variationsprinzip eine obere

Schranke f�ur die Energie liefert, so dass ein tieferer Erwartungswert der Energie gleich-

bedeutend mit einer energetisch besseren N�aherung ist. Das eigentliche Problem der

Variationsrechnung ist die Auswahl geeigneter Ans�atze f�ur die N�aherungsfunktion. Im

allgemeinen wird f�ur g eine Funktion oder eine Linearkombination von Funktionen be-

stimmter analytischer Form angesetzt, die von den Koordinaten des Systems abh�angen
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und daneben noch Parameter ci enthalten, die durch Minimierung des Ritz{Quotienten:

@I

@ci
= 0 f�ur alle i (1.19)

bestimmt werden. Durch diese Minimierung wird die obere Schranke I weiter nach unten

korrigiert und dem \wahren\ Wert E besser angen�ahert.

Welche Gestalt muss die Wellenfunktion in Gleichung (1.14) haben? Einem Produkt-

ansatz, d.h., dass die Gesamtwellenfunktion durch ein Produkt von N Einelektronen{

Wellenfunktionen (sogenannten \Orbitalen\) dargestellt wird, steht zun�achst, wie schon

oben angedeutet, entgegen, dass die Gestalt der Wellenfunktion eines bestimmten Elek-

trons wegen seiner Wechselwirkung mit allen anderen Elektronen (Vee) nicht nur von

seinen eigenen Koordinaten, sondern auch von denen aller anderen Elektronen abh�angt.

Demnach sind die verschiedenen Einelektronen{Wellenfunktionen untereinander gekop-

pelt und daher nicht separierbar, d.h., die Schr�odingergleichung (1.14) l�asst sich nicht in

Einelektronen{Gleichungen separieren.

Der Produktansatz l�asst sich hingegen verwenden, wenn die \N�aherung der unabh�angi-

gen Teilchen\, d.h., die Vorstellung, dass sich die Elektronen unabh�angig voneinander

in einem Molek�ul bewegen und die Gegenwart der anderen Elektronen nur in einer ge-

mittelten Weise versp�uren, eingef�uhrt wird. Diese N�aherung beruht darauf, dass �uber

die Beitr�age der Wechselwirkung eines Elektrons mit allen anderen gemittelt wird, d.h.,

die Einelektronen{Wellenfunktion soll so bescha�en sein, dass sie die Bewegung eines

Elektrons im gemittelten Feld aller anderen Elektronen (und demjenigen der Kerne)

beschreibt.

Um ausserdem das Pauli{Prinzip (Postulat VI, (1.6)) zu ber�ucksichtigen, wird eine

antisymmetrische Produktfunktion in Form einer Determinante [11] (mit N = Anzahl

der Elektronen) angesetzt:
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� =
1p
N !

��������������

�1(~r1) � s1(~�1) �2(~r1) � s2(~�1) � � � �N(~r1) � sN(~�1)
�1(~r2) � s1(~�2) �2(~r2) � s2(~�2) � � � �N(~r2) � sN(~�2)

...
...

. . .
...

�1(~rN) � s1(~�N ) �2(~rN) � s2(~�N ) � � � �N(~rN) � sN(~�N )

��������������
: (1.20)

Diese Determinante tr�agt nach einem ihrer Entdecker den Namen Slaterdeterminante

und wird aus sogenannten \Spinorbitalen\ �(~r) � s(~�) aufgebaut, die ein Produkt aus

einer Einelektronen{Ortsfunktion � und einer Einelektronen{Spinfunktion s sind (mit

s = � oder �, da die Spinkomponente entlang einer ausgezeichneten Achse zwei verschie-

dene Werte annehmen kann). Die N Elektronen be�nden sich in ebenso vielen besetzten

Spinorbitalen (n = N). Die Slaterdeterminante �andert nun beim Vertauschen zweier

Zeilen (was hier dem Vertauschen zweier Elektronen entspricht) ihr Vorzeichen. Des wei-

teren verschwindet die Determinante, wenn zwei der Spinorbitale identisch sind. Diese

Tatsache �ndet ihren Ausdruck in der normalerweise zitierten Form des Pauli{Postulats:

ein bestimmtes Spinorbital darf ausschlie�lich zur Beschreibung des Verhaltens eines

einzigen Elektrons herangezogen werden. Zwei Elektronen d�urfen zwar das gleiche Orts-

orbital � \besetzen\, m�ussen sich dann aber in der Spinfunktion s unterscheiden. Im

folgenden soll � f�ur ein vollst�andiges Spinorbital stehen.

Setzen wir nun f�ur die Wellenfunktion der elektronischen Schr�odingergleichung (1.14)

eine Slaterdeterminante � aus orthonormalen Spinorbitalen �i an und bilden den Erwar-

tungswert EHF = h�jĤej�i, so erhalten wir die Hartree{Fock{Energie EHF , die einem

N�aherungswert f�ur die Energie entspricht, der nach dem Variationstheorem (1.18) f�ur

jedes beliebige � gr�o�er als der wahre Energiewert des Grundzustandes ist.

Hinweis: im Ein{Determinanten{Ansatz geht die Energiesumme �uber Einzelelektronen{

und Paar{Beitr�age �uber in eine �uber Orbital{ und Orbitalpaar{Beitr�age.Wegen Jii = Kii

ist
P 0

i;j(Jij �Kij) =
P

i;j(Jij �Kij).

EHF = Vkk +
nX
i

hii +
1

2

nX
i;j

(Jij �Kij) mit (1.21)
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hii =
D
�i(1)

���ĥ1(1)����i(1)E \Einteilchenergie\, (1.22)

Jij =
D
�i(1)�j(2)

���r�112 ����i(1)�j(2)E = [iijjj] \Coulombintegral\, (1.23)

Kij =
D
�i(1)�j(2)

���r�112 ����j(1)�i(2)E = [ijjji] \Austauschintegral\. (1.24)

Die Summen laufen �uber alle n Spinorbitale. Bei obiger Darstellung f�ur Mehrelektro-

nenintegrale ist zu beachten, dass bei der ersten Schreibweise die konjugiert komplexen

Funktionen vor und die Grundfunktionen nach den Operatoren geschrieben werden. Bei

der zweiten Schreibweise, nach Mulliken, werden die Funktionen zu Paaren zusammen-

gefasst, die zu jeweils einem Elektron geh�oren.

1. Es resultieren Terme, die nur von den Koordinaten eines einzelnen Elektrons

abh�angen (Einelektronenintegrale), d.h., es lassen sich Erwartungswerte der Slater-

determinante mit Einelektronen{Operatoren ĥi bilden. Die Energie eines Elektrons

im Orbital �i, bestehend aus der Summe der kinetischen Energie des Elektrons und

seiner potentiellen Energie im Feld der Kerne, heisst Einteilchenenergie.

2. Die Coulombintegrale (Zweielektronenterme) stellen die elektrostatische Wechsel-

wirkung der \Ladungswolken\ j�i(1)j2 und j�j(2)j2 dar. Es sei bereits an dieser

Stelle darauf hingewiesen, dass infolge des Mittelungsverfahrens in jedem Inte-

gral Jij die Beitr�age bei allen Abst�anden der Elektronen dasselbe statistische Ge-

wicht erhalten. Nun werden aber die Elektronen aufgrund der elektrostatischen

Wechselwirkung ihre Bewegungen so korrelieren, dass sie jederzeit einen m�oglichst

gro�en Abstand bewahren. Dies bedeutet aber umgekehrt, dass die Coulomb{

Beitr�age f�ur kleine r12 zu stark gewichtet werden. Infolgedessen liegt die mit Hilfe

eines Produktes von Einelektronen{Wellenfunktionen gewonnene Grundzustands{

Gesamtenergie um einen bestimmten Betrag �uber der tats�achlichen Energie. Dieser

Betrag wird Korrelationsenergie genannt. (Bei Gruppen fastentarteter Zust�ande

kann der Obere Zustand eine Korrelationsenergie vom entgegengesetzten Vorzei-

chen haben.)



26 Kapitel 1. Theorie

3. Die Austauschintegrale (Zweielektronenterme) entstehen im HF{Formalismus erst

durch die Ber�ucksichtigung des Pauli{Prinzips in Form einer Slaterdeterminante.

Die Austauschintegrale sind also quantenmechanischer Natur, sie ber�ucksichtigen,

dass sich Elektronen gleichen Spins, nur bei diesen treten sie auf, ausweichen. Die

Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen gleichen Spins in unmittelbarer N�ahe vonein-

ander zu �nden, ist n�amlich geringer, als dies f�ur Elektronen ungleichen Spins der

Fall ist. Das bedeutet aber, dass die entsprechenden Beitr�age f�ur die gemittelte

Coulomb{Absto�ung kleiner werden. Die Austauschintegrale lassen sich also als

Korrekturterme f�ur die gemittelte Coulomb{Absto�ung zwischen Elektronen glei-

chen Spins au�assen.

Physikalische sogenannte \geschlossenschalige Systeme\sind solche, die ganz gut durch

eine Slaterdeterminante beschrieben werden k�onnen, in der die Elektronen paarweise

Spinorbitale mit identischem (oder sehr �ahnlichem) Raumanteil besetzen. Geben wir

diesen Spinorbitalen jeweils dieselben Indizes (was numerisch nichts �andert, da die Werte

der relevanten Integrale ausschlie�lich vom Raumanteil der Spinorbitale abh�angen), so

resultiert f�ur die Gesamtenergie eines solchen Systems (wobei die Summen �uber die n=2

doppelt besetzten Orbitale laufen):

EHF = Vkk + 2

n=2X
i

hii +
n=2X
i;j

(2Jij �Kij) : (1.25)

Bei den Einteilchenenergien tritt ein Faktor 2 auf, weil jetzt jedes Orbital doppelt besetzt

ist, und es gibt halb soviele Austauschintegrale wie Coulombintegrale, da die Austausch-

korrekturen nur dann auftreten, wenn die beiden betrachteten Elektronen gleichen Spin

haben (also nur bei ��; ��; nicht bei ��; ��).

Fassen wir alle Terme zusammen, die sich auf die Energie eines Elektrons, das ein

Orbital �i besetzt, beziehen, so erhalten wir die sogenannte HF{Orbitalenergie "i:

"i = hii +
n=2X
j

(2Jij �Kij) : (1.26)
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Die Summe der Orbitalenergien der doppelt besetzten Orbitale lautet dann:

2

n=2X
i

"i = 2

n=2X
i

hii + 2

n=2X
i;j

(2Jij �Kij) ; (1.27)

d.h., die Gesamtenergie EHF ist nicht gleich der Orbitalenergiesumme (2
Pn=2

i "i), da letz-

tere die Elektronenabsto�ung f�ur jedes Paar zweimal enth�alt und die potentielle Energie

der Kernabsto�ung Vkk fehlt:

EHF = 2

n=2X
i

"i �
n=2X
i;j

(2Jij �Kij) + Vkk : (1.28)

Wir haben in (1.25) zwar eine Gleichung, die uns gestattet, die Gesamtenergie eines

Molek�uls n�aherungsweise zu bestimmen, wir kennen aber noch nicht die in dieser Glei-

chung vorkommenden Orbitale �i, die die HF{Energie EHF minimieren. Wir suchen des-

halb als n�achstes diese Orbitale unter der Nebenbedingung, dass die �i's orthonormiert

sind (h�ij�ji � �ij = 0), da dies eine Voraussetzung zur Ableitung von Gleichung (1.25)

war. Dies wird erreicht, indem wir die Gesamtenergie durch Variation der in der Funk-

tion enthaltenen Orbitale minimieren. Dabei werden nicht irgendwelche Parameter fest

vorgegebener Funktionen variiert, wie es Gleichung (1.19) nahelegt, sondern wir variieren

ganz allgemein die analytische Form der Orbitalfunktionen �i. Zur gleichzeitigen Ber�uck-

sichtigung der Nebenbedingungen bietet sich die Methode der Lagrange{Multiplikatoren

an. Im folgenden wollen wir voraussetzen, dass die Orbitale reell sind (�i = ��i ). Wir

bilden:

F = EHF (�)�
n=2X
i;j

�ij
�
h�ij�ji � �ij

�
(1.29)

mit EHF aus Gleichung (1.25) und suchen davon das absolute Minimum:

@F

@�k
= 0 ! @EHF

@�k
=

n=2X
i;j

�ij
@

@�k

�
h�ij�ji � �ij

�
f�ur k = 1; 2; : : : ;

n

2
; (1.30)

@F

@�ij
= 0 ! h�ij�ji = �ij f�ur i; j = 1; 2; : : : ;

n

2
: (1.31)

Aus (1.31) ist ersichtlich, dass das absolute Minimum von F die Nebenbedingungen

erf�ullt, daher folgt aus Gleichung (1.29), dass am absoluten Minimum von F gilt: F =
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EHF . Also ist das absolute Minimum von F gleichbedeutend mit dem Minimum von

EHF (1.30) unter der Ber�ucksichtigung der Nebenbedingungen (1.31). Die Variation der

Gleichungen (1.30) liefert:

F̂ (�) � �k =
n=2X
j

�j � �jk f�ur k = 1; 2; : : : ;
n

2
: (1.32)

Jede dieser Gleichungen ist eine Einelektronen{Integrodi�erentialgleichung f�ur Orbital-

zust�ande eines Elektrons, die �uber die nichtdiagonalen Lagrange{Multiplikatoren �jk mit

den anderen Di�erentialgleichungen f�ur �1; �2; : : : gekoppelt ist. Im ganzen gibt es n=2

Di�erentialgleichungen, n�amlich ebenso viele wie es besetzte Orbitale gibt, die alle die

gleiche Form haben. Die �'s der Gleichungen (1.32) sind zwar orthonormal (aufgrund der

Nebenbedingung (1.31)), aber keine Eigenfunktionen des Fock{Operators F̂ (zur De�ni-

tion von F̂ siehe sp�ater), denn wenden wir F̂ auf �k an, so erhalten wir nicht �k � const.,
sondern eine Linearkombination der �'s.

Da die Matrix der Lagrange{Multiplikatoren � hermitesch ist und somit immer durch

eine spezielle unit�are Transformationsmatrix U auf Diagonalform gebracht werden kann:

Uy�U = (")ij = "i �ij mit UUy = 1 ; (1.33)

verwenden wir diesen Trick, um die Gleichungen (1.32) zu entkoppeln und damit Pseudo{

Eigenwertgleichungen zu erzeugen. Dazu schreiben wir die Gleichungen (1.32) zun�achst

in Matrix{Form:

F̂ (�) � = � � mit � =
�
�1 �2 � � � �n

2

�
; � =

0
BBBBBBBB@

�11 �12 � � � �1n
2

�21 �22 � � � �2n
2

...
...

. . .
...

�n

2
1 �n

2
2 � � � �n

2
n

2

1
CCCCCCCCA
; (1.34)

multiplizieren von rechts mit U und f�ugen UUy zwischen � und � ein:

F̂ (�) � [�U ] = [�U ] � [Uy�U ] : (1.35)

Aufgrund dieser Transformation werden nur Zeilen und Spalten der Slaterdetermi-

nante linear kombiniert, so dass die Slaterdeterminanten aus den urspr�unglichen und
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den transformierten HF{Orbitalen identisch sind. Da F̂ (�) nur von der Einteilchen{

Gesamtdichtematrix abh�angt, die sich bei der Transformation der �i nicht ver�andert, ist

F̂ (�) = F̂ (�U), so dass sich der Fock{Operator F̂ , die Gesamtenergie EHF und die

Gesamtelektronendichte %HF nicht durch die unit�are Transformation �andern. Mit (1.33)

und ~� = �U erhalten wir dann aus Gleichung (1.35) die Hartree{Fock{Gleichungen,

wobei wir aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit die Schlange \�\ bei den transformierten

Orbitalen weglassen:

F̂ (�) � �i = "i � �i f�ur i = 1; 2; : : : ;
n

2
: (1.36)

Die spezielle Form von U , die die �{Matrix diagonalisiert, w�ahlt aus den vielen

gleichwertigen Orbital{S�atzen einen speziellen aus, die sogenannten \kanonischen HF{

Orbitale\ �i. Diese Orbitale sind, wie die urspr�unglichen Orbitale, orthonormal, da eine

unit�are Transformation diese Eigenschaft nicht �andert.

Die Eigenwerte "i des Fock{Operators aus Gleichung (1.36) sind die sogenannten

\Hartree{Fock{Orbitalenergien\ der kanonischen HF{Orbitale �i (siehe auch Gleichung

(1.26)). Der Fock{Operator lautet:

F̂ = ĥ +
n=2X
j

(2Ĵj � K̂j) mit (1.37)

ĥ = �1
2
�(1)�

KX
a

Za

ra1
\Einteilchen{Operator\ ; (1.38)

Ĵj � �i(1) =

Z
��j(2)

1

r12
�j(2) d2 � �i(1) !

D
�i(1)

���Ĵj����i(1)E = Jij ; (1.39)

Ĵj = \Coulomb{Operator\ ;

K̂j � �i(1) =

Z
��j(2)

1

r12
�i(2) d2 � �j(1) !

D
�i(1)

���K̂j

����i(1)E = Kij ; (1.40)

K̂j = \Austausch{Operator\ :

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (1.38) gibt den Operator der

kinetischen Energie eines Elektrons wieder; der zweite Term entspricht dem Operator

der potentiellen Energie der Anziehung zwischen einem Elektron und den Kernen.
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Der Coulomb{Operator Ĵj (1.39) gibt die potentielle Energie der Wechselwirkung zwi-

schen Elektron 1 und der \Ladungswolke\ des Elektrons 2 wieder. Die \Ladungswolke\

r�uhrt von der Integration �uber die Elektronendichte ��j(2)�j(2) her, die das Potential

vom Ort des Elektrons 2 unabh�angig macht und damit ein gemitteltes (e�ektives) Po-

tential erzeugt, in dem sich das Elektron 1 bewegt. Da in (1.37) �uber alle besetzten

Orbitale summiert wird (
Pn=2

j ), be�ndet sich das Elektron im gemittelten Potential aller

Elektronen, also auch im eigenen. Dies wird jedoch durch das Austauschglied korrigiert,

das f�ur i = j mit dem Coulombausdruck identisch wird und daher die Wechselwirkung

des Elektrons mit sich selbst eliminiert. Aufgrund des gemittelten Molek�ulpotentials sind

die kanonischen Orbitale meist �uber weite Bereiche des Molek�uls delokalisiert.

Der Austausch{Operator K̂j (1.40) f�ur i 6= j hat wiederum einen rein quantenmecha-

nischen Ursprung, n�amlich das Einanderausweichen von identischen Elementarteilchen

mit halbzahligem Spin, wie wir es bei den Austauschintegralen bereits gesehen haben

(siehe Seite 26, Punkt 3).

Eine direkte L�osung der Integrodi�erentialgleichung (1.36) ist nicht m�oglich, da der

Fock{Operator F̂ (�) selbst von den L�osungsfunktionen abh�angt. Die HF{Gleichungen

(1.36) sind von 3. Ordnung in den �'s und stellen damit kein lineares, sondern nur ein

pseudolineares Gleichungssystem dar. Man verwendet deshalb iterative Verfahren, die in

mehreren zyklischen Schritten die L�osung ann�ahern und schlie�lich einen Grenzwert, die

Hartree{Fock{Grenze (Limit), liefern. Das Verfahren:

F̂ (�
(m)
1 ; �

(m)
2 ; : : : ; �

(m)

n=2) � �(m+1)
i = "

(m+1)
i � �(m+1)

i : (1.41)

stellt eine besonders primitive, sehr oft nicht konvergierende Iteration dar. So k�onnen

bei den Berechnungen von gr�o�eren Molek�ulen, angeregten Zust�anden oder Systemen

mit o�enen Schalen w�aherend der Iteration Unregelm�a�igkeiten oder eine nur langsame

Konvergenz auftreten; manchmal ergibt sich sogar ein oszillatorisches Verhalten, d.h., die

Ergebnisse pendeln innerhalb bestimmter Bandbreiten hin und her, so dass kein Ende der

Rechnung abzusehen ist. In solchen F�allen halten die meisten Programme ein Verfahren

bereit, das aus den Ergebnissen der vorhergehenden Iterationsschritte ein gewichtetes
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Mittel bildet und dieses in den neuen Zyklus einbringt. Dadurch wird die Konvergenz

beschleunigt und eine D�ampfung der Oszillation erreicht. Ausserdem k�onnen auch durch

die Vernachl�assigung von Werten, die nicht in die gew�unschte Richtung f�uhren, eventuelle

Divergenzen vermieden werden. Auf andere M�oglichkeiten zur Erreichung von Konver-

genz und Stabilit�at der Ergebnisse sei auf Richards und Cooper [12] verwiesen.

Zur L�osung der HF{Gleichung gehen wir von einem sinnvollen Satz von N�aherungs-

funktionen �
(0)
1 ; �

(0)
2 ; : : : ; �

(0)

n=2 aus, die mehr oder weniger beliebig angesetzt werden

k�onnen und z.B. die L�osungen eines einfacheren Verfahrens sind oder von kleineren Sys-

temen �ubernommen werden. Damit berechnen wir die Operatoren Ĵ
(0)
j und K̂

(0)
j nach

(1.39) und (1.40) und l�osen mit dem entsprechenden Operator F̂ (0) die HF{Gleichung

(1.36). Aus den erhaltenen L�osungsfunktionen w�ahlen wir entweder die n=2 Funktionen

�
(1)
i zu den niedrigsten Orbitalenergien "

(1)
i aus (die �ubrigen virtuellen Orbitale werden

verworfen) oder die �
(1)
i , die den �

(0)
i �ahnlich sind, oder wir konstruieren aus den �

(m)
i

nach einer konvergenten Methode die �
(m+1)
i , und berechnen daraus mit (1.39) und (1.40)

neue Ĵ
(1)
j und K̂

(1)
j . Der zugeh�orige Fock{Operator F̂ (1) liefert mit Gleichung (1.36) neue

Funktionen �
(2)
i usw. Wir iterieren so lange, bis sich die Ergebnisse f�ur die Wellenfunktio-

nen �
(m)
i und die Energien "

(m)
i durch den n�achsten Zyklus im Rahmen einer gegebenen

Genauigkeitsgrenze nicht mehr ver�andern. Wenn der Fock{Operator die gleichen Funk-

tionen liefert wie die, aus denen er berechnet wurde, ist das Ergebnis in sich konsistent,

solch ein Verfahren wird deshalb auch Self{Consistent{Field (SCF){Verfahren genannt.

Auf diese Weise gelangen wir zu den optimalen Funktionen f�ur die Slaterdeterminante,

und f�ur die Energie ist das HF{Limit erreicht.

Die Mehrzahl der Molek�ule hat einen Grundzustand mit geschlossenen Schalen. Bei

vielen Verbindungen von �Ubergangsmetallen, bei vielen angeregten Zust�anden und Mo-

lek�ulen mit einer ungeraden Anzahl von Elektronen (z.B. Radikalen) m�ussen Verfahren

f�ur Systeme mit o�enen Schalen verwendet werden. In diesem Fall kann die Wellenfunk-

tion nicht durch eine einzige Slaterdeterminante ausgedr�uckt werden. Aus Symmetrie-

gr�unden sind dazu mehrere solcher Determinanten mit jeweils anderen Spinorbitals�atzen
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n�otig, die die gleiche Hartree{Fock{Energie haben und durch eine Linearkombination

mit festen Koe�zienten miteinander verkn�upft sind. Daneben gibt es eine Reihe anderer

SCF{Verfahren, mit denen o�ene Schalen berechnet werden k�onnen. Erw�ahnt sei das

unbeschr�ankte HF{Verfahren (UHF: Unrestricted Hartree{Fock), in dem die Elektronen

mit �{ und �{Spin jeweils getrennt durch eine andere HF{Gleichung beschrieben werden.

In diesem Modell haben Elektronen mit gepaarten Spins verschiedene Orbitalfunktionen

(di�erent orbitals for di�erent spins).

In der Praxis l�asst sich das HF{Problem f�ur Atome durch numerische Integration

l�osen [13], da f�ur Atome eine Separation der Wellenfunktion in Radialanteil und Win-

kelanteil vorgenommen werden kann. Diese mathematische Vereinfachung entf�allt f�ur

Molek�ule, daher k�onnen wir f�ur Molek�ule die HF{Gleichungen nicht unmittelbar l�osen.

Deshalb verwendet man f�ur alle Systeme von quantenmechanischem Interesse meist das

analytische SCF{Verfahren von Roothaan und Hall [14].

1.3.2 Roothaan{Verfahren

Roothaan hat als erster vorgeschlagen, die Einelektronen{Wellenfunktionen �i (soge-

nannte \Molek�ulorbitale (MO's)\) als Linearkombination eines Satzes von m analyti-

schen Basisfunktionen '� anzusetzen, deren Koe�zienten c�i variationell zu bestimmen

sind. Die Basisfunktionen sind jeweils weitgehend an einem einzigen Atom lokalisiert, des-

halb nennt man sie auch \Atomorbitale (AO's)\ und den Ansatz von Roothaan \LCAO{

Ansatz (Linear Combination of Atomic Orbitals)\:

�i =
mX
�

'� c�i : (1.42)

In der Folge beziehen sich �; �; �; � auf die Basis{AO's ' und i; j; k; l auf die MO's �.

Es ist h�au�g g�unstig, eine Eigenwert{Di�erentialgleichung in Matrixform zu schreiben

und durch Au�nden der Eigenwerte und Eigenvektoren zu l�osen, da Rechenanlagen gut

Vektoren und Matrizen verarbeiten k�onnen, aber kaum direkt irgendwelche Funktionen.
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Deshalb stellen wir die HF{Gleichung (1.36), die schon variationell bestimmt wurde, in

der AO{Basis dar, indem wir (1.42) in (1.36) einsetzen und von links mit '�� multipli-

zieren und �uber den ganzen Raum integrieren:

D
'�
���F̂ ����iE =

D
'�
���F̂ mX

�

'� c�i
E
=

mX
�

F�� c�i mit F�� =
D
'�
���F̂ ���'�E ; (1.43)

D
'�
���"i����iE =

D
'�
���"i mX

�

'� c�i
E
=

mX
�

"i S�� c�i mit S�� =
D
'�
���'�E (1.44)

!
mX
�

�
F�� � "iS��

�
c�i = 0 mit � = 1; 2; : : : ; m : (1.45)

Die Gleichungen (1.45) heissen \Roothaan{Gleichungen\. F�� ist die Matrixdarstellung

des Fock{Operators F̂ in der AO{Basis f'g, sie heisst \Fock{Matrix\. S�� entspricht der

�Uberlappmatrix der Basisfunktionen und c�i ist der Spaltenvektor des i{ten MO's, d.h.,

die c�i stellen das MO �i (1.42) in der AO{Basis f'g dar. (1.45) ist ein lineares homogenes
Gleichungssystem aus m Gleichungen f�ur die m Unbekannten c�i (� = 1; 2; : : : ; m), das

nur dann nichttriviale L�osungen hat, wenn die S�akulardeterminante, die ein Polynom

m{ten Grades in " darstellt, verschwindet:

jF�� � "iS�� j = 0 : (1.46)

Das L�osungsproblem einer Di�erentialgleichung ist damit auf die Berechnung von Matrix-

elementen (Integralen) und die L�osung von linearen Gleichungssystemen zur�uckgef�uhrt,

d.h., es liegt nun ein algebraisches Eigenwertproblem vor. Das Gleichungssystem ist

aber nur pseudolinear, da die Matrixelemente des Fock{Operators F̂ (1.37) �uber den

Coulomb{Operator Ĵ (1.39) und den Austausch{Operator K̂ (1.40) wiederum von den

�i und damit den Koe�zienten c�i abh�angen.

Um die Roothaan{Gleichungen (1.45) zu l�osen, m�ussen wir also zun�achst die Matrix-

elemente F�� (1.43) berechnen, mit (1.37) erhalten wir:

F�� =
D
'�(1)

���F̂ (1)���'�(1)E (1.47)

=
D
'�(1)

���ĥ(1)���'�(1)E+
n=2X
j

�
2
D
'�(1)

���Ĵj(1)���'�(1)E� D'�(1)���K̂j(1)
���'�(1)E� :
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Daraus folgt mit (1.38), (1.39), (1.40), wenn �i durch '� ersetzt wird, und (1.42):

D
'�(1)

���ĥ(1)���'�(1)E = h�� ; (1.48)

D
'�(1)

���Ĵj(1)���'�(1)E =

Z
'��(1)�

�
j(2)

1

r12
�j(2)'�(1) d1d2

=
mX
�;�

c��j c�j

Z
'��(1)'

�
�(2)

1

r12
'�(2)'�(1) d1d2

=
mX
�;�

c��jc�j [��j��] ; (1.49)

D
'�(1)

���K̂j(1)
���'�(1)E =

Z
'��(1)�

�
j(2)

1

r12
'�(2)�j(1) d1d2

=
mX
�;�

c��j c�j

Z
'��(1)'

�
�(2)

1

r12
'�(2)'�(1) d1d2

=
mX
�;�

c��j c�j [��j��] : (1.50)

Setzen wir diese Terme in (1.47) ein, dann erhalten wir f�ur die Matrixelemente F��

Integrale, die nur noch von der AO{Basis abh�angen:

F�� = h�� +
mX
�;�

P�� � g���� mit (1.51)

g���� = [��j��]� 1

2
[��j��] \Zweiteilchen{Basisintegrale\ und (1.52)

P�� = 2

n=2X
j

c��j c�j \Dichtematrix\: (1.53)

Die L�osung von Gleichung (1.46) ist wiederum nur iterativ m�oglich. Wir gehen von

einem Basissatz f'g aus und berechnen damit die Integrale h�� und die Zweiteilchen{

Basisintegrale g����, die im \traditionellen Verfahren\ nur einmal berechnet werden, da

sie sich w�ahrend des iterativen Prozesses nicht �andern. |Von den Vierzentrenintegralen

g���� gibt es ca.
m4

8
St�uck, d.h., bei 200 Basisfunktionen m�ussen wir bereits 200 Millionen

Integrale berechnen, die im Zuge der Rechnung gleichzeitig verf�ugbar sein m�ussen. F�ur
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die Berechnung gr�o�erer Molek�ule muss ein entsprechend gro�er Basissatz verwendet

werden, so dass wir schnell zu einem Rechenzeit{ und Speicherplatzproblem gelangen,

da die Zahl der Vierzentrenintegrale ins astronomische w�achst.| Als n�achstes w�ahlen

wir sinnvolle Koe�zientens�atze c
(0)
�i f�ur die nullte N�aherung und berechnen daraus die

gen�aherte Dichtematrix P
(0)
�� . Aus h�� , g���� und P

(0)
�� ermitteln wir die Matrixelemente

F (0)
�� und l�osen dann die S�akulargleichung (1.46).

Da die Eigenwerte einer Matrix unter �Ahnlichkeitstransformation erhalten bleiben,

k�onnen wir durch eine geeignete Folge von solchen die hermitesche F{Matrix auf Dia-

gonalgestalt bringen, was bei symmetrischen Matrizen immer gelingt. Dann stehen auf

der Diagonalen die gesuchten Eigenwerte "i, d.h. die Wurzeln der S�akulardeterminante

(1.46). F�ur jedes "i l�asst sich durch Einsetzen in das lineare Gleichungssystem (1.45)

ein neuer Satz von Koe�zienten c
(1)
�j , d.h. ein neuer Eigenvektor, erhalten. Mit den c

(1)
�j

berechnen wir die verbesserte Dichtematrix P
(1)
�� und verfahren zyklisch weiter wie vor-

her beschrieben. Ist die Basis f'g geeignet und gro� genug gew�ahlt, wird gegebenenfalls

das Hartree{Fock{Limit ebenso gut erreicht wie bei der numerischen Integration, die

wesentlich unwirtschaftlicher gelingt als die Ausf�uhrung einer Roothaan{Rechnung.

Um das oben angesprochene Speicherplatzproblem f�ur gro�e Molek�ule zu umgehen, ha-

ben Alml�of und Mitarbeiter [15] die sogenannten \direkten SCF{Verfahren\ entwickelt,

bei denen die Vierzentrenintegrale nicht extern (auf Festplatte) abgespeichert werden,

sondern von Fall zu Fall neu berechnet werden, sobald sie gebraucht werden. Den Auf-

wand f�ur die Mehrberechnung nimmt man in Kauf, wenn man dadurch mit weniger

externem Speicher auskommt. Die direkten SCF{Verfahren erlauben nicht nur die Be-

rechnung gro�er Molek�ule, sondern ben�otigen im Vergleich zu traditionellen Verfahren

auch weniger Rechenzeit (ausser f�ur kleine Molek�ule). Zur Zeit sind verschiedene Grup-

pen [16,17] dabei, unter Verwendung von lokalisierten MO's, \linear skalierende Algorith-

men\ zur Reduzierung der Rechenzeit, speziell f�ur korrelierte Verfahren, zu entwickeln.

Zum einen wird durch die LMO's die Konvergenz um einen Faktor 20 bis 40 beschleunigt,

und zum anderen kann die Korrelationsenergie zwischen \weit\ entfernten LMO{Paaren
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vernachl�assigt werden.

Um einen Ausdruck f�ur die Hartree{Fock{Energie EHF im Roothaan{Formalismus

zu erhalten, bei dem die entsprechenden Integralterme nur noch von der AO{Basis

abh�angen, l�osen wir zun�achst Gleichung (1.27) nach
P

ij(2Jij � Kij) auf, setzen das

Ergebnis in (1.28) ein:

EHF =

n=2X
i

"i +
n=2X
i

hii + Vkk (1.54)

und dr�ucken dann die Einteilchenenergien hii (1.22) unter Zuhilfenahme des LCAO{

Ansatzes (1.42) durch die AO{Basis f'g aus:
n=2X
i

hii =
n=2X
i

h�ijĥj�ii =
n=2X
i

mX
�;�

c��i c�i h'�jĥj'�i =
1

2

mX
�;�

P�� h�� mit

P�� = 2

n=2X
i

c��i c�i ; (1.55)

h�� entspricht der Matrixdarstellung des Einteilchen{Operators ĥ (1.38). Damit ergibt

sich f�ur die Hartree{Fock{Roothaan{Energie:

EHFR =

n=2X
i

"i +
1

2

X
�;�

P�� h�� + Vkk (1.56)

mit den schon aus den Gleichungen (1.45) und (1.46) iterativ bestimmten Eigenwerten

"i.

1.3.3 Populations{Analyse

Mulliken{Populationen

Die Interpretation der Roothaan{Gleichungen im Hinblick auf ihre physikalische Bedeu-

tung st�utzt sich weitgehend darauf, dass sich nach Mulliken [18] die gesamte Elektronen-

dichte in einem Molek�ul in Beitr�age aufspalten l�asst, die von einzelnen AO's oder aber

von �Uberlappungsregionen zweier AO's herr�uhren.
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F�ur ein geschlossenschaliges Molek�ul, welches durch eine Ein{Determinanten{

Wellenfunktion � beschrieben wird, ist die Gesamtelektronendichte % durch die Summe

der MO{Dichten aller n
2
doppelt besetzten MO's gegeben; mit (1.42) und (1.55) erhalten

wir:

% = 2

n=2X
i

��i �i = 2
mX
�;�

n=2X
i

c��i c�i '
�
� '� =

mX
�;�

P�� '
�
� '� : (1.57)

Die Dichtematrix P�� stellt in der Roothaan{N�aherung ein Ma� daf�ur dar, wie gro� die

einzelnen Beitr�age der nach '�� '� \verteilten\ Elektronen zur gesamten Elektronendichte

sind.

Die �uber den ganzen Raum integrierte Gesamtelektronendichte % muss gerade die

Gesamtelektronenzahl N des Molek�uls ergeben:Z
%(~r) d~r =

mX
�;�

P��

Z
'�� '� d~r =

mX
�;�

P�� S�� =
mX
�

(PS)�� = tr(PS) = N ; (1.58)

d.h., auch die Summe aller Matrixelemente P��S�� entspricht der Gesamtzahl der Elek-

tronen N im Molek�ul, also entspricht jedem Matrixelement P��S�� ein Bruchteil der

Gesamtelektronenzahl. Dieses Resultat legt nahe, die Gesamtelektronenzahl (oder Ge-

samtelektronendichte) zu splitten und zum einen Molek�ulbereichen zuzuordnen, die sich

an den Kernen be�nden und zum anderen Molek�ulbereichen zuzuordnen, die sich zwi-

schen den Kernen be�nden.

So l�asst sich die Anzahl der Elektronen, die sich am Kern a be�nden, beispielsweise

durch:

Na =
X
�2a

X
�2a

P�� S�� \Netto{Atom{Ladung\ (1.59)

ermitteln, d.h., wir summieren alle die Matrixelemente P��S�� auf, die sich auf die AO's '

beziehen, die am Kern a zentriert sind. Die Anzahl der Elektronen, die sich zwischen Kern

a und Kern b be�nden und die Bindung zwischen diesen beiden Kernen charakterisieren,

erhalten wir dann durch:

Nab =
X
�2a

X
�2b

(P�� S�� + P�� S��) = 2
X
�2a

X
�2b

P�� S�� (1.60)

\Bindungs{Ladung\ oder \ �Uberlapp{Population\;
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d.h., wir summieren alle die Matrixelemente P��S�� auf, bei denen die AO's '� am

Kern a und die AO's '� am Kern b zentriert sind, und multiplizieren mit 2, da P��S��

symmetrisch ist.

Be�nden sich z.B. die AO's '1 und '2 am Kern a und die AO's '3 und '4 am Kern

b, so erhalten wir:

Na = P11S11 + P12S12 + P21S21 + P22S22 ;

Nb = P33S33 + P34S34 + P43S43 + P44S44 ;

Nab = 2 (P13S13 + P14S14 + P23S23 + P24S24) ; (1.61)

d.h., die entsprechende P��S��{Matrix wird folgenderma�en aufgeteilt:

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

P11S11 P12S12

a

P21S21 P22S22

P13S13 P14S14

ab

P23S23 P24S24

P31S31 P32S32

ab

P41S41 P42S42

P33S33 P34S34

b

P43S43 P44S44

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: (1.62)

O�enbar gilt f�ur die Gesamtelektronenzahl N auch die folgende Beziehung:

KX
a

Na +
KX
a<b

Nab = N ; (1.63)

wobei die Summen �uber alle Kerne laufen.

Die wesentlichen Nachteile der Mulliken{Populationsanalyse sind:

� Die \Bindungsladung\ (1.60) wird zu gleichen Teilen zwischen die Kerne ver-

teilt. Damit kann die bei heteroatomaren Bindungen vorliegende Polarit�at der

\Bindungsdichte\ in der elektronischen Ladungsverteilung nicht ad�aquat erfasst

werden.
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� Die \Netto{Atom{Ladung\ (1.59) wird vollst�andig einem Atom zugeordnet, ob-

wohl das Maximum der auf der Basis der am Kern lokalisierten Funktionen be-

rechneten Ladungsdichte in einer gr�o�eren Entfernung vom Kern (vielleicht in der

N�ahe eines Nachbarkerns) liegen kann.

� Es tritt h�au�g der Fall ein, dass der Beitrag eines Atombasisorbitals zur Elektro-

nenpopulation eines Atoms negativ oder gr�o�er als 2 wird.

Da ein Molek�ul nur ein Gesamt{Elektronensystem besitzt und die Werte f�ur Na und

Nab stark von der gew�ahlten Basis f'g abh�angen, gibt es keine willk�urfreie Aufteilung
und Zuordnung der Gesamtelektronendichte zu Bindungen oder Atomen. Entsprechend

sind Atomladungen und Bindungspolarit�aten so nicht eindeutig de�niert. Ein solches

Aufspaltungsschema ist jedoch sinnvoll, wenn es der qualitativen chemischen Anschauung

entspricht.

Wiberg{Populationen

Neben der Mulliken{Populationsanalyse wurden eine Reihe anderer Aufspaltungssche-

mata entwickelt. Z.B. hat Wiberg [19] f�ur den Ein{Determinanten{Fall unter Ber�ucksich-

tigung einer orthonormalen AO{Basis (S�� = ��� ; S = 1) und der damit verbundenen

Idempotenzbedingung der Dichtematrix: P = 1
2
P � P einen Index Wab zur Charakteri-

sierung der \Bindungsordnung\ zwischen Atom a und Atom b vorgeschlagen. Gehen wir

von Gleichung (1.58) aus und ber�ucksichtigen die Orthonormalit�at der AO{Basis und

die Idempotenzbedingung, so erhalten wir:

N = tr(P S) = tr(P ) =
1

2
tr(P � P ) =

1

2

mX
�

(PP )�� =
1

2

mX
�;�

P�� P�� =
1

2

mX
�;�

P 2
�� = ;

analog zu Mulliken ((1.59), (1.60), (1.63)) l�asst sich dies weiter aufteilen:

=
1

2

KX
a

X
�2a

X
�2a

P 2
�� +

1

2
� 2

KX
a<b

X
�2a

X
�2b

P 2
�� =

KX
a

Wa +
KX
a<b

Wab mit

Wab =
X
�2a

X
�2b

P 2
�� : (1.64)
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Der Wiberg{Index Wab entspricht der Summe der quadrierten Ausserdiagonalelemente

der Dichtematrix zwischen Atom a und Atom b. Die Wiberg{Indizes sind notwendiger-

weise positive Zahlen und ein gro�er Wab{Wert deutet auf eine starke Bindung hin.

Mayer{Populationen

Mayer [20] hat das Konzept von Wiberg f�ur den Fall einer nichtorthogonalen AO{Basis

verallgemeinert. F�ur die \Bindungsordnung\ Mab zwischen Atom a und Atom b gibt er

f�ur ein \closed shell\ Molek�ul an:

Mab =
X
�2a

X
�2b

(PS)�� (PS)�� : (1.65)

Mab geht f�ur den Fall S�� = ��� in den Wiberg{Index Wab (1.64) �uber. Weiter de�niert

Mayer f�ur ein \closed shell\ Molek�ul die Valenz Va des Atoms a als die Summe aller

\Bindungsordnungen\ Mab:

Va =
X
b6=a

Mab : (1.66)

Der Valenz{Index Va wird verallgemeinert, indem zwischen der Gesamtvalenz V tot
a und

der freien Valenz V f
a des Atoms a unterschieden wird. Beispielsweise betr�agt die Gesamt-

valenz V tot
a bzw. die freie Valenz V f

a f�ur das Kohlensto�atom des Methylradikals �CH3 4

bzw. 1. F�ur die entsprechenden Formeln gibt Mayer an:

V tot
a = 2

X
�2a

(PS)�� �
X
�;�2a

(PS)�� (PS)�� und (1.67)

V f
a = V tot

a � Va mitVa aus Gleichung (1.66). (1.68)

F�ur ein \closed shell\ Molek�ul ist V tot
a = Va, so dass der freie Valenz{Index V

f
a sich dann

nach Gleichung (1.68) automatisch zu 0 ergibt.

Nat�urliche Populationen

Die Grundlage dieser Populationsanalyse bilden die sogenannten \Nat�urlichen Orbitale

(NO's)\ nach L�owdin [21]. Zur Ableitung der NO's schauen wir uns zun�achst einmal die
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Einteilchen{Dichtematrix �(~x1; ~x
0
1) an:

�(~x1; ~x
0
1) = N

Z
 �(~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) �  (~x 01; ~x2; : : : ; ~xN) d~x2 d~x3 : : : d~xN ; (1.69)

wobei ~xi f�ur die Raum{ und Spinkoordinaten ~ri und ~�i des i{ten Elektrons steht. Das Dia-

gonalelement der Einteilchen{Dichtematrix entspricht der Elektronendichte %(~x1) (mit

Hinweis auf den Spin, siehe auch Gleichung (1.115)):

�(~x1; ~x1) = %(~x1) : (1.70)

Die Einteilchen{Dichtematrix l�asst sich in einer orthonormalen Basis f�g entwickeln:

�(~x1; ~x
0
1) =

X
i;j

�i(~x1) �ij �
�
j(~x

0
1) ; (1.71)

wobei �ij der Matrixdarstellung der Einteilchen{Dichtematrix �(~x1; ~x
0
1) in der Basis f�g

entspricht:

�ij =

Z
��i (~x1) �(~x1; ~x

0
1)�j(~x

0
1) : (1.72)

F�ur den Fall, dass �ij hermitesch ist, l�asst sich die orthonormale Basis f�g so unit�ar

transformieren, dass �ij in der transformierten orthonormalen Basis f�g Diagonalgestalt
annimmt:

�i =
X
k

�k Uki ; Uy�U = (
)ij = 
i �ij mit UyU = 1 : (1.73)

Die nach den Gleichungen (1.73) de�nierten Spinorbitale �i sind dann gerade die nat�urli-

chen Spinorbitale. Dr�ucken wir Gleichung (1.71) durch die nat�urlichen Spinorbitale aus,

so nehmen die Einteilchen{Dichtematrix �(~x1; ~x
0
1) bzw. die Elektronendichte %(~x1) die

einfachen Formen:

�(~x1; ~x
0
1) =

X
i


i �i(~x1) �
�
i (~x

0
1) bzw. %(~x1) =

X
i


i j�i(~x1)j2 an. (1.74)

Die 
i werden als Besetzungszahlen der nat�urlichen Spinorbitale �i der Wellenfunktion

 bezeichnet und liegen zwischen 0 und 1 (die 
i brauchen also keine ganzen Zahlen zu

sein); die Summe der Besetzungszahlen entspricht gerade der Anzahl der Elektronen N :

0 � 
i � 1 und
X
i


i = N : (1.75)
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Die nat�urlichen Spinorbitale �i und die Bestzungszahlen der nat�urlichen Spinorbi-

tale 
i entsprechen nach Gleichung (1.74) den Eigenfunktionen und Eigenwerten der

Einteilchen{Dichtematrix �(~x1; ~x
0
1):

� �j = 
j �j : (1.76)

Die Gleichungen (1.74) gelten nicht nur f�ur den Ein{Determinanten{Ansatz der HF{

Theorie (hier w�aren die 
i f�ur die besetzten Orbitale immer 1 und f�ur die virtuellen

Orbitale immer 0, und die NO's �i w�urden den HF{MO's entsprechen), sondern ganz

allgemein auch f�ur korrelierte Wellenfunktionen, wie die CI{Wellenfunktionen aus Ab-

schnitt 1.4.1, so dass sich die NO's auch zur Durchf�uhrung einer Populationsanalyse

und zur Berechnung von Einelektronen{Eigenschaften f�ur korrelierte Wellenfunktionen

eignen.

F�ur Molek�ule entsprechen die NO's orthonormalen Molek�ulorbitalen, die sich �uber

das ganze Molek�ul erstrecken, da die NO's symmetrieadaptiert sind, d.h. sich wie die ir-

reduziblen Darstellungen der Punktgruppe des Molek�uls transformieren. Weinhold und

Mitarbeiter [22] verwenden nun f�ur ihre Populationsanalyse anstatt der NO's sogenannte

\Nat�urliche Atomorbitale (NAO's)\. Im Gegensatz zu den NO's sind die NAO's ortho-

normale Atom(Einzentren){Orbitale, die sich nicht wie symmetrieadaptierte Orbitale des

Molek�uls transformieren und deshalb an einzelnen Zentren des Molek�uls lokalisiert blei-

ben. Die NAO's werden als Eigenfunktionen einzelner Ein{Atom{Bl�ocke der Einteilchen{

Dichtematrix, die durch einen AO{Basis{Satz konstruiert wurde, erhalten. So wird das

NAO, welches an Atom a zentriert ist, erhalten, indem der Block �(a) der Einteilchen{

Dichtematrix � diagonalisiert wird.

Die \Nat�urliche Atomladung\ Qa f�ur das Atom a entspricht nach Weinhold und Mit-

arbeitern [22] den Diagonal{Dichtematrixelementen in der NAO{Basis �i, summiert �uber

alle NAO's �i, die an Atom a zentriert sind:

Qa =
X
i=a

h�ij�j�ii : (1.77)
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Diese Populationsanalyse erf�ullt automatisch das Pauli{Prinzip: (0 � h�ij�j�ii � 2, die

�i sind hier nicht als Spinorbitale sondern als Raumorbitale de�niert), und die Summe

der \Nat�urlichen Atomladungen\ entspricht der Anzahl der Elektronen:
P

aQa = N .

Bei der \Nat�urlichen Bindungsorbital (NBO)\{Analyse [22] werden durch eine Rei-

he von Transformationen T aus dem Input{Basissatz verschiedenartige lokalisierte Ba-

siss�atze (\NAO's\, \Nat�urliche Bindungsorbitale (NBO's)\ und \Nat�urliche Lokalisierte

Molek�ulorbitale (NLMO's)\) erzeugt:

Input{Basis
T�! NAO's

T�! NBO's
T�! NLMO's : (1.78)

Die NBO's erhalten wir durch Diagonalisierung von 1{ und 2{Zentren Bl�ocken der

Einteilchen{Dichtematrix � in der NAO{Basis. So wird das NBO, welches zwischen Atom

a und Atom b zentriert ist, erhalten, indem der Block �(ab) der Einteilchen{Dichtematrix

in der NAO{Basis diagonalisiert wird. Um die NLMO's zu erzeugen, werden die NBO's

zun�achst in 2 Gruppen eingeteilt: A) die NBO's, die stark besetzt sind; B) die NBO's

die schwach besetzt sind. Die Anzahl der Orbitale der 1. Gruppe ist gleich der Anzahl

der besetzten MO's, w�ahrend der 2. Satz gleich der Anzahl der virtuellen MO's ist. Die

unit�are Transformation TNLMO erhalten wir dann, indem wir den Ausserdiagonal(AB){

Block der Einteilchen{Dichtematrix �, also �(AB), durch ein Jacobi{Verfahren zu Null

werden lassen. Wird f�ur eine Ein{Determinanten{SCF{Wellenfunktion der Ausserdiago-

nalblock �(AB) zu Null, so wird auch �(BB) zu Null, und �(AA) nimmt Diagonalgestalt an.

Lassen wir hingegen f�ur eine CI{Wellenfunktion �(AB) zu Null werden, so bleiben �(AA)

und �(BB) nichtdiagonal, und die NLMO's sind dann keine NO's mehr. Deshalb muss f�ur

eine CI{Wellenfunktion zus�atzlich die Einteilchen{Dichtematrix � in der NLMO{Basis

diagonalisiert werden: NLMO's
T�! NO's.

Das Aussehen der NBO's und NLMO's kommt (analog den LMO's aus Kapitel 2) den

Vorstellungen des Lewis{Strich{Schema mit Bindungs{Elektronenpaaren und einsamen

Elektronenpaaren als Basiseinheiten der Molek�ulstruktur sehr nahe. Es hat sich gezeigt,

dass die \Nat�urliche Populationsanalyse\ weniger basissatzabh�angig ist als die \Mulliken

Populationsanalyse\.
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Modi�zierte Populationen

Ahlrichs und Heinzmann [23] haben eine Populationsanalyse entwickelt, die auf den Be-

setzungszahlen von sogenannten \Modi�zierten Atomorbitalen (MAO's)\ basiert, auf-

bauend auf Arbeiten von Davidson [24] und Roby [25].

Seien P̂x bzw. P̂xy, P̂xyz etc. die Projektionsoperatoren auf den Raum, der durch die

AO's '� des Atoms x bzw. der Atome x und y, x und y und z etc. aufgespannt wird:

P̂xy::: =
X
�;�

j'�iS�1�� h'�j mit S�� = h'�j'�i ; (1.79)

wobei die Indizes �; � �uber alle AO's ' der Atome x; y; : : : laufen (�; � 2 x; y; : : :). Die
MAO's '� werden durch die Bedingung:

tr(�P̂ ) = max. = N (1.80)

festgelegt; mit P̂ = Projektionsoperator auf den Raum, der durch alle AO's '� aufge-

spannt wird, � = Einteilchen{Dichtematrix (1.69) und N = Anzahl der Elektronen. Es

l�asst sich dann die Besetzungszahl Ba f�ur das Atom a, die Besetzungszahl Bab f�ur das

Atom{Paar ab etc. nach:

Ba = tr(�P̂a) ; Bab = tr(�P̂ab) ; Babc = tr(�P̂abc) etc: (1.81)

de�nieren. Weiter lassen sich aus den Besetzungszahlen sogenannte \Shared Electron

Numbers\ � bestimmen, also die Anzahl der Elektronen, die mehreren Atomen zugeord-

net werden kann:

�ab = Ba +Bb � Bab =
X
x

Bx � 1

2

X
x;y

0Bxy ;

�abc = Ba +Bb +Bc �Bab �Bac �Bbc +Babc

=
X
x

Bx � 1

2

X
x;y

0Bxy +
1

3 !

X
x;y;z

0Bxyz etc. (1.82)

�ab bezieht sich auf das Atom{Paar ab und stellt ein Ma� f�ur die Bindungsst�arke zwi-

schen Atom a und Atom b dar, und �abc bezieht sich auf das Atom{Tripel abc und ist
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im allgemeinen vernachl�assigbar, ausser f�ur Molek�ule mit 3{Zentren{Bindungen wie bei

B2H6.

Als ein Ma� f�ur die Ladung des Atoms a geben Ahlrichs und Heinzmann [23] ausserdem

an:

Ra = Ba � 1

2

X
b6=a

�ab +
1

3

X
b>c(6=a)

�abc � : : : mit
X
a

Ra = N : (1.83)

Die Besetzungszahl eines MAO's ist immer positiv und � 2:

0 � Ba � 2ma ; 0 � Bab � 2 (ma +mb) etc. (1.84)

mit ma = Anzahl der AO's des Atoms a; gleiches gilt f�ur Ra (0 � Ra � 2ma). Die so

berechneten Populationen erweisen sich (ganz anders als die Populationen nach Mulliken)

als ausserordentlich stabil gegen�uber �Anderungen in der Ausgangsbasis, selbst wenn diese

v�ollig unausgeglichen ist.

1.3.4 Basis{S�atze

Um die Roothaan{Gleichungen zu l�osen, muss noch ein letzter Punkt gekl�art werden.

Die gesuchten Molek�ulorbitale �i haben wir nach Gleichung (1.42) als Linearkombina-

tionen von AO's '� dargestellt. Die AO's k�onnen ihrerseits als Linearkombinationen von

Funktionen bp einer festen Basis dargestellt werden, d.h., die Basisfunktionen sind mit

festen Linearkombinationskoe�zienten dp� versehen:

'� =
LX
p

bp dp� mit L = Anzahl der Basisfunktionen. (1.85)

Die Frage ist nun, welche Funktionen bp wir f�ur die AO's '� ansetzen? Wie wir wissen,

kann grunds�atzlich jede Art von regul�aren (quadratisch integrierbaren) Funktionen ver-

wendet werden, doch mit der Wahl der AO{Basis legen wir fest, wie gut die Rechnung

bestenfalls werden kann. In der Praxis haben sich vor allem zwei Klassen von Basisfunk-

tionen durchgesetzt.
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� Slaterfunktionen (STO: Slater{Type{Orbitals):

bS = N rn�1 e��r Ylm(#; ') mit (1.86)

n; l;m : Quantenzahlen,

N : Normierungsfaktor,

Ylm : Kugel
�achenfunktionen,

r; #; ' : Kugelkoordinaten,

� : Orbitalexponent.

Die Eigenfunktionen des Wassersto�atoms weisen einen slaterfunktionsartigen Ver-

lauf auf.

� Gaussfunktionen (GTO: Gaussian{Type{Orbitals):

{ Kartesische Gaussfunktionen, zentriert am Kern a:

bG = N xnxa ynya znza e��r
2

mit nx; ny; nz = 0; 1; 2; : : : : (1.87)

F�ur nx+ny+nz = 0; 1; 2 erhalten wir sogenannte s{, p{, d{artige Gaussfunk-

tionen.

{ Reine Gaussfunktionen (lobe functions), die nicht auf den Zentren der Atom-

kerne lokalisiert sein m�ussen, so dass sich diesbez�uglich eine h�ohere Flexibilit�at

f�ur die Basis ergibt:

bG = e��r
2

: (1.88)

Die Gaussfunktionen unterscheiden sich erheblich von den Slater{ oder Wassersto�-

funktionen; insbesondere fehlt den s{artigen Gaussfunktionen die zur Beschreibung von

Molek�ulfunktionen erforderliche Spitze (cusp) am Kern, zudem fallen die Kurven nach

au�en st�arker als exponentiell ab. Die Slaterfunktionen sind deshalb zur Beschreibung

molekularer Systeme besser geeignet. Die physikalischen Vorz�uge der Slaterfunktionen

werden aber durch die numerischen Vorteile der Gaussfunktionen mehr als ausgeglichen,
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da bei der Verwendung von Slaterfunktionen die Vierzentrenintegrale (1.52) sehr kom-

pliziert zu berechnen sind und andererseits die Gaussfunktionen die bemerkenswerte Ei-

genschaft besitzen, dass das Produkt zweier Gaussfunktionen wieder eine Gaussfunktion

ergibt. Somit vereinfacht sich bei der Verwendung von Gaussfunktionen die Berechnung

der Vierzentrenintegrale auf die Berechnung von Zweizentrenintegrale, die sogar analy-

tische, geschlossene L�osungen besitzen.

Dar�uber hinaus kann eine Linearkombination von Gaussfunktionen eine Slaterfunk-

tion approximativ darstellen. Aus diesen Gr�unden ist es �ublich, f�ur die Basisfunktio-

nen der AO's Linearkombinationen von Gaussfunktionen ((1.87) oder (1.88), sogenannte

\primitive Gaussfunktionen\) mit festen Linearkombinationskoe�zienten und Orbital-

exponenten, die durch Optimierung der zugeh�origen SCF{Atomprobleme bestimmt wer-

den, anzusetzen. Die entsprechende Basisfunktion wird dann als kontrahierte Gaussfunk-

tion (CGTO: Contracted Gaussian{Type{Orbital) bezeichnet. In der weiteren Rechnung

treten dann nur so viele lineare Variationsparameter wie kontrahierte Gaussfunktionen

auf. Der Rechenaufwand kann dadurch erheblich reduziert werden.

F�ur die Kennzeichnung der Basiss�atze hat sich folgende Terminologie eingeb�urgert: Bei

dem \Minimal{Basissatz\ wird ein AO durch eine Basisfunktion dargestellt, bei dem

\Double{Zeta{Basissatz\ bzw. \Triple{Zeta{Basissatz\ wird ein AO durch zwei bzw.

drei Basisfunktionen mit variablen Koe�zienten dargestellt. So verwendet man z.B. bei

dem sogenannten \6{31G{Basissatz\ einen minimalen Basissatz f�ur die inneren Atom-

schalen, wobei jedes AO durch 6 Gaussfunktionen approximiert wird (! eingefrorene

Orbitale), und einen \Double{Zeta{Basissatz\ von kontrahierten Gaussfunktionen f�ur

die Valenzorbitale, d.h., die Valenzorbitale werden durch je zwei Basisfunktionen pro

AO dargestellt, wobei die eine Basisfunktion aus 3 und die andere Basisfunktion aus 1

Gaussfunktion zusammengesetzt ist.

Populationen, die direkt aus den Wellenfunktionen berechnet werden, lassen sich schon

aus verh�altnism�a�ig bescheidenen Basiss�atzen gewinnen. Dasselbe gilt, wenn auch einge-

schr�ankt, f�ur Molek�ulstrukturen im Grundzustand, f�ur Bindungsabst�ande und Bindungs-
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winkel, Potentialbarrieren und Isomerisierungsenergien. Andere Eigenschaften m�ussen

dagegen mit erweiterten Basiss�atzen berechnet werden. Bei polaren Molek�ulen, nega-

tiven Ionen oder angeregten Zust�anden werden sogenannte \Di�use Funktionen\ mit-

genommen, die relativ kleine Orbitalexponenten enthalten und Aufenthaltswahrschein-

lichkeiten in gr�o�erem Abstand von den Kernen besser ber�ucksichtigen. Zur Beschrei-

bung der Deformation der Atome im Molek�ul, von Dipolmomenten und bestimmten Re-

aktionsenergien (wie Protonena�nit�aten und Hydrierungsw�armen) werden sogenannte

\Polarisationsfunktionen\ angesetzt, die zu gr�o�eren Drehimpulsquantenzahlen geh�oren.

D.h., man nimmt f�ur Wassersto�atome neben s{Funktionen auch p{Funktionen (und d{

Funktionen) und f�ur Atome der ersten Hauptperioden ausserdem Funktionen vom d{(und

f{)Orbitaltyp mit.

1.3.5 Station�are Punkte auf der Potentialhyper
�ache

Als n�achstes interessieren wir uns f�ur die Struktur eines Molek�uls, die charakterisiert ist

durch die Abst�ande zwischen den Atomen und den Winkeln, die sie miteinander bilden.

Wir m�ochten, ausgehend von einer von uns vorgegebenen Molek�ulstruktur (Startstruk-

tur), die Struktur niedrigster Energie �nden. Die HF{Roothaan{Gleichungen (1.45) sind

dazu alleine nicht ausreichend, da sie nur die zur Molek�ulstruktur zugeh�orige Energie

liefern. Deshalb ben�otigen wir zus�atzlich das Potential der Kernbewegung Ej(~R) aus

Gleichung (1.14) (siehe auch Gleichung (1.17)), das eine Funktion der K Kernkoordina-

ten ~R � f~R1; ~R2; : : : ; ~RKg ist. Der Index j charakterisiert den Elektronenzustand des

Systems. Wir k�onnen die Positionen der Kerne des betrachteten molekularen Systems

auch durch 3K kartesische Kernkoordinaten ~X � fX1; X2; : : : ; X3Kg beschreiben:

Ej(~R) � Ej(X1; X2; : : : ; X3K) : (1.89)

(1.89) stellt eine 3K{dimensionale Hyper
�ache in einem (3K + 1){dimensionalen

Raum dar und wird deshalb auch als \Potentialhyper
�ache\, \Born{Oppenheimer{

Hyper
�ache\ oder \Potential{Energy{Surface (PES)\ bezeichnet.
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Die Minima von Ej entsprechen Kernabst�anden minimaler Energie und charakterisie-

ren stabile Kernlagen des Molek�uls im j{ten elektronischen Zustand. Um nun gewisse

ausgezeichnete Punkte (wie Minima oder Sattelpunkte) auf der PES zu bestimmen,

werden Energiegradienten berechnet (der Index j zur Kennzeichnung des Elektronenzu-

stands wird der Einfachheit halber weggelassen):

~rE(X1; X2; : : : ; X3K) � ff1; f2; : : : ; f3Kg mit

fi =
@E

@Xi

f�ur i = 1; 2; : : : ; 3K : (1.90)

~rE entspricht dem Vektor der 3K ersten Ableitungen des Potentials nach den Kern-

koordinaten. Pulay [26] hat f�ur die direkte Berechnung von Energiegradienten analy-

tische Ausdr�ucke abgeleitet; erst dadurch kann die quantenmechanische Bestimmung

von Molek�ulstrukturen routinem�a�ig durchgef�uhrt werden. An einem station�aren Punkt

~X0 � fX0
1 ; X

0
2 ; : : : ; X

0
3Kg der Born{Oppenheimer{Hyper
�ache verschwinden s�amtliche

erste Ableitungen des Born{Oppenheimer{Potentials E:

f 0i =
@E

@Xi

�����
~X= ~X0

= 0 f�ur i = 1; 2; : : : ; 3K : (1.91)

Die negativen fi entsprechen den Kr�aften, die auf die Kerne wirken. Schauen wir uns

einen nicht{Gleichgewichtspunkt auf der PES an, so zeigen die Kr�afte in die Richtung der

station�aren Punkte. An einem station�aren Punkt angelangt, verschwinden die Kr�afte.

Um eine Klassi�zierung der station�aren Punkte nach verschiedenen Typen (Minima,

Maxima, Sattelpunkte) vorzunehmen, m�ussen zus�atzlich die zweiten Ableitungen des

Potentials am station�aren Punkt ~X0 bestimmt werden:

k0ij =
@2E

@Xi@Xj

�����
~X= ~X0

f�ur i; j = 1; 2; : : : ; 3K : (1.92)

Die kij{Matrix wird Hessesche Matrix oder Kraftkonstantenmatrix genannt. Das Ver-

halten der Kerne in der N�ahe eines station�aren Punktes der PES wird entscheidend

von den Eigenwerten der kij{Matrix bestimmt. Die (3K � 3K){Matrix kij ist reell und

symmetrisch und hat 3K reelle Eigenwerte. F�ur eine nichtlineare Kernanordnung sind



50 Kapitel 1. Theorie

mindestens sechs Eigenwerte der kij{Matrix gleich Null (f�ur eine lineare Kernanordnung

mindestens f�unf). Das kommt daher, dass das Potential E von den Koordinaten, welche

die Translation und die Rotation des Gesamtsystems beschreiben, nicht abh�angt und

dass an einem station�aren Punkt die Gleichungen (1.91) gelten.

� Wenn die Matrix k0ij keinen negativen Eigenwert hat, dann ist der station�are Punkt

~X0 ein lokales Minimum und es treten bei einer in�nitesimalen Verr�uckung aus dem

station�aren Punkt nur r�ucktreibende Kr�afte auf. Ist das Minimum ausserdem so

tief, dass wenigstens ein Quantenzustand der Kernbewegung (Nullpunktschwin-

gung) gut \hineinpasst\, so liegt ein lokal stabiles Molek�ul vor, welches auch als

Born{Oppenheimer{Molek�ul bezeichnet wird.

� Hat die Matrix k0ij einen negativen Eigenwert, so weist die Potential
�ache am sta-

tion�aren Punkt ~X0 einen einfachen Sattelpunkt auf; es gibt dann eine Richtung

(de�niert durch den zum Eigenwert geh�orenden Eigenvektor), in der das Potential

nach unten gekr�ummt, d.h. konkav ist. Station�are Punkte, in denen die k0ij{Matrix

zwei negative Eigenwerte besitzt, heissen zweifache Sattelpunkte usw. Von beson-

derem Interesse sind einfache Sattelpunkte; sie entsprechen �Ubergangskon�gura-

tionen zwischen Gebieten niedrigeren Potentials und kennzeichnen entweder den

�Ubergang zwischen zwei Konformationen eines Molek�uls oder eine andere chemi-

sche Umlagerung. Die Kenntnis der �Ubergangskon�guration erlaubt eine einfache

Absch�atzung von Geschwindigkeitskonstanten chemischer Reaktionen.

1.3.6 Virial{Theorem, Hellmann{Feynman{Theorem und che-

mische Bindung

Virial{Theorem

Betrachten wir ein System in einem gebundenen station�aren Zustand  , welcher der zeit-

unabh�angigen Schr�odingergleichung (1.10): Ĥ = E gen�ugt. Ausserdem sei Â irgendein
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linearer, zeitunabh�angiger Operator. Dann ist der Erwartungswert des Kommutators von

Ĥ und Â null:

Z
 �[Ĥ; Â] d� = h jĤÂ� ÂĤj i = h jĤÂj i � h jÂĤj i (1.93)

= hĤ jÂj i � h jÂĤj i = Eh jÂj i � Eh jÂj i

= 0 \Hypervirial{Theorem\ [27].

F�ur obige Ableitung haben wir ausgenutzt, dass Ĥ hermitesch ist; dies gilt, falls  f�ur

�1 zu 0 wird. Das Theorem gilt nicht f�ur kontinuierliche station�are Zust�ande. Die

Aussage des Hypervirial{Theorems ist die, dass die Erwartungswerte zeitunabh�angiger

Operatoren von Systemen in station�aren Zust�anden sich mit der Zeit nicht �andern.

Ber�ucksichtigen wir nun den Spezialfall, dass Â gegeben ist durch:

Â =
X
i

q̂i p̂i = �i
X
i

qi
@

@qi
(1.94)

mit den Orts{ und Impulsoperatoren q̂i und p̂i und den Ortskoordinaten qi, so erhal-

ten wir aus dem Hypervirial{Theorem das sogenannte \quantenmechanische Virial{

Theorem\:

D
 
���X
i

qi
@V

@qi

��� E = 2h jT̂ j i  !
DX

i

qi
@V

@qi

E
= 2hT i ; (1.95)

welches, wie schon erw�ahnt, nur f�ur gebundene station�are Zust�ande gilt. Ist die potentielle

Energie V dar�uber hinaus eine homogene Funktion n{ten Grades, so ergibt sich durch

die Ber�ucksichtigung von Euler's{Theorem:

X
i

qi
@V

@qi
= nV ; (1.96)

und das Virial{Theorem vereinfacht sich zu:

2hT i = nhV i : (1.97)

F�ur station�are Zust�ande gilt ausserdem: E = hT i + hV i, d.h., die Gesamtenergie ist

die Summe aus dem Erwartungswert der kinetischen Energie und dem Erwartungswert



52 Kapitel 1. Theorie

der potentiellen Energie. Ber�ucksichtigen wir dies, so l�asst sich Gleichung (1.97) auch

folgenderma�en schreiben:

hV i = 2E

n+ 2
oder hT i = nE

n + 2
: (1.98)

Die potentielle Energie eines Atoms ist (bei Vernachl�assigung der Spin{Bahn{

Wechselwirkung) eine homogene Funktion �1: Grades. Das Virial{Theorem (1.98) liefert

dann:

E =
1

2
hV i = �hT i ; also das Verh�altnis:

E : hV i : hT i
�1 : �2 : 1

: (1.99)

F�ur Molek�ule hat das Virial{Theorem nicht mehr die einfache Form (1.97), die f�ur Atome

gilt, da die potentielle Energie eines Molek�uls keine homogene Funktion n{ten Grades

ist und somit das Euler{Theorem nicht angewendet werden kann. Hellmann [28] und

Slater [29] haben das Virial{Theorem f�ur mehratomige Molek�ule (in Born{Oppenheimer{

N�aherung) abgeleitet:

2hTei = �hV i �
KX
a<b

Rab

@E

@Rab

; (1.100)

hTei = �E �
KX
a<b

Rab

@E

@Rab

; (1.101)

hV i = 2E +
KX
a<b

Rab

@E

@Rab

: (1.102)

E entspricht dem Potential der Kernbewegung aus Gleichung (1.14), den Index j zur

Kennzeichnung des Elektronenzustands lassen wir der Einfachheit halber weg. Rab ent-

spricht dem Abstand zwischen Kern a und Kern b, die Summe l�auft �uber alle Kernpaare.

hTei ist der Erwartungswert der kinetischen Energie der Elektronen (die Kerne werden

als ruhend betrachtet und weisen somit keine kinetische Energie auf), und hV i ist der
Erwartungswert der elektronischen potentiellen Energie.

Be�ndet sich das Molek�ul im Gleichgewichtszustand, so verschwinden die Ableitungen
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des Potentials der Kernbewegung nach den Kernabst�anden:

KX
a<b

Rab

@E

@Rab

�����
Re

= 0 : (1.103)

Das Virial{Theorem gilt somit f�ur Molek�ule im Gleichgewicht in der einfachen Form wie

f�ur Atome:

2hTeijRe = �hV ijRe ; (1.104)

hTeijRe = �E(Re) ; (1.105)

hV ijRe = 2E(Re) (1.106)

! E(Re) : hV ijRe : hTeijRe
�1 : �2 : 1

: (1.107)

F�uhren wir eine quantenmechanische N�aherungsrechnung f�ur ein Molek�ul im Gleichge-

wichtszustand durch, so l�asst sich die G�ute der Rechnung nach dem Virial{Theorem

durch das Verh�altnis � hV ijRe
hTeijRe

= 2 �uberpr�ufen.

Chemische Bindung

Nachfolgend wird eine qualitative Erkl�arung f�ur das Wechselspiel zwischen kinetischer

und potentieller Energie beim Zustandekommen der chemischen Bindung gegeben, die

auf Hellmann [28,30] und Ruedenberg [31] zur�uckgeht. Der Erwartungswert des Impulses

der Elektronen ist f�ur einen station�aren Zustand null ( h~pi = 0 ), also gilt folgender

Zusammenhang zwischen der Unsch�arfe des Impulses und der kinetischen Energie der

Elektronen:

(�~p)2 =
D�
~p� h~pi

�2E
=
D
~p 2
E
= 2m � hTei : (1.108)

Betrachten wir nun zwei Atome, die sich ann�ahern. Sind die Atome nahe genug, dass

ihre Atomwellenfunktionen gen�ugend �uberlappen k�onnen (! \quantenmechanische In-

terferenz\), so haben die Elektronen nun mehr Raum zur Verf�ugung im Vergleich zu den
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separierten Atomen, d.h., die Ortsunsch�arfe (�~r)2 wird gr�o�er. Wegen der Heisenberg-

schen Unsch�arfebeziehung wird die Impulsunsch�arfe (�~p)2 deshalb kleiner und somit

nach Gleichung (1.108) auch die kinetische Energie der Elektronen hTei:

(�~r)2 (�~p)2 � 1

4
und (�~r)2 " �! (�~p)2 # und hTei # : (1.109)

Gleichzeitig werden die Elektronen aus ihrem energetisch g�unstigen Potential in

Kernn�ahe auf die Bindungsmitte \gezogen\, wo ein ung�unstigeres Potential herrscht,

d.h., die potentielle Energie wird erh�oht: hV i ".

Da die kinetische Energie der Elektronen erniedrigt wird und somit die Elektronen sich

langsamer bewegen, kontrahiert sich nun die \Elektronenwolke\, d.h., die Ortsunsch�arfe

(�~r)2, speziell in Richtung der Kernverbindungslinie, wird nun kleiner, und dadurch

steigt die kinetische Energie der Elektronen, speziell die Komponenten senkrecht zur

Kernverbindungslinie, wieder an:

(�~r)2 # �! (�~p)2 " und hTei " : (1.110)

Da die Elektronen durch die Kontraktion der \Elektronenwolke\ nun auch in Kernn�ahe

angeh�auft werden, wird die potentielle Energie g�unstiger, d.h., sie sinkt: hV i #.

Sinkt die potentielle Energie hV i st�arker als die kinetische Energie der Elektronen

hTei steigt, so erhalten wir aus den separierten Atomen ein gebundenes Molek�ul, falls

zus�atzlich mindestens ein Schwingungsniveau vorliegt. Fassen wir noch einmal kompakt

zusammen, wobei mit \M\ das Molek�ul und mit \A\ die Atome bezeichnet werden:

Es gilt: (�~r)M < (�~r)A �! hTeiM > hTeiA aber hV iM � hV iA

�! EM < EA ! gebundenes Molek�ul.(1.111)

Weiter gilt f�ur ein gebundenes Molek�ul im Gleichgewichtszustand unter Ber�ucksichtigung

des Virial{Satzes:

�E = EM � EA < 0 und �V = hV iM � hV iA = 2�E < 0 und

�T = hTeiM � hTeiA = ��E > 0 : (1.112)
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Hellmann{Feynman{Theorem

Bei der obigen Diskussion �uber die chemische Bindung haben wir die kinetische Energie

ins Zentrum der Diskussion ger�uckt. Mit dem \Hellmann{Feynman{Theorem\ [30, 32]

k�onnen wir aber auch einen v�ollig entgegengesetzten Standpunkt zu Wort kommen las-

sen, bei dem die kinetische Energie scheinbar v�ollig unber�ucksichtigt bleibt. In seiner

allgemeinen Form lautet das Hellmann{Feynman{Theorem:

@E�

@�
=

Z
 �
@Ĥ�

@�
 d� : (1.113)

 ist die exakte Wellenfunktion eines Molek�uls in einer bestimmten festen Kern{

Anordnung und Eigenfunktion zum Hamilton{Operator Ĥ�, der vom Parameter �

abh�angt.

Wir k�onnen die Kraft, die auf einen Kern wirkt, berechnen, indem wir die Potential-


�ache E(R) aus Gleichung (1.14) nach den Kernkoordinaten di�erenzieren. Betrach-

ten wir ein 2{atomiges Molek�ul mit dem Kernabstand Rab, welches in z{Richtung

liegt, dann erhalten wir aus dem allgemeinen Hellmann{Feynman{Theorem (1.113) das

\Elektrostatische Theorem\:

@Ez

@z
= �fz =

Z
@Vek

@z
%(~r) d� � ZaZb

R2
ab

: (1.114)

Vek entspricht der Kern/Elektron{Anziehung und %(~r) der Elektronendichte. Diese Glei-

chung stellt die Kraft dar, die die �ubrigen Kerne sowie die Ladungsverteilung der Elektro-

nen rein elektrostatisch auf den betrachteten Kern aus�uben. Bei Kenntnis der Ladungs-

verteilung der Elektronen k�onnen wir alle im Molek�ul auftretenden Kr�afte berechnen.

Somit lassen sich Stabilit�atsfragen einfach nach den Regeln der klassischen Elektrostatik

berechnen. Da die e�ektive Kraft, die auf den betrachteten Kern wirkt, rein elektrosta-

tischer Natur ist, best�atigt sich, dass keine \mysteri�osen quantenmechanischen Kr�afte\

im Molek�ul wirken.

So sch�on das Hellmann{Feynman{Theorem vom theoretischen Standpunkt ist, so un-

brauchbar ist es h�au�g f�ur die Praxis. Das liegt daran, dass bei seiner Ableitung da-

von Gebrauch gemacht wird, dass die Wellenfunktion  die Schr�odingergleichung exakt



56 Kapitel 1. Theorie

l�ost. Solche Wellenfunktionen kennt man aber in der Regel nicht, und wir k�onnen v�ollig

falsche Ergebnisse erhalten, wenn wir, ausgehend von gen�aherten Ladungsdichten, die

Kr�afte nach ihm berechnen m�ochten. Die Eliminierung der kinetischen Energie ist auch

nur scheinbar, da wir diese zur Berechnung der Ladungsverteilung ben�otigen. Ohne den

Term der kinetischen Energie, nur dem Gesetz der Elektrostatik �uberlassen, w�urde aus-

serdem jede statische Ladungsverteilung in sich zusammenfallen.

1.4 Elektronenkorrelation

Die HF{N�aherung liefert zwar f�ur die Gesamtenergie eines Molek�uls recht gute Werte

(Fehler unter 1%), aber die Bindungsenergie als Di�erenz zwischen der Energie der Atome

und der Energie des Molek�uls kommt um mehrere Elektronenvolt (eV) zu klein heraus

(F2 ist auf HF{Niveau sogar instabil). Schwingungsfrequenzen kommen um ca. 10% zu

gro� heraus, und f�ur Anregungsenergien erhalten wir keine verl�asslichen Werte. Die auf

HF{Niveau ermittelten Elektronendichteverteilungen sind hingegen meist akzeptabel,

und Gleichgewichtsgeometrien kommen recht gut heraus. So erhalten wir Dipolmomente

mit einer Genauigkeit von wenigen zehntel Debye und Gleichgewichtsgeometrien mit

einer Genauigkeit von wenigen Pikometern.

Das HF{Verfahren liefert h�au�g f�ur Energieunterschiede keine akzeptablen Ergebnis-

se, weil es darauf beruht, dass die Gesamtwellenfunktion durch ein Produkt von N

Einelektronen{Wellenfunktionen dargestellt wird. Nun ist aber aus der mathematischen

Statistik bekannt, dass ein Produkt{Ansatz g(x; y) = f1(x) � f2(y) nur dann g�ultig ist,

wenn die Variablen x und y unabh�angig voneinander sind, andernfalls bezeichnen wir die

Variablen als korreliert. Da die Elektronen sich nicht unabh�angig voneinander bewegen,

k�onnen mit dem Produkt{Ansatz die Elektronenkorrelationen nicht erfasst werden.

F�ur die Elektronenkorrelation gibt es im wesentlichen zwei bzw. drei Ursachen. Die

eine hat damit zu tun, dass sich Elektronen gleichen Spins aufgrund des Pauliprinzips

ausweichen (! Fermi{Korrelation, siehe auch Seite 26, Punkt3). Die andere Ursache
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der Elektronenkorrelation beruht auf der Coulombschen Absto�ung der Elektronen (!
Coulomb{Korrelation, siehe auch Seite 25, Punkt 2); und zwar gibt es eine mehr un-

spezi�sche \Ausweichbewegung\, die dynamische Korrelation, und zum Teil drastische

Kopplungen von Bewegungszust�anden fast gleicher Energie, die Entartungs{ oder nicht-

dynamische Korrelation. Um uns die Korrelations{E�ekte zu veranschaulichen, f�uhren

wir die Einteilchendichte %(~r1) und die Paardichte �(~r1; ~r2) ein.

Die Wahrscheinlichkeit, irgendeines der N Elektronen eines Molek�uls ohne Hinweis auf

den Spin an der Stelle ~r1 zu �nden, ist gegeben durch:

%(~r1) = N
Z
 �(~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; ~�1; ~�2; : : : ; ~�N) �

� (~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; ~�1; ~�2; : : : ; ~�N) d~r2 : : : d~rN d~�1 d~�2 : : : d~�N : (1.115)

Analog ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, gleichzeitig ein Elektron an der Stelle ~r1 und

ein beliebiges anderes an der Stelle ~r2 zu �nden, durch:

�(~r1; ~r2) =
N(N � 1)

2

Z
 �(~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; ~�1; ~�2; : : : ; ~�N ) �

� (~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; ~�1; ~�2; : : : ; ~�N ) d~r3 : : : d~rN d~�1 d~�2 : : : d~�N : (1.116)

W�urden sich nun die Elektronen unabh�angig voneinander bewegen, so m�usste gelten:

�(~r1; ~r2) =
N � 1

2 �N %(~r1) %(~r2) ! �(~r1; ~r2)

%(~r1) %(~r2)
= const. : (1.117)

Tats�achlich h�angt die Paardichte �(~r1; ~r2) von den Einteilchendichten %(~r1) und %(~r2)

nicht nach Gleichung (1.117) ab, sondern ist f�ur den Fall, dass die Elektronen sich nahe

kommen, im allgemeinen kleiner, als wir nach obiger Gleichung erwarten w�urden, da

f�ur kleine Abst�ande die Elektronen im allgemeinen einander etwas mehr ausweichen, als

statistisch unabh�angige Teilchen dies tun w�urden.

Betrachten wir als erstes die Fermi{Korrelation. Tragen wir die Wahrscheinlichkeits-

dichte ���(~r1; ~r2), gleichzeitig ein Elektron mit �{Spin an der Stelle ~r1 und ein anderes

auch mit �{Spin an der Stelle ~r2 zu �nden, gegen den Abstand der beiden Elektronen

schematisch auf, so erhalten wir die Abbildung 1.1.
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���(~r1; ~r2)

~r2 ! ~r1

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Fermi{Lochs nach W. Kutzelnigg

[33]

Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit gleichem Spin an derselben Stelle zu �n-

den, verschwindet. Zwei Elektronen mit gleichem Spin k�onnen sich nicht beliebig nahe

kommen. Jedes Teilchen ist gewisserma�en von einem Loch in der Verteilung der ande-

ren Elektronen umgeben. Dieses Loch wird Fermi{Loch genannt. Die Fermi{Korrelation

wird bereits in der HF{N�aherung durch die Verwendung einer antisymmetrischen Wel-

lenfunktion (! Pauli{Prinzip) ber�ucksichtigt, dies f�uhrt ja gerade zu den Austauschin-

tegralen. Die in der HF{N�aherung nicht ber�ucksichtigte Elektronenkorrelation beruht

deshalb darauf, dass das Ausweichen der Elektronen als Folge ihrer Coulombschen Ab-

sto�ung vernachl�assigt wird. Die Coulomb{Korrelation f�uhrt dazu, dass die Wahrschein-

lichkeitsdichte ���(~r1; ~r2), gleichzeitig ein Elektron mit �{Spin an der Stelle ~r1 und ein

anderes mit �{Spin an der Stelle ~r2 zu �nden, in der N�ahe von ~r1 = ~r2 oft kleiner ist (!
Coulomb{Loch) als f�ur statistisch unabh�angige Teilchen (%�(~r1) � %�(~r2)). Im Gegensatz

zur Paardichte der Fermi{Korrelation ���(~r1; ~r2) verschwindet �
��(~r1; ~r2) f�ur ~r1 = ~r2
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nicht, da sich Elektronen mit parallelem Spin mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit am

gleichen Ort aufhalten k�onnen, siehe Abbildung 1.2.

~r2 ! ~r1

���(~r1; ~r2)

%�(~r1) � %�(~r2)

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des Coulomb{Lochs nach W.

Kutzelnigg [33]

Um der Elektronenkorrelation Rechnung zu tragen, wurden deshalb Verfahren ent-

wickelt, die �uber die HF{N�aherung hinausgehen. Diese weiterf�uhrenden Theorien gehen

im allgemeinen von den HF{Rechnungen aus und benutzen deren Ergebnisse als Ansatz

f�ur die nullte N�aherung. Dementsprechend k�onnen eine sogenannte Korrelationsenergie

und Korrelationsfunktion:

Ekorr: = Enrel: � EHF ;

 korr: =  nrel: � �HF (1.118)

angegeben werden, die jeweils durch die Di�erenz aus den (nicht{relativistischen (nrel.))

\exakten\ Ergebnissen und den entsprechenden HF{Grenzwerten de�niert sind. In bei-

den N�aherungsstufen wird die nicht{relativistische N�aherung vorausgesetzt und die Elek-
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tronenbewegung nur im Feld der ruhenden Kerne berechnet (! Born{Oppenheimer{

N�aherung). Die drei wichtigsten Verfahren zur Verbesserung der HF{N�aherung sind die

Kon�gurationsmischung (CI: Con�guration{Interaction) einschlie�lich ihrer verwandten

Verfahren, auf die nachfolgend eingegangen wird, die Clusterentwicklung (CC: Coupled

Cluster), die in Abschnitt 1.4.2 besprochen wird, und die St�orungstheorie (PT: Pertur-

bation Theory), die in Abschnitt 1.4.3 behandelt wird.

1.4.1 Kon�gurationsmischung

In der HF{Theorie wird f�ur die Wellenfunktion  (1.14) eine einzige Slaterdeterminante

� (1.20) angesetzt. Bei der Rechnung wird jedesmal nach optimalen Orbitalen gesucht,

die die Energie des betrachteten Zustandes minimieren. Eine Erweiterung �uber diese

N�aherung hinaus besteht darin, dass f�ur die Wellenfunktion  eine Linearkombination

von Slaterdeterminanten �l (Kon�gurationsfunktionen) angesetzt wird, die jeweils aus

besetzten und unbesetzten (virtuellen) HF{MO's � bestehen [34]:

 =
X
l

al �l : (1.119)

Jede Kon�gurationsfunktion �l repr�asentiert eine andere Elektronenverteilung. Mit

Gleichung (1.119) scha�en wir die M�oglichkeit, die Gesamtwellenfunktion  durch eine

�Uberlagerung von verschiedenen Elektronenverteilungen aufzubauen, von denen jede ein-

zelne zwar die Elektronenkorrelation vernachl�assigt; bestimmen wir aber die Parameter

al durch Energieminimierung, so bildet sich eine Gesamtwellenfunktion heraus, die der

Elektronenkorrelation Rechnung tr�agt. Eine Variation der Koe�zienten al f�uhrt analog

zu den Roothaan{Gleichungen (1.45) und (1.46) auf ein lineares homogenes Gleichungs-

system und die zugeh�orige S�akulardeterminante:

X
l

(Hkl � ESkl)al = 0 und jHkl � ESklj = 0 (1.120)

mit Hkl = h�kjĤj�li und Skl = h�kj�li :
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Um eine CI{Rechnung durchzuf�uhren, l�osen wir zun�achst die Roothaan{Gleichungen

(1.45), um die Einelektronen{Molek�ulorbitale �i als Linearkombinationen der AO's

'� zu bestimmen. Aus den MO's �i konstruieren wir dann die Mehrelektronen{

Kon�gurationsfunktionen �l und dr�ucken die Gesamtwellenfunktion  durch eine Li-

nearkombination dieser Slaterdeterminanten aus. Da die verschiedenen Slaterdetermi-

nanten orthogonal sind (falls dies f�ur die MO's �i zutri�t), k�onnen die Eigenwerte der

S�akulardeterminante (1.120) wiederum durch Diagonalisierung der Hkl{Matrix gewon-

nen werden. Setzen wir den tiefsten Eigenwert in das lineare Gleichungssystem (1.120)

ein, so erhalten wir die Koe�zienten al und mit (1.119) die Gesamtwellenfunktion  ,

die den tiefsten Zustand des betrachteten Systems beschreibt. Die anderen Eigenwerte

geh�oren jeweils zu einem energetisch h�oheren (angeregten) Zustand des Molek�uls.

Zur Konstruktion der Wellenfunktion  gehen wir von der Slaterdeterminante �HF

der HF{N�aherung aus, verwenden diese Referenzfunktion als erste in der Entwicklung

entsprechend Gleichung (1.119) und ordnen die weiteren Summanden nach dem Grad

der Substitution, bei der nacheinander die besetzten MO's von �HF durch die virtuellen

MO's ersetzt werden (die Indizes a; b; : : : bzw. r; s; : : : beziehen sich auf die besetzten

bzw. virtuellen MO's):

 = a0�
HF +

X
a;r

ara �
r
a +

X
a<b

X
r<s

arsab �
rs
ab +

X
a<b<c

X
r<s<t

arstabc �
rst
abc + : : : : (1.121)

Dabei bedeuten �r
a eine Determinante, in der das besetzte MO �a durch das virtuelle

MO �r ersetzt ist, �
rs
ab eine mit zwei solchen Substitutionen etc. Wir sprechen hier auch

von \singly excited (oder substituted) (S)\, \doubly excited (D)\, \triply excited (T)\,

: : :, je nachdem ob 1; 2; 3; : : : Elektronen von besetzten zu virtuellen MO's \angeregt\

wurden.

Ber�ucksichtigen wir alle m�oglichen Kon�gurationen (full CI), so erhalten wir den ex-

akten (nicht{relativistischen) Energiewert des betrachteten Systems. Die Grenzen der

rigorosen Anwendung eines solchen Verfahrens sind wiederum technischer Natur, denn

die Anzahl der m�oglichen Kon�gurationsfunktionen erreicht bereits f�ur kleine Systeme
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astronomische Werte. Berechnen wir z.B. Ethan auf full CI{Niveau mit einem 6{31G��{
Basissatz, so m�ussen schon ungef�ahr 1020 Kon�gurationsfunktionen ber�ucksichtigt wer-

den, wenn wir keinerlei Symmetrie ausnutzen. In der Praxis verwendet man deshalb

meistens nur einfach und zweifach substituierte Slaterdeterminanten (CISD) und bedient

sich ausserdem einiger Regeln, die eine Absch�atzung erlauben, welche Kon�gurationen

ein gro�es bzw. vernachl�assigbares Gewicht haben werden. Die Regeln zur Berechnung

der Hkl{Matrixelemente, bei denen Ein{ und Zwei{Elektronen{Operatoren zwischen Sla-

terdeterminanten stehen, heissen Condon{Slater{Regeln. Diesen ist zu entnehmen, dass

alle Matrixelemente des Hamilton{Operators zwischen Slaterdeterminanten, die sich um

mehr als 2 MO's unterscheiden, verschwinden:

h�HF jĤj�rst
abci = 0 ; h�HF jĤj�rstu

abcdi = 0 ; h�r
ajĤj�stuv

bcdei = 0 : : : : (1.122)

Ausserdem mischen nach dem \Brillouin{Theorem\ einfach substituierte Slaterdetermi-

nanten �r
a nicht mit der HF{Slaterdeterminante �

HF :

h�HF jĤj�r
ai = 0 : (1.123)

Das CI{Verfahren besitzt gegen�uber anderen Verfahren, die auch der Elektronenkor-

relation Rechnung tragen (wie z.B. der St�orungstheorie), den Vorteil, dass die Energie

variationell bestimmt wird, d.h., die berechnete Energie liegt immer h�oher als die ex-

akte Energie. Dies gilt f�ur Grund{ und (weitestgehend auch) f�ur angeregte Zust�ande.

Ein Nachteil ist hingegen, dass das CI{Verfahren (wenn es nicht als full CI{Verfahren

durchgef�uhrt wird) nicht \size{consistent\ ist. Ein size{consistent{Verfahren ber�ucksich-

tigt, dass die Gesamtenergie ebenso wie die Korrelationsenergie eines Systems in etwa

proportional der Anzahl der darin enthaltenen Elektronen bzw. Atome sind; oder noch

restriktiver formuliert: Verfahren, die die Eigenschaft besitzen, dass die berechnete Ener-

gie eines Systems mit zunehmender Zahl der untereinander nicht wechselwirkenden Mo-

lek�ule oder Atome dieses Systems linear zunimmt, werden als size{consistent bezeich-

net. D.h., f�ur den Fall eines \Super{Molek�uls\, welches aus N gleichen, untereinander

nicht wechselwirkenden Molek�ulen mit jeweils abgeschlossenen Schalen besteht, w�urde
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ein size{consistent{Verfahren f�ur das \Super{Molek�ul\ eine Energie liefern, die N mal

der eines einzigen Molek�uls entspricht. Size{consistency ist wichtig, wenn die Energien

von Molek�ulen verschiedener Gr�o�e verglichen werden sollen, wie die Berechnung der

Energie�anderung bei Dissoziationsreaktionen vom Typ A ! B + C.

Um zu sehen, dass ein CISD{Verfahren nicht size{consistent ist, betrachten wir zwei

unendlich entfernte Heliumatome Hea und Heb. Wenn wir f�ur Hea eine CISD{Rechnung

unter Verwendung eines vollst�andigen Basissatzes durchf�uhren, dann erhalten wir die

exakte Energie Ea, da eine CISD{Rechnung f�ur ein 2{Elektronenatom gleich einer full

CI{Rechnung ist. Das gleiche Resultat erhalten wir f�ur Heb. Berechnen wir nun die

Energie des zusammengesetzten Systems der unendlich entfernten Heliumatome Hea

und Heb wiederum nach dem CISD{Verfahren unter Ber�ucksichtigung eines vollst�andi-

gen Basissatzes, so f�uhrt die CISD{Rechnung nicht zum gleichen Resultat wie eine full

CI{Rechnung (bei der auch 3{fach{ und 4{fach{\Anregungen\ ber�ucksichtigt werden),

da wir es jetzt mit einem 4{Elektronensystem zu tun haben, d.h., erst eine CISDTQ{

Rechnung w�urde zum gleichen Resultat f�uhren. Die Energie, die uns die CISD{Rechnung

f�ur das zusammengesetzte System liefert, liegt h�oher als die exakte Energie Ea +Eb, da

die CI{Wellenfunktion variationell bestimmt wird. Das CISD{Verfahren ist also f�ur das

betrachtete Beispiel nicht size{consistent.

Tabelle 1.1: HF: Hartree{Fock, CI: Con�guration{Interaction, PT: Perturbation Theory,

CC: Coupled{Cluster, DFT: Dichtefunktionaltheorie

HF CI full CI PT CC DFT

size{consistent ja nein ja ja ja ja

obere Schranke f�ur E ja ja ja nein nein nein

Der Tabelle 1.1 ist zu entnehmen, welche quantenchemischen Verfahren size{consistent

sind und eine obere Schranke f�ur die exakte Energie des Systems liefern. Im Prinzip ist

keine CI{Rechnung (mit Ausnahme von full CI) size{consistent. Ber�ucksichtigen wir aber
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neben den 2{fach{\Anregungen\ die ebenfalls wichtigen 4{fach{\Anregungen\, so lassen

sich f�ur Molek�ule, die aus nicht mehr als 50 Elektronen bestehen, durch eine CISDTQ{

Rechnung ca. 90 { 96% der Korrelationsenergie erfassen. D.h., eine CISDTQ{Rechnung

liefert f�ur solche Systeme ungef�ahr die Energie einer full CI{Rechnung und ist somit

n�aherungsweise size{consistent.

Um den Energiebeitrag �EQ der 4{fach{\Anregung\ abzusch�atzen, wird h�au�g die

N�aherungsformel von Davidson [35] verwendet:

�EQ � (1� a20) (ECISD � EHF ) : (1.124)

a0 entspricht dem Koe�zienten der HF{Slaterdeterminante �HF der normierten CI{

Entwicklung (1.121), ECISD und EHF entsprechen den CISD{ und HF{Energien.

Das CI{Verfahren beschr�ankt sich darauf, nur die Entwicklungskoe�zienten al der

Wellenfunktion (1.121) zu variieren. Als weiterer Schritt bietet sich an, die Entwick-

lungskoe�zienten al und die MO's �i der Slaterdeterminanten �l von Gleichung (1.121)

nunmehr gleichzeitig zu variieren, so dass sich eine h�ohere Flexibilit�at der Basis er-

gibt, die eine schnellere Konvergenz erlaubt. Dieses sogenannte \Multicon�guration{SCF

(MCSCF)\{Verfahren [36] ist besonders erfolgversprechend, wenn in der N�ahe des be-

trachteten Zustands andere dazu beinahe entartete Zust�ande liegen, also eine Situation

gegeben ist, f�ur die ein Ansatz von mehreren HF{Determinanten mit vergleichbarem Ge-

wicht erforderlich ist, wie z.B. bei Rechnungen an Molek�ulen kurz vor deren Dissoziation

oder wenn Auswirkungen der Nichtkreuzungsregel untersucht werden sollen. Die Mini-

mierung des Energieausdrucks unter Beibehaltung der Orthonormierungsbedingungen

f�ur die MO's �i und die Gesamtfunktion  liefert einen Satz gekoppelter Gleichungen,

zwei Di�erentialgleichungen f�ur die Spinorbitale und wie in der CI{Rechnung ein lineares

Gleichungssystem f�ur die Koe�zienten al, deren L�osung ebenfalls iterativ erfolgt. Das

gesamte Gleichungssystem ist aber so komplex, dass es e�ektiv nur f�ur relativ wenige

Kon�gurationen gel�ost werden kann.

Heutzutage wird h�au�g eine modi�zierte Form des MCSCF{Verfahrens verwendet,

das sogenannte \Fully Optimized Reaction Space (FORS)\{Verfahren nach Ruedenberg
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und Mitarbeitern [37,38] oder das dazu �aquivalente \Complete Active Space SCF (CAS-

SCF)\{Verfahren nach Siegbahn und Roos [39]. Bei diesen Verfahren werden die MO's

�i der Slaterdeterminante � in aktive und inaktive MO's aufgeteilt. F�ur die aktiven

MO's verwenden wir einige besetzte und einige virtuelle MO's. Die restlichen besetz-

ten und virtuellen MO's bilden dann die inaktiven MO's. Die inaktiven MO's werden

nicht zur Konstruktion von Slaterdeterminanten benutzt, wohl aber zur Mischung mit

den aktiven MO's, um die voll{ und teil{besetzten MO's zu optimieren. Die Gesamtwel-

lenfunktion wird dann wie in Gleichung (1.121) als Linearkombination aller m�oglichen

Kon�gurationsfunktionen �l, die aus den aktiven MO's gebildet werden k�onnen und die

gleiche Spinmultiplizit�at sowie dass gleiche Symmetrieverhalten wie der betrachtete Zu-

stand aufweisen, angesetzt. Die anschlie�ende MCSCF{Rechnung liefert dann optimale

MO{Koe�zienten c�i (1.42) und Kon�gurationsfunktions{Koe�zienten al (1.121).

1.4.2 Clusterentwicklung

Eine andere M�oglichkeit, die exakte (nichtrelativistische) Wellenfunktion  darzustel-

len, besteht in einer Clusterentwicklung [40]. Die fundamentale Gleichung des Coupled{

Cluster (CC){Verfahrens ist:

 = eT̂�HF : (1.125)

Dabei entspricht �HF der HF{Slaterdeterminante des Grundzustands und T̂ dem soge-

nannten \Cluster{Operator\ (nicht zu verwechseln mit dem Operator der kinetischen

Energie):

T̂ =
NX
i

T̂i = T̂1 + T̂2 + : : :+ T̂N mit N = Anzahl der Elektronen. (1.126)

Die T̂1; T̂2; : : : ; T̂N stellen hierbei Anregungs{Operatoren dar, die alle m�oglichen 1{fach,

2{fach, : : : , N{fach angeregten Slaterdeterminanten erzeugen. Z.B. sind die Operatoren

T̂1 und T̂2 der 1{fach und 2{fach Anregung de�niert durch:

T̂1�
HF =

X
a;r

tra�
r
a und T̂2�

HF =
X
a<b

X
r<s

trsab �
rs
ab : (1.127)
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Die Kon�gurationsfunktionen �r
a und �rs

ab haben die gleiche Bedeutung wie in der CI{

Wellenfunktion (1.121). Die Operatoren T̂1 bzw. T̂2 wandeln die HF{Slaterdeterminante

�HF in eine Linearkombination aller m�oglichen 1{fach bzw. 2{fach angeregter Slaterde-

terminanten um. F�ur die Operatoren T̂3; : : : ; T̂N gelten analoge De�nitionen. Die Ent-

wicklungskoe�zienten tra; t
rs
ab; : : : (sogenannte \Amplituden\) der Linearkombinationen

ergeben sich ebenso wie beim CI{Verfahren aus der Minimierung des zugeh�origen Ener-

gieausdrucks. Sind die Koe�zienten gefunden, so ist die Wellenfunktion (1.125) bekannt.

Um uns die Bedeutung des Ansatzes (1.125) zu veranschaulichen und uns sp�ater den Un-

terschied zum CI{Verfahren klarzumachen, entwickeln wir eT̂ in eine Taylor{Reihe:

eT̂ = 1 + T̂ +
T̂ 2

2!
+
T̂ 3

3!
+ : : : =

1X
k=0

T̂ k

k!
: (1.128)

Die Wirkung von eT̂ in (1.125) besteht darin,  durch eine Linearkombination von Slater-

determinanten auszudr�ucken, die den Grundzustand �HF und alle m�oglichen angeregten

Zust�ande �r
a;�

rs
ab; : : : ber�ucksichtigen, analog zu einer full CI{Rechnung. Da eine full CI{

Rechnung bei Verwendung eines vollst�andigen Basissatzes das exakte  liefert, ist auch

die G�ultigkeit der Gleichung (1.125) einleuchtend. Vergleichen wir die CC{Entwicklung

(1.125) und (1.128) mit der CI{Entwicklung (1.121), so stellen wir einen Unterschied

in der Normierung fest. In der CC{Entwicklung wird der Entwicklungskoe�zient zur

HF{Slaterdeterminante �HF gleich 1 gesetzt statt a0 bei der CI{Entwicklung.

Um das CC{Verfahren anzuwenden, m�ussen 3 N�aherungen vorgenommen werden. Er-

stens wird wie bei der praktischen Durchf�uhrung aller quantenchemischen Verfahren

anstatt eines vollst�andigen Basissatzes ein endlicher Basissatz verwendet. Zweitens wird

die Taylor{Reihe (1.128) nach einem endlichen Glied abgebrochen, und drittens wird

der Cluster{Operator T̂ nur durch einige Anregungs{Operatoren T̂i approximiert. Die

Theorie zeigt, dass der wichtigste Beitrag zu T̂ der Anregungs{Operator T̂2, der die 2{

fach Anregungen erzeugt, liefert. Ber�ucksichtigen wir zur Approximation von T̂ nur den

Operator T̂2 (T̂ � T̂2), so gelangen wir zu einer Paartheorie, zum sogenannten \Coupled{

Cluster{Doubles (CCD)\{Verfahren. Da das Pauli{Prinzip verbietet, dass mehr als zwei

Elektronen sich allzu nahe kommen, k�onnen wir erwarten, dass Paarkorrelationen den
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dominanten Anteil ausmachen. Die Korrelationsenergie eines Systems l�asst sich durch

die Summe aus solchen Paarbeitr�agen und den zugeh�origen Paarkopplungstermen dar-

stellen, die die Wechselwirkung zwischen korrelierten Elektronenpaaren beschreiben; sie

sind vergleichsweise klein, k�onnen aber zusammen bis zu 20% der Korrelationsenergie

ausmachen. Die CCD{Wellenfunktion lautet dann:

 CCD = eT̂2 �HF =
�
1 + T̂2 +

T̂ 2
2

2!
+
T̂ 3
2

3!
+ : : :

�
�HF : (1.129)

Mit (1.127) ergibt dies:

 CCD = �HF +
X
a<b

X
r<s

trsab�
rs
ab +

1

2

X
a<b

X
c<d

X
r<s

X
t<u

trsab t
tu
cd�

rstu
abcd + : : : : (1.130)

Vergleichen wir (1.121) mit (1.130), so wird der Unterschied zum CI{Verfahren deut-

lich. Obwohl beim CCD{Verfahren nur der Anregungs{Operator T̂2 verwendet wird,

werden im Unterschied zu einem CISD{Verfahren durch die Terme T̂ 2
2 ; T̂

3
2 ; : : : auch

betr�achtliche Anteile der 4{fach, 6{fach, : : : Anregungen in der CCD{Wellenfunktion

(1.130) ber�ucksichtigt. Im Gegensatz zum CI{Verfahren, bei dem die Koe�zienten der

Determinanten unabh�angig voneinander bestimmt werden, werden beispielsweise die Ko-

e�zienten der 4{fach substituierten Determinanten des CCD{Verfahrens als Produkte

der Koe�zienten der 2{fach substituierten Determinanten bestimmt.

W�ahrend der CI{Ansatz zu einem linearen Gleichungssystem f�ur die Entwicklungs-

koe�zienten ara; a
rs
ab; : : : f�uhrt, sind die gekoppelten Gleichungen f�ur die im eT̂ {Ansatz

auftretenden tra; t
rs
ab; : : : , die iterativ bestimmt werden, nichtlinear und damit komplizier-

ter. Das CCD{Verfahren ist zwar nicht mehr variationell (was wegen der Genauigkeit der

Resultate nicht weiter tragisch ist), daf�ur aber aufgrund der automatischen Ber�ucksich-

tigung von Mehrfachanregungen durch den exponentiellen Ansatz der Wellenfunktion  

size{consistent. Das CCD{Verfahren ist rechenzeitintensiver als ein CID{Verfahren, lie-

fert aber im Vergleich zur CID{Rechnung betr�achtlich verbesserte Resultate, und obwohl

das CCD{Verfahren unter anderem auch 4{fach Anregungen ber�ucksichtigt, ben�otigt es

nicht den riesigen Rechenaufwand eines CISDTQ{Verfahrens.
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Zur Reduzierung der Rechenzeit sind eine Reihe von N�aherungs{Verfahren zur CCD{

Methode entwickelt worden, die darauf beruhen, dass bestimmte Entwicklungskoe�-

zienten tra; t
rs
ab; : : : vernachl�assigt werden. Bei der \Independent Electron{Pair Appro-

ximation (IEPA)\ wird die Gesamtkorrelationsenergie als Summe von Paarbeitr�agen

angesetzt, welche aus e�ektiven Zwei{Elektronen{Gleichungen berechnet werden. Das

IEPA{Verfahren vernachl�assigt unter anderem die Korrelation zwischen verschiedenen

Elektronenpaaren. Beziehen wir diese in geeigneter Weise mit ein, so gelangen wir zur

Familie der \Coupled Electron{Pair Approximation (CEPA)\{Verfahren.

Der n�achste Schritt zur Verbesserung des CCD{Verfahrens besteht darin, neben der

Verwendung von T̂2 auch die Anregungs{Operatoren T̂1 bzw. T̂3 f�ur den e
T̂{Ansatz zu

ber�ucksichtigen. Dies f�uhrt zu den CCSD{ bzw. CCSDT{Verfahren.

Die CI{ oder CC{artigen Methoden konvergieren nur langsam mit zunehmender Gr�o�e

der Basis. Um die \Cusps\ der Mehrelektronen{Wellenfunktion f�ur die interelektroni-

schen Abst�ande rij = 0 (~ri = ~rj) halbwegs korrekt zu beschreiben, ben�otigen wir bei

Verwendung der �ublichen Basisfunktionen viele Basisfunktionen mit hohem Drehimpuls.

Deshalb sind Methoden entwickelt worden (! MP2{R12, CCSD{R12 etc. [41]), bei de-

nen Wellenfunktionen verwendet werden, die wie die Hylleraas{Wellenfunktionen [42]

explizit vom interelektronischen Abstand abh�angen (Ans�atze mit linearen r12{Termen),

wodurch eine korrekte Beschreibung des interelektronischen \Cusps\ m�oglich wird, und

bei denen die langsame Konvergenz der CI{Entwicklung vermieden wird. Bei CCSD{

R12 wird der Fehler der Energie etwa um einen Faktor 10 reduziert (bei praktisch un-

ver�andertem Rechenaufwand) gegen�uber konventionellem CCSD mit der gleichen Ba-

sis [43], so lassen sich Reaktionsenthalphien mittels der CCSD(T){R12{Methode mit

einer sehr hohen Genauigkeit (Fehler < 1 kJ/mol) berechnen [44]. Die dabei auftreten-

den \komplizierten\ verkoppelten Integrale lassen sich durch Einschieben der \Einheit

in der Basis\ (1 =
P

p jbpihbpj mit bp = Basisfunktionen) e�zient l�osen.
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1.4.3 St�orungstheorie

Wir betrachten ein System mit einem zeitunabh�angigen Hamilton{Operator Ĥ. Die

Schr�odinger{Gleichung:

Ĥ n = En n ; (1.131)

die die station�aren Zust�ande des Systems bestimmt, sei nicht geschlossen l�osbar, jedoch

existiere ein �ahnliches Problem, das sich vom betrachteten Problem nur wenig unter-

scheidet:

Ĥ0 (0)
n = E(0)

n  (0)
n ; (1.132)

das exakt l�osbar ist oder f�ur das zumindest gute N�aherungsl�osungen vorliegen, dessen

Eigenfunktionen  (0)
n und Eigenwerte E(0)

n also bekannt sind.

Gleichung (1.131) beschreibt das gest�orte Problem und Gleichung (1.132) das un-

gest�orte Problem. Bei stetiger Verkleinerung der St�orung m�oge jeder Eigenwert En von

Ĥ in einen bestimmten Eigenwert E(0)
n von Ĥ0 �ubergehen, entsprechend jede Eigenfunk-

tion  n von Ĥ in eine bestimmte Eigenfunktion  (0)
n von Ĥ0. Dies legt die Einf�uhrung

eines St�oroperators Ĥ 0 und eines St�orparameters � nahe:

Ĥ = Ĥ0 + � Ĥ 0 mit 0 � � � 1 ; (1.133)

wobei mit � die St�orung kontinuierlich ein{ oder ausgeschaltet werden kann. F�ur �! 0

gehen die Systeme Ĥ und Ĥ0 ineinander �uber; ist � = 1, wird die St�orung durch die

Korrekturterme voll wirksam, f�ur � = 0 wird die St�orung ausgeschaltet.

Ist der Hamilton{Operator Ĥ gem�a� Gleichung (1.133) abh�angig von �, werden auch

seine Eigenwerte En und Eigenfunktionen  n von � abh�angig:

Ĥ(�)  n(�) = En(�)  n(�) : (1.134)

Da En(�) und  n(�) sich nur wenig von E(0)
n und  (0)

n unterscheiden sollen, ist eine

Potenzreihenentwicklung nach � m�oglich, die in g�unstigen F�allen nach wenigen Termen
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abgebrochen werden kann:

 n(�) =  (0)
n + � (1)

n + �2 (2)
n + : : :+ �k (k)

n + : : : mit (1.135)

 (0)
n =  n(�)j�=0 und  (k)

n =
1

k!

@k n(�)

@�k

�����
�=0

;

En(�) = E(0)
n + �E(1)

n + �2E(2)
n + : : :+ �kE(k)

n + : : : mit (1.136)

E(0)
n = En(�)j�=0 und E(k)

n =
1

k!

dkEn(�)

d�k

�����
�=0

:

F�ur �! 0 soll  n; En !  (0)
n ; E(0)

n gehen.  (k)
n und E(k)

n sind die Korrekturen zur Wellen-

funktion und Energie k{ter Ordnung und sind von � unabh�angig. Die Entwicklung f�uhrt

allerdings nur zum Ziel, wenn die Reihen konvergieren. In der �ublichen Rechenpraxis wird

die Konvergenz der St�orreihen stillschweigend vorausgesetzt, da man annehmen kann,

dass kleine St�orungen keine gr�o�eren �Anderungen am (ungest�orten) Ausgangssystem

bewirken. Da die Wirkung einer St�orung nicht immer abzusehen ist, sind die Ergebnis-

se einer St�orungsrechnung, die ohne Konvergenzbetrachtungen durchgef�uhrt wird, mit

einem gewissen Unsicherheitsfaktor behaftet.

Aufgabe der St�orungsrechnung ist es nun, die St�orenergien E(1)
n ; E(2)

n ; : : : und die

St�orfunktionen  (1)
n ;  (2)

n ; : : : zu bestimmen, um damit N�aherungen f�ur die Energie En

und die Wellenfunktion  n des gest�orten Systems zu erhalten. Hierzu gibt es verschie-

dene Vorgehensweisen, je nachdem welche Wellenfunktionen auf 1 normiert sein sol-

len. Die beiden wichtigsten sind die Rayleigh{Schr�odinger (RS){St�orungstheorie und die

Brillouin{Wigner (BW){St�orungstheorie.

Betrachten wir vereinfacht ein System, dessen Hilbertraum aus:

 
(0)
1 ;  

(0)
2 � ungest�orte Wellenfunktionen,

 1;  2 � gest�orte Wellenfunktionen,

 
(1)
1 ;  

(1)
2 � St�orfunktionen. (1.137)

besteht. Die gest�orte Wellenfunktion ergibt sich aus der Summe der ungest�orten Wellen-
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funktion und der St�orfunktion zu:

 1 =  
(0)
1 +  

(1)
1 : (1.138)

Die ungest�orten Wellenfunktionen sind auf 1 normiert und orthogonal (siehe Abbildung

1.3):

h (0)
1 j (0)

1 i = 1 und h (0)
1 j (0)

2 i = 0 : (1.139)

 
(1)
1

 2

 
(0)
1

 1

 
(0)
2

Abbildung 1.3: Zu den Normierungsbedingungen der RS{St�orungstheorie

Nach Rayleigh{Schr�odinger (siehe Abbildung 1.3) soll das Skalarprodukt der gest�orten

Wellenfunktion  1 und der ungest�orten Wellenfunktion  
(0)
1 eins ergeben (! intermedi�are

Normierung):

D
 
(0)
1

��� 1E = D
 
(0)
1

��� (0)
1 +  

(1)
1

E
=
D
 
(0)
1

��� (0)
1

E
| {z }

1

+
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
= 1

!
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
= 0 ; d.h., (1.140)
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1. die St�orfunktion  
(1)
1 ist orthogonal zur ungest�orten Wellenfunktion  

(0)
1 , d.h., die

St�orfunktion enth�alt keine Komponente der Ausgangsfunktion, und

2. die gest�orte Wellenfunktion  1 ist im Gegensatz zur ungest�orten Wellenfunktion

 
(0)
1 nicht auf 1 normiert, sonder ist gr�o�er als 1:

D
 1
��� 1E =

D
 
(0)
1 +  

(1)
1

��� (0)
1 +  

(1)
1

E

=
D
 
(0)
1

��� (0)
1

E
| {z }

1

+2
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
| {z }

0

+
D
 
(1)
1

��� (1)
1

E
| {z }

>0

> 1 : (1.141)

 1
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1
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(1)
1

 
(0)
2

Abbildung 1.4: Zu den Normierungsbedingungen der BW{St�orungstheorie

Nach Brillouin{Wigner (siehe Abbildung 1.4) soll die St�orfunktion  
(1)
1 so gew�ahlt wer-

den, dass die gest�orte Wellenfunktion  1 auch auf 1 normiert ist:

D
 1
��� 1E =

D
 
(0)
1 +  

(1)
1

��� (0)
1 +  

(1)
1

E



1.4 Elektronenkorrelation 73

=
D
 
(0)
1

��� (0)
1

E
| {z }

1

+2
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
+
D
 
(1)
1

��� (1)
1

E
| {z }

>0

= 1

!
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
= �1

2

D
 
(1)
1

��� (1)
1

E
< 0 ; d.h., (1.142)

1. die St�orfunktion  
(1)
1 ist nicht mehr orthogonal zur ungest�orten Wellenfunktion

 
(0)
1 , d.h., die St�orfunktion enth�alt Komponenten der Ausgangsfunktion, und

2. das Skalarprodukt der gest�orten Wellenfunktion  1 und der ungest�orten Wellen-

funktion  
(0)
1 ist nun ungleich 1, d.h., die intermedi�are Normierung ist nicht mehr

gegeben:

D
 
(0)
1

��� 1E = D
 
(0)
1

��� (0)
1 +  

(1)
1

E
=
D
 
(0)
1

��� (0)
1

E
| {z }

1

+
D
 
(0)
1

��� (1)
1

E
| {z }

<0

< 1 : (1.143)

Die BW{St�orungstheorie hat zwei wesentliche M�angel. Sie liefert erstens keine explizite

St�orungsentwicklung, da die Energienenner von der gest�orten Energie En abh�angen. Wir

erhalten dadurch nur implizite Ausdr�ucke in En der Form En = f(En) und m�ussen des-

halb die St�orungsentwicklung iterativ l�osen. Ferner ist die Kenntnis aller Eigenfunktionen

des ungest�orten Problems erforderlich. Zweitens weist die so erhaltene Energie, wie die

CISD{Ans�atze, eine falsche Teilchenzahlabh�angigkeit auf, d.h., size{consistency ist nicht

gegeben. Die RS{St�orungstheorie ist frei von diesen Unzul�anglichkeiten und daher f�ur

die Erfassung der Elektronenkorrelation im allgemeinen technisch besser geeignet.

F�ur die nachfolgenden Betrachtungen nehmen wir an, dass der Energieterm E(0)
n des

ungest�orten Systems nicht entartet ist und w�ahlen die Vorgehensweise nach Rayleigh{

Schr�odinger. Setzen wir (1.133), (1.135) und (1.136) in die Schr�odingergleichung (1.131)

des gest�orten Systems ein und ordnen nach steigenden Potenzen von �:

�
Ĥ0 (0)

n � E(0)
n  (0)

n

�

+�
�
Ĥ0 (1)

n + Ĥ 0 (0)
n � E(0)

n  (1)
n � E(1)

n  (0)
n

�

+�2
�
Ĥ0 (2)

n + Ĥ 0 (1)
n � E(0)

n  (2)
n � E(1)

n  (1)
n � E(2)

n  (0)
n

�
+ : : : = 0 : (1.144)
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Diese Gleichung kann f�ur beliebige � nur dann erf�ullt werden, wenn jeder Klammeraus-

druck \( )\ zu �k einzeln null wird. Der erste Klammerausdruck von �0 � 1 in der ersten

Zeile von Gleichung (1.144) liefert die ungest�orte Schr�odingergleichung (1.132) f�ur den

Zustand  (0)
n und ist somit die nullte N�aherung. Analog erhalten wir f�ur die Zeilen zwei

und drei:

�
Ĥ0 � E(0)

n

�
 (1)
n +

�
Ĥ 0 � E(1)

n

�
 (0)
n = 0 und (1.145)

�
Ĥ0 � E(0)

n

�
 (2)
n +

�
Ĥ 0 � E(1)

n

�
 (1)
n � E(2)

n  (0)
n = 0 : (1.146)

Multiplizieren wir Gleichung (1.145) von links mit  (0)�
n , integrieren �uber den ganzen

Raum, ber�ucksichtigen die Hermitezit�at von Ĥ0 sowie, dass nach (1.139) die ungest�orte

Wellenfunktion  (0)
n auf 1 normiert ist, und nach Rayleigh{Schr�odinger die Gleichung

(1.140), d.h., dass die St�orfunktion  (1)
n orthogonal zur ungest�orten Wellenfunktion  (0)

n

ist, so erhalten wir f�ur die St�orenergie 1. Ordnung:

E(1)
n =

D
 (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

n

E
= H 0

nn : (1.147)

Die Energiekorrektur 1. Ordnung E(1)
n ist gleich dem Erwartungswert des St�oroperators

Ĥ 0, gebildet mit der ungest�orten Eigenfunktion  (0)
n . Sowohl Ĥ 0 als auch  (0)

n sind laut

Voraussetzung bekannt. F�ur das Integral f�uhren wir zur Vereinfachung der Schreibweise

das doppelt indizierte Symbol H 0
nn ein, es entspricht dem Diagonalelement einer Matrix,

der sogenannten \St�ormatrix\.

Zur Ermittlung der St�orfunktion 1. Ordnung  (1)
n wird diese nach dem vollst�andigen

Satz der ungest�orten Wellenfunktionen  (0)
m entwickelt:  (1)

n =
P

m cm 
(0)
m . Damit ergibt

sich ebenfalls aus Gleichung (1.145) nach einigen Umformungen:

 (1)
n =

X
m6=n

D
 (0)
m

���Ĥ 0
��� (0)

n

E
E
(0)
n � E(0)

m

 (0)
m =

X
m6=n

H 0
mn

E
(0)
n � E(0)

m

 (0)
m ; (1.148)

dabei l�auft die Summe �uber alle ungest�orten Zust�ande (auch Kontinuumszust�ande) mit

Ausnahme des Zustands n.
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Die Berechnung der St�orenergie 2. Ordnung E(2)
n erfolgt entsprechend. Ber�ucksichtigen

wir, dass der St�oroperator Ĥ 0 hermitesch ist, so lautet das Ergebnis:

E(2)
n =

X
m 6=n

D
 (0)
m

���Ĥ 0
��� (0)

n

E D
 (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

m

E
E
(0)
n � E(0)

m

=
X
m6=n

H 0
mnH

0�
mn

E
(0)
n � E(0)

m

=
X
m6=n

���H 0
mn

���2
E
(0)
n � E(0)

m

: (1.149)

Darin kommen in erster Linie Nichtdiagonalelemente der St�ormatrix vor.

Es ist interessant zu bemerken, dass die St�orenergie 3. Ordnung ebenfalls nur die

St�orfunktion 1. Ordnung ben�otigt:

E(3)
n =

X
m6=n

D
 (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

m

ED
 (0)
m

���Ĥ 0
��� (1)

n

E
E
(0)
n � E(0)

m

� E(1)
n

X
m 6=n

D
 (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

m

ED
 (0)
m

��� (1)
n

E
E
(0)
n � E(0)

m

: (1.150)

Entwickeln wir die St�orfunktion 1. Ordnung  (1)
n nach dem vollst�andigen Satz der

ungest�orten Wellenfunktionen  
(0)
l : j (1)

l i =
P

l 6=n j (0)
l ih (0)

l j (1)
n i und ber�ucksichtigen

(E(0)
n � E(0)

m )h (0)
m j (1)

n i = h (0)
m jĤ 0j (0)

n i sowie (1.147), so erhalten wir:

E(3)
n =

X
l;m 6=n

D
 (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

m

ED
 (0)
m

���Ĥ 0
��� (0)

l

ED
 
(0)
l

���Ĥ 0
��� (0)

n

E
�
E
(0)
n � E(0)

m

��
E
(0)
n � E(0)

l

� � E(1)
n

X
m6=n

���D (0)
n

���Ĥ 0
��� (0)

m

E���2�
E
(0)
n � E(0)

m

�2

=
X
l;m 6=n

H 0
nmH

0
mlH

0
ln�

E
(0)
n � E(0)

m

��
E
(0)
n � E(0)

l

� � X
m6=n

H 0
nn

���H 0
nm

���2�
E
(0)
n � E(0)

m

�2 : (1.151)

M�ller und Plesset (MP) [45] haben bereits 1934 erkannt, dass auch die Elek-

tronenkorrelation st�orungstheoretisch erfasst werden kann. Ausgehend von den HF{

Ergebnissen wird der ungest�orte Hamilton{Operator Ĥ0 als Summe der Einelektronen{

Fock{Operatoren f̂(i) angesetzt (f̂ bezieht sich auf die Spinorbitale und ist analog dem

Fock{Operator der Ortsorbitale F̂ (1.37) de�niert):

Ĥ0 =
NX
i

f̂(i) ! Ĥ0�HF = E(0)�HF ! E(0) =
NX
i

"i 6= EHF (1.152)

mit N = Anzahl der Elektronen. E(0) entspricht hierbei nicht der HF{Energie EHF , da

E(0) die Elektronenabsto�ung f�ur jedes Paar zweimal enth�alt, wie schon in Abschnitt

1.3.1 angedeutet (siehe hierzu auch Gleichung (1.28) f�ur doppelt besetzte Orbitale).
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Mit Gleichung (1.152) ist das ungest�orte Problem de�niert, seine Eigenfunktionen und

Eigenwerte sind bekannt. Der MP{St�oroperator Ĥ 0 ergibt sich dann aus der Di�erenz

zum \exakten\ Hamilton{Operator Ĥ (mit Gleichung (1.133) und � = 1):

Ĥ 0 = Ĥ � Ĥ0 =
X
i<j

1

rij
�X

i

X
j

h
ĵj(i)� k̂j(i)

i
+ Vkk : (1.153)

Ĥ entspricht hierbei dem elektronischen Hamilton{Operator Ĥe aus Gleichung

(1.13) und (1.12). Der St�oroperator Ĥ 0 entspricht also der Di�erenz zwischen der

tats�achlichen Elektron/Elektron{Wechselwirkung und der doppelten Elektron/Elektron{

Wechselwirkung in der \N�aherung der unabh�angigen Teilchen\ der HF{Theorie. Die

Coulomb{ und Austausch{Operatoren ĵj(i) und k̂j(i) sind hier �uber die Spinorbitale

analog den Gleichungen (1.39) und (1.40) de�niert.

Mit dem MP{St�oroperator Ĥ 0 und den HF{Funktionen als Basis erhalten wir in 1.

st�orungstheoretischer N�aherung (MP1) mit Gleichung (1.147) gerade die HF{Energie

EHF :

EMP1 = E(0) + E(1) =
D
�HF

���Ĥ0
����HF

E
+
D
�HF

���Ĥ 0
����HF

E
=
D
�HF

���Ĥ0 + Ĥ 0
����HF

E

=
D
�HF

���Ĥ����HF
E
= EHF ; (1.154)

da h�HF jĤj�HF i gerade dem Variationsintegral der HF{Slaterdeterminante �HF ent-

spricht.

Um der Elektronenkorrelation Rechnung zu tragen und damit �uber die HF{N�aherung

hinauszugehen, m�ussen wir die Energiekorrektur 2. Ordnung (1.149) ber�ucksichtigen:

E(2) =
X
r<s

X
a<b

���D�rs
ab

���Ĥ 0
����HF

E���2
E(0) � Ers

ab

=
X
r<s

X
a<b

jhrsjr�112 jabi � hrsjr�112 jbaij2
"a + "b � "r � "s (1.155)

mit den HF{Orbitalenergien "a und "b f�ur besetzte und "r und "s f�ur virtuelle Orbitale.

Die Wellenfunktionen �rs
ab sind die bez�uglich �HF 2{fach substituierten Slaterdetermi-

nanten aus Gleichung (1.121) (! Paarkorrelation). 1{fach, 3{fach, 4{fach : : : substituier-

te Slaterdeterminanten brauchen f�ur Gleichung (1.155) nicht ber�ucksichtigt zu werden,
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da die entsprechenden Integrale
D
�r
s

���Ĥ 0
����HF

E
; : : : nach dem Brillouin{Theorem (1.123)

bzw. den Condon{Slater{Regeln (1.122) verschwinden. Die Nichtdiagonalelemente der

St�ormatrix enthalten wegen der Orthogonalit�at der Spinorbitale nur Integralanteile �uber

die Zweielektronenoperatoren r�1ij von Gleichung (1.153). Der Eigenwert der 2{fach sub-

stituierten Slaterdeterminante �rs
ab zum ungest�orten Hamilton{Operator Ĥ0 (! Ers

ab) un-

terscheidet sich vom entsprechenden Eigenwert der HF{Slaterdeterminante des Grund-

zustands �HF (! E(0)) dadurch, dass in E(0) "a und "b durch "r und "s ersetzt werden;

diese Di�erenz steht gerade im Nenner von Gleichung (1.155). In 2. st�orungstheoretischer

N�aherung (MP2) ergibt sich dann f�ur die Energie: EMP2 = E(0)+E(1)+E(2) = EHF+E
(2).

Die St�orreihe kann rechnerisch \relativ leicht\ durch die Ber�ucksichtigung von Glie-

dern h�oherer Ordnung weitergef�uhrt werden. Der Beitrag 3. Ordnung (! MP3) besteht

ebenfalls nur aus Paarkorrelationen (2{fach substituierte Slaterdeterminanten) [46], sie-

he Gleichungen (1.150) und (1.151). Erst Glieder 4. Ordnung (! MP4) liefern Beitr�age

von 3{ und 4{fach substituierten Slaterdeterminanten [46]. Der Vorteil des Verfahrens

liegt ausserdem darin, dass es in jeder Ordnung size{consistent ist. Als Nachteil der MP{

St�orungstheorie ist anzuf�uhren, dass ihre Beitr�age in jeder Ordnung keine oberen Schran-

ken der \wahren\ Energie sind, bei Verwendung von UHF (Unrestricted Hartree{Fock){

Funktionen ist wegen der \Spin{Kontamination\ die G�ute der N�aherung bei der Berech-

nung von Eigenschaften kaum einzusch�atzen. Weiterhin erhalten wir unbefriedigende

Ergebnisse f�ur Molek�ulstrukturen weit ab von den Gleichgewichts{Bindungsl�angen. We-

gen der Gr�o�e von Ĥ 0 ist die Konvergenz schwer abzusch�atzen und in manchen F�allen

unbefriedigend.

Die MP{St�orungstheorie n�ahert sich, falls die Rechnung konvergiert, mit zunehmender

Ordnung der exakten Energie des betrachteten Systems immer mehr an, die bei unend-

licher Ordnung erreicht wird. Full CI sowie CC unter Ber�ucksichtigung aller Anregungs{

Operatoren T̂i liefern ebenfalls die exakte Energie.

Abschlie�end sei noch auf eine interessante Darstellung der St�orungsentwicklungen

durch Diagramme hingewiesen (! diagrammatic representation). Diese Darstellung wur-
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de von R.P. Feynman [47] entwickelt und zun�achst in der Quantenelektrodynamik ver-

wendet. Die Terme der St�orungsentwicklungen zur Beschreibung der Korrelationsener-

gie k�onnen hierbei in sehr anschaulicher Weise durch sogenannte \Hugenholtz{\ oder

\Goldstone{Diagramme\ dargestellt werden [48].

1.5 Dichtefunktionaltheorie und Hybridmethoden

Die Dichtefunktionaltheorie (DFT) ist eine (im Prinzip exakte) Theorie zur Beschrei-

bung von Mehrelektronensystemen und basiert auf der Elektronendichte %(~r) anstatt

auf der ungleich komplizierteren Mehrelektronen{Wellenfunktion  (~r1~�1; : : : ; ~rN~�N ). Die

Wellenfunktion eines N{Elektronen{Molek�uls ist abh�angig von 3N Raum{ und N Spin-

koordinaten und enth�alt alle Informationen �uber dieses Molek�ul, mehr als wir gew�ohnlich

ben�otigen. Die DFT versucht die Rechnung dadurch auf das Wesentliche zu beschr�anken,

dass die Energie und andere Eigenschaften des Systems als Funktional der Elektronen-

dichte dargestellt werden (E[%] ist ein Beispiel f�ur ein Funktional). Dadurch werden die

f�ur die Energie irrelevanten Informationen, die in der Wellenfunktion stecken, eliminiert.

Ein Funktional haben wir bereits in dem Ritzquotienten I[g] (1.18) kennengelernt, der

von der Wahl der N�aherungsfunktion g abh�angt. W�ahrend eine Funktion eine Regel ist,

welche einer Zahl x eine Zahl f(x) zuweist, ist eine Funktional eine Regel, welche einer

Funktion f eine Zahl F [f ] zuweist.

Die ersten \echten\ DFT{Ans�atze wurden durch Thomas, Fermi, Dirac und Wig-

ner [49] bereits kurz nach der Entwicklung der Quantenmechanik aufgestellt. Diese

Ans�atze basieren auf dem Modell des unabh�angigen homogenen Elektronengases und

sind f�ur chemierelevante Systeme zu ungenau. So weisen beispielsweise Atome keine

Schalenstruktur auf und Molek�ule haben immer positive Bindungsenergien, d.h., das

Entstehen eines Molek�uls aus den Atomen kann durch diese Ans�atze nicht korrekt wie-

dergegeben werden.
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1.5.1 Hohenberg{Kohn{Theorem

1964 konnten Hohenberg und Kohn [50] beweisen, dass jede molekulare elektronische

Eigenschaft eines Mehrelektronensystems, wie z.B. die Gesamtenergie E, die potentielle

Energie V , die kinetische Energie T , die Wellenfunktion  , das Dipolmoment ~�, eindeutig

durch die Elektronendichte %(~r), eine Funktion von nur 3 Variablen, bestimmt ist und

somit der Ansatz von Thomas und Fermi, die Elektronendichte als zentrale Gr�o�e zur

Berechnung der Energie zu verwenden, in der Tat physikalisch wohl begr�undet war.

Hohenberg und Kohn konnten zeigen: ist die Elektronendichte %(~r) bekannt, so ist

auch das \externe\ Potential Vek (1.12) eindeutig bestimmt (bis auf eine physikalisch

irrelevante additive Konstante) und damit auch die Kernanordnung. Aus der Elektro-

nendichte %(~r) l�asst sich auch die Elektronenzahl N bestimmen, die wiederum den Ope-

rator der kinetischen Energie T̂ und das Potential der Elektron/Elektron{Absto�ung Vee

(1.12) festlegt. Damit ist der Hamilton{Operator Ĥ des Molek�uls vollst�andig bekannt

und daher auch alle Eigenschaften die durch Ĥ bestimmt werden k�onnen (siehe auch

den Algorithmus von Levy [51]):

%(~r) ! Vek (eindeutig) ;
Z
%(~r)d~r = N ! T̂ = �1

2

NX
i=1

�i ; Vee =
NX
i<j

1

rij
(1.156)

) Ĥ ! alle molekularen elektronischen Eigenschaften.

So sch�on das Hohenberg{Kohn{Theorem zur Abrundung der Theorie ist, so wenig ist es

hilfreich f�ur die Formulierung einer Dichtefunktionaltheorie, da es uns nicht zeigt, wie

wir die Gesamtenergie E aus der Elektronendichte %(~r) bestimmen k�onnen oder wie wir

%(~r) ermitteln k�onnen, ohne zuerst die Wellenfunktion  zu bestimmen.

1.5.2 Kohn{Sham (KS){Gleichungen

Es ist relativ leicht, bei den DFT{Ans�atzen die Wechselwirkung zwischen Elektronen

und Kernen Vek sowie den Hauptanteil der Elektronenwechselwirkung Vee als Funktional
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der Elektronendichte darzustellen (Vek[%]; Vee[%]). Gro�e Schwierigkeiten macht aber die

Formulierung der kinetischen Energie als Funktional der Elektronendichte T [%], und auch

Dichtefunktionale f�ur Austausch und Korrelation Exc[%] sind nicht leicht zu konstruieren.

Kohn und Sham [52] umgingen diese Problematik, indem sie die kinetische Energie nicht

als Dichtefunktional berechneten, sondern exakt quantenmechanisch f�ur ein Modellpro-

blem nicht{wechselwirkender Teilchen. Der dar�uber hinausgehende Anteil der kinetischen

Energie wird zur Austausch{Korrelations{Energie geschlagen, wof�ur dann ein Potential

mehr oder weniger semiempirisch konstruiert wird. In einer solchen Beschreibung ist die

Energie eines Molek�uls mit N Elektronen und K Kernen \exakt\ gegeben durch:

E = �1
2

NX
i

h�i(~r1)j�j�i(~r1)i �
KX
a

Za

ra1
%(~r1) d~r1 +

+
1

2

Z
%(~r1)%(~r2)

r12
d~r1d~r2 + Exc[%; �] ; d.h., (1.157)

E = T [�] + Vek[%] + Vee[%] + Exc[%; �] :

Gleichung (1.157) enth�alt Orbitale (deshalb sind die DFT{Ans�atze vom Kohn{Sham{

Typ eigentlich keine echten DFT{Ans�atze) und Elektronendichten; letztere sind aus-

dr�uckbar durch die Summe �uber alle besetzten Orbitale:

% =
NX
i

��i �i : (1.158)

Die Orbitale �i sind DFT{ oder KS{Einteilchen{Wellenfunktionen und nicht mit den

MO's zu verwechseln. Exc[%] ist ein Funktional, das die Austausch{ und Korrelations-

energie beschreibt. Die Bestimmungsgleichungen f�ur die KS{Orbitale �i erhalten wir

analog zu den HF{Gleichungen durch Anwendung des Variationsprinzips auf Gleichung

(1.157). Dabei wird die Gesamtenergie durch Variation der Elektronendichte minimiert.

Nach dem 2. Hohenberg{Kohn{Theorem [50] wird die Gesamtenergie des Grundzustands

E f�ur ihre Elektronendichte im Grundzustand %0 minimal:

�E

�%

�����
%0

= 0 ! E[%0] � E[%] : (1.159)
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Zur gleichzeitigen Ber�ucksichtigung der Nebenbedingung (
R
%(~r) d~r�N = 0) bietet sich

wiederum die Methode der Lagrange{Multiplikatoren an:

�

�
E[%]� �

�Z
%(~r) d~r �N

��
= 0 mit � = Lagrange{Multiplikator. (1.160)

Dies f�uhrt auf eine e�ektive Einteilchen{Schr�odingergleichung, die sogenannte \Kohn{

Sham (KS){Gleichung\:

 
� 1

2
��

KX
a

Za

ra1
+

Z
%(~r2)

r12
d~r2| {z }P

N

j
Ĵj(~r1)

+�xc(~r1)

!
�i(~r1) = F̂KS �i(~r1) = "i �i(~r1) ; (1.161)

in der Ĵj(~r1) der Coulomboperator von Gleichung (1.39) ist mit der Dichteverteilung

��j(~r2)�j(~r2), die, summiert �uber j, nach Gleichung (1.158) die Elektronendichte %(~r2)

liefert. �xc(~r) ist das zu Exc[%] geh�orende Austausch{Korrelations{Potential und wird

durch die Funktionalableitung:

�xc(~r) =
�Exc[%(~r)]

�%(~r)
(1.162)

bestimmt. Der Kohn{Sham{Operator F̂KS ist bis auf das letzte Glied �xc mit dem Fock{

Operator F̂ (1.37) der HF{Gleichung (1.36) identisch. In der HF{Theorie beschreibt

dieser Term (�1
2

PN
j K̂j) die Austauschwechselwirkung, die unter anderem von den ge-

suchten Funktionen �i abh�angt. Dagegen ist der entsprechende Ausdruck �xc(~r) in der

DFT ein e�ektiver Einelektronenoperator, der beides, das Austausch{ und das Korre-

lationspotential am Ort dieses Elektrons, und dazu die kinetische Energie{Korrektur,

enth�alt, aber von den �i nicht mehr formal explizit abh�angt. Die DFT{Orbitale �i sind

nach Gleichung (1.161) Eigenfunktionen des Hamilton{Operators mit diesem Potential-

anteil zu den Eigenwerten "i.

In der DFT sind die notwendigen N�aherungen in Exc enthalten, w�ahrend f�ur die Wel-

lenfunktion vom Modell her keine weiteren N�aherungen mehr erforderlich sind, d.h.,

die KS{Gleichungen bestimmen im Prinzip einen gen�aherten Hamilton{Operator mit

einer exakten Dichte. Dagegen stecken in der HF{Theorie die N�aherungen prim�ar in
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den Wellenfunktionen, d.h., die HF{Gleichungen bestimmen im Prinzip mit dem ex-

akten Hamilton{Operator gen�aherte Wellenfunktionen. Die Wellenfunktionen der HF{

Resultate k�onnen sukzessive durch CI, MP oder CC verbessert werden, um die Kor-

relationse�ekte zu erfassen. Die exakte L�osung wird in der DFT durch Verbesserung

des Austausch{Korrelations{Funktionals Exc[%] angestrebt. Das Hauptproblem ist o�en-

sichtlich der Ausdruck f�ur Exc[%] bzw. �xc(~r). Da die korrekten Funktionale unbekannt

sind, noch ein systematisches Vorgehen f�ur eine schrittweise Verbesserung bisher ange-

geben werden konnte, sind wir auf heuristische Ans�atze angewiesen. Deshalb ist Exc[%]

auch die gr�o�te Fehlerquelle in der DFT. Die wichtigste Aufgabe in der DFT ist deshalb

die Verbesserung der Austausch{Korrelations{Funktionale Exc[%].

Die KS{Gleichung (1.161) wird in einer iterativen SCF{Prozedur gel�ost. Beginnend

mit einem Ansatz f�ur die Elektronendichte %(0)(~r), die �ublicherweise aus einer Superpo-

sition der atomaren Dichten erhalten wird, berechnen wir daraus das Start{Austausch{

Korrelations{Potential �(0)xc (~r), welches in der KS{Gleichung verwendet wird, um den

ersten Satz DFT{Orbitale �
(1)
i zu erhalten. Aus diesen Orbitalen erhalten wir mit Glei-

chung (1.158) eine verbesserte Elektronendichte %(1)(~r), die wiederum ein verbessertes

�(1)xc (~r) liefert, usw. Bei der L�osung der Integrale und der Di�erentialgleichung k�onnen

die DFT{Orbitale �i gegebenenfalls in STO's oder GTO's entwickelt werden, oder die

KS{Gleichung (1.161) kann ohne Basissatz{Entwicklung numerisch gel�ost werden. Sind

%(n)(~r) und �(n)xc (~r) selbstkonsistent, ergibt sich dann mit Gleichung (1.157) und Glei-

chung (1.161) die Energie des Systems.

Bevor wir n�aher auf das Austausch{Korrelations{Funktional Exc eingehen, betrachten

wir noch einmal den Lagrange{Multiplikator � aus Gleichung (1.160). Es l�asst sich zeigen,

dass � gerade das chemische Potential des betrachteten Systems darstellt:

� =

 
@E

@N

!
Vek

: (1.163)

Das chemische Potential charakterisiert die Neigung der Elektronen, sich vom Gleichge-

wichtszustand zu entfernen. Systeme (wie Atome oder Molek�ule) mit unterschiedlichem
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chemischen Potential, die sich vereinigen, m�ussen im Gleichgewichtszustand das gleiche

chemische Potential aufweisen.

Tragen wir die Energie E gegen die Elektronenzahl N auf, so erhalten wir in �ubli-

cher DFT{N�aherung im allgemeinen eine konvexe Kurve. Ihre Kr�ummung de�niert eine

weitere wichtige Eigenschaft, die sogenannte \H�arte (hardness)\ � [53]:

� =
1

2

 
@2E

@N2

!
Vek

=
1

2

 
@�

@N

!
Vek

: (1.164)

Die H�arte � ist wegen der Konvexit�at der Kurve immer positiv. Das Reziproke der H�arte

ist die sogenannte \Weichheit (softness)\ S [54]:

S =
1

2�
=

 
@N

@�

!
Vek

: (1.165)

Die H�arte � und die Weichheit S sind uns aus 2 Prinzipien der Chemie gut bekannt. 1)

Das HSAB (Hard and Soft Acids and Bases){Prinzip: \harte\ S�auren bevorzugen \harte\

Basen und \weiche \ S�auren bevorzugen \weiche\ Basen sowohl thermodynamisch als

auch kinetisch [55]. 2) Das Prinzip der maximalen H�arte: molekulare Systeme tendieren

gew�ohnlich zu Zust�anden hoher H�arte [56]. Diese Prinzipien sind Konsequenzen aus dem

2. Hohenberg{Kohn{Theorem (1.159).

1.5.3 Austausch{Korrelations{Funktionale

Wenn wir das exakte Austausch{Korrelations{Funktional Exc[%] kennen, dann erhalten

wir im Prinzip mit den Gleichungen (1.157), (1.158), (1.161) und (1.162) die exakte

Elektronendichte %(~r) und die exakte Energie E sowie alle anderen Eigenschaften des

Systems. In der Praxis m�ussen wir uns leider mit N�aherungen f�ur Exc zufriedengeben.

Die einfachste dieser N�aherungen, die erfolgversprechend erscheint, wenn die Elektronen-

dichte % sich mit dem Ort wenig �andert, ist die \Local Density Approximation (LDA)\:

ELDA
xc [%(~r)] =

Z
"xc
�
%(~r)

�
%(~r) d~r ; (1.166)
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wobei "xc(%) die Austausch{ und Korrelationsenergie pro Elektron f�ur ein homogenes

Elektronengas der Elektronendichte % ist, welche mit einer hohen Genauigkeit (� 0:1%)

bekannt ist. Das zugeh�orige Austausch{Korrelations{Potential �xc lautet dann nach Glei-

chung (1.162):

�xc(~r) = %(~r)
�"xc(%)

�%

�����
%=%(~r)

+ "xc
�
%(~r)

�
: (1.167)

Die LDA{Funktionale sind in der Festk�orperphysik erstaunlich erfolgreich. Die Anwen-

dung auf Molek�ule ist hingegen weitaus problematischer, da sich die Elektronendichte in

einem Molek�ul stark mit dem Ort �andert und sich nicht wie ein homogenes Elektronengas

verh�alt.

Die zunehmende Popularit�at der Dichtefunktionalmethoden in j�ungerer Zeit hat mit

neuen verbesserten Funktionalen zu tun, vor allem dem Austauschfunktional von Becke

[57], dem Korrelationsfunktional von Colle und Salvetti [58], welches von Lee, Yang

und Parr [59] modi�ziert wurde, sowie den Korrelationsfunktionalen von Perdew und

Mitarbeitern [60{62]. Alle diese Funktionale verwenden zur Verfeinerung der LDA Gra-

dientenkorrekturen, sogenannte \Generalized Gradient Approximations (GGA)\:

EGGA
xc =

Z
f
�
%(~r); j~r%(~r)j

�
d~r : (1.168)

f
�
%; j~r%j

�
ist eine Funktion von 2 Variablen, die bei geeigneter Wahl den Fehler der

LDA typischerweise um einen Faktor 2 bis 10 reduziert [63]. Die o�ensichtlichsten Gra-

dientenkorrekturen zur LDA sind systematische Gradienten{Entwicklungen:

Exc =

Z
"xc
�
%(~r)

�
%(~r) d~r +

Z
g
�
%(~r)

�
j~r%(~r)j2 d~r + : : : ; (1.169)

die im allgemeinen aber nur geringe Korrekturen darstellen.

Mehr als 30 Jahre, nachdem die Grundlage zur DFT gelegt wurde, ist sie heute eine

Standardmethode zur Bestimmung von Grundzustandsenergien und Elektronendichte-

verteilungen von Mehrelektronensystemen. Die DFT liefert bei der Bestimmung von

Molek�ulstrukturen im allgemeinen �uberraschend gute Resultate, so werden Bindungs-

abst�ande mit einer Genauigkeit von typischerweise �0:04�A (�2�) erhalten [63]. Im letz-

ten Jahrzehnt konnte die Genauigkeit der DFT durch verbesserte Funktionale so weit
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gesteigert werden, dass sie heutzutage f�ur viele Systeme nahe an oder sogar innerhalb

der sogenannten \chemischen Genauigkeit\ von 0:2 � 0:4 eV (�2�) liegt [63]. Frequen-
zen werden h�au�g sogar so genau erhalten, dass sie nicht skaliert zu werden brauchen.

F�ur ein System aus mehreren Atomen w�achst der Rechenaufwand der DFT (ohne Sym-

metrieausnutzung) grob wie N2
at oder N

3
at (mit Nat = Anzahl der Atome). Dies ist viel

besser als bei den traditionellen Methoden, bei denen die Rechenzeit wie e�Nat (� � 1)

w�achst [64]. Der geringe Rechenaufwand macht die DFT attraktiv f�ur Systeme aus vielen

Atomen, die obere Grenze liegt heutzutage bei Nat � 100 � 200. Diese Grenze schlie�t

leider noch viele interessante Systeme (Makromolek�ule, L�osungen, viele Gl�aser, : : : ) aus,

deshalb ist man dabei, DFT{Algorithmen so umzuformulieren, dass die Rechenzeit nur

linear mit Nat steigt (sogenannte \O(N){Methoden\).

Die Anwendung der DFT ist sehr vielf�altig, sie wird z.B. verwendet zur Beschreibung

von spinpolarisierten Grundzust�anden, magnetischen und elektrischen Suszeptibilit�aten,

relativistischen Korrekturen, Ensembles endlicher Temperatur, angeregten Zust�anden,

entarteten Grundzust�anden, Supraleitern, zeitabh�angigen Ph�anomenen, : : : . Vielver-

sprechend sind auch die Entwicklungen von DFT{Algorithmen, die Polarisations (oder

Van der Waals){Energien ber�ucksichtigen, die in den traditionellen N�aherungen nicht

enthalten sind [65]. Nachfolgend sollen einige Funktionale n�aher betrachtet werden.

Das lokale Hartree{Fock{Slater (X�) Austausch{Funktional

Lange bevor KS{LDA{Gleichungen entwickelt wurden, hat Slater [66] sein sogenann-

tes \X�{Verfahren\ vorgeschlagen, um die HF{Gleichungen zu vereinfachen. Dabei

hat er zur Beschreibung der Austausche�ekte anstatt des komplizierten nichtlokalen

Austausch{Operators K̂j (1.40) das Modell des homogenen Elektronengases verwendet.

Bei Vernachl�assigung der Elektronenkorrelation hat Slater f�ur das Austausch{Potential

�LDAx :

�LDAx (~r) = �3
2
�

3

s
3

�
%(~r) mit � = 1 (1.170)
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angegeben. Etwas sp�ater wies G�asp�ar [67] auf den Unterschied von �xc und "xc hin (siehe

Gleichung (1.167)) und leitete � = 2
3
ab. Heutzutage wird f�ur � ein empirischer Wert

von ungef�ahr 0.7 oder 0.75 angesetzt. Es hat sich durch den Vergleich mit experimen-

tellen Daten gezeigt, dass dieser Wert, zumindest f�ur Atome und Molek�ule, die besten

Resultate liefert [68]. Das zum Austausch{Potential �LDAx (1.170) geh�orende Austausch{

Funktional ELDA
x , das die Elektronenkorrelation vernachl�assigt und die Austausche�ekte

n�aherungsweise beschreibt, lautet:

ELDA
x = �9

8
�

3

s
3

�

Z
%4=3(~r) d~r : (1.171)

F�ur o�ene Schalen k�onnen verschiedene DFT{Orbitale f�ur verschiedenen Spin ��i und

��i entsprechend dem UHF{Verfahren angesetzt werden (! Local{Spin{Density (LSD){

Approximation). In der LSD{N�aherung erhalten wir f�ur das Austausch{Funktional

ELSD
x :

ELSD
x = �9

4
�

3

s
3

4�

Z h
%4=3� (~r) + %

4=3
� (~r)

i
d~r mit (1.172)

%�(~r) =
occ:X
i

��i (~r)
� ��i (~r) ; %�(~r) =

occ:X
i

��i (~r)
� ��i (~r) und %(~r) = %�(~r) + %�(~r) :

Das entsprechende Austausch{Potential lautet dann:

�LSDx (~r) = �3� 3

s
3

4�

�
%1=3� + %

1=3
�

�
: (1.173)

Das lokale Vosko{Wilk{Nusair (VWN) Korrelations{Funktional

Die Austausch{Korrelations{Energie Exc[%�; %�] l�asst sich aufteilen in einen Austausch{

und einen Korrelationsbeitrag:

Exc[%�; %�] = Ex[%�; %�] + Ec[%�; %�] : (1.174)

Von Vosko, Wilk und Nusair [69] wurde ein LSD{Korrelations{Funktional ELSD
c [%�; %�]

vorgeschlagen, welches die Korrelationsenergie des homogenen Elektronengases ber�uck-

sichtigt und auf quantenmechanischen Monte Carlo{Rechnungen von Ceperley und
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Alder [70] basiert. Die numerischen Daten von Ceperley und Alder konnten dabei

an ein parametrisches analytisches Funktional angepasst werden. Ziegler [71] hat ge-

zeigt, dass die LSD{Austauschenergien ELSD
x um etwa 10 % zu niedrig und die LSD{

Korrelationsenergien ELSD
c um etwa 100 % zu hoch liegen.

Das lokale Stoll{Pavlidou{Preu� (SPP) Korrelations{Funktional

Stoll, Pavlidou und Preu� [72] haben darauf hingewiesen, dass der Hauptbeitrag des

Korrelationsfehlers auf die Korrelation der Elektronen gleichen Spins zur�uckzuf�uhren

ist, da diese in endlichen Systemen, wie bei Atomen und Molek�ulen, im allgemeinen

kleiner ist als im homogenen Elektronengas. Sie schlagen vor, ELSD
c durch:

ESPP
c =

Z
"c
�
%�(~r); %�(~r)

� �
%�(~r) + %�(~r)

�
d~r �

Z
"c
�
%�(~r); 0

�
%�(~r) d~r �

�
Z
"c
�
0; %�(~r)

�
%�(~r) d~r (1.175)

zu ersetzen. Dadurch kann die Korrelation zwischen Elektronen gleichen Spins eliminiert

werden, so dass Elektronen gleichen Spins nur Austauschbeitr�age ELSD
x (nach Gleichung

(1.172)) zur Austausch{Korrelations{Energie Exc beisteuern. Die Korrelationsenergie,

die durch ESPP
c berechnet wird, weist nur noch einen Fehler von ungef�ahr 10 % auf,

ist aber immer noch zu gro�. Die Unzul�anglichkeiten der LDA{ und LSD{Funktionale

k�onnen durch die Ber�ucksichtigung von inhomogenen Gradientenkorrekturen noch redu-

ziert werden.

Das GGA{Austausch{Funktional von Becke (B)

Der n�achste Schritt zur Verbesserung der LSD{Funktionale besteht darin, neben der loka-

len Elektronendichte auch Gradienten der Elektronendichte ~r%(~r) zu verwenden, um die

in atomaren Systemen wie Molek�ulen und Festk�orpern auftretenden Elektronendichte-

inhomogenit�aten zu ber�ucksichtigen. Die Gradientenkorrektur niedrigster Ordnung zur
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Verbesserung des Austausch{Funktionals:

a

2
64
�
~r%�(~r)

�2
%
4=3
� (~r)

+

�
~r%�(~r)

�2
%
4=3
� (~r)

3
75 mit a = const. ; (1.176)

wurde bereits 1969 durch Herman und Mitarbeiter [73] eingehend untersucht. Leider

liefern diese Funktionale keine verbesserten Ergebnisse, jedoch hat Becke [74] 1986 durch

eine einfache Ab�anderung der Gleichung (1.176) ausgezeichnete DFT{Bindungsenergien

(mit einem durchschnittlichen Fehler von etwa 0.3 eV) f�ur homonukleare zweiatomige

Molek�ule, die aus Atomen der 1. und 2. Reihe des Periodensystems bestehen, erhalten.

Becke gibt f�ur die Gradientenkorrektur zur LSD{Austauschenergie ELSD
x (1.172) einen

Term an, der von 2 Parametern (a und b) abh�angt:

EGGA
x = EB86

x = ELSD
x � a

Z "
%4=3� (~r)

�2�
1 + b �2�

+ %
4=3
� (~r)

�2�
1 + b �2�

#
d~r mit (1.177)

�s =
j~r%sj
%
4=3
s

und s = �; � :

�s ist dimensionslos und ber�ucksichtigt, wie schon oben erw�ahnt, die Inhomogenit�at der

Elektronendichte.

Durch Becke's Austausch{Funktional wurde die DFT auch f�ur Chemiker interessant,

da man nun auch in Gebiete vordringen konnte, die f�ur die traditionellen Methoden un-

erreichbar waren. Es folgten dann mehrere alternative gradientenkorrigierte Austausch{

und Korrelationsfunktionale, die alle unter der Bezeichnung GGA{Funktionale zusam-

mengefasst werden (siehe Gleichung (1.168)). Die Bezeichnung GGA bedeutet im Grunde

genommen, dass �uber die Gradientenkorrektur niedrigster Ordnung (1.176) hinausgegan-

gen wird, denn im Gegensatz zu Gleichung (1.176), deren Funktionalableitung (1.162) f�ur

gro�e Abst�ande ~r divergiert, eignet sich �s auch zur Beschreibung der Austauschenergie

f�ur gro�es ~r. F�ur diese Abst�ande nimmt die Austauschenergie eine einfache asymptotische

Form an:

Ex = �1
2

Z
%(~r)

~r
d~r f�ur ~r !1 ; (1.178)
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wobei die Elektronendichte %(~r) selbst einen exponentiellen Verlauf aufweist.

Becke [75] hat 1988 ein GGA{Austausch{Funktional entwickelt, welches dieses asym-

ptotische Verhalten der Austauschenergie exakt reproduziert:

EGGA
x = EB88

x = ELSD
x � b

�;�X
s

Z
%4=3s (~r)

�2s
1 + 6 b �s sinh

�1 �s
d~r (1.179)

mit ELSD
x aus Gleichung (1.172) und �s aus Gleichung (1.177) und einem Parameter

b, der durch einen least{squares{Fit an exakte HF{Daten der Edelgasatome zu b =

0:0042 a.u. bestimmt wurde. Dieses Funktional stellt e�ektiv eine Interpolations{Formel

zwischen den �s{Grenzwerten der Austauschenergie f�ur kleine und gro�e Abst�ande

dar. Erw�ahnenswert ist auch das von Perdew [76] 1986 aufgestellte GGA{Austausch{

Funktional, welches parameterfrei ist und vergleichbar gute Resultate liefert wie (1.179).

Das GGA{Korrelations{Funktional von Lee, Yang und Parr (LYP)

Colle und Salvetti (CS) [58] haben 1975 eine N�aherungsformel zur Berechnung der Kor-

relationsenergie entwickelt, bei der sie sich der HF{Paardichte �HF (~r1; ~r2) (1.116) (die

Paardichte entspricht der \Diagonalen\ der Zweiteilchendichtematrix) bedienten, wobei

die Paardichte hier durch die unten de�nierten Koordinaten ~u und ~v beschrieben wird:

ECS
c = �4 a

Z
�HF (~u; ~u)

%HF (~u)

2
641 + b � %�8=3HF (~u) �

�
�~v �HF (~u;~v)

�
~v=0
� e�c %�1=3HF

(~u)

1 + d � %�1=3HF (~u)

3
75 d~u (1.180)

mit ~u =
~r1 + ~r2

2
und ~v = ~r1 � ~r2 :

%HF (~u) entspricht der HF{Elektronendichte (siehe (1.57) und (1.115)). Bei der Ableitung

der Gleichung (1.180) gingen Colle und Salvetti von der vern�unftigen Annahme aus, dass

die Zweiteilchendichtematrix durch die mit einem Korrelationsfaktor multiplizierte HF{

Zweiteilchendichtematrix approximiert werden kann. Die empirischen Parameter a; b; c

und d wurden durch einen Fit zu 0.049, 0.132, 0.253 und 0.349 bestimmt. Obwohl dazu

nur Daten des Heliumatoms verwendet wurden, sind die Resultate sehr vielversprechend;
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der durchschnittliche Fehler liegt f�ur die untersuchten Atome und Molek�ule bei etwa 2

% [58].

1988 konnten Lee, Yang und Parr (LYP) [59] die Gleichung (1.180) in ein Funktional

umwandeln, welches nicht mehr von der Paardichte �HF , sondern nur noch explizit von

der Elektronendichte %(~u) und von lokalen Dichten der kinetischen Energie abh�angt:

Ec = �a
Z %(~u) + b � %�2=3(~u) �

�
tHF (~u)� 2 tW (~u)

�
� e�c %�1=3(~u)

1 + d � %�1=3(~u) d~u (1.181)

mit tHF (~u) =
1

8

X
i

j~r%i(~u)j2
%i(~u)

� 1

8
�%(~u) und

tW (~u) =
1

8

j~r%(~u)j2
%(~u)

� 1

8
�%(~u) :

tHF (~u) entspricht der lokalen Dichte der kinetischen Energie in HF{N�aherung, und tW (~u)

entspricht der lokalen Dichte der kinetischen Energie nach von Weizs�acker [77].

Wie schon bei der Ableitung der KS{Gleichungen angedeutet, macht die Formulie-

rung der kinetischen Energie als Funktional von Orbitaldichten gro�e Schwierigkeiten.

Um diese Problematik zu umgehen, haben Lee, Yang und Parr unter Zuhilfenahme von

Gradienten{Entwicklungen Gleichung (1.181) in eine explizite Dichtefunktional{Formel

umgewandelt. tHF wird dabei um die lokale Dichte der kinetischen Energie nach Tho-

mas und Fermi tTF [49] entwickelt. Die Dichte der kinetischen Energie nach Thomas und

Fermi ist gegeben durch:

tTF (~u) = CF %
5=3(~u) mit CF =

3

10
(3�2)2=3 : (1.182)

Damit ergibt sich f�ur die Gradienten{Entwicklung in 0. und 2. Ordnung:

t
(0)
HF (~u) = tTF (~u) = CF %

5=3(~u) und t
(2)
HF (~u) = tTF (~u) +

�
1

9
tW (~u) +

1

18
�%

�
: (1.183)

F�ur die Korrelationsenergie (1.181) erhalten wir dann mit t
(2)
HF eine Gradienten{

Entwicklungs{Formel 2.Ordnung, dass sogenannte \Korrelations{Funktional von Lee,

Yang und Parr\:

ELY P
c = �a

Z
1

1 + d � %�1=3(~u) � (1.184)
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�
(
%(~u) + b � %�2=3(~u)

�
CF %

5=3(~u)� 2 tW (~u) +

�
1

9
tW (~u) +

1

18
�%(~u)

��
e�c %

�1=3(~u)

)
d~u :

Der durchschnittliche Fehler liegt f�ur dieses Funktional f�ur die untersuchten Atome

und Molek�ule, wie bei Colle und Salvetti (1.180), bei etwa 2% [59]. Damit weist

das LYP{Korrelations{Funktional eine h�ohere Genauigkeit auf als das VWN{ oder

das SPP{Korrelations{Funktional [59] und eine vergleichbar gute Genauigkeit wie das

Korrelations{Funktional von Perdew [60]. Ausserdem l�asst sich das entsprechende Kohn{

Sham Korrelationspotential �LY Pc einfach programmieren, da es keine unhandlichen

~rj~r%j{Ausdr�ucke enth�alt.

An dieser Stelle sei noch das ebenfalls sehr gute, parameterfreie GGA{Austausch{

Korrelations{Funktional von Perdew und Wang (PW91) [61] erw�ahnt, welches zur prak-

tischen Anwendung von Perdew, Burke und Ernzerhof (PBE) [62] in eine einfachere Form

gebracht wurde.

1.5.4 Becke's HF{DFT{Hybrid{Austausch{Funktionale

Hybrid{Methoden [78], die eine Kombination aus der Dichtefunktionaltheorie und der

Wellenfunktionstheorie darstellen, erweisen sich in den letzten Jahren als kraftvolle Werk-

zeuge der Elektronenstrukturtheorie. Das KS{Verfahren stellt bereits ein Hybrid{Schema

dar, da ein Teil der kinetischen Energie des Systems aus der KS{Wellenfunktion berech-

net wird. Bei den empirischen Hybrid{Methoden von Becke [79, 80] wird ein Bruch-

teil der exakten Austauschenergie, die (analog der HF{N�aherung) ebenfalls aus den

KS{Einteilchenorbitalen berechnet wird, kombiniert mit gen�aherten Austausch{ und

Korrelations{Dichtefunktionalen.

Diese Methoden liefern im Vergleich zu gradientenkorrigierten N�aherungen noch ein-

mal eine signi�kante Verbesserung der Austausch{Korrelations{Energie. Becke wurde

zur Ableitung der Hybrid{Methoden durch die sogenannte \adiabatic connection\ oder

\coupling{strength integration\ Formel f�ur die KS{Austausch{Korrelations{Energie [81]
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motiviert:

Exc =
1

2

Z
%(~r1)

r12

�Z 1

0
h�xc(~r1; ~r2) d�

�
d~r1 d~r2 : (1.185)

In dieser Gleichung kommt die Funktion h�xc f�ur das Austausch{Korrelations{Loch vor,

die vom \coupling{strengh\{Parameter � abh�angig ist, der die Integrationsvariable dar-

stellt. Die Loch{Funktion h�xc steht in einer Beziehung zur Paardichte ��(~r1; ~r2):

h�xc(~r1; ~r2) =
��(~r1; ~r2)

%(~r1)
� %(~r2) : (1.186)

Die De�nition der Paardichte ��(~r1; ~r2) ist bis auf den Parameter � bekannt (siehe Glei-

chung (1.116)).

In der KS{DFT wird die interelektronische 1=r12{Absto�ung zwischen den Elektro-

nen durch den Parameter � \angeschaltet\. Gleichzeitig wird das externe Einteilchen{

Potential (welches ebenfalls von � abh�angt) der Ver�anderung so angepasst, dass die

Elektronendichte des Systems sich nicht �andert. � = 1 entspricht dem realen, 100 %

wechselwirkenden System, und � = 0 entspricht einem System von nichtwechselwirken-

den Elektronen (! N�aherung der unabh�angigen Teilchen), die sich in einem e�ektiven

Einteilchen{Potential bewegen und die gleiche Elektronendichte aufweisen wie das reale

System (! nichtwechselwirkender KS{Referenz{Zustand). Zwischen � = 0 und � = 1

liegt dann ein Kontinuum von teilweise wechselwirkenden Systemen, die aber alle die

gleiche Elektronendichte aufweisen.

Ungl�ucklicherweise sind lokale Dichtefunktional{h�xc{Modelle in ihren nichtwechselwir-

kenden (� = 0){Limits zur Beschreibung von \molekularen L�ochern\ schlecht geeignet.

Lokale Dichtefunktionaltheorien, mit oder ohne Gradientenkorrekturen, neigen deshalb

zur �Ubersch�atzung der Bindungssituation (overbinding tendency).

Becke [79] hat 1993 eine Korrekturformel zum (� = 0){Problem vorgeschlagen:

EBeckeI
xc = ELSD

xc + a0
�
Eexact
x � ELSD

x

�
+

+ ax
�
EGGA
x � ELSD

x

�
+ ac

�
EGGA
c � ELSD

c

�
: (1.187)
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Die empirischen Parameter a0; ax; ac wurden bestimmt durch einen Fit an einen

Gaussian{1 (G1){Datensatz von Pople [82]. Das G1{Verfahren ist eine Kombination aus

MPn und QCI. Der Datensatz besteht aus 56 Atomisierungsenergien, 42 Ionisierungs-

potentialen, 8 Protonena�nit�aten und 10 Atomenergien von Systemen, die aus Atomen

der 1. und 2. Reihe des Periodensystems bestehen. Becke gibt f�ur die 3 Parameter an:

a0 = 0:20; ax = 0:72; ac = 0:81.

Eexact
x entspricht der exakten Austauschenergie. Verwenden wir f�ur EGGA

x das gradien-

tenkorrigierte Austausch{Funktional EB88
x (1.179) von Becke und f�ur EGGA

c das gradien-

tenkorrigierte Korrelations{Funktional ELY P
c (1.184) von Lee, Yang und Parr, so erhal-

ten wir das sogenannte \B3LYP\{Hybridverfahren [83]. a0 ist ein kritischer Parameter,

der �uber Erfolg oder Misserfolg der N�aherung (1.187) entscheidet, denn a0 bestimmt,

wieviel LSD{Austauschenergie ELSD
x durch die exakte Austauschenergie Eexact

x ersetzt

wird, um die Probleme, die mit den Dichtefunktional{N�aherungen zur Austauschenergie

verbunden sind, in den Gri� zu bekommen.

1996 wurde von Becke [80] ein 1{Parameter{Hybrid{Verfahren vorgeschlagen:

EBeckeII
xc = EGGA

xc + a0
�
Eexact
x � EGGA

x

�
; (1.188)

bei dem der Parameter a0 durch einen Fit an einen Gaussian{2 (G2){Datensatz von Po-

ple [84] zu 0.16 oder 0.28 (jenachdem welche GGA{Funktionale verwendet werden) be-

stimmt wurde. Das G2{Verfahren ist wiederum eine Kombination aus MPn und QCI, und

der Datensatz besteht diesmal aus 56 Atomisierungsenergien, 42 Ionisierungspotentialen

und 8 Protonena�nit�aten. In Gleichung (1.188) wird versucht, das qualitativ nicht rich-

tige DFT{Verhalten bei � = 0 (n�amlich den reinen DFT{Austauschanteil EGGA
x ) durch

das exakte Verhalten bei � = 0 (n�amlich die exakte Austauschenergie der Kohn{Sham

\Slaterdeterminante\) zu ersetzen, um die (� = 0){Region der Gleichung (1.185) kor-

rekt darzustellen. Der Parameter a0, der den \Hartree{Fock{Charakter\ widerspiegelt,

bestimmt den Betrag dieses Ersetzens. Die Genauigkeit der Hybrid{Verfahren von Becke

liegt f�ur viele Systeme innerhalb der \chemischen Genauigkeit\ von 0:2 � 0:4 eV (�2�)
[80].
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Die \Entwicklung\ der DFT entspricht sehr sch�on dem Konzept der \normalen Wis-

senschaftsentwicklung\ von T.S. Kuhn [85], die sich durch ein \Wuchern\ von semiem-

pirischen Korrekturen in Wissenschaft (und Technik) auszeichnet, bis der Durchbruch

durch ein ganz anderes Konzept erreicht wird.

Das Kapitel \Theorie\ entstand unter Verwendung verschiedener Lehrb�ucher, Disser-

tationen und eines Vorlesungsskripts [86].



Kapitel 2

Ein Algorithmus zur Spezi�zierung

Lokalisierter Orbitale

\Eine Vielheit darf nicht gesetzt werden, ohne dass es

notwendig ist : : : Es ist �uber
�ussig, dass etwas mit

mehrerem geschieht, was mit wenigerem geschehen kann\ [87]

Wilhelm von Ockham (ca. 1285 { 1349)

2.1 Zusammenfassung

Ein Algorithmus zur unit�aren Transformation eines Satzes von besetzten MO's in einen

Satz von lokalisierten MO's (LMO's), welche einem Satz von vorgegebenen LMO's

(\Guess LMO's\) optimal �ahneln, wird zur Untersuchung von Entartung unter LMO{

S�atzen angewendet. Mit diesem Verfahren l�asst sich zeigen: 1) bei Systemen mit D4h{

Symmetrie (z.B. Cyclobutadiendianion) kann eine kontinuierliche Entartung der LMO{

S�atze vorliegen, obwohl dies durch ein Symmetrie{Theorem in der Literatur ausgeschlos-
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sen wurde. 2) Systeme mit D3h{Symmetrie (z.B. Kekul�e{Benzol, Borazin) weisen kei-

ne kontinuierliche Entartung der LMO{S�atze auf, obwohl dies auf der Basis des oben

erw�ahnten Theorems zu erwarten war. 3) einige Systeme mit D6h{Symmetrie (z.B. Ben-

zol) weisen kontinuierliche Entartung der LMO{S�atze auf, w�ahrend andere Systeme mit

der gleichen Symmetrie (z.B. Coronen) dies nicht tun. |F�ur kleine Molek�ule und Cluster

gibt es wenige F�alle, bei denen endlich viele LMO{S�atze entartet oder fast entartet sind.

2.2 Kanonische Molek�ulorbitale

F�uhren wir eine HF{ oder DFT{Rechnung durch, so erhalten wir f�ur die MO{

Wellenfunktion eine Determinante � aus N einfach besetzten Spinorbitalen (siehe Glei-

chung (1.20)) bzw. f�ur ein System mit abgeschlossenen Schalen eine Determinante aus

n doppelt besetzten Raumorbitalen. Diese MO's, die aus rechentechnischen Gr�unden

zun�achst erhalten werden, bezeichnet man als \kanonische Molek�ulorbitale (CMO's)\,

nachfolgend mit Ci bezeichnet:

in MO{N�aherung: �C =
1p
N !

detfC1 
 C2 
 : : :
 CNg ! % =
occ:X
i

jCij2 ; (2.1)

wobei i �uber alle besetzten (occ:) CMO's l�auft. Sind die CMO's orthogonal zueinander,

dann entspricht der Summe der quadrierten CMO's gerade die Gesamtelektronendichte

% des Molek�uls. Die CMO's erstrecken sich �uber das ganze Molek�ul, da jedes Elek-

tron sich im gemittelten Potential aller anderen Elektronen bewegt (! N�aherung der

unabh�angigen Teilchen), und beschreiben das Molek�ul als ganzheitliches Individuum,

welches sich nicht in Teilbereiche zerlegen l�asst, und sind daher f�ur vergleichende Be-

trachtungen homologer Reihen wenig geeignet. Sie lassen sich hingegen besonders gut

zur Beschreibung von cyclischen und konzertierten Reaktionen unter Zuhilfenahme der

Woodward{Ho�mann{Regeln [88] sowie von spektroskopischen Ph�anomenen, wie der

Photoionisation und der elektronischen Anregung von Molek�ulen unter Ber�ucksichtigung

der Theoreme von Koopmans und Brillouin [89], verwenden.
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σ

z = 30 pm

σ

π

σ

σ

σ

Abbildung 2.1: Das �{CMO (Schnitth�ohe z = 30 pm oberhalb des Molek�ulebe-

ne) und die 5 �{CMO's des Ethylens; Konturlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3

mit n = 0; 1; 2; : : :
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Zur Veranschaulichung des Koopmans{Theorem betrachten wir zun�achst einmal die

CMO's des Ethylens aus Abbildung 2.1. Ethylen besitzt 12 Valenzelektronen, d.h., wir

erhalten 6 CMO's, die jeweils mit 2 Elektronen besetzt sind. Die Kerngeometrie wird

durch kleine Dreiecke und die Molek�ulgeometrie durch Verbindungslinien wiedergegeben.

Die Konturlinienwerte unterscheiden sich um einen Faktor 2. Die CMO's des Ethylens

erstrecken sich �uber das ganze Molek�ul und weisen keine �Ahnlichkeit mit der entspre-

chenden Lewis{Formel auf.

Nach dem Koopmans{Theorem stellen die Betr�age der Orbitalenergien der besetzten

CMO's erste N�aherungen f�ur die entsprechenden vertikalen Ionisationspotentiale dar.

Bei der Ableitung dieses Theorems wurden 2 Annahmen gemacht: 1. die nicht an der

Ionisation beteiligten MO's ver�andern sich bei der Ionisation nicht; 2. die Korrelations-

energie �andert sich bei der Ionisation nicht. Keine der beiden Annahmen ist gerechtfer-

tigt, aber die \Umordnungsenergie\ und die �Anderung der Korrelationsenergie haben

vielfach entgegengesetzte Vorzeichen und kompensieren sich weitgehend. Betrachten wir

nun folgenden Ionisations{Prozess f�ur ein Molek�ul M:

M0 h��! M� + e	 ; (2.2)

so sollte nach dem Koopmans{Theorem die Energiedi�erenz �E zwischen dem ionisier-

ten Molek�ul M� und dem Molek�ul M, also das Ionisationspotential IP , ungef�ahr dem

Betrag der Orbitalenergie eines CMO's j"CMOj und die Di�erenzelektronendichte �%

bez�uglich dieser beiden Molek�ule ungef�ahr einem quadrierten CMO entsprechen:

�E = IP = E(M�)� E(M0) � j"CMOj ; (2.3)

�% = %(M0)� %(M�) � (CMO)2 : (2.4)

In Abbildung 2.2 sind oben die Elektronendichten des Ethylens %(C2H4) und des

Ethylenkations %(C2H
�
4 ) wiedergegeben. Links unten ist die Di�erenzelektronendich-

te �% bez�uglich dieser beiden Molek�ule abgebildet, die in �Ubereinstimmung mit dem

Koopmans{Theorem ungef�ahr dem quadrierten CMO aus Abbildung 2.1 rechts unten

entspricht, welches in Abbildung 2.2 rechts unten wiedergegeben wurde.
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%(C2H4)

(CMO)2

%(C2H
�

4
)

�%

Abbildung 2.2: Elektronendichten des Ethylens %(C2H4) und des Ethylenkations

%(C2H
�
4 ) mit den Konturlinienwerten: +0:05 � 2n e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :;

Di�erenzelektronendichte �% bez�uglich dieser beiden Molek�ule und quadriertes

CMO aus Abbildung 2.1 rechts unten mit den Konturlinienwerten: �0:0125 �
2n e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :

Interessant zu bemerken ist noch, dass die Di�erenzelektronendichte �% im Gegensatz

zum quadrierten CMO auch negative Werte aufweisen kann (siehe Abbildung 2.2 unten),

da beim ionisierten Molek�ul in bestimmten Bereichen durchaus h�ohere Elektronendichten

auftreten k�onnen im Vergleich zum neutralen Molek�ul.
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2.3 Lokalisierte Molek�ulorbitale

Von Fock [10] wurde schon fr�uhzeitig erkannt, dass die MO{Wellenfunktion �C (2.1), die

in Form einer Slaterdeterminante durch N CMO's C1; C2; : : : ; CN dargestellt wird, auch

durch eine andere orthonormale MO{Reihe L1; L2; : : : ; LN wiedergegeben werden kann:

�L =
1p
N !

detfL1 
 L2 
 : : :
 LNg ; (2.5)

wenn die beiden MO{Reihen durch eine unit�are Transformationsmatrix Uji miteinander

verbunden sind:

Li =
occ:X
j

Cj Uji mit
occ:X
j

Uij U
�
kj =

occ:X
j

U�
ji Ujk = �ik (2.6)

! �C = �L : (2.7)

Eine Slaterdeterminante und damit auch die Erwartungswerte aller Observablen, wie die

Gesamtenergie E oder die Gesamtelektronendichte % des Molek�uls, sind somit unter den

durch die Gleichungen (2.6) wiedergegebenen Orbitaltransformationen invariant:

hAi = h�C jÂj�Ci = h�LjÂj�Li ; z.B. % =
occ:X
i

jCij2 =
occ:X
i

jLij2 : (2.8)

Daher ist es m�oglich eine MO{Reihe nach Belieben so unit�ar zu transformieren, dass

sie in einer einem speziellen Problem angepassten Form dargestellt wird; es sind n�amlich

nicht die MO's als solche eindeutig festgelegt, sondern nur der Raum, den sie aufspannen.

Insbesondere ist es m�oglich, CMO's so unit�ar zu transformieren, dass die Orbitaldich-

ten der einzelnen Orbitale sich jetzt auf m�oglichst kleine und bestimmte Raumbereiche

konzentrieren bzw. lokalisieren. Durch diese mathematische Ver�anderung entstehen aus

den CMO's neue, sogenannte \lokalisierte Molek�ulorbitale (LMO's)\, nachfolgend mit

Li bezeichnet. Diese sind besonders \anschaulich\, da sie den Elektronenpaar{Strichen

ihrer Lewis{Formeln entsprechen.

Anmerkung: LMO's lassen sich auch direkt als L�osungen eines modi�zierten

Eigenwert{Problems durch passende �Anderungen des HF{Operators und nicht indirekt

nach einer Transformation bestimmen; n�aheres ist der Literatur zu entnehmen [90, 91].



2.3 Lokalisierte Molek�ulorbitale 101

2.3.1 Lokalisierungskriterien

Als n�achstes soll gezeigt werden, wie wir von den CMO's zu den LMO's gelangen, d.h.,

wie l�asst sich die unit�are Transformationsmatrix Uji aus Gleichung (2.6) erzeugen?

Hund [92] hat bereits Anfang der dreissiger Jahre gezeigt, dass bei vielen kovalent

gebundenen Molek�ulen eine Beschreibung durch lokalisierte MO's m�oglich ist. Allerdings

gelingt bei Hund eine Lokalisierung der MO's nicht immer, sondern nur unter einer

bestimmten Voraussetzung, die als die \Hundsche Lokalisierungsbedingung\ bezeichnet

wird.

Lennard{Jones und Pople [93] haben dann 1950 darauf hingewiesen, ohne aber einen

entsprechenden Algorithmus zu formulieren, dass die LMO's vermutlich die Summe der

Orbitalselbstabsto�ungsenergien
Pocc:

i Jii (siehe Gleichung (1.23) mit j = i, also die

potentielle Absto�ungsenergie zweier Elektronen, die sich im selben Orbital be�nden,

�uber alle besetzten Orbitale summiert) maximieren, wodurch wegen der Invarianz der

Gesamtenergie E automatisch die Interorbitalaustauschenergie
Pocc:

i<j Kij (siehe Gleichung

(1.24)) minimiert wird. Edmiston und Ruedenberg [94, 95] konnten schlie�lich 1963 ein

Verfahren entwickeln, welches die unit�are Transformationsmatrix Uji (die die Summe der

Orbitalselbstabsto�ungsenergien maximiert) in einem iterativen Prozess �ahnlich etwa der

Jacobi{Diagonalisierung hermitescher Matrizen bestimmt, wobei die Orbitale sukzessive

paarweise lokalisiert werden (siehe hierzu auch Abschnitt 2.3.3).

Heutzutage existieren eine Reihe von Lokalisierungsverfahren, die Ruedenberg [96]

hinsichtlich der Form des Lokalisierungskriteriums, das die Transformation erm�oglicht, in

\innere nat�urliche (intrinsic)\ und \�aussere (external)\ Lokalisierungsverfahren einteilt.

\Innere nat�urliche\ Lokalisierungskriterien

Beruht das Kriterium auf einer Extremalbedingung f�ur eine Gr�o�e, die keine expliziten

Angaben erforderlich macht, in welchen Regionen des geometrischen Raumes eines Mo-
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lek�uls seine Molek�ulorbitale zu lokalisieren sind, dann sprechen wir von einem \inneren\

Kriterium.

Bei den 3 wichtigsten \inneren\ Lokalisierungskriterien sind die Lokalisierungssummen

P alle von der Form:

P (L) =
occ:X
i

hLi(1)Li(2)jOp(1; 2)jLi(2)Li(1)i = extremum ; (2.9)

wobei der Zweielektronen{Operator Op(1; 2) in allen 3 F�allen nur vom

Elektron/Elektron{Abstand r12 abh�angig ist:

� Bei der \Energie{Lokalisierung\ nach Edmiston und Ruedenberg (ER) [94,95]:

Op(1; 2) = r�1
12

wird die Summe der Orbitalselbstabsto�ungsenergien maxi-

miert.

� Bei der \Ladungsdichte{Lokalisierung\ nach von Niessen (VN) [97]:

Op(1; 2) = r0
12

wird die Summe der Selbst�uberlappungen der LMO{Dichten

maximiert. Dabei wird ausgenutzt, dass die Integrale hLLjLLi um so gr�o�ere

Werte annehmen, je gr�o�ere Funktionswerte die normierte Funktion jL(~r)j auf
einem dementsprechend kleinen Bereich aufweist.

� Bei der \Lokalisierung durch Trennung der Ladungsschwerpunkte\ nach Foster

und Boys (FB) [98]:Op(1; 2) = r2
12
werden die mittleren quadratischen Abst�ande

zweier Elektronen in einem Orbital Li, summiert �uber i, minimiert. Programmier-

technisch umgesetzt wird jedoch die folgende Lokalisierungssumme:

P (FBL) =
occ:X
i

hLij~rjLii2 = maximum ; (2.10)

d.h., die Quadratsumme der Abst�ande der Ladungsschwerpunkte vom Koordina-

tenursprung soll maximal sein. Um den Zusammenhang zwischen den Lokalisie-

rungssummen (2.9) und (2.10) zu verdeutlichen, setzen wir r12 = ~r1 � ~r2 in Glei-

chung (2.9) ein:

P =
occ:X
i

hLi(1)Li(2)jr212jLi(2)Li(1)i
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=
occ:X
i

hLi(1)Li(2)jr21 + r22 � 2~r1~r2jLi(2)Li(1)i

= 2
occ:X
i

�
hLijr21jLii � hLij~r1jLiihLij~r2jLii

�

= 2
occ:X
i

�
hLijr2jLii � hLij~rjLii2

�
= 2

occ:X
i

�
h~r 2ii � h~r i2i

�
= 2

occ:X
i

�r2i

P =
�
�� 2P (FBL)

�
: (2.11)

�ri ist ein Ma� f�ur die durchschnittliche Ausdehnung des Orbitals i um sein Zen-

trum. P stellt also gerade die quadrierte Orts{Unsch�arfe aller Orbitale dar. �

entspricht dem elektronischen Tr�agheitsmoment, welches bei orthogonalen Trans-

formationen invariant ist, und P (FBL) der Lokalisierungssumme (2.10), die wir im

Lokalisierungsprozess maximieren, so dass P minimiert wird.

Das Lokalisierungsverfahren von Pipek und Mezey [99], bei dem Mulliken's Atom{

Populationen maximiert werden, liegt zwischen den \inneren\ und \�ausseren\ Kriteri-

en:

Op(1; 2) =
X
a

j'a(1)ih'a(1)j � j'a(2)ih'a(2)j =
X
a

j'a(1)'a(2)ih'a(1)'a(2)j ; (2.12)

wobei 'a irgendeinem Basis{AO entspricht, welches mit der Dichte an Atom a assoziiert

ist.

\ �Aussere\ Lokalisierungskriterien

Im Gegensatz zu den \inneren\ Kriterien erfordern die \�ausseren\ Kriterien eine Mo-

dellvorstellung von der elektronischen Ladungsverteilung in einem Molek�ul. Dabei greift

man h�au�g auf das in der Chemie erfolgreich verwendete Konzept der einsamen Elektro-

nenpaare und Bindungselektronenpaare zur�uck. Die \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren

liefern damit nur ein Bild von der mehr oder weniger gut aufgeteilten Gesamtelektronen-

dichte eines Molek�uls, bei der die beste Anpassung an das gew�ahlte Modell erreicht wird.
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Ausserdem sind die \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren mehr oder weniger von der Natur

des verwendeten LCAO{Basissatzes abh�angig. Da die Wahl \�ausserer\ Kriterien nicht

ohne Willk�ur vorgenommen werden kann, beobachtet man oft betr�achtliche Unterschie-

de in den Resultaten von \inneren\ und \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren. Heutzutage

existieren eine Reihe von \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren, von denen nachfolgend ei-

nige aufgez�ahlt werden, ohne aber n�aher auf sie einzugehen:

� Peters [100]

� Magnasco und Perico [101]

� Weinstein und Pauncz [102]

� Letcher und Dunning [103]

� Rajzmann, Brennier und Purcell [104]

Siehe hierzu auch [91, 105].

2.3.2 Vergleich der 4 \inneren\ Lokalisierungskriterien

Beim Vergleich des Rechenzeitverbrauchs der 4 Verfahren treten gravierende Unterschie-

de auf [99, 106{109]:

Das Lokalisierungsverfahren nach Edmiston und Ruedenberg weist den h�ochsten

Rechenzeitverbrauch auf. Insbesondere gilt dies f�ur ab initio{LCAO{Verfahren, bei de-

nen wir etwa 1
8
n4 Integrale h��j��i (mit n = Anzahl der MO's, die lokalisiert werden)

sowie in jeder 2� 2{Iteration n2 Rechenschritte ben�otigt. Die gesamte Rechenzeit einer

Lokalisierung w�achst somit etwa wie n6. Ra�enetti [108] hat gezeigt, dass man die Be-

rechnung der Integrale h��j��i auf � n3 Rechenschritte reduzieren kann. Damit w�achst

die gesamte Rechenzeit einer Lokalisierung etwa wie n5.
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F�ur das Verfahren nach von Niessen ist der Rechenaufwand im Vergleich zur

Edmiston{Ruedenberg{Lokalisierung um einen Faktor niedriger, da zun�achst � 1
24
n4

neue Integrale h��j��i berechnet werden m�ussen (diese k�onnen ebenfalls auf � n3 Re-

chenschritte reduziert werden). Die funktionale Abh�angigkeit des Rechenaufwands ist

deshalb f�ur beide Verfahren etwa gleich n5.

Bei der Foster{Boys{Lokalisierung ben�otigen wir nur� 3
2
n2 Matrixelemente h'ij~rj'ji

des Ortsoperators ~r, die zur Berechnung des Dipolmoments sowieso gebraucht werden.

Jeder Iterationsschritt besteht aus nur n Rechenoperationen. Somit ben�otigen wir ge-

gen�uber der Energie{ und Ladungsdichtelokalisation bei gro�en Molek�ulen eine bedeu-

tend geringere Rechenzeit (� n3statt � n5).

Das Lokalisierungsverfahren nach Pipek und Mezey weist ebenfalls einen geringen

Rechenzeitverbrauch von � n3 Rechenschritte auf [99].

Bis auf wenige Ausnahmen sind die LMO's, wie sie nach den 4 verschiedenen

Lokalisierungsverfahren erhalten werden, qualitativ und quantitativ nahezu identisch

[97, 99, 106, 110{112]. Der wichtigste Unterschied besteht in der unterschiedlichen Wie-

dergabe von Mehrfachbindungen, so k�onnen Doppelbindungen entweder durch eine �{

und eine �{Bindung oder durch zwei \Bananen\{Bindungen dargestellt werden. Welche

der beiden M�oglichkeiten etwas besser lokalisiert ist, ist zum einen vom Basissatz und

zum anderen von der SCF{Approximation abh�angig [95,106,110{116]. Das Foster{Boys{

Verfahren scheint im Vergleich zu den Verfahren von Edmiston{Ruedenberg, von Niessen

und Pipek{Mezey die \Bananen\{Bindungen leicht zu bevorzugen [99].

Im Falle der Verfahren von Foster{Boys und Edmiston{Ruedenberg konnte gezeigt wer-

den, dass die Lokalisierungsverfahren f�ur sich zu leicht verschiedenen, charakteristischen,

eindeutigen L�osungen f�uhren. So konnte beobachtet werden, dass beide Verfahren wieder

ihre urspr�unglichen LMO's liefern, wenn jeder Lokalisierungsprozess mit den LMO's der

anderen Methode gestartet wird [97, 111].
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2.3.3 Zur Technik der Lokalisierung

Zur Technik der Lokalisierung siehe z.B. [94,108,109]. Die Transformation einer Reihe von

CMO's Ci in eine Reihe von LMO's Li kann ganz allgemein f�ur die Lokalisierungssumme

(2.9) formuliert werden, ohne zun�achst den Operator Op(1; 2) n�aher zu spezi�zieren. Die

Basistransformation entspricht einer Rotation im zweidimensionalen Raum:

L1 = C1 cos � � C2 sin �

L2 = C1 sin � + C2 cos � : (2.13)

Durch Einsetzen der Gleichungen (2.13) in die Gleichung (2.9) erhalten wir f�ur die Lo-

kalisierungssumme P in der zweidimensionalen L{Basis in Abh�angigkeit vom Rotations-

winkel �:

P12(L) = P12(C) + A12 +
q
A2
12 +B2

12 cos 4(� � �) mit (2.14)

P12(C) =
2X
i=1

hCiCijOpjCiCii ;

A12 = hC1C2jOpjC1C2i � 1

4
hC2

1 � C2
2 jOpjC2

1 � C2
2 i ;

B12 = hC2
1 � C2

2 jOpjC1C2i :

Der Winkel 4� ist durch die folgenden Gleichungen de�niert:

cos 4� = � A12q
A2
12 + B2

12

; (2.15)

sin 4� =
B12q

A2
12 +B2

12

; (2.16)

tan 4� = �B12

A12

:

Durch die Gleichung (2.14) wird die Lokalisierungssumme P12(L) nun durch die CMO's

ausgedr�uckt.
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F�ur die einzelnen Lokalisierungsverfahren ergeben sich f�ur die Lokalisierungssummen

P12(C) und die Gr�o�en A12 und B12 unterschiedliche Ausdr�ucke. So erhalten wir bei-

spielsweise f�ur die Foster{Boys{Lokalisierung unter Verwendung der Lokalisierungssum-

me P (FBL) (2.10):

P12(C) = hC1j~rjC1i2 + hC2j~rjC2i ;

A12 = hC1j~rjC2i2 � 1

4

�
hC1j~rjC1i � hC2j~rjC2i

�2
;

B12 = hC1j~rjC2i
�
hC1j~rjC1i � hC2j~rjC2i

�
: (2.17)

Aus Gleichung(2.14) geht hervor, dass f�ur � = � + n
�

2
bzw. � = � + n

�

2
+
�

4
jeweils derselbe Maximalwert bzw. Minimalwert f�ur n = 0;�1;�2; : : : erhalten wird. Die
Berechnung von � auf der Basis der Gleichungen (2.15) und (2.16) liefert eine Reihe von

Winkeln � f�ur jede trigonometrische Funktion, der Winkel � ist somit nicht eindeutig

festgelegt. Da aber im Lokalisierungsprozess ein Extremalwert f�ur die Funktion (2.14)

hinsichtlich der Variablen � gesucht wird, die in die Transformationsgleichungen (2.13)

eingeht, k�onnen wir diese mangelnde Eindeutigkeit umgehen, indem wir Gleichung (2.14)

nach demWinkel � di�erenzieren und anschlie�end gleich 0 setzen, wobei wir im Laufe der

Rechnung das Additionstheorem und die Gleichungen (2.15) und (2.16) ber�ucksichtigen

[117, 118]:

dP12(L)

d�
= �4

q
A2
12 +B2

12 sin 4(� � �)

= �4
q
A2
12 +B2

12 (sin 4� cos 4�� cos 4� sin 4�)

= 4 (A12 sin 4� +B12 cos 4�) = 0 ; (2.18)

und die Extremalbedingung ergibt sich zu:

tan 4� = �B12

A12

! � =
1

4
arctan

�
�B12

A12

�
: (2.19)

Die Winkel � lassen sich somit nach Gleichung (2.19) berechnen und liefern f�ur P12(L)

einen Maximalwert, wenn:

d2P12(L)

d�2
= 16 (A12 cos 4� � B12 sin 4�) < 0 (2.20)
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ist. Die durch die Gleichungen (2.13) wiedergegebenen 2� 2{Transformationen m�ussen

f�ur alle Orbitalpaare Ci=Cj so lange (durch einen iterativen Algorithmus) vorgenommen

werden, bis sich die Lokalisierungssumme P in Gleichung (2.9) nicht mehr �andert.

2.3.4 Zur Verwendung von LMO's

Die Verwendung der LMO's in der Chemie ist sehr breitgef�achert, nachfolgend werden

die wichtigsten Anwendungen zusammengefasst:

� Die heutzutage wichtigste Anwendung der LMO's betri�t die Entwicklung der

\linear skalierenden Algorithmen\ zur Reduzierung der Rechenzeit f�ur gro�e Mo-

lek�ule [16, 17]. Die LMO's eigenen sich dabei besonders gut zur Ber�ucksichtigung

von Korrelations{E�ekten [119], weil zum einen nur Elektronen in nahe benach-

barten LMO's korrelieren und zum anderen die Konvergenz dieser Verfahren durch

die Verwendung der LMO's beschleunigt wird.

So wurden von Kapuy und Mitarbeitern [120] sowie Cioslowski und Lepetit [121]

St�orungsrechnungen an ges�attigten Kohlenwassersto�en sowie an unges�attigten

Kohlenwassersto�en und linearen Wassersto�
uoridketten unter Zuhilfenahme von

Wannierfunktionen (die Wannier{ bzw. Bloch{Orbitale in Kristallen sind analog

den LMO's bzw. CMO's in Molek�ulen) durchgef�uhrt. F�orner Ladik und Ye [122]

verwenden f�ur CC{ und MP{St�orungsrechnungen an Polymeren ebenfalls Wan-

nierfunktionen, die auch bei Multireferenz{CEPA{Verfahren an ein{ und zweidi-

mensional periodischen Systemen [123] eingesetzt wurden. Interessant ist auch ein

Ansatz, bei dem lokalisierte Hartree{Produkt{Orbitale bei CC{Rechnungen [124]

Verwendung �nden.

Cioslowski [112,125] hat die Orbital{Lokalisierung f�ur den Fall korrelierter Wellen-

funktionen bzw. nur teilweise besetzter Einteilchen{Spinorbitale verallgemeinert.

Seien �k und 
k die nat�urlichen Orbitale der Einteilchen{Dichtematrix und ihre
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Besetzungszahlen (siehe Abschnitt 1.3.3 \Nat�urliche Populationen\), dann erhal-

ten wir die lokalisierten Orbitale durch Maximierung bzw. Minimierung (je nach

Lokalisierungskriterium) von:

L(U ) =
X
i

X
klmn

U�
ikUilU

�
imUin �

p

k
l
m
n � Iklmn (2.21)

bez�uglich der unit�aren Transformation U . Im Hartree{Fock{Fall sind die Beset-

zungszahlen 
k etc. = 1 oder 0, und wir erhalten die �ubliche MO{Lokalisierung. Die

Vierindexintegrale Iklmn sind bei der Edmiston{Ruedenberg (ER){Lokalisierung

die Zweielektronenintegrale:

IERklmn = h�k(1)�m(2)jr�112 j�l(1)�n(2)i ; (2.22)

bei der besonders einfachen Foster{Boys (FB){Lokalisierung Dipolintegralproduk-

te:

IFBklmn = �h�kj~rj�li � h�mj~rj�ni (2.23)

und bei der von Niessen (VN){Lokalisierung:

IV Nklmn = h�k�mj�l�ni : (2.24)

Zu diesem Themenbereich gibt es auch Vorschl�age zur Lokalisierung von CASSCF{

Orbitalen [38,126] und zur Lokalisierung korrelierter Wellenfunktionen, die mittels

der GVB (Generalized Valence Bond){Methode von Goddard und Mitarbeitern

[127] erhalten werden.

� Die LMO's eignen sich besonders gut f�ur den Vergleich bestimmter elektronischer

Zust�ande strukturell �ahnlicher Molek�ule, denn wir erhalten f�ur �ahnliche Molek�ule

auch �ahnliche LMO's, die sogar eine additive Zerlegung des Molek�uls in Einzel-

bestandteile, wie Bindungen und funktionelle Gruppen, erlauben. Da die LMO's

auf den kleinstm�oglichen Raum im Molek�ul begrenzt und untereinander so weit

wie m�oglich entfernt sind, werden diese Orbitale bei einer Modi�kation von ent-

fernten Molek�ulbereichen kaum ver�andert und sind daher auf Molek�ule mit �ahn-

licher Struktur transferierbar. Zur Transferierbarkeit von LMO's in ges�attigten
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Kohlenwassersto�en sind zahlreiche Arbeiten erschienen [115,116,128]. Obwohl die

LMO's unges�attigter Kohlenwassersto�e delokalisierte \Schw�anze (tails)\ besitzen,

ist auch bei ihnen die �Ubertragbarkeit gegeben [129]. Durch dieses Baukastenprin-

zip der LMO's k�onnen viele chemische Charakteristika auf ein Zusammenwirken

lokaler Eigenschaften zur�uckgef�uhrt werden [105], wie beispielsweise die f�ur die

NMR{Spektroskopie so wichtige chemische Verschiebung. von Niessen [130] hat

z.B. die n�aherungsweise Additivit�at der Bindungsenergien unter Zuhilfenahme der

LMO's untersucht. Zur Transferierbarkeit der Fock{Matrix{Elemente Fij (siehe

Gleichung (1.43)) zwischen �ahnlichen Molek�ulen siehe [131].

Auf die Parallelen, die zwischen den LMO's und der Lewis{Theorie bestehen, ha-

ben Zandler und Talaty [132] hingewiesen. Edmiston, Bartleson und Jarvie [133]

haben den Zusammenhang zwischen dem VSEPR (Valence Shell Electron Pair

Repulsion){Modell und den LMO's diskutiert. Robb, Haines und Csizmadia [134]

haben eine theoretische De�nition der \Gr�o�e\ eines LMO{Elektronenpaares ge-

geben.

Das Lokalisierungskonzept wurde auf viele verschiedene Verbindungstypen an-

gewendet. Hier kann nur eine kleine, aber interessante Auswahl angef�uhrt wer-

den, wie die Lokalisierung bei Drei{Zentren{Metall{Metall{Bindungen in MoS2,

Hx(Nb;Ta)S2 und ZrS unter Zuhilfenahme von Wannierfunktionen [135] oder die

Verwendung von LMO's zur Beschreibung \hypervalenter\ Schwefel [125]{ oder

Phosphor{Verbindungen [111] wie H3PO (\hypervalente\ PO{Bindung). Die An-

wendung des Lokalisierungsverfahrens auf die vier Basen der Nucleotide Cytosin,

Uracil, Adenin und Guanin [110], sowie einer ganzen Reihe von �Ubergangsmetall{

Ole�n{Komplexen [136] (siehe hier auch die Zitate, die auf die Lokalisierung der

Orbitale verschiedenster Verbindungsklassen hinweisen) f�uhrt ebenfalls zu interes-

santen Ergebnissen.

Daudel und Mitarbeiter [137] haben LMO's eingesetzt, um die �Anderung des Dipol-

moments isoelektronischer Molek�ule zu verstehen. Edmiston und Lindner [138] ha-
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ben sich der LMO's bedient, um die Delokalisierungsenergie, die in Verbindung mit

der Dimerisierung von BH3 steht, zu untersuchen. Caldwell und Eyring [139] disku-

tieren die Beziehung zwischen spektroskopischen Ph�anomenen und LMO's. Sie ver-

wenden beispielsweise LMO's zum Verst�andnis von NMR{Kopplungskonstanten;

die mathematische Ausarbeitung �ndet sich auf Seite 106 von Ref. [139]. Die

Verwendung der LMO's in \Frontier\{MO{Theorien haben Edmiston, Jarvie und

Bartleson [140] untersucht. Fukui, Imamura und Mitarbeiter [141] haben die op-

tische Rotationsst�arke des optisch aktiven L{5{Methylpyrrolid{2{on (Pyrrolidon)

mittels der LMO's analysiert und versuchen mit ihrem Verfahren zum Verst�and-

nis von CD (Circular{Dichroismus){ und ORD (Optische{Rotations{Dispersion){

Spektren beizutragen. LMO's wurden au�erdem eingesetzt zur Beschreibung von

Polarisationse�ekten [142], und mittels Wannierfunktionen konnten Ionisationspo-

tentiale f�ur ges�attigte und unges�attigte Kohlenwassersto�e [143] berechnet werden.

Obwohl die MO{Lokalisierung bei konjugierten Ketten oder kondensierten aroma-

tischen Ringen [116,144,145] �ublich ist, ist die Anwendung des Lokalisierungskon-

zepts auf ausgedehnte Systeme (Kristall{Orbitale) noch selten [121{123, 143, 146,

147], verspricht aber neue Einsichten und Modelle im Falle delokalisierter Syste-

me. So konnte beispielsweise gezeigt werden, dass beim �Ubergang von vollen zu

fast vollen B�andern (z.B. bei Hn{Modellsystemen) eine frappierende �Anderung des

Lokalisierungstyps auftritt. Hier ist die Einf�uhrung des Konzepts der Nahe{ und

Ferne{Lokalisierung n�utzlich [148].

� Ebenso eignen sich die LMO's zur Beschreibung von Reaktionsabl�aufen, wie

Additions{, Substitutions{, Eliminierungs{ oder Umlagerungsreaktionen, da in der

LMO{Darstellung die Ver�anderungen w�ahrend der Reaktion sich praktisch aus-

schlie�lich bei den LMO's am Reaktionszentrum bemerkbar machen, w�ahrend die

�ubrigen nahezu unver�andert bleiben. Die LMO's sind pr�adestiniert, um festzustel-

len, in welcher Wechselbeziehung Reaktivit�at und molekulare Gestalt stehen. Die

Ver�anderung der Gestalt lokalisierter Orbitale in einer Reihe von Molek�ulen kann



112 Kapitel 2. Ein Algorithmus zur Spezi�zierung Lokalisierter Orbitale

mit dem chemischen Verhalten korreliert werden, z.B. ist die Gestalt von LMO's,

die einsame Elektronenpaare darstellen, wichtig, um eventuell Voraussagen zutref-

fen, ob und wie eine Protonierungsreaktion ablaufen kann [99, 149].

Minato und Yamabe [150] haben E2{ und SN2{Gasphasen{Reaktionen von F
	 mit

FCH2CH3 untersucht, indem sie die Wellenfunktionen nach den LMO's entwickelt

haben. Der Mechanismus der Retro{Diels{Alder{Reaktion des 4{Vinylcyclohexen{

Radikalkations wurde von Pancir und Turecek [151] mittels LMO's analysiert.

Gleiter, Sch�afer und Sakurai [152] haben mehrere Ringverbindungen, die SiR2

und {C=C{ Gruppen enthalten, untersucht, indem sie die \through{bond\ und

\through{space\ Wechselwirkungen zwischen den LMO's betrachtet haben. Eine

Studie �uber \charge{transfer\ Wechselwirkungen zwischen Sauersto� \lone pairs\

und einem Proton bzw. einem Sticksto� \lone pair\ und einem Proton bez�uglich der

Verbindungen H2O, CH3OH, HOOH, Furan und Acetaldehyd bzw. NH3, CH3NH2,

(CH3)3N, H2NNH2, HONH2, Pyridin, Pyrazin, Pyridazin und Pyrimidin, unter Zu-

hilfenahme der LMO's, haben Fujimoto, Yamasaki, Hataue und Koga [153] durch-

gef�uhrt.

2.3.5 Ausgesuchte LMO{Beispiele

Ethylen

Im Falle des Ethylens k�onnen wir die Doppelbindung entweder durch ��{Bindungen

oder |v�ollig gleichwertig| durch 2 \Bananen\{Bindungen beschreiben. Ob wir bei der

Doppelbindung des Ethylens von ��{ oder von 2 \Bananen\{Bindungen sprechen, ist

eine Frage der Interpretation, aber experimentell nicht zu unterscheiden.

Lokalisieren wir den �{ bzw. �{Unterraum der besetzten �{ und �{CMO's des Ethy-

lens aus Abbildung 2.1 getrennt voneinander, wir sprechen von \�=�{Separierung\, so

erhalten wir 4 �aquivalente LMO's, die die CH{Bindungen beschreiben und ein �{ und ein

�{LMO, welche die CC{Doppelbindung beschreiben (siehe Abbildung 2.3). In Abbildung
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z = 30 pm

CH-Bdg.

σ

CH-Bdg. CH-Bdg.

CH-Bdg.

CC-Bdg. π CC-Bdg.

Abbildung 2.3: Die �=�{separierten LMO's des Ethylens; Konturlinienwerte:

�0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :
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x

y

x

z

σ

z

y

z = 30 pm

CC-Bdg. π CC-Bdg.

Abbildung 2.4: Verschiedene Schnitte durch das �{ und das �{LMO des Ethylens; Kon-

turlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :
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y

z

z = 30 pm x

y

x

z

Abbildung 2.5: Die beiden \Bananen\{LMO's des Ethylens sowie Schnitte durch diese

LMO's; Konturlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :
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2.4 sind verschiedene Schnitte durch das �{ und das �{LMO des Ethylens wiedergege-

ben. Bei den oberen Konturliniendiagrammen wurde 30 pm oberhalb der Molek�ulebene

(�{LMO) bzw. in der Molek�ulebene (�{LMO) geschnitten (das Molek�ul liegt in der xy{

Ebene). Bei den mittleren Diagrammen wurde senkrecht zur Molek�ulebene entlang der

CC{Verbindungslinie (die Atomkern{Positionen der C{Atome werden durch kleine Drei-

ecke symbolisiert) und bei den unteren Diagrammen senkrecht zur CC{Verbindungslinie

(die Wassersto�kerne werden durch kleine Dreiecke und die CC{Verbindungslinie durch

einen kleinen Kreis symbolisiert) geschnitten. Au�allend ist die Rotationssymmetrie des

�{LMO's.

F�uhren wir bei der Lokalisierung keine �=�{Separierung durch, d.h., lokalisieren wir

alle besetzten �{ und �{CMO's des Ethylens aus Abbildung 2.1 zusammen, so erhal-

ten wir wiederum die 4 �aquivalenten LMO's aus Abbildung 2.3 oben und diesmal 2

\Bananen\{LMO's, die die CC{Doppelbindung beschreiben. Die beiden \Bananen\{

LMO's sind in Abbildung 2.5 oben wiedergegeben, es wurde senkrecht zur Molek�ulebene

entlang der CC{Verbindungslinie geschnitten (die Atomkern{Positionen der C{Atome

werden durch kleine Dreiecke symbolisiert). Das eine LMO liegt bananenf�ormig ober-

halb der Molek�ulebene und das andere bananenf�ormig unterhalb der Molek�ulebene. Bei

den mittleren Diagrammen der Abbildung 2.5 wurden ein bzw. beide \Bananen\{LMO's

senkrecht zur CC{Verbindungslinie geschnitten (die Wassersto�kerne werden wiederum

durch kleine Dreiecke und die CC{Verbindungslinie durch einen kleinen Kreis symboli-

siert). Au�allend ist die starke �Uberlappung der beiden \Bananen\{Bindungen (Abb. 2.5

mitte rechts). Bei der Abbildung 2.5 unten wurde ein \Bananen\{LMO 30 pm oberhalb

der Molek�ulebene geschnitten.

Formaldehyd

Betrachten wir die 6 besetzten LMO's des Formaldehyds aus Abbildung 2.6, so l�asst sich

folgendes feststellen: 1) die beiden CH{Bindungen des Formaldehyds (Abb. 2.6 oben)

sehen \genauso\ aus wie die CH{Bindungen des Ethylens (Abb. 2.3 oben), d.h., die
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CH-Bdg. CH-Bdg.

z = 30 pm

CO-Bdg.CO-Bdg.

O-LP O-LP

πσ

Abbildung 2.6: Die �=�{separierten LMO's des Formaldehyds; die Atomkern{

Positionen sind durch kleine Dreiecke symbolisiert, oben Sauersto�, im Zentrum

Kohlensto� und unten Wassersto�; Konturlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit

n = 0; 1; 2; : : :
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Bindungen sind transferierbar. 2) die Carbonyl{Bindung (Abb. 2.6 mitte) ist etwas zum

Sauersto� hin polarisiert (! Sauersto� ist elektronegativer als Kohlensto�). 3) es lassen

sich mit dem Konzept der LMO's auch \lone pairs\ veranschaulichen (Abb. 2.6 unten;

die beiden \lone pairs (LP)\ des Sauersto�atoms).

Bortri
uorid

In Abbildung 2.7 sind 4 der 12 LMO's des BF3 wiedergegeben, die restlichen 8 LMO's

sind �aquivalent zu den abgebildeten.

2 der 3 \lone pairs\ eines F{Atoms sind in Abbildung 2.7 oben dargestellt. Die BF{

�{Bindung (Abb. 2.7 unten rechts) ist zum elektronegativeren Fluor hin polarisiert.

Die BF{Bindung weist einen betr�achtlichen �{Charakter auf, da das F{\lone pair\

mit �{Symmetrie etwas zum Bor hin polarisiert ist (�{R�uckbindung; siehe Abb. 2.7

links unten), so dass die Oktettregel auch f�ur Bor erf�ullt ist. Die Mulliken \ �Uberlapp{

Population\ (siehe Gleichung (1.60)) betr�agt f�ur die BF{Bindung: NBF = 0:785, der

darin enthaltene �{Anteil betr�agt: N�
BF = 0:071 (MP2/6{31G�). In Abbildung 2.7 un-

ten sind die Bindungsverh�altnisse des BF3 schematisch wiedergegeben. Die polarisierten

BF{�{Bindungen und die �{R�uckbindungen wurden durch Pfeile angedeutet.

Cyclobutadien und Benzol

Im Nachfolgenden wird immer eine �=�{Separierung der LMO's durchgef�uhrt, ohne aus-

dr�ucklich darauf hinzuweisen.

Die beiden �{LMO's des Cyclobutadiens erstrecken sich jeweils �uber 2 Zentren und

sind in Abbildung 2.8 dargestellt. Wir haben uns die LMO's von Ethylen, Formaldehyd

und Cyclobutadien angeschaut, also von 3 Verbindungen, die eindeutige Lewis{Strich{

Formeln besitzen und deren LMO's sich �uber maximal 2 Zentren erstrecken. Benzol l�asst

sich hingegen nicht nur durch eine Lewis{Formel beschreiben, sondern Benzol wird durch
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B

F

σ
F

F

z = 30 pm

F-LPF-LP

F-LPπ BF-Bdg.

Abbildung 2.7: 4 der 12 �=�{separierten LMO's des Bortri
uorids; Konturlini-

enwerte: �0:05�2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :; unten: schematische Darstellung

der Bindungsverh�altnisse



120 Kapitel 2. Ein Algorithmus zur Spezi�zierung Lokalisierter Orbitale

π π

Abbildung 2.8: Die beiden �{LMO's des Cyclobutadiens (Schnitth�ohe: 30 pm

oberhalb der Molek�ulebene); Konturlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit n =

0; 1; 2; : : :

2 Lewis{Formeln dargestellt und man verbindet diese durch einen Mesomerie{Pfeil (Abb.

2.9 oben).

Lokalisieren wir die 3 �{CMO's des Benzols, so erhalten wir keine LMO's, die sich

�uber 2 Zentren erstrecken, sondern die 3 �{LMO's des Benzols erstrecken sich �uber

mehr als 2 Zentren (Abb. 2.9). Dieses Lokalisierungsverhalten ist nichts anderes als die

mathematische Version der Mesomerie und ist typisch f�ur aromatische Systeme. F�ur

Ole�ne (wie Ethylen) oder Antiaromaten (wie Cyclobutadien) erhalten wir 2{Zentren{�{

LMO's, f�ur Aromaten erhalten wir �{LMO's, die sich �uber mehr als 2 Zentren erstrecken.

Interessanterweise lassen sich f�ur Benzol noch unendlich viele andere LMO{S�atze erhal-

ten, die alle den gleichen Lokalisierungsgrad aufweisen, sogenannte \�aquivalente LMO{
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S�atze\. Wir sprechen hier auch von einer \kontinuierlichen Entartung\ von LMO{S�atzen

(siehe n�achsten Abschnitt und n�achstes Kapitel).

ππ

π

Abbildung 2.9: 3 �{LMO's des Benzols (Schnitth�ohe: 30 pm oberhalb der Mo-

lek�ulebene); Konturlinienwerte: �0:05 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :
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2.4 Zur kontinuierlichen Entartung bei LMO{

S�atzen

In einigen F�allen existiert f�ur die Lokalisierungssumme P (2.9) mehr als ein lokales

Extremum:

�P (1L) = �P (2L) = 0 ; 2L = 1L � 12U ; (2.25)

oft wegen der exakten oder n�aherungsweisen Raum{Symmetrie des molekularen oder

kristallinen Systems. Die verschiedenen LMO{S�atze (nL) k�onnen exakt{ oder quasi{

�aquivalent hinsichtlich der Lokalisierungssumme (2.9) sein, d.h. P (1L) = P (2L) bzw.

P (1L) � P (2L). Letzterer Fall, zusammen mit �P (L) � 0, kommt auch h�au�g vor, d.h.,

wenn ein Teilsatz der Orbitaltransformationen die Lokalisierungssumme nur sehr wenig

�andert, so dass das Lokalisierungsverfahren numerisch emp�ndlich wird (vergleiche z.B.

den Fall des C2{Molek�uls [97,113]) und die LMO's etwas willk�urlich ausgew�ahlt werden.

Dies kann auch bei gro�en Clustern oder ausgedehnten Systemen mit kleiner Bandl�ucke

[17, 146] vorkommen. Ein Beispiel f�ur ein molekulares System wird in Abschnitt 2.6.4

pr�asentiert.

Die LMO{S�atze (nL) k�onnen hinsichtlich der Lokalisierungssumme P (2.9) diskret{

endlich bzw. kontinuierlich{unendlich entartet sein, es k�onnen also endlich bzw. unend-

lich viele �aquivalente LMO{S�atze vorliegen. England [154] hat darauf hingewiesen, dass

eine kontinuierliche Entartung bei LMO{S�atzen auftreten kann, wenn zum einen ent-

artete Orbital{S�atze besetzt sind und zum anderen das direkte Produkt der entarteten

irreduziblen Darstellung mit sich selbst wieder eine entartete irreduzible Darstellung lie-

fert. Diese Bedingungen sind nach England [154] f�ur alle Punktgruppen mit Ausnahme

der folgenden erf�ullt (isomorphe Punktgruppen wurden zusammengefasst):

C1 ; C2; Cs; Ci ; C2h; C2v; D2 ; D2h ; C4; S4 ; C4h ; D2d; C4v; D4 ; D4h : (2.26)

Deshalb ist es w�unschenswert, einen Algorithmus zur Hand zu haben, der aus der

Vielfalt der (exakt{ oder quasi{) entarteten LMO{S�atze einen ganz bestimmten erzeugt,
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welcher f�ur eine chemische Interpretation oder f�ur rechentechnische Zwecke besonders

g�unstig erscheint. Solch ein Verfahren (siehe n�achsten Abschnitt) kann entweder als \�aus-

seres\ Lokalisierungskriterium oder zur Erzeugung eines guten \Guess\ f�ur die iterative

Lokalisierung hinsichtlich eines \inneren\ Lokalisierungskriteriums [144] verwendet wer-

den.

In Abschnitt 2.6 wenden wir ein Verfahren [155], welches sich nur leicht von dem von

Ruedenberg und England [144] vorgeschlagenen unterscheidet, auf verschiedene Beispiel{

Systeme an: auf Cyclobutadien und sein Dianion (C4H4 und C4H
2	
4 ), auf Benzol und Co-

ronen (C6H6, und C24H12), auf Kekul�e{Benzol, sein Tetraanion sowie Borazin ((C2H2)3,

(C2H2)
2	
3 sowie B3N3H6) und auf Anthracen (C14H10). Besondere Aufmerksamkeit wird

dem Ph�anomen der diskreten und kontinuierlichen Entartung geschenkt.

2.5 Zur Spezi�zierung von LMO's

Nachfolgend steht C f�ur einen orthonormalen CMO{Satz eines molekularen oder kri-

stallinen Systems. Wir nehmen an, dass C reell ist. Auch wenn die CMO's urspr�unglich

komplex sind, ist es einfach, diese so zu transformieren, dass sie in einer reellen Form

vorliegen. So lassen sich beispielsweise Bloch{Kristall{Orbitale �k zun�achst zu (�k���k)
transformieren.

Wir m�ochten nun einen �aquivalenten Satz von orthonormalen LMO's L = C �U erzeu-

gen, der einem vorgegebenen Satz orthonormaler Guess{OrbitaleG, also unser intuitiver

Vorschlag f�ur L, maximal �ahnlich ist. Das Verfahren besteht aus 2 oder 3 Schritten. Im

1. Schritt werden die Guess{Orbitale G aus einigen Input{Informationen erzeugt. Im 2.

Schritt werden die gew�unschten LMO's L bestimmt, indem der Di�erenzbetrag aus L

und G minimiert wird:

kL�Gk = minimum ; (2.27)

d.h., L soll dem G maximal �ahnlich sein. Die durch diese Prozedur erhaltenen LMO's
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L k�onnen dann entweder als LMO's eines \�ausseren\ Lokalisierungsverfahrens betrach-

tet werden (de�niert durch G und Gleichung (2.27)) oder als Guess{Orbitale, die das

zu G naheste \innere\ Lokalisierungs{Minimum spezi�zieren, welches dann in einem

herk�ommlichen 3. Schritt bestimmt wird.

Schritt 1: Nachfolgend steht g 0 f�ur die Input{LCAO{MO{Koe�zienten hinsichtlich

irgendeines Basissatzes '. W�ahlen wir die g 0j entsprechend der chemischen Intuition (der

\lone pairs\, Doppelbindungen, : : :) aus, dann ist die von Ruedenberg und Schmidt [156]

vorgeschlagene Basis, welche aus einem Minimal{Satz von \free{atom AO's\ besteht

(erweitert durch \Di�use Funktionen\ und \Polarisationsfunktionen\) besonders gut ge-

eignet. Im allgemeinen de�nieren die Input{Koe�zienten g 0�j einen nicht{orthonormalen

Satz von Guess{Orbitalen G 0
i =

Pm
� '� g

0
�i mit dem Orbital�uberlapp:

Sij =
mX
�;�

g 0 ��i � h'�j'�i � g 0�j = g 0 y � s � g 0 = G 0 yG 0 (2.28)

mit der �Uberlappmatrix der Basisfunktionen s�� = h'�j'�i und m = Anzahl der Basis-

funktionen.

Um orthonormale Guess{Orbitale G zu erhalten, verwenden wir das symmetrische

L�owdin{Verfahren [144, 157]. Bei diesem Verfahren suchen wir ein T , so dass G 0 T or-

thonormal wird: hG 0 T jG 0 T i = �ij ! T yG 0 yG 0 T = T yS T = E. Diese Gleichungen

werden erf�ullt f�ur T = S�1=2, d.h., die orthonormierten Guess{Orbitale Gj bzw. deren

LCAO{MO{Koe�zienten g�j erhalten wir nach:

Gj =
occ:X
i

G 0
i S

�1=2
ij bzw. g�j =

mX
�

occ:X
i

g 0�i S
�1=2
ij ; (2.29)

so dass GyG = gy � s � g = 1 ist. Zur Bestimmung der reziproken Wurzel von S

verwenden wir folgenden Satz: f(S) = X f(�)Xy. Daraus folgt f�ur unseren Fall:

S�1=2 =X ��1=2Xy mit X = Eigenvektor und � = Eigenwert von S, d.h., wir m�ussen

zun�achst die Eigenvektoren X und die Eigenwerte � der �Uberlappmatrix S (2.28) be-

stimmen: SX = X � ! X; �. Mit diesen Eigenvektoren und Eigenwerten erhalten

wir dann S�1=2 und damit auch nach Gleichung (2.29) die gew�unschten orthonormierten

Guess{Orbitale G.
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Schritt 2: Zuerst m�ussen wir noch die Norm der Gleichung (2.27) n�aher spezi�zieren.

Wir w�ahlen die \Euklidische Norm\:

kAk = tr(AyA) : (2.30)

Nehmen wir an, dass die Matrizen reell sind und somit tr(Ay) = tr(A) ist, so erhalten

wir mit L = C �U :

kL�Gk = kCU �Gk

= tr
�
(CU �G)y (CU �G)

�

= tr
�
(CU)yCU � (CU )yG�GyCU +GyG

�

= tr
�
2� (GyCU)y �GyCU

�

= 2n� tr
�
(U GyCU U y)y +U GyCU U y

�

= 2n� tr
�
(U GyC)y +U GyC

�

kL�Gk = 2n� 2 tr
�
U GyC

�
= minimum (2.31)

oder

tr(U B) = maximum mit B = GyC : (2.32)

Die unit�are Transformationsmatrix U l�asst sich am einfachsten durch ein iteratives

Jacobi{Verfahren bestimmen, indem eine Reihe von individuellen 2�2{Transformationen
vorgenommen werden:

U =
Y
i<j

Uij mit Uij =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 � � �
0

. . .

... c � � � �s
...

. . .
...

s � � � �c
. . .

1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; (2.33)
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wobei c = cos � und s = sin � ist, und das obere bzw. untere Vorzeichen bezieht sich auf

eine geeignete oder ungeeignete Rotation um den Winkel �. Auf diese Weise lassen sich

Inversionen leicht handhaben. Wir m�ussen Gleichung (2.32) wegen der Extremalbedin-

gung variieren und gleich Null setzen:

�tr(UijB) = � sin � � (Bii � Bjj) + cos � � (Bij �Bji) = � sin � � � + cos � �� = 0

(2.34)

mit � = Bii � Bjj und � = Bij � Bji :

Gleichung (2.34) korrespondiert zu dem Minimum von kL�Gk f�ur:

cos � =
�

w
; sin � =

�

w
mit w =

p
�2 +�2 ;

wobei das obere bzw. untere Vorzeichen der Gleichungen (2.33) und (2.34) verwendet

wird, wenn

det

0
B@ Bii Bji

Bij Bjj

1
CA > bzw. < 0 ist. (2.35)

U und B werden so lange iterativ \verbessert\, bis tr(U B) station�ar wird, d.h., bis alle

�2
ij kleiner als ein vorgegebener Ausstiegswert � werden: �

2
ij < � (z.B. � = 10�12). Be�n-

den wir uns nicht zu weit vom Minimum entfernt, so l�asst sich auch eine Approximation

1. Ordnung f�ur w, cos � und sin � verwenden, �ahnlich dem Verfahren von England [158].

England und Ruedenberg [144] haben bereits 1971 ein anderes Verfahren vorgeschla-

gen, bei dem zuerst die \Kontamination\ der Guess{Orbitale durch die virtuellen Orbi-

tale beseitigt wird, d.h., die Guess{Orbitale werden auf den Raum der besetzten CMO's

projiziert, und anschlie�end werden diese Projektionen symmetrisch orthogonalisiert.

Schritt 3: Das zum Schluss erhaltene L, welches nach dem obigen \�ausseren\ Ver-

fahren de�niert ist, kann auch als ein \Start{Guess\ f�ur ein \inneres\ Lokalisierungsver-

fahren verwendet werden, um die \innere\ Lokalisierung in eine gew�unschte Richtung

zu lenken. Sollen f�ur den Fall der kontinuierlichen Entartung LMO's mit bestimmten

Symmetrie{Eigenschaften durch ein \inneres\ Lokalisierungsverfahren erzeugt werden, so
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m�ussen diese Symmetrie{Eigenschaften schon durch die Input{LCAO{MO{Koe�zienten

g 0 bzw. g festgelegt sein.

2.6 Beispiele und Gegenbeispiele zu England's

Symmetrie{Theorem

Wir haben unser Verfahren in das Programm{Paket GAUSSIAN [159] implementiert,

welches das \innere\ Foster{Boys Kriterium P (FBL) (2.10) verwendet.

Nachfolgend werden mehrere Beispiele zur m�oglichen Entartung von LMO{S�atzen dis-

kutiert.

2.6.1 Cyclobutadien und sein Dianion

Cyclobutadien

Cyclobutadien C4H4 ist ein klassisches Beispiel, bei dem bereits einfache MO{N�ahe-

rungen eine Menge von chemischen Einblicken in einer intuitiv verst�andlichen Wei-

se liefern, w�ahrend Valence Bond (VB){N�aherungen diesbez�uglich weniger zufrieden-

stellend sind. Der Born{Oppenheimer Grundzustand des C4H4 weist eine rechtecki-

ge Kerngeometrie mit einem (�b1u)
2 (�b2g)

2 1Ag Elektronenzustand auf, der mit der

(�a2u)
2 (�eg;x)

2 (1B1g +
1A1g) Kon�guration der quadratischen Struktur korreliert (der

stark kon�gurationsgemischte elektronische Grundzustand der quadratischen Struktur

ist 1B1g [160]). Die jeweiligen Valenz{LMO's des C4H4 sind 2{Zentren{Orbitale, w�ahrend

die �{LMO's des Benzols Mehr{Zentren{Charakter aufweisen (siehe weiter unten und

die Abbildungen 2.8 und 2.9).

Um unser Verfahren zu �uberpr�ufen, haben wir die kanonischen und lokalisierten �{

MO's der oben erw�ahnten Singulett{Funktion des quadratischen C4H4 berechnet, die
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nachfolgend durch die H�uckel{artigen MO's symbolisch wiedergegeben werden:

C =

0
BBBBBBBB@

1 1

1 1

1 �1
1 �1

1
CCCCCCCCA

und L =

0
BBBBBBBB@

1 0

1 0

0 1

0 1

1
CCCCCCCCA

: (2.36)

Wir haben die \Spin{restricted\ Ein{Determinanten RHF (Restricted{Hartree{Fock){

oder DFT{N�aherungen mit einem \Triple{Zeta{2d1f\{Basissatz verwendet. In Abbil-

dung 2.10A ist die �{Gesamtladungsverteilung des quadratischen C4H4 wiedergegeben.

Eines der beiden �{LMO's ist in Abbildung 2.10B zu sehen.

A CB

Abbildung 2.10: Quadratisches Cyclobutadien; A) �{Ladungsverteilung der a22u e
2
g;x{

Kon�guration mit den Konturlinienwerten: +0:0025 � 2n e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :;

B) eines von 2 �aquivalenten Foster{Boys lokalisierten �{LMO's der a22u e
2
g;x{

Kon�guration mit den Konturlinienwerten: �0:0375�2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :;

C) eines von 2 �aquivalenten �{LMO's der a22u e
2
g;x+y{Kon�guration mit den Kontur-

linienwerten wie bei B); Schnitth�ohe: jeweils 30 pm oberhalb der Molek�ulebene

Versuchen wir nun durch die folgenden 3{Zentren{Input{Koe�zienten:

g 0 =

0
BBBBBBBB@

1 1

2 0

1 1

0 2

1
CCCCCCCCA

(2.37)
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3{Zentren{LMO's zu erzeugen, so sind die entsprechenden \�ausseren\ LMO's wieder-

um 2{Zentren{LMO's, die zu dem aus Abbildung 2.10B identisch sind, d.h., f�ur diesen

Elektronenzustand ist es unm�oglich, 3{Zentren{LMO's zu erhalten. Dies ist ein Beispiel

daf�ur, dass f�ur eineD2h{symmetrische Ladungsverteilung der Elektronen in Kombination

mit einer D4h{symmetrischen Kern{Anordnung (siehe Abb. 2.10A) keine Entartung bei

LMO{S�atzen auftreten kann, d.h., die LMO's sind durch die Bindungsdichtemaxima ein-

deutig festgelegt. Wird das andere �eg{Orbital des 2{fach entarteten �{Paares (n�amlich

�eg;x+y = (1 0 � 1 0)) doppelt besetzt (die zugeh�orige Slaterdeterminante korrespon-

diert zu der energetisch h�oherliegenden (1A1g +
1B2g){Kon�gurationsmischung), so sind

die LMO's in der Tat vom Typ (2.37). Solch ein LMO ist in Abbildung 2.10C wieder-

gegeben und stellt ein Intermediat aus einem 1{Zentren{ und einem 3{Zentren{LMO

dar.

Cyclobutadiendiid

Bei dem quadratischen Cyclobutadiendiid C4H
2	
4 sind das �a2u{ und beide �eg{CMO's

besetzt. |Bis jetzt konnten nur Derivate des C4H
2	
4 synthetisiert werden, wie die Benzo{

und Phenyl{Cyclobutadiendiid{Salze [161]. In diesen Verbindungen wird die starke inter-

elektronische Absto�ung im C4H
2	
4 {R�uckgrad dadurch reduziert, indem etwa die H�alfte

der anionischen Dichte �uber die Benzo{ und Phenylringe delokalisiert wird.| Sowohl

die Kern{Anordnung als auch die Elektronendichte des C4H
2	
4 weisen jetzt eine D4h{

Symmetrie auf. In Abbildung 2.11 sind 4 �aquivalente Foster{Boys lokalisierte �{MO{

S�atze aus je 3 LMO's (C4H
2	
4 besitzt 6 �{Elektronen, also 3 besetzte �{MO's) zu sehen.

Diese konnten aus den H�uckel{artigen Orbitalen:

g 0 yi =
�
1 +
p
2 (ci + si); 1 +

p
2 (ci � si); 1 +

p
2 (�ci � si); 1 +

p
2 (�ci + si)

�
(2.38)

mit ci = cos(� + �i) ; si = sin(� + �i) ; �i = 0 ; 2�=3 ; 4�=3 ;

unter Verwendung unseres Verfahrens, erzeugt werden. Die �{LMO's des C4H
2	
4 k�onnen

von einem symmetrischen 2{Zentren{ oder intermedi�aren 1{Zentren/3{Zentren{Typ sein
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o

α = 0o

α = 10o

α = 15o

α = 5

oder

oder

oder

Abbildung 2.11: Quadratisches Cyclobutadiendianion; 4 �aquivalente Foster{Boys lokali-

sierte �{LMO{S�atze aus je 3 LMO's f�ur � = 0�; 5�; 10�; 15� (siehe Gleichung (2.38));

Konturlinienwerte: �0:0375 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :; Schnitth�ohe: jeweils 30 pm

oberhalb der Molek�ulebene
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oder von einem asymmetrischen Typ, und es k�onnen h�ochstens 2 der 3 �{LMO's �aqui-

valent sein (siehe Abb. 2.11). Die Lokalisierungssumme P (FBL) (2.10) ist bez�uglich �

kontinuierlich entartet. Dies ist ein Gegenbeispiel zu dem oben erw�ahnten Theorem

von England. Obwohl D4h in der Liste (2.26) vorkommt, weist C4H
2	
4 kontinuierlich

entartete LMO{S�atze auf.

2.6.2 Benzol und Coronen

Benzol

Die 3 nach einem \inneren\ Kriterium lokalisierten �{MO's des Benzols sind das

\Bilderbuch\{Beispiel f�ur kontinuierlich entartete LMO{S�atze [116, 144, 145, 154]. Wir

haben 3 �aquivalente �{LMO{S�atze reproduziert, wobei in Abbildung 2.12 jeweils ei-

nes von 3 �aquivalenten �{LMO's (C6H6 besitzt 6 �{Elektronen, also 3 besetzte �{

MO's) abgebildet ist: den symmetrischen 3{Zentren{LMO{Satz (3L), den symmetrischen

4{Zentren{LMO{Satz (4L) und einen asymmetrischen intermedi�aren Satz (intL). Diese

S�atze konnten aus den folgenden H�uckel{artigen Guess{Koe�zientens�atzen erzeugt wer-

den:

(3g 0) =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 1

2 0 0

1 1 0

0 2 0

0 1 1

0 0 2

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

; (4g 0) =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 2

2 0 1

2 1 0

1 2 0

0 2 1

0 1 2

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

; (intg 0) =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

2 0 3

4 0 1

3 2 0

1 4 0

0 3 2

0 1 4

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

: (2.39)

Sowohl die Kern{Anordnung als auch die Elektronendichte des Benzols weisen eine

D6h{Symmetrie auf, die in �Ubereinstimmung mit England auch nicht in der Liste (2.26)

vorkommt. Wenn wir jedoch eine �=�{Mischung erlauben, dann liefert die Foster{Boys

Lokalisierung 3 Paare aus jeweils 2 \Bananen\{LMO's, die an den Doppelbindungs{
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o α = 10oα = 5oα = 0

Abbildung 2.12: 3 �aquivalente �{LMO{S�atze des Benzols zur Veranschaulichung der kon-

tinuierlichen Entartung, wobei jeweils eines von 3 �aquivalenten �{LMO's wiedergegeben

wurde; Konturlinienwerte: �0:0375 �2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :; Schnitth�ohe: jeweils

30 pm oberhalb der Molek�ulebene

Positionen der einen oder anderen Kekul�e{Struktur �xiert sind, d.h., hier liegt eine dis-

krete 2{fach{Entartung ansatt einer kontinuierlichen Entartung vor.

Coronen

Coronen C24H12 besitzt wie Benzol D6h{Symmetrie und hat 4 mal soviele Kohlensto�-

atome wie Benzol und 10 mal soviele (n�amlich 20) klassische Lewis{Strukturen. Obwohl

gem�a� England's Symmetrie{Theorem eine kontinuierliche Entartung der LMO's zu er-

warten ist, existiert f�ur das Coronen (wenn wir nach einem \inneren\ Kriterium loka-

lisieren) nur ein einziger, eindeutig �xierter �{LMO{Satz, den wir in Abbildung 2.13A

reproduziert [116, 144] haben (Konturlinienwerte und Schnitth�ohe wie bei Abb. 2.12).

Dies ist wiederum ein Gegenbeispiel zu England's Theorem.

In Abbildung 2.13A ist neben der entsprechenden Lewis{Formel eines von 6 �aquiva-

lenten inneren �{LMO's und eines von 6 �aquivalenten Rand{�{LMO's wiedergegeben.

Mit unserem \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren lassen sich mit den passend generier-
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A

142.7

142.4

142.1

137.2

0.098

0.113

0.1750.098

B

Abbildung 2.13: Coronen; A) eindeutig �xierter, Foster{Boys lokalisierter, �{

LMO{Satz; B) ein anderer mit unserem \�ausseren\ Lokalisierungsverfahren er-

zeugter �{LMO{Satz; die Zahlen bzw. die unterstrichenen Zahlen entsprechen

den CC{Bindungsl�angen in pm bzw. den Mulliken �{�Uberlapp{Populationen
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ten Guess{Orbitalen G auch andere �{LMO{S�atze erzeugen. Einer dieser LMO{S�atze,

der zu der am wenigsten wichtigen Lewis{Formel des Coronens korrespondiert, mit den

LMO's an den langen CC{Bindungen ist in Abbildung 2.13B wiedergegeben (hier sind 2

von 3 verschiedenen �{LMO's abgebildet, das dritte �{LMO entspricht in seinem Aus-

sehen dem �{LMO der Abb. 2.13A unten; die restlichen 9 �{LMO's sind �aquivalent zu

den dreien). Die Lokalisierungssumme P (FBL) (2.10) dieses LMO{Satzes korrespondiert

zu einem Sattelpunkt und ist 8% kleiner als die des LMO{Satzes aus Abbildung 2.13A.

Coronen hat nur ein Lokalisierungs{Optimum, bei dem die �{LMO's an den Positionen

mit den gr�o�ten �{�Uberlapp{Populationen oder �{Bindungsordnungen sitzen, welche zu

den k�urzesten CC{Bindungsl�angen korrespondieren.

2.6.3 Kekul�e{Benzol, sein Tetraanion sowie Borazin

Kekul�e{Benzol

In einigen �2{�{Komplexen des Benzols [162] ist die elektronische und geometrische

Struktur in einer Kekul�e{�ahnlichen Art und Weise modi�ziert, so dass die Verbindung

alternierende CC{Bindungen aufweist. Nachfolgend diskutieren wir (C2H2)3 mit D3h{

Symmetrie. D3h kommt nicht in der Liste (2.26) vor, so dass f�ur die LMO's des Kekul�e{

Benzols eine kontinuierliche Entartung zu erwarten ist. Kekul�e{Benzol (C2H2)3 hat 3

kurze CC{Bindungen mit 3 gro�en Bindungsdichten sowie 3 lange CC{Bindungen mit

3 kleinen Bindungsdichten. Deshalb besitzt Kekul�e{Benzol nur einen einzigen, eindeutig

an den kurzen Bindungen (! hohe Bindungsdichte) �xierten 4{Zentren{�{LMO{Satz

(siehe Abbildung 2.14A) und stellt somit auch ein Gegenbeispiel zu England's Theorem

dar.

Borazin

Borazin N3B3H6 (auch D3h) besitzt auch nur einen einzigen, eindeutig �xierten �{LMO{

Satz und stellt ebenfalls ein Gegenbeispiel zu England's Theorem dar. Im Gegensatz
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A B

Abbildung 2.14: �{LMO's von D3h{Molek�ulen; A) eines von 3 �aquivalenten, ein-

deutig �xierten 4{Zentren{�{LMO's des Kekul�e{Benzols (C2H2)3; B) eines von

3 �aquivalenten, eindeutig �xierten 3{Zentren{�{LMO's des Borazins N3B3H6;

Konturlinienwerte und Schnitth�ohe wie bei Abb. 2.12

zu Kekul�e{Benzol handelt es sich hier um einen 3{Zentren{�{LMO{Satz, der an den

elektronegativeren (! h�ohere �{Populationen aufweisenden) Sticksto�atomen �xiert ist

(siehe Abbildung 2.14B und Vergleiche auch mit [163]).

Kekul�e{Benzol{Tetraanion

Interessanterweise liegen (im Gegensatz zu Kekul�e{Benzol) beim Kekul�e{Benzol{

Tetraanion (C2H2)
4	
3 (auch D3h) kontinuierlich entartete �{LMO{S�atze vor. 2 dieser

�aquivalenten �{LMO{S�atze, die jeweils die gleiche Lokalisierungssumme P (FBL) (2.10)

aufweisen, sind in Abbildung 2.15 wiedergegeben.

2.6.4 Anthracen

Die �{LMO's des Anthracens [116,144,145] sind �xiert. 4 von ihnen sind an den kurzen

CC{Bindungen (C1C2, C3C4, C5C6, C7C8) lokalisiert (siehe Abbildung 2.16A), und 3
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oder

Abbildung 2.15: 2 �aquivalente �{LMO{S�atze des Kekul�e{

Benzoltetraids (C2H2)
4	
3 zur Veranschaulichung der kontinuier-

lichen Entartung; Konturlinienwerte und Schnitth�ohe wie bei

Abb. 2.12
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Benzol{artige �{LMO's be�nden sich am zentralen Ring (siehe Abbildung 2.16B, 2.16C

und 2.16D).

FR R

A B

C D

E

Abbildung 2.16: Anthracen; A) eines von 4 �aquivalenten C1=C2{artigen �{LMO's; B, C

und D) die 3 zentralen Benzol{artigen �{LMO's; E und F) 2 �aquivalente Lewis{artige

Formeln, die zu 2{fach{entarteten �{LMO{S�atzen korrespondieren; Konturlinienwerte:

�0:0375�2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :; Schnitth�ohe: 30 pm oberhalb der Molek�ulebene

Eine Drehung der 3 Benzol{artigen LMO's um 60� transformiert diesen LMO{Satz in

einen dazu �aquivalenten Satz, so wie in Abbildung 2.16E und 2.16F (f�ur R=H) ange-

deutet. D.h., hier liegt ein diskreter, 2{fach{entarteter �{LMO{Satz vor, wie auch bei
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para{substituiertem Benzol. Drehen wir die 3 Benzol{artigen �{LMO's um 30�, so kor-

respondiert die entsprechende Lokalisierungssumme P (FBL) (2.10) zu einem Sattelpunkt

und ist nur 0.1% kleiner als die des urspr�unglichen LMO{Satzes. Wird Anthracen an den

Positionen 9 und 10 unterschiedlich substituiert, z.B. durch:

{CN ; {C2Cl ; {C2 �C2H ; {C2H ; {C2F ; {Cl ; {Li ; {H ; {Me ; {F ; {OH ; {O	; (2.40)

so unterscheiden sich die Lokalisierungssummen der beiden LMO{S�atze (des urspr�ung-

lichen und des um 60� gedrehten, wie in Abb. 2.16E und 2.16F angedeutet) um nicht

mehr als 1%. Diese geringe Di�erenz ist jedoch im allgemeinen gro� genug, so dass die

Lokalisierungssumme nur ein Maximum aufweist.

England und Ruedenberg [144] haben in ihren Untersuchungen keinen Fall gefunden,

bei dem ein 2{fach{quasi{entarteter �{LMO{Satz vorliegt. Das erste Beispiel, welches

wir schlie�lich gefunden haben, ist 9{C2H,10{C2F{Anthracen, bei dem die Lokalisie-

rungssumme P (FBL) (2.10) 2 Maxima aufweist. Bei dieser Verbindung unterscheiden

sich die P (FBL){Werte der beiden �{LMO{S�atze (die wie in den Abbildungen 2.16E

und 2.16F angeordnet sind) um weniger als 0.05%.

Je weiter rechts der Ligand in der Liste (2.40) steht, je ausgepr�agter ist die Tendenz, das

3{Zentren{LMO von seinem ipso{Kohlensto�atom wegzuschieben (Abb. 2.16F anstatt

Abb. 2.16E). Die Reihenfolge der Liganden in dieser Liste stimmt mit dem sogenannten

\Elektronen{schiebenden\, \Benzol{aktivierenden\, \ortho{para{dirigierenden\, elek-

trophilen Charakter in der organischen Chemie �uberein [164].

2.7 Schlussbetrachtungen

Es scheint, dass England's Symmetrie{Bedingungen hinsichtlich der kontinuierlichen

Entartung bei LMO{S�atzen nicht vollst�andig sind. Die Symmetrie{ und Besetzungs{

Bedingungen f�ur kontinuierliche LMO{Entartung werden im n�achsten Kapitel abgelei-

tet.
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Zur Veranschaulichung, wie sich die Lokalisierungssumme P eines kontinuierlich{

entarteten, quasi{entarteten und wohlde�nierten LMO{Satzes bei Drehung des LMO{

Satzes �andert, haben wir schematisch in Abbildung 2.17 die Lokalisierungssumme P

gegen den Drehwinkel � des LMO{Satzes aufgetragen und die �Anderung der Lokalisie-

rungssumme �P angegeben.

π2

)
wohldefiniert
(Coronen,

∆P = 0

∆

α

∆P > 10%

1% P ~

0

kont. entartet

quasi-entartet
(9-R,10-R’-Anthracen)

(Benzol)

P

Abbildung 2.17: Schematische Auftragung der Lokalisierungssumme P gegen den

Drehwinkel �, um den ein LMO{Satz gedreht wird, zur Veranschaulichung eines

kontinuierlich{entarteten, quasi{entarteten und wohlde�nierten LMO{Satzes

Quasi{Entartung kommt bei LMO{S�atzen selten vor. Das erste Beispiel hierf�ur ist

9{Ethyl,10{Fluorethyl{Anthracen. Lassen sich f�ur ein Molek�ul mehrere Lewis{Formeln

(mit quasi{�aquivalenter Lokalisierung) formulieren, so wird von\inneren\ Lokalisierungs-

verfahren eine dieser Lewis{Formeln (! LMO{Satz) etwas willk�urlich ausgew�ahlt. Die

\inneren\ Verfahren weisen eine Tendenz auf, die LMO's immer an die Atome und

Bindungen mit der h�ochsten Elektronendichte oder Bindungsordnung zu positionieren,

d.h., der LMO{Satz korrespondiert dann nur zur dominanten Lewis{Formel. Die ande-

ren Lewis{Formeln k�onnen durch andere LMO{S�atze, die durch das \�aussere\ Lokalisie-
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rungsverfahren von England und Ruedenberg oder durch unser \�ausseres\ Lokalisierungs-

verfahren aus den CMO's erzeugt wurden, dargestellt werden. Die f�ur die verschiedenen

Lewis{Formeln (! LMO{S�atze) eines Molek�uls erhaltenen Werte der Lokalisierungs-

summe k�onnen eventuell dar�uber Auskunft geben, wie stark jede einzelne Lewis{Formel

am Gesamtsystem beteiligt ist.

Unser Algorithmus kann auch verwendet werden, um ganz bestimmte, vorher aus-

gew�ahlte LMO{S�atze bei ungew�ohnlichen Molek�ulen und ausgedehnten Systemen zu

spezi�zieren.

Unser Verfahren beschr�ankt sich im Grunde genommen nicht nur auf lokalisierte Mo-

lek�ulorbitale, sondern es k�onnten damit auch andere Typen von Molek�ulorbitalen erzeugt

werden.

Der numerische Wert des Lokalisierungs{Parameters korreliert mit chemischen Kon-

zepten wie der \Elektronen{schiebenden\ Kraft von Liganden.

Dieses Kapitel entstand unter Verwendung verschiedener Lehrb�ucher, �Ubersichtsartikel

und einer Dissertation [91, 105, 106, 165].



Kapitel 3

Zur kontinuierlichen Entartung bei

LMO{S�atzen

\: : : Und jedem Anfang wohnt ein Zauber inne : : :

: : : Wir sollen heiter Raum um Raum durchschreiten,

An keinem wie an einer Heimat h�angen,

Der Weltgeist will nicht fesseln uns und engen,

Er will uns Stuf ' um Stufe heben, weiten : : :\ [166]

Hermann Hesse (1877 { 1962)

3.1 Zusammenfassung

Eine kontinuierliche Entartung bei LMO{S�atzen (L) kann nur dann vorkommen,

wenn ein besetzter Satz von entarteten CMO's (C) durch die unit�are Lokalisations{

Transformation (U) mit anderen Orbitalen gemischt wird. Diese Voraussetzung wird (auf
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einem nichtrelativistischem Niveau) f�ur Systeme mit einer elektronischen Ladungsver-

teilung der folgenden Symmetrien nie erf�ullt: C1 ; C2; Cs; Ci ; C2h; C2v; D2; ; D2h :

Hinsichtlich der verbleibenden Systeme tritt eine kontinuierliche Entartung bei LMO{

S�atzen auf, wenn bestimmte Integrale verschwinden: dies ist nie der Fall f�ur Systeme

mit C3 ; C3v; D3 Symmetrie; f�ur Systeme mit einer h�oheren Symmetrie ist dies davon

abh�angig, welche Typen der verschiedenen entarteten und nichtentarteten CMO's be-

setzt sind. Wenn die Anzahl der Atom{ oder Bindungsdichtemaxima und die Anzahl der

besetzten Orbitale zueinander passend sind, dann sind die LMO's eindeutig �xiert und

weisen keine kontinuierliche Entartung auf.

3.2 Einleitung

Einzelne Slaterdeterminanten sind invariant gegen jede unit�are Transformation U der

CMO's C. Die LMO's L = C �U werden durch die Extremalbedingung der Diagonal-

summe P (2.9) de�niert. Wir k�onnen die Lokalisierungssumme (2.9) f�ur die 3 wichtigsten

\inneren\ Lokalisierungsverfahren (Edmiston{Ruedenberg (ER), von Niessen (VN) und

Foster{Boys (FB); siehe auch Seite 102) folgenderma�en formulieren:

P (ERL) =
X
i

Jii = maximum, (3.1)

P (V NL) =
X
i

Siiii = maximum, (3.2)

P (FBL) =
X
i

h~r i2i = maximum, (3.3)

wobei Jii = [L2
i (1)kL2

i (2)] Selbst{Wechselwirkungs{Integrale, Siiii = hL4
i i Selbst�uber-

lappungs{Integrale von MO{Dichten und h~r ii = hLij~rjLii (2.10) Dipolmoment{Integrale
sind. Wie schon erw�ahnt, liefern die 3 Lokalisierungssummen ziemlich �ahnliche LMO{

S�atze [97, 99, 106, 110{112].

Im allgemeinen besitzen die Ausdr�ucke (3.1), (3.2) und (3.3) einen einzigen, eindeutigen

Maximalwert, d.h., es liegt ein eindeutig �xierter LMO{Satz vor. F�ur symmetrische
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Molek�ule mit entarteten Darstellungen k�onnen jedoch kontinuierlich entartete LMO{

S�atze vorliegen, d.h., es existiert ein kontinuierlicher Satz von unit�aren Transformationen

U(�), die eine besetzte, entartete Orbital{Schale mit einer anderen nicht{entarteten

oder entarteten, besetzen Schale mischen, ohne dabei die Lokalisierungssumme P [154]

zu ver�andern:

d

d�
P
�
C �U(�)

�
= 0 : (3.4)

Die CMO's C sind symmetrieadaptiert. Wir bezeichnen nicht{entartete Orbitale mit a

und 2{fach{entartete Orbitale mit ex; ey. Die Lokalisations{Transformation der Orbitale

vom a{ und e{Typ ist dann nach England [154] von der Form:

L = sin � � a+ cos � sin� � ex + cos � cos� � ey : (3.5)

F�ur das Mischen von zwei 2{fach{entarteten Orbitalen e und e0 schreiben wir:

L = sin � sin � � e 0x + sin � cos � � e 0y + cos � sin� � ex + cos � cos� � ey : (3.6)

Es l�asst sich zeigen, dass die Lokalisierungssumme P der Gleichung (3.6) f�ur � = �

invariant ist, was bedeutet, dass alle 2{fach{entarteten CMO's auf die gleiche Art und

Weise transformiert werden sollten. Dementsprechend hat England [154] nur den Fall

(3.5) untersucht. Er fand, dass eine kontinuierliche Entartung bei LMO{S�atzen |im

Falle der Edmiston{Ruedenberg{Lokalisierung| f�ur alle Punktgruppen, mit Ausnahme

der Punktgruppen aus der Liste (2.26), m�oglich ist. In Abschnitt 2.6 konnten wir jedoch

Beispiele, die auf numerischen Berechnungen beruhen, angeben, die England's Theorem

verletzen [155].

Das Ziel der nachfolgenden Untersuchung ist es, vollst�andigere Bedingungen f�ur die

kontinuierliche Entartung bei LMO{S�atzen abzuleiten [167]. Dar�uber hinaus werden wir

England's Beweis auf andere Lokalisierungsverfahren verallgemeinern [167].
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3.3 Bedingungen f�ur die kontinuierliche Entartung

bei LMO{S�atzen

Die erste notwendige Bedingung ist, dass entartete Orbital{Schalen besetzt sein m�ussen.

Wir diskutieren hier den Minimalfall der 2{fach{Entartung. Betrachten wir starre Mo-

lek�ule auf einem nichtrelativistischen Niveau, so kommen C; D und S Symmetriegruppen

mit einem Index n > 2 in Frage, bei denen die Entartung durch die Rotations{Symmetrie

Cn in Kombination entweder mit einer anderen linearen Raum{Symmetrie{Operation

oder mit der antilinearen Zeitumkehr{Symmetrie verursacht wird, so dass wir als erstes

die folgenden Punktgruppen ausschlie�en k�onnen:

C1 ; C2; Cs; Ci ; C2h; C2v; D2 ; D2h : (3.7)

Die nicht{entarteten Symmetrie{Orbitale sind hinsichtlich Cn entweder symmetrisch

(A) oder antisymmetrisch (B) und hinsichtlich weiterer Symmetrie{Operationen

(C 0
2; �v; �h; i etc.) m�oglicherweise symmetrisch (A) oder antisymmetrisch (A). E und

E bezeichnen verschiedene 2{fach{entartete Spezies. Die kleinen Buchstaben a und e

bezeichnen die jeweiligen symmetrieadaptierten Orbitalfunktionen, und das Tilde � be-

deutet \transformiert sich wie die Symmetrie{Spezies\. F�ur passend gew�ahlte Koordi-

natenachsen x und y erhalten wir:

1 ; (x2 + y2) ; (exex + eyey) ; (exey � eyex) � A ;

x ; ex � Ex ;

y ; ey � Ey : (3.8)

F�ur C3 erhalten wir:

(exex � eyey) � Ex ;

(exey + eyex) � Ey ; (3.9)

w�ahrend wir f�ur C4:

(exex � eyey) ; (exey + eyex) � B ; (3.10)



3.3 Bedingungen f�ur die kontinuierliche Entartung bei LMO{S�atzen 145

erhalten. F�ur h�ohere Cn erhalten wir:

(exex � eyey) � Ex2�y2 ;

(exey + eyex) � Exy : (3.11)

Dar�uber hinaus gelten f�ur C3 die folgenden Regeln f�ur das direkte Produkt:

E � E 3 A+ E ; E � E � E 3 A+ E ; (3.12)

f�ur C4 gilt:

E � E 3 A+B ; E � E � E 3 E ; (3.13)

f�ur C5 gilt:

E � E 3 A+ E ; E � E � E 3 E + E ;

E � E 3 E + E ; E � E � E 3 A+ E + E ;

E � E 3 A+ E ; E � E � E 3 A+ E + E ;

E � E � E 3 E + E ; (3.14)

f�ur C6 gilt:

E � E 3 A+ E ; E � E � E 3 B + E ;

E � E 3 B + E ; E � E � E 3 A + E ;

E � E 3 A+ E ; E � E � E 3 B + E ;

E � E � E 3 A + E ; (3.15)

usw. Aufgrund dieser Unterschiede f�ur C3; C4; : : : erhalten wir f�ur trigonale, tetragonale

und h�oher symmetrische Systeme unterschiedliche Bedingungen. Die Operatoren der 3

Lokalisierungssummen (3.1), (3.2) und (3.3) weisen alle eine A{Symmetrie auf, so dass
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die allgemeinen Symmetrie{Regeln die gleichen sein sollten. Schreiben wir die Summen

als:

PER =
X
i

hLi(1)Li(2)jr�112 jLi(1)Li(2)i ; (3.16)

P V N =
X
i

hLi(1)Li(1)j1jLi(1)Li(1)i ; (3.17)

P FB =
X
i

hLi(1)Li(2)j~r1 � ~r2jLi(1)Li(2)i =
X
i

hLij~rjLiihLij~rjLii ; (3.18)

so sehen wir, dass die Symmetrie{Analyse besonders einfach wird i) f�ur die VN{

Lokalisierung, bei der wir nur Einelektronen{4{Orbital{Produkte zu untersuchen brau-

chen und ii) f�ur die FB{Lokalisierung, bei der wir nur Skalarprodukte von 2{Orbital{

Dipolmoment{Matrixelementen zu analysieren haben.

3.3.1 von Niessen{Lokalisierung

Zuerst analysieren wir die VN{Lokalisierung (3.17). Unter Ber�ucksichtigung der Glei-

chungen (3.8) bis (3.15) erhalten wir:

ha3exi = ha3eyi = 0 ; (3.19)

ha2exeyi = 0 ; ha2e2xi = ha2e2yi ; (3.20)

hae3xi = haexe2yi = 0 ; hae3yi = �hae2xeyi ; (3.21)

he3xeyi = hexe3yi = 0 ; he4xi = he4yi = 3he2xe2yi ; (3.22)

wobei wir die letzte Gleichung erhalten, indem wir die Transformations{Eigenschaften

von ex und ey explizit ber�ucksichtigen. Liegt eine h�ohere Symmetrie als eine trigonale

Symmetrie vor, dann weisen die Produkte (exex � eyey) und (exey + eyex) keine E{

Symmetrie auf. F�ur C4 sind diese Produkte vom B{Typ und f�ur Cn; n > 4, sind sie von

einem anderen E{Typ. Wir erhalten einerseits als ein Resultat eine zus�atzliche Beziehung

f�ur Cn; n � 4:

hae3yi = 0 : (3.23)
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Andererseits, falls bestimmte nicht{entartete Orbitale (vom A{ und B{Typ) oder entar-

tete Orbitale (vom E{ oder E{Typ) in den Integralen vorkommen, verschwinden einige

dieser Integrale nicht mehr, z.B.:

ha2exeyi = 0 aber habexeyi 6= 0 f�ur C4 ; (3.24)

hae3yi = 0 aber hae 02y e 00y i 6= 0 f�ur C5 ; (3.25)

usw. Setzen wir nun Gleichung (3.5) in Gleichung (3.17) ein und ber�ucksichtigen die

Gleichungen (3.19) bis (3.22), so erhalten wir:

P V N =
X
i

�
sin4 �i � ha4i + sin2 2�i � 23ha2e2yi + cos4 �i � he4yi +

+2 sin 2�i � cos2 �i � cos 3�i � hae3yi
�
: (3.26)

Folglich tritt nur dann kontinuierliche Entartung auf, wenn hae3yi = 0 ist. Dies ist im

allgemeinen nicht der Fall f�ur:

C3 ; C3v; D3 ; (3.27)

so dass f�ur diese Punktgruppen keine kontinuierlich entarteten LMO{S�atze vorliegen.

Andererseits, hae3yi kann oder kann nicht f�ur C3h{ und D3h{Symmetrien verschwinden,

was auf zus�atzliche Symmetrie{Elemente zur�uckzuf�uhren ist. Ob hae3yi verschwindet, ist
beispielsweise davon abh�angig, ob die Symmetrie{Orbitale entsprechend einer einfach

oder zweifach gestrichenen irreduziblen Darstellung transformiert werden. Es gelten die

folgenden Multiplikations{Regeln:

�0 � �0 3 �0 ; �00 � �00 3 �0 ; �0 � �00 3 �00 : (3.28)

Nun besitzen Molek�ule, die eine C3h{ oder D3h{Symmetrie aufweisen, typischerwei-

se besetzte Valenzorbitale vom �(a0; e0){ und/oder vom �(a00; e00){Typ. Deshalb ist in

diesen F�allen ae3 � �0 2 A0, d.h. hae3i 6= 0. Im Prinzip ist deshalb f�ur Molek�ule mit

C3h{ oder D3h{Symmetrie eine kontinuierliche Entartung m�oglich, aber wird f�ur typi-

sche Besetzungs{Schemata f�ur gew�ohnlich nicht vorkommen. F�ur h�ohere Symmetrien
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sind �ahnlich ausf�uhrliche Analysen notwendig. F�ur Benzol sind beispielsweise die nied-

rigsten besetzten �{Orbitale vom a2u{ und e1g{Typ. Wegen der Parit�at ist hae3i = 0, und

somit sind die �{LMO's des Benzols kontinuierlich entartet. Sind aber h�ohere �{Orbitale

vom e2u{ oder b1g{Typ auch besetzt, wie bei Coronen (D6h), dann wird hae3i 6= 0, und

eine kontinuierliche Entartung der LMO's ist nicht l�anger m�oglich.

Ein anderes Beispiel betri�t Systeme mit n = 4 Symmetrie{Operationen. Die Punkt-

gruppen C4; S4; C4h; D2d; C4v; D4; D4h kommen alle in der Liste (2.26) vor, aber nicht

in den Listen (3.7) und (3.27), so dass kontinuierliche Entartung im Prinzip m�oglich ist

(ein Beispiel hierf�ur haben wir in Abschnitt 2.6.1 angegeben: das Cyclobutadiendiid).

In den meisten F�allen sind jedoch verschiedene nicht{entartete Orbitale vom A{ und

B{Typ besetzt. In molekularen Systemen wie dem quadratischen Be4 oder C4H8 (in

einer planaren Form vorliegendes Cyclobutan) sind ag; eu; bg �{Orbitale besetzt. F�ur

diese F�alle muss Gleichung (3.6) mit (a; b) anstatt (e 0x ; e
0
y) verwendet werden, und die

Lokalisierungssumme P ist wegen Gleichung (3.24) f�ur � = � nicht mehr invariant, so

dass die LMO's eindeutig �xiert sind.

3.3.2 Foster{Boys{Lokalisierung

Als zweites wird die Foster{Boys{Lokalisierung untersucht, welche f�ur die numerischen

Berechnungen aus Abschnitt 2.6 verwendet wurde. Bei der FB{Lokalisierung kann die

Lokalisierungssumme (2.9), die aus 4{Orbital{2{Elektronen{Integralen besteht, in eine

Lokalisierungssumme, die aus 2{Orbital{1{Elektronen{Integralen besteht (3.18), redu-

ziert werden. Setzen wir Gleichung (3.5) in Gleichung (3.18) ein, so erhalten wir:

P FB =
X
i

�
zi + sin2 �i � haij~�jaii +

+ cos2 �i �
h
sin2 �i � hexij~�jexii + cos2 �i � heyij~�jeyii

i
+

+2 cos �i �
h
sin �i �

�
sin�i � haij~�jexii + cos�i � haij~�jeyii

�
+
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+ cos �i sin�i cos�i � hexij~�jeyii
i�2

: (3.29)

zi entspricht hier der axialen Komponente des Orbital{Dipolmoments, die gegen eine

Rotation um � invariant ist, und ~� entspricht dem �aquatorialen Vektor (x; y).

Ber�ucksichtigen wir die Rotations{Symmetrie{Regeln, so erhalten wir:

a � a ; (xx + yy) ; (ex � ex + ey � ey) � A ; (ex � ey � ey � ex) � A ;

x ; ex ; (ex � ey + ey � ex) � Ex ; y ; ey ; (ex � ex � ey � ey) � Ey : (3.30)

Dementsprechend verschwinden die folgenden 1{ und 2{Elektronen{Dipol{Matrixele-

mente f�ur passend gew�ahlte x; y{Koordinaten:

hajxjai = 0 ; hajxjeyi = 0 ; hexjxjexi = 0 ; heyjxjeyi = 0 ;

hajyjai = 0 ; hajyjexi = 0 ; hexjyjeyi = 0 ; h~� je2x + e2yi = 0 ; (3.31)

(und mit R entspricht dem Skalarprodukt ~�(1) � ~�(2) ; R � A1):

haajRjexex � eyeyi = 0 ; haajRjexey � eyexi = 0 ;

haexjRjexex � eyeyi = 0 ; haexjRjexey � eyexi = 0 ;

haeyjRjexex + eyeyi = 0 ; haeyjRjexey � eyexi = 0 ;

hexex + eyeyjRjexex � eyeyi = 0 ; hexey + eyexjRjexey � eyexi = 0 ;

hexex � eyeyjRjexey � eyexi = 0 ; (3.32)

so dass sich folgende Integral{Regeln ergeben:

haj~�jai ;

haj~�jexi � haj~�jeyi = 0 ; haj~�jexi � hexj~�jexi = 0 ;

haj~�jexi � heyj~�jeyi = 0 ; haj~�jeyi � hexj~�jeyi = 0 ;

hexj~�jexi � hexj~�jeyi = 0 ; heyj~�jeyi � hexj~�jeyi = 0 ; (3.33)
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hexj~�jexi = �heyj~�jeyi ; haj~�jexi2 = haj~�jeyi2 ;

haj~�jexi � hexj~�jeyi = haj~�jeyi � hexj~�jexi = �haj~�jeyi � heyj~�jeyi ;

hexj~�jexi � heyj~�jeyi = hexj~�jeyi2 : (3.34)

Die letzte Gleichung erhalten wir, indem wir die axiale Rotation:

T =

0
B@ cosm# � sinm#

sinm# cosm#

1
CA auf

0
B@ ex

ey

1
CA (3.35)

anwenden, wobei # dem Winkel der Rotations{Symmetrie entspricht, d.h. hexj~�jexi2 =
hT � exj~�jT � exi2.

Setzen wir die Gleichungen (3.33) und (3.34) in Gleichung (3.29) ein, so vereinfacht

sich P FB zu:

P FB =
X
i

�
zi + sin2 2�i � haij~�jeyii2 + cos4 � � heyij~�jeyii2 +

+2 sin 2�i � cos2 �i � cos3 �i � haij~�jeyii � heyij~�jeyii
�
: (3.36)

Gleichung (3.36) ist von � unabh�angig, wenn wegen irgendeiner anderen Symmetrie

als der Haupt{Rotations{Symmetrie haeyjRjeyeyi = �haexjRjexeyi = 0 wird, beispiels-

weise verschwindet hej~�jei, wenn ~� und e2 sich hinsichtlich dieser anderen Symmetrie

unterscheiden.

Wir wollen noch auf die �Ahnlichkeit der Gleichungen (3.26) und (3.36) hinweisen, wel-

che f�ur die VN{ und FB{Lokalisierungen auf die gleichen Symmetrie{Regeln f�ur h�ohere

Symmetrien hinauslaufen. Das FB{Verfahren bevorzugt jedoch \Bananen\{Bindungen

anstatt �{ und �{Bindungen. Deshalb werden beim FB{Lokalisierungsprozess, im Falle

des Benzols, die a2u und e1g CC{�{CMO's mit den a1g; b2u; e1u und e2g CC{�{CMO's

gemischt, so dass die 4{Index{Integrale nicht mehr l�anger verschwinden, und wir er-

halten eindeutig �xierte \Bananen\{Bindungen, die an den Doppelbindungs{Positionen

der einen oder anderen Kekul�e{Struktur �xiert sind (! diskrete 2{fach{Entartung des

LMO{Satzes).
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3.3.3 Edmiston{Ruedenberg{Lokalisierung

F�ur die Edmiston{Ruedenberg{Lokalisierung gelten auch die gleichen allgemeinen

Symmetrie{Regeln; wir erhalten:

PER =
X
i

�
sin4 �i �

h
a2
���a2i + sin2 2�i �

�
1

2

h
a2
���e2yi + h

aey
���aeyi� + cos4 �i �

h
e2y

���e2yi +

+2 sin 2�i � cos2 �i � cos 3�i �
h
aey

���e2yi
�
: (3.37)

Diese Formel entspricht der Gleichung (10) aus der Referenz [154], bei der jedoch

[aejee] � 0 angenommen wurde. Diese Annahme, wie auch die Gleichung (390) aus der

Referenz [154], sind im allgemeinen nicht g�ultig, sondern nur unter speziellen Symmetrie{

Bedingungen; vergleiche z.B. die Beziehungen (3.21), (3.23), (3.25). Dementsprechend

verwenden wir anstatt von \[ae�je�e�] = 0 ist immer g�ultig\ (Gleichung (400) aus [154])

f�ur geeignet gew�ahlte Achsen:

h
aex

���exexi = h
aex

���eyeyi = h
aey

���exeyi = 0 ; (3.38)

aber im allgemeinen gilt:

h
aex

���exeyi 6= 0 ;

h
aey

���exexi = �haey���eyeyi 6= 0 : (3.39)

Beispielsweise liegt Borazin (N3B3H6) in einer D3h{Symmetrie vor und besitzt �{

CMO's der A 00
2 { und E

00{Spezies. Wegen der Gleichungen (3.21) oder (3.32) oder (3.39) ist

deshalb beim Borazin keine kontinuierliche Entartung m�oglich. F�ur das Benzol, welches

in einer D6h{Symmetrie vorliegt, unterscheiden sich die besetzten �{CMO's a2u und

e1g in der Parit�at, so dass alle aeee{Integrale verschwinden und somit die LMO{S�atze

kontinuierlich entartet sind (angemerkt sei, dass die ER{Lokalisierung separierte �{ und

�{LMO's bevorzugt). F�ur Coronen, welches ebenfalls in einer D6h{Symmetrie vorliegt,

sind die a2u; e2u und b1g; e1g �{CMO's besetzt, so dass die Integrale (3.39) nicht l�anger

verschwinden und somit f�ur das Coronen ein eindeutig �xierter LMO{Satz existiert.
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3.4 Schlussbetrachtungen

In der nachfolgenden Tabelle 3.1 ist die Symmetrie{Situation f�ur die kontinuierliche

Entartung bei LMO{S�atzen entsprechend den Listen (3.7) und (3.27) ansatt der Liste

(2.26) zusammengefasst.

Tabelle 3.1: Zur M�oglichkeit der kontinuierlichen Entartung bei LMO{S�atzen, abh�angig

von der Symmetrie des elektronischen Systems

kontinuierliche Entartung

unm�oglich kann vorkommen

Symmetrien C1 ; C2; Cs; Ci ; C4; S4 ; C4h ;

der Liste (2.26) C2h; C2v; D2 ; D2h D2d; C4v; D4 ; D4h

andere Symmetrien C3 ; C3v; D3 C3h ; D3h ; D3d ; D4d ;

Cn; Sn; Dn; Cnv; Cnh; Dnh; Dnd; n � 5 ;

T; O; I Symmetrien



Kapitel 4

Metastabile Sticksto�{Cluster

\Viele Menschen sehen die Dinge, wie sie sind,

und fragen: Warum? Ich tr�aume von Dingen,

die es nie gegeben hat, und frage: Warum nicht?\

Georg Bernard Shaw (1856 { 1950)

4.1 Zusammenfassung

N2n{Molek�ule bilden \environmentally safe high energy density materials\. Sie lassen

sich einteilen in lineare und verzweigte Ketten (mit der durchschnittlichen Koordinati-

onszahl ACN < 2, \ACN: average coordination number\), in zweidimensionale Cluster

(ACN > 2) oder in geschlossene Cluster (CN = 3). Neben den schon in der Literatur

behandelten Strukturen von N4, N6, N8, N10, N12 und N20 haben wir zus�atzliche Systeme

und Strukturen von N6, N8, N10, N12, N14, N18, N60 berechnet. Zum Vergleich wurden

alle diese Verbindungen mit der gleichen 6{31G�/SCF{MP2 bzw. 6{31G�/DFT{B3LYP
Methode berechnet und die Zerfallsenergien von N2n �! n N2 zusammengestellt. Aus-
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serdem wurden einige kleinere Systeme mit der h�oherkorrelierten CAS{PT2 Methode

untersucht. Die energetisch stabilsten Sticksto�{Cluster besitzen entweder Azidgrup-

pen (die keine \lone pair\ (LP){Absto�ungen aufweisen) und/oder Pentazol{Ringe (bei

denen die LP{Absto�ungen durch �{Delokalisation �uberkompensiert werden). Flexible

=N�N=N� Einheiten (die beispielsweise in linearen Ketten oder im bootf�ormigen N8{

Ring (D2d) vorkommen), bei denen die LP{Absto�ungen geringer sind, weisen ebenfalls

eine g�unstige Energie auf. Unter den gebogenen Netzen ist die hemisph�arische Schale N10

(C3v) energetisch besonders g�unstig. Der niedrigste elektronische Singulett{Zustand jedes

N2n{Molek�uls mit niedriger Energie liegt signi�kant unterhalb seines Triplett{Zustands.

N2n{Ketten sind in ihren Singulett{Grundzust�anden f�ur n = 3; 4; 5; 6 metastabil (aber

nicht f�ur n = 2), w�ahrend sie in ihren Triplett{Zust�anden f�ur n = 2; 4; 5; 6 (aber nicht

f�ur n = 3) metastabil sind. Ein physikalisches Verst�andnis der Stabilit�at und der je-

weiligen Bindungssituation der N2n{Systeme kann mit Hilfe von LMO's rationalisiert

werden.

4.2 Einleitung

Nichtmetall{Cluster haben in den letzten Jahren ein starkes Interesse gefunden. Gr�o�te

Ber�uhmtheit |bis in die Medien hinein| haben die Fullerene Cn als neue Modi�kationen

des Kohlensto�s erreicht [168]. Vielf�altige Bor{ und Phosphor{Cluster sind als Derivate

bekannt [169]. Eine ganze Serie Molek�ule vom Typ Pn (n = 10; 12; 14; : : :) wurden stabiler

als P4 vorausgesagt [170]. Auch �uber einige Cluster des Sticksto�s, so vor allem �uber N4,

N6, N8, N10, N12 und N20, liegen jeweils Reihen von theoretischen Einzeluntersuchungen

vor [171{226].

Cluster aus Sticksto�atomen (N2n) sind sehr instabil hinsichtlich des Zerfalls in Stick-

sto�molek�ule (N2). Da sie aus thermodynamischen Gr�unden zu 100% in reinen Stick-

sto� (N2) zerfallen, haben sie als \environmentally safe high energy density materials

(HEDM)\ [227] zu gelten. Als Ma� f�ur die gespeicherte Energie pro beim Zerfall gebil-
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detem N2{Molek�ul, die bei der Reaktion N2n �! n N2 frei wird, soll:

�E =
1

n
� E(N2n) � E(N2) (4.1)

dienen. E(N2n) entspricht hier der Born{Oppenheimer{Gleichgewichtsenergie des N2n{

Clusters. Theoretische Untersuchungen an verschiedenen N2n{Clustern weisen darauf

hin, dass diese Systeme lokal metastabil sind, falls der Zerfall �uber eine entsprechend

hohe Energiebarriere (Ea) verl�auft, und somit als Energiespeichermedien Interesse ver-

dienen. In Abbildung 4.1 sind die energetischen Verh�altnisse dieser Zerfallsreaktionen

schematisch wiedergegeben.

Unser Ziel ist es, einen Schritt in der Systematisierung der Bindungssituationen

der metastabilen N2n{Systeme voranzukommen. Ein zweiter wichtiger Schritt, der

nicht Gegenstand unserer Untersuchung ist, betri�t die Analyse der Zerfallsbarrieren

[185, 196, 197, 201, 203, 206, 208, 214, 217, 226]. Nach Roos et al. [197] sind die DFT{

Verfahren f�ur Reaktionspfadstudien �uber symmetrieverbotene �Ubergangszust�ande nicht

geeignet, hier sind Multikon�gurations{Verfahren notwendig.

Das Sticksto�atom N und die Methin{Gruppe CH sind isoelektronisch. Hinsichtlich

der Dreifachbindung sind die Dissoziationsenergien f�ur jN�Nj und HC�CH �ahnlich, d.h.

ca. 10 eV. Ersetzen wir jedoch die Dreifachbindung durch eine hom�oopolare Zweifach{

und eine hom�oopolare Einfachbindung oder durch drei hom�oopolare Einfachbindungen,

so nimmt die Gesamtbindungsenergie f�ur Methin zu, aber f�ur Sticksto� nimmt sie ab.

Verschiedene Autoren geben unterschiedliche Inkremente f�ur durchschnittliche Bindungs-

energien an [228], aber die Trends sind die gleichen: die Gesamtbindungsenergie betr�agt

11 eV f�ur =CH� und 12 eV f�ur �>CH , w�ahrend sie nur 6 eV f�ur =N� und 5 eV

f�ur �>Nj Polymere betr�agt, was �ublicherweise haupts�achlich auf LP{LP{Absto�ungen

zwischen benachbarten Sticksto�atomen zur�uckgef�uhrt wird [229].

Sticksto�{Polymere k�onnen prinzipiell als lineare oder verzweigte Ketten, als B�ander

oder Ringe, als zweidimensionale Netze oder als geschlossene Fl�achen vorliegen. In dieser

Reihenfolge nimmt die durchschnittliche Koordinationszahl (ACN) der Sticksto�atome,



156 Kapitel 4. Metastabile Sticksto�{Cluster

∆

Ea

N2

1
n N2n

E

E

RK
Abbildung 4.1: Schematische Wiedergabe der energetischen Verh�altnisse der Zer-

fallsreaktion N2n �! nN2; �E siehe Gleichung (4.1), Ea: Aktivierungsenergie, RK:

Reaktionskoordinate, E(N2n): Born{Oppenheimer{Gleichgewichtsenergie des N2n{

Clusters

die f�ur das N2{Molek�ul 1 betr�agt, von 1.5 bis 2 bei Ketten bis auf 3 bei geschlossenen

Ober
�achen zu. Gleichzeitig nimmt die durchschnittliche Bindungsordnung (ABO), die
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f�ur das N2{Molek�ul 3 betr�agt, von � 2 bis 1.5 bei Ketten bis auf 1 bei geschlossenen

Ober
�achen ab. Diese einfache �Uberlegung zeigt, dass wir f�ur N2n{Ketten, so sie kinetisch

stabil sind, �E{Werte (nach Gleichung (4.1)) von ungef�ahr 4 eV und f�ur stark vernetzte

N2n{Fl�achen von ungef�ahr 5 eV zu erwarten haben (siehe Abbildung 4.1).

Diese vereinfachten Erwartungen m�ussen jedoch etwas modi�ziert werden. In der oben

erw�ahnten Literatur werden beispielsweise Sticksto�{Ketten f�ur gew�ohnlich als span-

nungsfrei erkl�art, trotz der wohl bekannten Absto�ung zwischen 1,2 (vicinalen) und zwi-

schen 1,3 \lone pairs\.

Die unterschiedliche Reihenfolge der Energien f�ur verschiedene Isomere und Konfor-

mere der isoelektronischen N2n{ und (CH)2n{Systeme kann qualitativ in Anbetracht der

folgenden Punkte rationalisiert werden:

1. Das ausgedehntere LP am Sticksto� verursacht gr�o�ere LP{LP{Absto�ungen im

Vergleich zur Pitzer{Spannung zwischen den kompakteren CH{Einheiten.

2. Die Winkel (Baeyer){Spannung an einem Sticksto�atom ist kleiner als an einem

Kohlensto�atom, weil die CH{Bindung einen st�arkeren Zwang auf die Hybridisie-

rung der anderen drei Bindungen aus�ubt, w�ahrend das Sticksto�{LP biegsamer ist

und mehr Flexibilit�at zul�asst.

3. F�ur N2n und (CH)2n ist die Stabilisierung der 3{Ringe durch �{Delokalisierung

[230] und f�ur die 5{ und 6{Ringe durch lineare �{Delokalisierung (Aromatizit�at)

[231,232] �ahnlich. Die \quantenmechanische Resonanzenergie (QMRE)\ nach Koll-

mar [231] betr�agt beispielsweise f�ur Benzol 3.7 eV und f�ur Hexazin (N6, D6h) 4.4

eV [232].

In der Literatur werden jedoch f�ur gew�ohnlich diese Punkte f�ur die Spannungs{ und

Stabilisierungsenergien der N2n{Cluster nicht in Betracht gezogen. Beispielsweise werden

N2n{Ketten als Referenzmolek�ule verwendet, obwohl diese Molek�ule eine betr�achtliche

Winkelspannung aufweisen, die bei den Analysen unber�ucksichtigt bleibt.
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In Abschnitt 4.4 und 4.5 analysieren wir die berechneten Bindungsenergien der wich-

tigsten metastabilen N2n{Systeme, die in den Abbildungen 4.9, 4.14 und 4.17 dargestellt

sind. Um die Literaturdaten zu erg�anzen, haben wir f�ur einige zus�atzliche N2n{Strukturen

MP2{ und DFT{Rechnungen durchgef�uhrt und f�ur einige wenige F�alle auch CAS{SCF{

MP2{Untersuchungen vorgenommen. Um alle N2n{Cluster untereinander vergleichen zu

k�onnen, haben wir die Strukturen, die bereits in der Literatur beschrieben wurden,

nochmals unter Verwendung der gleichen Verfahren und des gleichen Basissatzes (sie-

he n�achsten Abschnitt) berechnet.

F�ur den derzeitigen Kenntnisstand �uber die N2n{Systeme sind die umfassenden Diskus-

sionen von Gimarc und Zhao [195] und von Glukhovtsev, Jiao und v.R. Schleyer [183]

besonders wichtig, die unsere Standpunkte erg�anzen. Auf ihre Ansichten wird an den

entsprechenden Stellen hingewiesen.

4.3 Rechendetails

Die Erfahrung mit N2n{Systemen [183, 185, 194, 198, 199, 212, 217, 221, 225, 226] zeigt,

dass \Double{Zeta\{Basiss�atze mit \Polarisationsfunktionen\ (DZ�) in Verbindung

mit SCF{MP2{ und DFT{B3LYP{Verfahren zur Bestimmung qualitativ vern�unftiger

Resultate ausreichend sind. So erhalten wir im Vergleich zu h�oherkorrelierten Me-

thoden Struktur{Parameter auf wenige Pikometer und Bindungsenergien auf wenige

zehntel Elektronenvolt genau, w�ahrend es sehr schwierig ist, eine h�ohere Genauig-

keit zu erreichen. Im allgemeinen stabilisiert die Korrelation die N2n{Cluster mehr als

n N2{Molek�ule. F�ur den DZ�{Basissatz ist �E(MP2) immer mehrere 0.1 eV h�oher

als �E(B3LYP). �E(B3LYP) ist auch immer niedriger als die Energiedi�erenz �E

h�oherkorrelierter Verfahren wie CAS{SCF{MP2, QCISD, CCSD(T) usw. (siehe z.B.

[180,182,184,191,194,212,217,220,233]). DZ�{DFT liefert auch kleinere �E{Werte als

TZ�{DFT [198], so dass die 6{31G�{B3LYP{Resultate aus Tabelle 4.2 (siehe n�achsten

Abschnitt) als untere Grenzen f�ur �E angesehen werden k�onnen. Ausserdem sind me-
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tastabile bzw. instabile N2n{Cluster h�oherkorrelierter Methoden auch metastabil bzw.

instabil bez�uglich SCF{MP2 und DFT{B3LYP.

Zum Zweck der �Uberpr�ufung, ob die verwendeten Methoden und Basiss�atze ausrei-

chend sind, wurden die Bindungsl�angen und Dissoziationsenergien unter Verwendung

von 6{31G�{Basiss�atzen und dem Programm{Paket GAUSSIAN [159] f�ur N2 (N�N
Dreifachbindung), N2H2 (N=N Zweifachbindung) und N2H4 (N�N Einfachbindung) in

Tabelle 4.1 zusammengetragen.

Tabelle 4.1: NN{Bindungsl�angen Re (in pm) und NN{Dissoziationsenergien De (Born{

Oppenheimer{Gleichgewichtsenergie in eV) des Sticksto�{Molek�uls N2 (in seinem

Grund{ und zweiten angeregten Triplett{Zustand), des N2H2 und N2H4 unter Verwen-

dung der (6{31G�) UHF/MP2{ und B3LYP{Verfahren (korrigiert um den Basissatz{

Superpositionsfehler (BSSE)) und Vergleich mit den experimentellen Daten

System
Bindungsl�ange Dissoziationsenergie

MP2 DFT exp. MP2 DFT exp.

1N2 (GS) X 1�+
g 113.0 110.6 109.8 [234] 9.29 9.67 9.90 [234]

3N2 (�n ! ��) b 3�g 123.0 121.1 121.3 [234] 2.00 2.69 2.48 [234]

N2H2 (! 2 NH) 126.6 124.6 125.2 [235] 5.28 5.40 5.4 [236]

N2H4 (! 2 NH2) 143.8 143.8 144.9 [237] 3.06 3.03 3.1 [238]

Um eine genaue Molek�ulenergie zu erhalten, m�ussen wir die Balance des Basissat-

zes sorgf�altig ber�ucksichtigen. Wir erhalten beispielsweise die Bindungsenergie des Sy-

stems A{B aus der Gesamtenergie von AB minus der Energie von A und B: �EAB =

EAB�EA�EB . In einer Standardrechnung verwendet man aber f�ur gew�ohnlich nur den

Basissatz A f�ur das Teilsystem A und Basissatz B f�ur das Teilsystem B, aber die Ba-

siss�atze A+B f�ur das System AB. Vielf�altige Erfahrungen haben gezeigt, dass damit die

Teilsysteme relativ schlecht angen�ahert werden. Bessere Di�erenzenergien erhalten wir,

wenn wir f�ur alle 3 Systeme die gleichen Basiss�atze A+B verwenden. Diese Korrektur
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ist unter dem Namen \Counterpoise\{Methode bekannt und geht zur�uck auf Boys und

Bernardi [239], siehe auch die kritischen Anmerkungen in [240]. Die Di�erenz zwischen

der Standardrechnung und der \Counterpoise\ korrigierten Rechnung wird dann als der

Basissatz{Superpositionsfehler (BSSE) bezeichnet, und die Basisfunktionen B f�ur das

Teilsystem A heissen \ghost\{Orbitale. Der Basissatz{Superpositionsfehler betr�agt 0.12

eV (MP2) und 0.03 eV (DFT) f�ur eine N{N Einfachbindung und 0.25 eV (MP2) und 0.06

(DFT) f�ur eine N�N Dreifachbindung (1 eV entspricht 96.5 kJ/mol). Die berechneten

Bindungsl�angen sind auf 1 bis 3 pm (MP2) und 0 bis 1 pm (DFT) genau. Die Dissoziati-

onsenergie der N2{Dreifachbindung ist auf MP2{Niveau 0.6 eV zu niedrig, w�ahrend die

B3LYP{Dissoziationsenergie des N2 und die Resultate f�ur N2H2 und N2H4 genauer sind.

Deshalb ist zu erwarten, dass die berechneten MP2{Zerfallsenergien �E der N2n{Cluster

obere Grenzen darstellen, w�ahrend die DFT{Ergebnisse etwas zu niedrig liegen.

Die Nullpunktsenergien (ZPE) pro 1
n
N2n{Cluster sind im allgemeinen etwa 0.1 eV

h�oher als f�ur 1N2 (EZPE = 0:14 eV), da f�ur 3 Einfachbindungs{Schwingungen in einem

N2n{Cluster mehr Energie aufzuwenden ist als f�ur eine Dreifachbindungs{Schwingung in

N2. Dementsprechend werden die gemessenen Zerfallsenergien um etwa 0.1 eV h�oher lie-

gen als die berechneten �E{Werte aus Tabelle 4.2. Andererseits sind die �E{Werte aus

Tabelle 4.2 aufgrund der Vernachl�assigung der \Counterpoise\{Korrektur schon zu gro�.

In der Tabelle 4.2 haben wir sowohl die Nullpunktsenergie als auch die \Counterpoise\{

Korrektur vernachl�assigt. Die �E{Werte aus Tabelle 4.2 weisen deshalb nur einen klei-

nen Fehler auf, und die experimentellen Zerfallsenergien sollten zwischen den MP2{ und

B3LYP{Energien liegen. Aufgrund der obigen Genauigkeiten macht es keinen Sinn, mehr

als eine Stelle nach dem Dezimalpunkt der Energien in eV zu diskutieren.

4.4 Energien und Strukturen

Die metastabilen Sticksto�{Cluster lassen sich grob einteilen in \Lineare und verzweig-

te Ketten\ [171{185] (Abschnitt 4.5.1), \Ringe und mesomeriestabilisierte Verbindun-
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Tabelle 4.2: Berechnete Zerfallsenergien pro N2 (�E in eV), Gleichgewichtsabst�ande

gemittelt �uber die verschiedenen NN{Bindungen (AR in pm) und durchschnittliche Ko-

ordinationszahl (ACN) der N2n{Cluster

N2n Sym Struktur ACN AR AR �E �E Kommentar

MP2 DFT MP2 DFT

N2 (
1�+

g ) D1h lineare Kette 1.0 113 111 {0{ {0{

N2 (
3�+

u ) D1h " 1.0 130 6.3 h�oher{

N2 (
3�g) D1h " 1.0 123 121 7.3 7.0 energetische

N4 (
3Bu) C2h " 1.5 127 129 3.8 3.0 Triplettzust.

N6 C2h " 1.7 126 124 2:7a) 2.3

N8 C2h " 1.8 128 126 2.6 2.2 niedrig{

N10 C2h " 1.8 129 128 2.7 2.2 energetische

N10 C3 verzweigte Kette 1.8 130 129 2.6 2.3 Ketten

N12 C2h lineare Kette 1.8 130 129 2.7 2.3

N14 C2 Tetrazidohydrazin 1.9 130 2.4

N4 Cs Kette, 1.5 128 {b) 4.0 {b) gespannte

dreieckig gebogen 2:0c) 138c) {b) 4.0 {b) hoch{

N4 D2h Rechteck 2.0 141 140 3.9 3.8 energ. Ringe

N6 D2 verzerrt. Sechseck 2.0 134 132 3.1 2.6 medium{

N8 D2d achteckiges Boot 2.0 135 134 2.9 2.6 energetische

N12 D3 Ring 2.0 136 134 3.1 2.6 Ringe

N10 Cs N3{(N7{Ring) 2.0 135 133 3.0 2.6

N8 Cs Azidopentazol 2.0 131 130 2.4 2.0 niedrig{

N10 D2d Bispentazol 2.2 134 133 2.3 2.0 energetische

N12 C2h Dipentazoldiimin 2.2 134 133 2.4 2.0 mesomere

N8 D2h Azapentalen 2.25 134 133 2.5 2.2 5{Ringe

N12 C2v 5{6{5{Ring 2.25 135 134 3.0 2.5

N12 C2v Azabiphenylen 2.17 134 134 3.2 2.7

N6 C2v Aza{Dewarbenzol 2.33 142 141 3.6 3.1 gespan. Netz

N10 C3v Hemisph�are 2.4 142 141 3.0 2.6 stab. Netz

9>>>>>=
>>>>>;9>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>;9>>>>>=
>>>>>;9>>>>>=
>>>>>;
9>>>>>>>>=
>>>>>>>>;
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N2n Sym Struktur ACN AR AR �E �E Kommentar

MP2 DFT MP2 DFT

N4 Td Tetraeder 3.0 148 145 3.9 3.7

N6 D3h Prisman{�ahnlich 3.0 151 150 4.8 4.4

N8 C2v 3{dim. Struktur 3.0 149 148 4.2 3.8 sehr hoch{

N8 D2h 3{dim. Struktur 3.0 149 147 4.5 4.1 energetische

N8 Oh W�urfel 3.0 153 152 4.9 4.6 Strukturen

N12 D6h hexagonales Prisma 3.0 150d) 151 4:7d) 4.5

N12 D3d 3{dim. Struktur 3.0 148 3.5

N16 D4d 3{dim. Struktur 3.0 149 3.6

N20 Ih Ikosaeder 3.0 150 149 4.0 3.7

N32 geschlossenes Netz 3.0 148d) 4:2d)

9>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>;

a) die planare Kette entspricht einem sehr niedrigen Sattelpunkt (�E = 0:01 eV)

b) mit DFT keine stabile Geometrie gefunden

c) der Durchschnittswert enth�alt die sehr lange NN{Dreiecksbindung

d) semiempirisches PM3 Resultat [216]

gen\ [173, 175{180, 182{201] (Abschnitt 4.5.2) und \Geschlossene Cluster\ [178, 180,

183{186, 190, 191, 194, 195, 197{200, 202{226] (Abschnitt 4.5.3). In Tabelle 4.2 haben

wir die Zerfallsenergien �E (4.1) und geometrische Parameter der wichtigsten N2n{

Cluster zusammengetragen. In den Abbildungen 4.2 bis 4.6 werden Energie{Diagramme

der Energien, die bei den Zerfallsprozessen 1
n
N2n �! N2 (N2 liegt dabei im Singulett{

Grundzustand 1�+
g und/oder im niedrigsten Triplett{Zustand 3�+

u vor) frei werden,

pr�asentiert.

4.4.1 N4

Literatur{Resultate [180, 183{186, 191, 195, 196, 202{206, 208, 211, 214, 221] weisen dar-

auf hin, dass die energetisch stabilste Struktur eine Kette mit C2h{Symmetrie ist,
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Abbildung 4.2: Zerfallsenergien �E (siehe Gleichung (4.1)) verschiedener N4{Cluster:

Singulett{ und Triplett{Zust�ande von Ketten (C2h), Singulett{Zust�ande: Rechteck{

Struktur (Cyclobutadien{�ahnlich, D2h), Methylencyclopropen{�ahnliche Struk-

tur (Cs) und Tetraeder (Td), MP2/6{31G� Resultate. �==�! bedeutet, dass der Zerfalls-

pfad �uber eine �Ubergangszustands{Barriere verl�auft, d.h., der obere Zustand ist meta-

stabil. �! bedeutet, dass der obere Zustand instabil ist, da er kein Energieminimum

aufweist (abgesehen von einem eventuell auftretenden van der Waals Minimum [241]),

so dass keine eindeutige Energie angegeben werden kann. Strichlinien weisen auf die

Resultate anderer Autoren hin. � [180, 191]
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Abbildung 4.3: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.2. Zerfallsenergien �E (sie-

he Gleichung (4.1)) verschiedener N6{Cluster: Singulett{ und Triplett{Zust�ande

linearer Ketten (C2h), Singulett{Zust�ande: eines 6{gliedrigen Rings (twistf�ormi-

ger Ring, D2), eines 5{gliedrigen Rings (Fulven{�ahnlich, C2v), von 3{gliedrigen

Ringen (Bicyclopropenyl{�ahnlich, C2h), eines Dewarbenzol{�ahnlichen Clu-

sters (C2v) und einer 3{dimensionalen Struktur (Prisman{�ahnlich, D3h), MP2/6{

31G� Resultate. � [174, 176{178]
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Abbildung 4.4: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.2. Zerfallsenergien �E (siehe

Gleichung (4.1)) verschiedener N8{Cluster: Singulett{ und Triplett{Zust�ande linearer

Ketten (C2h), Singulett{Zust�ande: eines 8{Rings (bootf�ormig, D2d), von 5{Ringen

(Pentalen{�ahnlich,D2h; Azidopentazol (AP), Cs) und einer 3{dimensionalen Struk-

tur (W�urfel, Oh), MP2/6{31G� Resultate. � [182, 183, 194, 212]
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Abbildung 4.5: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.2. Zerfallsenergien �E (sie-

he Gleichung (4.1)) verschiedener N10{Cluster: Singulett{ und Triplett{Zust�ande li-

nearer Ketten (C2h), Singulett{Zust�ande: einer verzweigten Kette (C3), von 10{

Ringen (Cs, C2, D5), von 5{Ringen (Bispentazol, D2d), von N3{(N7{Ring) (Cs)

und einer Hemisph�are (C3v), MP2/6{31G� Resultate. � [181, 183]
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Abbildung 4.6: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.2. Zerfallsenergien �E (sie-

he Gleichung (4.1)) verschiedener N12{Cluster: Singulett{ und Triplett{Zust�ande

linearer Ketten (C2h), Singulett{Zust�ande: von 5{ und 6{Ringen (Dipentazoldi-

imin (DPDI), C2h; 5{6{5{Ring, C2v; Biphenylen{�ahnlich, C2v), eines 12{Rings

(D3) und von einer 3{dimensionalen Struktur (D3d), MP2/6{31G� Resultate. �

DFT{Resultat [225]
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w�ahrend die Ringe (rechteckige Cyclobutadien{Struktur mit D2h{Symmetrie oder drei-

eckig verzerrte Methylencyclopropen{Struktur mit Cs{Symmetrie) oder das Tetraeder

(Tetrahedran{Struktur, Td) energetisch h�oher liegen (siehe Abbildung 4.2). Die Zerfalls-

energie der Kette, �E (4.1), liegt f�ur das MP2{Verfahren 0.4 eV h�oher und f�ur das

DFT{Verfahren 0.4 eV niedriger als das Resultat von Glukhovtsev und v.R. Schley-

er [180], die eine h�oherkorrelierte N�aherung verwendet haben.

Bemerkenswert ist, dass die metastabile C2h{Kette in einem (ag bu)
3Bu{Triplett{

Zustand vorliegt [180]. Jedoch weisen die Dimerisierungs{Produkte der 3N4{Ketten (wie

die 1N8{Kette oder Ring{Strukturen) niedrigere Energien auf (2 bis 5 eV !). Wir haben

mehrere andere Triplett{Zust�ande der N4{Kette gefunden, die mehr als 1.5 eV h�oher lie-

gen als der 3Bu{Zustand. Es ist bekannt, dass der
1N4{Singulett{Zustand zwar f�ur alle

\vern�unftig gew�ahlten\ Strukturparameter unterhalb des 3N4{Triplett{Zustands liegt,

aber der Singulett{Zustand besitzt kein lokales Energieminimum, d.h., er zerf�allt ohne

Barriere in zwei 1N2{Molek�ule [180].

4.4.2 N6

In der Literatur wurde �uber eine Menge von lokal stabilen Strukturen des N6 im

Singulett{Zustand berichtet [171, 172, 174{179, 183, 187{191, 193, 195, 205]. Jedoch l�asst

sich auch neueren Ver�o�entlichungen [176{178] entnehmen, dass einige Autoren in be-

stimmten Punkten noch unterschiedlicher Meinung sind. In Abbildung 4.3 sind die ener-

getischen Verh�altnisse verschiedener N6{Cluster wiedergegeben. Die fast planare C2{

Ketten{Struktur weist das niedrigste lokale Minimum auf. Der C2h{Kette entspricht ein

Sattelpunkt, der aber nur 0.01 eV oberhalb des lokalen Minimums liegt, so dass die C2h{

Kette der Einfachheit halber bei den nachfolgenden Diskussionen betrachtet werden

soll. Da bei der N6{Kette ein Satz niedrigliegender virtueller �{ und �{Orbitale vor-

liegt, haben wir auch eine CASMP2{Rechnung durchgef�uhrt. Die CASMP2{Rechnung

liefert einen signi�kanten �; � �! ��; �� Transfer und eine �Anderung der �Uberlapp{

Populationen und Atom{Ladungen in der zweiten Dezimalstelle. Jedoch �andert sich die
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qualitative Interpretation der Bindungsverh�altnisse hierdurch nicht wesentlich; die lo-

kalisierten Orbitale, die wir aus den SCF{MO's, den dominant besetzten CAS{MO's

oder den Kohn{Sham{MO's erhalten, sind alle sehr �ahnlich. Ein 6{gliedriger, verzerrter

Benzol{�ahnlicher Ring (Hexazin, D2) weist ein etwas h�oherliegendes lokales Energiemi-

nimum auf (siehe Abbildung 4.3). Nach unseren Rechnungen zerf�allt die Fulven{�ahnliche

5{gliedrige Ringstruktur (C2v) ohne Barriere in drei 1N2:

.3   N2
1

Auch der h�oherenergetische Triplett{Zustand der N6{Kette zerf�allt direkt. In Abh�angig-

keit von den Struktur{Parametern endet der Zerfallspfad entweder bei zwei 2N3 oder bei

zwei 1N2 und einem 3N2:
3N6 (Kette) �! 2 1N2 +

3N2 oder 2 2N3.

Es wurden mehrere metastabile �uberbr�uckte Singulett{Ring{Strukturen (Dewarbenzol,

C2v; Prisman, D3h), die eine h�ohere Energie aufweisen, gefunden [176, 178].

4.4.3 N8

Die drei energetisch stabilsten N8{Strukturen, die in der Literatur [173, 182, 183, 191,

194, 195, 197, 198, 201, 204, 207, 209, 212, 216, 217, 220, 221, 226] erw�ahnt werden, sind das

Azapentalen (D2h) mit zwei 5{gliedrigen Ringen, das Azidopentazol (Cs) mit einem

5{gliedrigen Ring und einer Azidgruppe und die Kette (C2h) mit zwei Azidendgrup-

pen. Die metastabilen 3{dimensionalen Strukturen mit Oh{, D2h{ und C2v{Symmetrie

und der 8{gliedrige Ring (D2d) liegen energetisch h�oher (siehe Abbildung 4.4). Schaefer

und Mitarbeiter [220] haben durch Verbiegen der Pentalen{Struktur zwei metastabile 3{

dimensionale Strukturen mit D2h{ und C2v{Symmetrie gefunden, w�ahrend die folgende

Cs{Struktur nach unseren Rechnungen direkt dissoziiert:

.2 N    +   N3 2
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Der h�oherenergetische Triplett{Zustand der N8{Kette (C2{Symmetrie) ist metastabil

(�E = 2:6 eV (DFT), 3.3 eV (MP2)) wie im Fall des 3N4 und im Gegensatz zum

instabilen 3N6.

4.4.4 N10

Energetisch niedrigliegende Isomere des N10 [181, 183, 192, 199, 216, 218, 225] sind das

Bispentazol (D2d), die lineare (C2h) und die verzweigte (C3) Kette, mit Pentazol{ oder

Azidendgruppen. Ihre �E{Werte liegen im Bereich von 2 1
3
bis 2 2

3
eV (MP2) und 2.0

bis 2.3 eV (DFT). Auch die 3N10{Kette (C2{Symmetrie) ist metastabil (�E = 2:5 eV

(DFT), 3.3 eV (MP2)). W�ahrend die verzweigte Kette N(�N�N=Nj)3 metastabil

ist [181], zerf�allt das folgende mesomere System direkt:

2N     N

N

N

N

N

N

N

N

N

.1
6N    +  2  N1

Die N10{Ringsysteme mit Cs, C2 oder D5{Symmetrie zerfallen direkt. v.R. Schleyer [183]

hat bereits darauf hingewiesen, dass der N10{Ring mit D2{Symmetrie einem �Ubergangs-

zustand entspricht.

Ausserdem haben Chen [199] und wir unabh�angig voneinander die hemisph�arische

Schale mit einer C3v{Symmetrie untersucht (siehe Abbildung 4.5). Die Zerfallsenergie

pro N2 betr�agt f�ur die N10{Hemisph�are 3.0 eV (MP2) und 2.6 eV (DFT). N10 liegt auch

als Azido{Heptazacycloheptatrien N3{(N7{Ring) (Cs{Symmetrie, siehe die Abbildungen

4.7 und 4.14) vor. Der 7{Ring mit lokalisierten N=N Doppelbindungen ist weniger stabil
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als der N6{ oder der N8{Ring, w�ahrend die Azidgruppe stabiler ist, so dass wir einen

mittleren Wert f�ur �E (3.0 eV, MP2 und 2.6 eV, DFT) erhalten.

4.4.5 N12 etc.

H�ohere Polymere von N2 besitzen eine fast un�uberschaubare Vielfalt denkbarer Geome-

trien. Ohne ein heuristisches Ordnungskonzept erscheint deren Untersuchung zun�achst

ho�nungslos. Dementsprechend wurden bisher auch nur wenige Vertreter untersucht

[183, 200, 210, 213, 215, 216, 219, 222, 223, 225]. Hinsichtlich N12 wurden f�ur das Dipen-

tazoldiimin N5{N2{N5 niedrige �E{Werte erhalten (2.0 eV (DFT) und 2.4 eV (MP2)).

Verbinden wir zwei N5{Ringe durch zwei �N��� Br�ucken, dadurch entsteht ein trizy-

klisches 5{6{5{Ringsystem (C2v{Symmetrie, siehe die Abbildungen 4.7, 4.8 und 4.14),

so liegen die �E{Werte h�oher (DFT: 2.5 eV; MP2: 3.0 eV). Wir haben ausserdem die

N12{Kette (C2h{Symmetrie), N3{(N2)3{N3, mit �E = 2:3 eV (DFT) und 2.7 eV (MP2),

einen verzerrten N12{Ring (D3{Symmetrie) mit �E = 2:6 eV (DFT) und 3.1 eV (MP2)

und ein Biphenylen{�ahnliches System (C2v{Symmetrie) N6=N6 (siehe die Abbildungen

4.7, 4.8 und 4.14) untersucht. Der Biphenylen{�ahnliche Cluster liegt wie der N6{Ring in

einer verzerrten Geometrie vor, um die LP{LP{Absto�ungen zu minimieren, und weist

eine chinoide Struktur mit einer zentralen Doppelbindung auf. Der resultierende �E{

Wert ist vergleichsweise hoch (DFT: 2.7 eV, MP2: 3.2 eV). Die Triplett{Kette 3N12

(C2h{Symmetrie) ist ebenfalls metastabil (�E = 2:5 eV (DFT), 3.3 eV (MP2)).

N14 existiert als Tetrazidohydrazin (C2{Symmetrie), (N3)2N2(N3)2, mit �E = 2:4 eV

(DFT) (siehe die Abbildungen 4.7, 4.8 und 4.9). W�ahrend Azabenzol (D2{Symmetrie)

und Azabiphenylen (C2v{Symmetrie) metastabil sind, ist Azaterphenylen, N18, ein in-

stabiles System:

)1N18 (C2v
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F�ur die C2v{Symmetrie erhalten wir einen vergleichsweise hohen �E{Wert (DFT: 2.9

eV) und zwei kleine imagin�are Frequenzen. Heben wir den C2v{Symmetriezwang auf, so

erfolgt eine Ring�o�nung.

Strukturen geschlossener Fl�achen wurden auch f�ur N12, N14 usw. untersucht [183,210,

213,215,216,219,222{225]. Die drei energetisch stabilsten geschlossenen Cluster sind das

N12 (D3d{Symmetrie) mit �E = 3:5 eV (DFT) [225], das N16 (D4d{Symmetrie) mit

�E = 3:6 eV (DFT) [225] und der N20{Ikosaeder (Ih{Symmetrie) mit �E = 3:7 eV

(DFT) und 4.0 eV (MP2) [183,210]. Die anderen geschlossenen Cluster, von N6 bis N32,

liegen energetisch etwas h�oher (siehe Tabelle 4.2) [216,225]. Wir weisen darauf hin, dass

die o�ene N10{Hemisph�are einen signi�kant niedrigeren �E{Wert (3.0 eV (MP2) und 2.6

eV (DFT)) besitzt als die geschlossenen \sph�arischen\ N2n{Cluster. Das N60{\Fulleren\

(Ih{Symmetrie) ist aufgrund der starken LP{LP{Absto�ungen instabil, es zerf�allt direkt.

4.5 Bindungssituationen

In Abbildung 4.7 sind einige optimierte MP2{Strukturen, auf die in den nachfolgenden

Abschnitten n�aher eingegangen wird, wiedergegeben. Mulliken{Atom{Ladungen (siehe

Gleichung (1.59)) und Mulliken{�Uberlapp{Populationen (siehe Gleichung (1.60)) dieser

Strukturen sind in Abbildung 4.8 dargestellt.

4.5.1 Lineare und verzweigte Ketten

Die 1N2n{Ketten [171{185] weisen ein sehr gleichm�a�iges Muster von Bindungsl�angen

und Bindungswinkeln auf, siehe 1N6,
1N8,

1N10,
1N12 in der Abbildung 4.7. Die terminalen

Bindungsl�angen konvergieren gegen 115 pm (MP2) und 113 pm (DFT) und sind nur

etwas l�anger als die Dreifachbindung in 1N2 (berechnet: 113 pm (MP2) und 111 pm

(DFT), experimentell: 110 pm). Die anderen Bindungen sind alternierend etwas l�anger

(d.h. � 128 pm (MP2) und 126 pm (DFT)) als die LP{expandierte Doppelbindung in
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174 Kapitel 4. Metastabile Sticksto�{Cluster

0.48

N6
1 (C2h )

-0.12

+0.35

-0.23
0.20

1.14

+0.08

N1
8 (D2h )

0.27

-0.04

0.55

-0.00

0.25

+0.35

N8 (Cs )1

0.53

0.32

+0.00

0.40

-0.04

0.59

0.61
-0.06

-0.07
0.25 -0.14

1.15

0.27

-0.03

-0.00

)N1
10 (C3v

0.69

0.23

0.15

+0.06 -0.11

-0.04

-0.01
0.29 0.30

0.29 0.71

-0.22-0.08

1.17

N10
1 (C2h )

+0.37-0.06

-0.23

N8 (C2h )1

0.331.16
0.78

0.28

-0.10

+0.36
-0.04

1.27

N *1
2 (D N2 (D3

0.50

8 8h h) )

+0.05
0.21

0.72

2h(CN3
4 )

-0.05

N1
14 (C )2

+0.48
*
1.14 0.45

0.20

0.42 1.15

-0.23

-0.09

-0.24+0.49

-0.21

0.27

 0.21

-0.20

N H )(C HN (C

0.390.75

2 2 2 42 ) 2

)

0.25

0.13

0.38

0.52-0.16
-0.04

+0.04 +0.07

N12
1 (C 2v (D3N12 )1+0.04

0.54

0.72

0.27

-0.04

N12 (1 C2v )

-0.02

+0.07

0.59

0.12

0.49

0.38+0.03-0.13

1 (C10N

-0.190.65

 0.25

0.67

0.35
0.14

0.16
+0.03

+0.34

-0.00

+0.01

s)

-0.05

1.17

-0.18

Abbildung 4.8: Mulliken{Atom{Ladungen (gekennzeichnet durch eine durchgezogene Li-

nie vom Atom zum numerischen Wert mit positivem oder negativem Vorzeichen) und

Mulliken{�Uberlapp{Populationen (gekennzeichnet durch eine gepunktete Linie von der

Bindung zum numerischen Wert) von MP2{Strukturen, �DFT
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Abbildung 4.9: Schematische Wiedergabe der metastabilen linearen und verzweig-

ten Ketten; jeder Strich entspricht einem Elektronenpaar und die Atomkern{

Positionen der N{Atome werden durch kleine Kreise symbolisiert
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Abbildung 4.10: Schwingungsspektren der 1N2n{Ketten, Ag und Bu: Streck{ und

Biegeschwingungen in der Molek�ulebene, Bg und Au: Biegeschwingungen aus der

Molek�ulebene heraus, einige Schwingungsstriche sind im Bild nicht aufgel�ost

N2H2 (berechnet: 127 pm (MP2) und 126 pm (DFT), experimentell: 125 pm) und einige

pm kleiner (um 140 pm (MP2 und DFT) herum) als die LP{expandierte Einfachbindung

in N2H4 (berechnet: 144 pm (MP2 und DFT), experimentell: 145 pm). F�ur das erste

Glied der Serie, das 1N6, ist die zentrale Bindung jedoch noch 2.5 pm (MP2) bzw. 1 pm

(DFT) l�anger als in N2H4. Die
1N2n{Ketten weisen eine planare Gleichgewichtsgeometrie

(C2h) auf (da die Born{Oppenheimer{Barriere f�ur die
1N6{Kette sehr klein ist, ist diese
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Kette im tiefsten Schwingungszustand auch planar). Mit zunehmender L�ange der Ketten

werden diese mehr und mehr \
oppy\, da die Frequenzen der Schwingungsmoden aus der

Molek�ulebene heraus (Bg und Au) mit zunehmender Kettenl�ange abnehmen. Erhalten

wir f�ur Bg{ und Au{Schwingungen imagin�are Werte, so verdreht sich die Kette ein klein

wenig aus der Ebene zur C2{Symmetrie. Ausserdem sind l�angere Ketten vermutlich nicht

mehr stabil, da auch die Frequenzen der Schwingungsmoden in der Molek�ulebene (Ag

und Bu) mit zunehmender Kettenl�ange abnehmen. Erhalten wir f�ur die Ag{ und Bu{

Schwingungen imagin�are Werte, so zerf�allt die Kette ohne Aktivierungsbarriere (siehe

die Abbildung 4.10).

W�ahrend die zentralen Bereiche der Ketten sich entsprechend den klassischen Lewis{

Regeln verhalten, gleichen die Endgruppen nichtklassischen Azidgruppen (siehe die Ab-

bildung 4.9). Glukhovtsev und v.R. Schleyer haben keinen einfachen Zusammenhang

zwischen den Bindungsl�angen, den Bindungsordnungen und den Bindungsenergien der

N2n{ und NnHm{Molek�ule gefunden. Dieses Ergebnis wird von uns best�atigt.

In den Abbildungen 4.11 bzw. 4.12 sind die �=�{separierten LMO's der 1N6{ bzw.

der 1N8{Kette wiedergegeben. Die N(1){N(2) und N(2){N(3) �{Bindungen der Azidend-

gruppen aller (linearer oder verzweigter) Ketten sind vom Atom N(2) zum Atom N(1)

(siehe die Abbildung 4.11 rechts oben) bzw. vom Atom N(2) zum Atom N(3) (siehe die

Abbildung 4.11 links unten) polarisiert und besitzen etwas N(2){N(3) bzw. N(1){N(2) An-

tibindungscharakter (kleiner negativer Orbitallappen an Atom N(3) bzw. an Atom N(1),

siehe die Abbildung 4.11 rechts oben bzw. links unten) mit einem Orbitalknoten zwischen

diesen Atomen. Die 4{Elektronen{3{Zentren (4e3c){Bindungssituation der Azidgruppe

l�asst sich folgenderma�en darstellen:

δ- δ+ δ-

,N   N   N
(1) (3)(2)

N   N   N N   N   N

siehe auch die Strichschemata der Abbildung 4.9. Die Bindungsordnungen (BO), die wir

aus den Mulliken{�Uberlapp{Populationen (MOP) erhalten (BO = 2.4 �MOP), betragen
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π

LP
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π

Abbildung 4.11: Die �=�{separierten LMO's der 1N6{Kette; Konturlinienwerte:

�0:0375 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :; �{Bindungs{Orbitale (nicht besonders ge-

kennzeichnet) und �{\lone pair\{Orbitale (LP) in der Molek�ulebene, �{Orbitale 30 pm

oberhalb der Molek�ulebene; Kohn{Sham{B3LYP{LMO's und CAS{LMO's unterschei-

den sich kaum von den SCF{LMO's
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π

LP

LPπ

Abbildung 4.12: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.11; die �=�{separierten LMO's

der 1N8{Kette; die nicht gezeigten LMO's sind nahezu identisch zu denen der 1N6{

Kette (siehe Abbildung 4.11); beachte die teilweise �Uberlappung der zentralen LP's im

untersten Diagramm
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2.7 bis 2.8 (MP2 und DFT) f�ur N(1){N(2), w�ahrend sie f�ur N(2){N(3) mit zunehmender

Kettenl�ange von ungef�ahr 1.2 (MP2) und 1.3 (DFT) f�ur N6 bis auf 0.6 (MP2) und 0.8

(DFT) f�ur lange N2n{Ketten abnehmen. Die Valenzzahl des N(2) ist somit f�ur alle N2n{

Ketten immer kleiner oder nur etwas gr�o�er als 4. Dieses Ergebnis weist darauf hin, dass

keines der N{Atome mehr als 4 kovalente Bindungen besitzt. Die N(3){N(4) Bindung der

1N6{Kette weist nach unserer Mulliken{Populationsanalyse keinen �{Charakter auf.

Unsere BO{ und LMO{Analysen unterst�utzen auch v.R. Schleyer's Standpunkt in der

Hypervalenz{Kontroverse hinsichtlich des Sticksto�s [174,175,177,178,242]. Engelke [175]

bezeichnet die Atome N(2) und N(5) der
1N6{Kette als hypervalent und gibt die folgende

Strichformel an:

N1 (C2h )6

nach R. Engelke

v.R. Schleyer [178] vertritt den Standpunkt, dass bei den Atomen N(2) und N(5) kei-

ne Hypervalenz vorliegt und argumentiert aufgrund einer Wiberg{Populationsanalyse.

Der Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis (siehe Seite 39) betr�agt f�ur die N(1){N(2)

Bindung 2.420 und f�ur die N(2){N(3) Bindung 1.440, und insgesamt betr�agt der Wiberg{

Bindungsindex f�ur die einzelnen Atome: N(1): 2.894, N(2): 3.908 und N(3): 2.880 [178]. v.R.

Schleyer's und unsere Analysen zeigen, dass es nicht korrekt ist, bei den Lewis{Formeln

der 1N2n{Ketten den Sticksto� als 5{wertig anzugeben; siehe auch die Strichschemata der

Abbildung 4.9, bei denen die \2.5{fach\{ bzw. \1.5{fach\{Bindungen der Azidgruppen

entsprechend wiedergegeben wurden.
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Die NN{Bindungsl�angen der Azidgruppen (und des N2) korrelieren recht gut mit den

�Uberlapp{Populationen gem�a�: RNN � 132pm � 14:5 � MOP f�ur MP2 und gem�a�:

RNN � 132:5pm � 16:2 � MOP f�ur DFT. (F�ur andere Substrukturen mit �uberlappen-

den \lone pairs\ gelten diese Beziehungen nicht mehr). Das N(2){Atom der Azidgruppe

besitzt kein LP, und die LP{Orbitale des N2{Molek�uls zeigen voneinander und von den

anderen besetzten Orbitalen weg. Im Gegensatz dazu sind die Doppel{ und Einfach-

bindungen der zentralen Bereiche der N2n{Ketten (siehe die Abbildungen 4.7 und 4.9)

im Vergleich zu N2 und den N	
3 {Azidgruppen aufgrund der LP{LP{Absto�ung expan-

diert; und zwar hinsichtlich der obigen Beziehungen um etwa 6 pm (MP2) oder 1.5 pm

(DFT) f�ur die Doppelbindungen und um etwa 14 pm (MP2) oder 11 pm (DFT) f�ur

die Einfachbindungen. Auch die Bindungen in 2{ und 3{dimensionalen Clustern mit

angrenzenden LP's sind expandiert. Die LP{LP{�Uberlappung an den Atomen N(j) und

N(j+2) im zentralen Bereich der Ketten und die nichtvorhandene LP{LP{�Uberlappung

an den Azidendgruppen wird aus der Abbildung 4.12 unten deutlich. Obwohl die 1N8{

Kette 6 LP's besitzt, gibt es im Vergleich zu den anderen N2n{Clustern nur 2 LP{LP{

Wechselwirkungen mit jeweils einer geringen LP{LP{�Uberlappung (in der Abbildung

�uberlappen jeweils nur 2 Konturlinien).

N4 unterscheidet sich von den l�angeren N2n{Ketten. Im Singulett{Zustand existiert

N4 nur als locker gebundener van der Waals Komplex aus zwei jN�Nj Molek�ulen [241],

w�ahrend die l�angeren Ketten aus zwei miteinander verbundenen N3{Gruppen bestehen,

eventuell mit dazwischenliegenden �N=N� Einheiten. Beim N4{Triplett{Zustand (sie-

he die Abbildungen 4.9 und 4.13) liegen 1) ein digonales LP
�
(1�+2�)p

2
+1�

�
, welches von

N(2) wegzeigt sowie ein einzelnes 2p�{Elektron am endst�andigen Sticksto� N(1) (siehe die

ersten 3 Konturlinienbilder der Abbildung 4.13) und 2) ein LP am zentralen Sticksto�

N(2) (siehe die Abbildung 4.13), bei dem allerdings der �{Anteil zum N(1) hin polarisiert

ist und damit schwach bindend ist, vor. Somit liegt hier zum einen keine Pauli{Absto�ung

zwischen N(1) und N(2) vor, da es keine �Uberlappung zwischen Elektronen gleichen Spins

gibt, und zum anderen weist das LP an N(2) einen kleinen N(2){N(1) Bindungscharakter
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Abbildung 4.13: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.11; die �=�{separierten LMO's

(�{Spin und �{Spin Orbitale) der N4{Kette im Triplett{Zustand; L bedeutet ein im

wesentlichen 1{Zentren{MO (Lone)
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auf. Dementsprechend ist die formale Doppelbindung vergleichsweise kurz, insbesondere

viel k�urzer als die LP{expandierte Doppelbindung in N2H2. Die zentrale Einfachbin-

dung der 3N4{Kette ist 3 pm (MP2) und 7 pm (DFT) l�anger als die Einfachbindung in

N2H4. Es ben�otigt einiges an Aktivierungsenergie, um das zentrale Bindungspaar zu bre-

chen und mit den Elektronen an den endst�andigen Sticksto�atomen wieder zu koppeln,

deshalb ist die 3N4{Kette metastabil. Andererseits zerf�allt die
3N6{Kette ohne eine Bar-

riere, w�ahrend l�angere 3N2n{Ketten wiederum metastabil sind (allerdings mit niedriger

Barriere).

4.5.2 Ringe und mesomeriestabilisierte Verbindungen

Bei den N2n{Ringen [173, 175{180, 182{201] sind die Bindungsverh�altnisse nicht so ein-

heitlich wie bei den N2n{Ketten. 3{ und 4{gliedrige Ringe liegen entweder energetisch

vergleichsweise hoch (N4 (D2h, Cs), N6 (C2v), siehe die Tabelle 4.2) oder sind instabil

wie das Methylencyclopropen{�ahnliche N4 [180]. Im Gegensatz dazu sind die 5{gliedrigen

Ringe energetisch vergleichsweise stabil, wie das Azapentalen N8 (D2h), das Azidopen-

tazol N8 (Cs), das Bispentazol N10 (D2d) oder das Dipentazoldiimin N12 (C2h) (siehe die

Abbildungen 4.4, 4.5, 4.6 und 4.14). Die �E{Werte dieser Cluster liegen im Bereich von

21
3
bis 21

2
eV (MP2) und 2.0 bis 2.2 eV (DFT).

In der Abbildung 4.15 sind die lokalisierten �{Orbitale des Azapentalens und des

Azidopentazols wiedergegeben. Azapentalen besitzt eine normale �{Bindung im Zentrum

und vier �aquivalente delokalisierte 3{Zentren (d.h. aromatische){Bindungen (siehe die

Abbildung 4.15 oben). Azidopentazol besitzt drei aromatische �{LMO's im Ring, und

zwei �{LMO's be�nden sich an der Azidgruppe, die fast identisch sind mit den terminalen

�{LMO's der N2n{Ketten (siehe die Abbildungen 4.11, 4.12 und 4.15 unten).

Die �{Bindungen des 6{gliedrigen Rings sind denen des Benzols sehr �ahnlich (siehe

die Abbildung 4.16 links und die Abbildung 2.12). Die aromatischen Systeme werden

durch Orbital{Delokalisation stabilisiert (die quantenmechanischen Resonanzenergien
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Abbildung 4.14: Schematische Wiedergabe der metastabilen Ringsysteme; sie-

he Bildunterschrift von Abbildung 4.9
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Abbildung 4.15: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.11; oben: zwei der f�unf �{LMO's

des Azapentalens (1N8 (D2h)), wobei oben rechts eines der vier �aquivalenten aroma-

tischen �{LMO's wiedergegeben wurde; unten: vier der f�unf �{LMO's des Azidopen-

tazols (1N8 (Cs)), das f�unfte �{LMO ist �aquivalent zum aromatischen �{LMO unten

rechts
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Abbildung 4.16: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.11; links: jeweils eines von drei

�aquivalenten �{LMO's des Azabenzols 1N6 (D6h), die aromatische Delokalisierung der

lokalisierten �{MO's (entweder vom 4{Zentren{ oder vom dazu �aquivalenten 3{Zentren{

Typ) und die repulsive �Uberlappung der �{LP's (links unten) sind o�ensichtlich; rechts

oben: das �{LMO des twistf�ormigen nichtplanaren Azabenzols (1N6 (D2)) weist

immer noch auf eine aromatische Stabilisierung hin; rechts unten: die LP{LP{Absto�ung

des 5{Rings im Azidopentazol (1N8 (Cs)) ist etwas schw�acher als im 6{Ring
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betragen 1.2 eV bzw. 1.5 eV pro A=A Einheit f�ur C6H6 (D6h) bzw. N6 (D6h) [232]).

Die Delokalisierung der �{LMO's ver�andert sich kaum, wenn die planare Benzol{�ahn-

liche �Ubergangszustands{Struktur des N6 (D6h) in die metastabile twistf�ormige Boot{

Struktur (D2, Diederwinkel: �20:5� und 40:2�) relaxiert (siehe die Abbildung 4.16 rechts
oben). Die treibende Kraft der Deformation des Azabenzols ist die starke LP{LP{

Absto�ung der vicinalen, in der Ebene liegenden �{\lone pairs\ (siehe die Abbildung

4.16 links unten; es liegen 6 LP{LP{Wechselwirkungen mit jeweils einer starken LP{LP{

�Uberlappung vor (es �uberlappen jeweils 6 Konturlinien)), d.h., im Benzol{�ahnlichen N6

(D6h) wird die �{Delokalisation �uberkompensiert durch die LP{LP{Absto�ung (! Ver-

zerrung nach D2). Die entsprechende LP{LP{Absto�ung im 5{Ring ist etwas schw�acher

(siehe die Abbildung 4.16 rechts unten; es liegen nur 3 LP{LP{Wechselwirkungen mit

jeweils einer etwas im Vergleich zum 6{Ring geringeren LP{LP{�Uberlappung vor (es

�uberlappen jeweils 4 Konturlinien)) und der Ring bleibt planar, d.h., beim Pentazolring

wird die LP{LP{Absto�ung durch die �{Delokalisierung �uberkompensiert (! 5{Ring

ist planar). F�ur den 3{ und 4{Ring erhalten wir einen gro�en �E{Wert, da diese Clu-

ster eine hohe Winkel (Baeyer){Spannung und eine mittlere LP{LP (Pitzer){Absto�ung

aufweisen. F�ur den 5{Ring erhalten wir einen kleinen �E{Wert, da dieser Ring me-

someriestabilisiert ist und eine mittlere LP{LP (Pitzer){Absto�ung aufweist, und f�ur

den 6{Ring erhalten wir einen mittleren �E{Wert, da dieser Ring eine hohe LP{LP

(Pitzer){Absto�ung aufweist und mesomeriestabilisiert ist.

Abschlie�end sei noch auf die vergleichsweise niedrige Energie der N10{Hemisph�are

(C3v) hingewiesen. Im Gegensatz zum sph�arischen N20 (Ih) besitzt die N10{Hemisph�are

nicht nur Einfachbindungen, sondern auch Doppelbindungen.

4.5.3 Geschlossene Cluster

Die geschlossenen N2n{Cluster [178,180,183{186,190,191,194,195,197{200,202{226] be-

sitzen im Vergleich zu den anderen Strukturisomeren die gr�o�ten �E{Werte (siehe die
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Abbildung 4.17: Schematische Wiedergabe der metastabilen geschlossenen Cluster;

siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.9; aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wurde auf

die LP{Striche verzichtet

Tabelle 4.2 und die Abbildungen 4.2, 4.3, 4.4 und 4.6), da sie ausschlie�lich aus Ein-

fachbindungen aufgebaut werden, eine gro�e Winkel (Baeyer){Spannung und eine gro�e

LP{LP (Pitzer){Absto�ung aufweisen.
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Die drei energetisch stabilsten geschlossenen Cluster sind das N12 (D3d), das N16 (D4d)

und der N20{Ikosaeder (Ih) mit �E{Werten um 3.6 eV (DFT) [225]. Das N12 (D3d)

besteht aus sechs 5{Ringen und zwei 3{Ringen, das N16 (D4d) besteht aus acht 5{Ringen

und zwei 4{Ringen und das N20 (Ih) besteht aus zw�olf 5{Ringen [225] (siehe auch die

Abbildung 4.17). Chen [225] weist darauf hin, dass bei den geschlossenen Clustern der

5{Ring eine bevorzugte Struktureinheit vor dem 3{, 4{ und 6{Ring ist, da zum einen die

Winkel (Baeyer){Spannung f�ur den 3{ und 4{Ring gr�o�er als f�ur den 5{Ring ist und da

zum anderen Cluster die 6{Ringe enthalten energetisch immer betr�achtlich h�oher liegen

(z.B. N12 (D6h), �E = 4:5 eV (DFT) und N8 (D2h), �E = 4:1 eV (DFT)).

Desweiteren n�ahern sich die LP's mit zunehmender Clustergr�o�e immer mehr an und

die LP{LP{�Uberlappung nimmt zu. Nach unseren Rechnungen ist beispielsweise beim

N60 (Ih) die LP{LP{Absto�ung schon so gro�, dass dieser Cluster ohne Barriere zerf�allt.

Also sind der 5{Ring als Struktureinheit und kleine kompakte Strukturen bei den ge-

schlossenen N2n{Clustern bevorzugt [225].

4.6 Schlussbetrachtungen

Cluster aus Sticksto�atomen k�onnen als metastabile Ketten, Ringe, mesomeriestabilisier-

te Ringe und geschlossene Fl�achen existieren. Die Zerfallsenergien �E sind zum Vergleich

in der Tabelle 4.2 zusammengetragen. Jedoch ist �uber die Halbwertszeit solcher Cluster

bis jetzt nichts und �uber ihre Zerfallsbarrieren nur sehr wenig bekannt.

Wir haben keinen einfachen Zusammenhang zwischen �E und

� der durchschnittlichen Koordinationszahl

� der durchschnittlichen Bindungsordnung

� den durchschnittlichen Bindungsabst�anden

der Sticksto�{Cluster gefunden, da bei den Sticksto�{Clustern drei E�ekte:
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� die Winkel (Baeyer){Spannung

� die LP{LP (Pitzer){Absto�ung

� die Mesomeriestabilisierung

in unterschiedlich starken Auspr�agungen und Kombinationen auftreten k�onnen.

Die linearen oder verzweigten Ketten bestehen aus einem zentralen Teil mit klassischen

Einfach{ und Zweifachbindungen und aus Azidendgruppen mit nichtklassischen pola-

ren 4{Elektronen{3{Zentren{Bindungen. Die jeweiligen kovalenten Bindungsordnungen

der Azidgruppen sind <� 3 und � 1, so dass die Valenzzahl der Azid{Sticksto�atome

nicht signi�kant gr�o�er als 4 ist. Ausserdem liegt auch eine geringe Stabilisierung auf-

grund der polaren Bindungen vor. Die Azidgruppen sind aufgrund der fehlenden LP{LP{

Absto�ungen, sowohl der vicinalen als auch der vom 1,3{Typ, vergleichsweise stabil. F�ur

geometrische Parameter im Bereich des metastabilen Energieminimums liegt der tief-

ste Singulett{Zustand jeweils signi�kant unterhalb dem tiefsten Triplett{Zustand (das

hochenergetische tetraedrische N4, welches eine kleine Energiel�ucke besitzt, ist ein Ge-

genbeispiel [208]).

Die NN{Bindungsl�angen sind nicht nur von den kovalenten und ionischen Anziehungen

abh�angig, sondern sie werden auch signi�kant durch LP{LP{Absto�ungen beein
usst.

Dementsprechend sind die NN{Bindungsl�angen von R2N�NR2 bzw. RN=NR nicht ty-

pisch f�ur die Bindungsordnungen 1 bzw. 2, da die Bindungen expandiert sind. Sticksto�-

ketten, die aus Einfach{ und Zweifachbindungen aufgebaut sind, sollten deshalb nicht als

spannungsfrei bezeichnet werden. Die Bindungsordnungen der NN{Bindungen k�onnen

nicht direkt aus den Bindungsl�angen erhalten werden, und die Valenzzahl der Stick-

sto�atome und ihre m�ogliche Hypervalenz k�onnen nicht aus den Struktur{Parametern

(sogenannte geometrische Hypervalenz) abgeleitet werden. Die Korrelation der Bin-

dungsl�angen und Bindungsordnungen oder �Uberlapp{Populationen ist ziemlich unbe-

friedigend (k � 0:7), worauf in der Literatur [191] schon hingewiesen wurde. Auch die
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Korrelation der Bindungsenergien und kovalenten �Uberlapp{Populationen ist infolge po-

larer Beitr�age zu den Bindungen und den LP{LP{Absto�ungen nur etwas besser als

k � 0:9.

Im Vergleich zu den anderen Strukturisomeren geh�oren die 1N2n{Ketten zu den energe-

tisch tieferliegenden Strukturen, da die Ketten die gr�o�te Anzahl an Mehrfachbindungen,

fast keine Winkel (Baeyer){Spannung und eine vergleichsweise geringe LP{LP (Pitzer){

Absto�ung (besonders an den Azidendgruppen) aufweisen. Die Azidendgruppen sind fast

linear (� � 170�), w�ahrend der zentrale Teil der Ketten zickzackf�ormig (mit Winkeln

zwischen 104:5� und 108:5�) angeordnet ist. Alle 1N2n{Ketten liegen energetisch h�oher

als 1N2n�2 +
1N2. Die bei diesen Zerfallsprozessen freiwerdenden Energien nehmen da-

bei von 2.4 eV (MP2) / 1.9 eV (DFT) f�ur 2n = 8 bis 3.0 eV (MP2) / 2.5 eV (DFT) f�ur

2n = 12 zu. Die 1N2n{Ketten sind f�ur 2n = 6; 8; 10 und 12 metastabil. Falls die Schwin-

gungsfrequenzen mit zunehmender Kettenl�ange weiter abnehmen, sind l�angere Ketten

m�oglicherweise nicht mehr stabil. Die Azidendgruppen sind stark quadrupolar.

Die k�urzeste Kette, N4, passt nicht in dieses Schema. Die N4{Kette ist nur in ihrem

ersten angeregten Zustand, einem Triplett, metastabil, w�ahrend die N6{Kette in ihrem

Triplett{Zustand instabil ist (sie dissoziiert direkt). Auch die Triplett N8{ und N12{

Ketten sind wieder schwach metastabil. F�ur alle untersuchten F�alle gilt die Regel, dass

der geschlossenschalige Singulett{Zustand energetisch unterhalb des niedrigsten o�en-

schaligen Triplett{Zustands liegt.

Vergleichen wir 5{ und 6{gliedrige Ringe mit den o�enen Ketten, so lassen sich zwei

Unterschiede feststellen. Die drei lokalisierten �{Elektronenpaare sind in den Ringen

delokalisiert (3{ oder 4{Zentren{Orbitale) und somit aromatisch stabilisiert. Andererseits

nimmt die LP{LP{Absto�ung in den geometrisch weniger 
exiblen Ringen gegen�uber den

Ketten zu (und zwar mehr f�ur den 6{Ring als f�ur den 5{Ring). Die Exzess{Energien des

Benzols und der Mono{ bis Hexazine (siehe z.B. [195, 243]) weisen darauf hin, dass bei

Kohlensto�{ und Sticksto�{Ringen �ahnliche aromatische Stabilisierungen vorliegen. Die

LP{LP{Absto�ungen in den Ketten und im 5{Ring betragen etwa 0.2 eV und im 6{
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Ring mehr als 0.3 eV pro LP{LP{Wechselwirkung. Dementsprechend ist der �E{Wert

des 6{Rings h�oher als (MP2) oder vergleichbar zu (DFT) dem nichtaromatischen, aber


exibleren 8{Ring (D2d) mit geringeren LP{LP{Absto�ungen. Ferner sind die 5{Ringe

energetisch stabiler als die Ketten, und die 5{Ringe k�onnen die Azidendgruppen der

Ketten mit kleinen �Anderungen der �E{Werte ersetzen. Das erste Glied der Pentazol{

Ketten{Systeme, N5�N (die Fulven{�ahnliche Ringstruktur (C2v)), ist wie das erste Glied

der Azid{Ketten{Systeme, N3�N (die 1N4{Kette), instabil. Beide Sticksto�{Cluster

zerfallen ohne Barriere direkt in N2.

Es ist zu erwarten, dass die 2{dimensionalen Sticksto�{Cluster (vernetzte Ringe) ki-

netisch stabiler sind, nicht nur weil sie st�arker vernetzt, sondern auch weil sie weniger

polar sind. Wie bereits in der Einleitung erwartet wurde, sind aufgrund des h�oheren

Vernetzungsgrades und der h�oheren durchschnittlichen Koordinationszahl die Bindungs-

ordnungen im Mittel kleiner und ihre Zerfallsenergien f�ur gew�ohnlich h�oher (siehe die

Tabelle 4.2). Jedoch sind die durchschnittlichen Zerfallsenergien im allgemeinen signi�-

kant gr�o�er als auf der Basis von N2H2 und N2H4 (� 3 eV) zu erwarten war, vorausgesetzt

das keine �{Resonanz vorliegt (wie z.B. beim Azapentalen).

Auch f�ur die geschlossenen Cluster (bei denen der h�ochste Vernetzungsgrad vor-

liegt) l�asst sich aufgrund der unterschiedlichen Winkel (Baeyer){Spannung und LP{

LP (Pitzer){Absto�ung kein einfacher Zusammenhang zwischen den Energien, den Bin-

dungsl�angen, den Koordinationszahlen oder den �Uberlapp{Populationen �nden. Obwohl

N20 (Ih) einer der energetisch stabilsten geschlossenen Cluster ist, scheint er doch kein

vielversprechender Kandidat f�ur die kontrollierte Synthese aus kleineren Verbindungen

wie N10 (C3v) zu sein, da die N10{Hemisph�are viel weniger gespannt ist. In dieser Hin-

sicht �ahnelt der N20{Ikosaeder dem C60{Fulleren, welches aber durch delokalisierte �{

Bindungen stabilisiert wird, w�ahrend N20 durch LP{LP{Absto�ung destabilisiert wird.

Fassen wir f�ur die 3 wichtigsten Strukturtypen noch einmal kompakt zusammen:

� Ketten: nichtklassische Azidgruppen am Anfang und am Ende der Ketten, dazwi-

schen abwechselnd klassische Einfach{ und Doppelbindungen
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! viele Mehrfach{Bindungen

! geringe Winkel (Baeyer){Spannung

! geringe LP{LP (Pitzer){Absto�ung

) �E klein

aber: stark polare Azidgruppen

� mesomeriestabilisierte F�unfringe: delokalisierte �{Bindungen, planare Ringe,

k�onnen auch die Azidgruppen in Ketten ersetzen, auch kondensiert als Pentalen{

Dianion{Struktur

! Mesomeriestabilisierung

! mittlere LP{LP (Pitzer){Absto�ung

) �E klein

weniger polar und h�oher vernetzt als Ketten ! vermutlich kinetisch stabiler

� geschlossene Cluster: 5{Ring als Struktureinheit und kleine kompakte Struk-

turen bevorzugt ! N12 (D3d), N16 (D4d), N20 (Ih)

! alles Einfachbindungen

! gro�e Winkel (Baeyer){Spannung

! gro�e LP{LP (Pitzer){Absto�ung

) �E gro�

wenig polar, hoch vernetzt ! vermutlich kinetisch stabiler

4.6.1 Was ist experimentell bekannt?

Huisgen und Ugi [211,244] konnten 1956 durch Umsetzen des Benzoldiazonium{Ions mit

dem Azid{Ion zum Benzoldiazoazid und dessen Ringschluss das Phenylpentazol nach-

weisbar erzeugen:

+
6N   N   N + 6 5N   N   C  H

Azid-Ion Benzoldiazonium-Ion

N   N   N   N   N   C  H

Benzoldiazoazid

5
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.
N N

N N
N C  H56

Phenylpentazol

Ringschluss

Die NN{Bindungsabst�ande im 5{Ring konnten von Dunitz und Wallis [245] durch R�ont-

genbeugung bestimmt werden. Sie betragen 131 bis 135 pm und liegen zwischen den

Standardwerten von N�N: 144.9 pm und N=N: 125.2 pm, was als ein Anzeichen f�ur

einen aromatischen Ring mit 6 �{Elektronen gewertet werden kann. Das Pentazol, HN5,

ist jedoch bis heute unbekannt.

Vogler, Wright und Kunkely [246] haben 1980 Hinweise darauf gefunden, dass bei

der UV{Bestrahlung von cis{[Pt(N3)2(PPh3)2] in der Matrix N6 abgespalten wird, das

nur bei tiefen Temperaturen stabil ist. Da die Produkte keinerlei ESR{Signale aufwei-

sen, liegen hier keine N3{Radikale vor. Bei der Tieftemperaturphotolyse tritt rasch eine

Gelbf�arbung auf (Absorptionsmaximum bei � = 380 nm), die beim Erw�armen der Matrix

unter gleichzeitiger N2{Entwicklung sofort verschwindet. Die Gelbf�arbung wird dem nur

bei tiefen Temperaturen stabilen N6{Molek�ul (die Autoren vermuten Azabenzol) zuge-

schrieben. Gezielte photochemische Untersuchungen unter Matrix{Bedingungen k�onnten

hier erfolgversprechend sein.

K�urzlich haben Christe, Wilson, Sheehy und Boatz [247] �uber die Synthese der ioni-

schen Verbindung N�
5 [AsF6]

	 in wasserfreiem HF und ihre Charakterisierung berichtet:

+
-78  C

HFAsF6

N
N

N N
N

+

H   N   N   N

AsF6  +    HF   .

F   N   N +
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Die Synthese des N�
5 {Kations (C2v) wird von Klap�otke [248] als gro�er Durchbruch bei

der Erforschung von homopolyatomaren Sticksto�verbindungen angesehen. Das beson-

dere Interesse an der Bildung des N�
5 {Kations ist vor allem in seinem gro�en Poten-

tial als Vorl�auferverbindung f�ur die Synthese weiterer Polysticksto�verbindungen be-

gr�undet [248]. N�
5 [AsF6]

	 ist ein farbloser Feststo�, der sich langsam bei 22�C zersetzt,

der aber bei �78�C �uber Wochen gelagert werden kann [247]. Klap�otke [248] schl�agt als

m�oglichen Syntheseweg f�ur das experimentell bislang unbekannte Azidopentazol (N5�N3

(Cs)) die Reaktion von Christes Salz N�
5 [AsF6]

	 mit Caesiumazid vor:

AsF6
+

N5 N3 .AsF6
+

+ CsN3
HF + CsN5

Fraglich ist dabei, ob das C2v{symmetrische N
�
5 zu einer Cyclisierung f�ahig ist. Zur Ana-

lyse der Bindungsverh�altnisse des C2v{symmetrischen
1N�

5 {Kations betrachten wir die

�=�{separierten LMO's (MP2/6{31G�) aus Abbildung 4.18. Im Gegensatz zu den 1N2n{

Ketten ist die N(1){N(2) �{Bindung (Abbildung 4.18 rechts oben) kaum polarisiert, so

dass die terminale N(1){N(2) Bindung bei der
1N�

5 {Kette st�arker als bei den
1N2n{Ketten

ist. Auch der N(1){N(2) Bindungsabstand der 1N�
5 {Kette von 114.3 pm (MP2) liegt zwi-

schen den \2.5{fach\{Bindungen der 1N2n{Ketten und der jN�Nj Dreifachbindung (siehe
die Abbildung 4.7). Der N(2){N(3) Bindungsabstand der

1N�
5 {Kette von 131.0 pm (MP2)

und das sich �uber drei Zentren (N(2)N(3)N(4)) erstreckende �{LMO der Abbildung 4.18

links unten weisen darauf hin, dass zwischen N(2) und N(3) mehr als eine Einfachbin-

dung vorliegt. Die Bindungsverh�altnisse lassen sich durch die nachfolgende Strichformel

schematisch wiedergeben:

N (C )5 2v
1 +
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πLP

LPπ
Abbildung 4.18: Siehe Bildunterschrift von Abbildung 4.11; die �=�{

separierten LMO's der N�
5

{Kette (C2v), das siebte LMO ist nahezu iden-

tisch zu dem LMO der 1N6{Kette der Abbildung 4.11 zweites von rechts

oben
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Eine Wiberg{Populationsanalyse (siehe Seite 39) weist darauf hin, dass bei den Atomen

N(2) und N(4) keine Hypervalenz vorliegt. Der Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis

betr�agt f�ur die N(1){N(2) Bindung 2.663 und f�ur die N(2){N(3) Bindung 1.168, und ins-

gesamt betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur die einzelnen Atome: N(1): 2.974, N(2):

3.875 und N(3): 2.824. Nach der Wiberg{Populationsanalyse ist also kein Sticksto�atom

mehr als 4{wertig. Die Zerfallsenergie pro N2 (4.1) liegt f�ur die
1N�

5 {Kette mit �E =

5.9 eV (MP2) sehr hoch.

Siehe auch die allgemeine Studie zum N�
5 {Kation von Nguyen und Ha [249] und zum

Mechanismus der N�
5 {Synthese die Untersuchung von Li et al. [250].

Die metastabilen Sticksto�{Cluster k�onnen als Materialien mit hoher Energiedichte in

der Triebwerks{ und Sprengsto�technik von praktischem Nutzen sein. So betr�agt bei-

spielsweise die Reaktionsenergie des 1N8 (Oh) Clusters beim Zerfall in N2 pro N2: �E � 5

eV. Diese hohe Energiedichte macht solche Cluster als Raketentreibsto�e interessant, da

die E�zienz solcher Systeme gr�o�er ist als f�ur das herk�ommliche Treibsto�system, das

auf H2 und O2 basiert. Da die Energiedichte f�ur H2/O2 0.14 eV/AMU betr�agt, liegt f�ur

die N2n{Cluster eine h�ohere Energiedichte vor, falls �E > 3:9 eV ist.



Kapitel 5

LMO{Analyse der

Bindungsverh�altnisse ausgesuchter

Molek�ule

\Um an die Quelle zu kommen,

muss man gegen den Strom schwimmen.\ [251]

Stanis law Jerzy Lec (1909 { 1966)

5.1 Zusammenfassung

Die �{Bindungen des Xenondi
uorids bzw. des Sticksto�penta
uorids lassen sich durch

eine 4{Elektronen{3{Zentren{ bzw. eine 4{Elektronen{Polyzentren{Bindungssituation

mit polarisierten Bindungen erkl�aren, die auch betr�achtliche ionische Beitr�age aufwei-

sen. Bei den axialen und �aquatorialen �{Bindungen des Phosphorpenta
uorids haben

wir es mit stark polaren 2e2c{Bindungen zu tun, die auf eine ionische/kovalente Bin-

dungssituation schlie�en lassen. Die �{Bindungen von H2CN2, H2CPN und H2CAsN
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sind polarisiert und vom 4{Elektronen{3{Zentren{Typ. Nach NLMO{Analysen liegt bei

keiner der betrachteten Verbindungen eine nennenswerte Valenzaufweitung vor. Auch die

LMO{Analysen und die Wiberg{Populationsanalysen weisen darauf hin, dass bei allen

sechs Molek�ulen keine Hypervalenz vorliegt. F�ur NF5 und PF5 erhalten wir einen merk-

lichen Unterschied in den Bindungsverh�altnissen, die Bindungssituationen von H2CNN

und H2CPN unterscheiden sich hingegen nicht wesentlich.

Sowohl die vom [2]Phenylen �uber das gewinkelte [3]Phenylen zum sternf�ormigen

[4]Phenylen abnehmende \lokale Delokalisation\ der �{LMO's als auch die kernun-

abh�angigen chemischen Verschiebungen (Nucleus Independent Chemical Shift (NICS))

sowie die Bindungsl�angenalternanzen zeigen f�ur diese Verbindungen den �Ubergang von

aromatischem ([2]Phenylen) zu ole�nischem ([4]Phenylen) Verhalten auf. In verbr�uckten

Systemen (wie dem Tris(bicyclo[2.1.1]hexeno)benzol) ist die Bindungsl�angenalternanz

kein gutes Kriterium zur Klassi�zierung nach aromatisch oder ole�nisch. Die �{LMO's

und der NICS{Wert weisen beim Tris(bicyclo[2.1.1]hexeno)benzol auf ein aromatisches

Verhalten hin. F�ur Tris(oxireno)benzol und Tris(azirino)benzol sprechen die �{LMO's

und die Bindungsl�angenalternanzen f�ur ein ole�nisches Verhalten, wohingegen die NICS{

Werte sich bei diesen Verbindungen nicht zur Klassi�zierung nach aromatisch oder ole�-

nisch eignen. Tris(boririno)benzol sollte sich nach allen drei Kriterien ole�nisch verhalten.

Unsere Resultate weisen darauf hin, dass Aromatizit�at ein mehrdimensionales Ph�anomen

ist.

5.2 LMO's bei der Diskussion \Hypervalenz, 4e3c{

Bindung, polare 2e2c{Bindung\

Nachfolgend wollen wir die �{Bindungsverh�altnisse von Xenondi
uorid (XeF2, D1h),

Sticksto�penta
uorid (NF5, D3h) und Phosphorpenta
uorid (PF5, D3h) und die �{

Bindungsverh�altnisse von H2CYN (Y = N, P, As) analysieren und der Frage nachgehen,

ob bei diesen Molek�ulen eine hypervalente Bindungssituation vorliegt.
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Hierzu ist es wichtig, uns den Unterschied zwischen einer genauen Rechnung und ei-

nem qualitativen Modell klar zu machen. F�ur numerische Resultate ist eine Beimischung

von d; f{Orbitalen absolut wichtig (auch wenn sie nur sehr gering ist), um Molek�uleigen-

schaften, die von Polarisations{ und Deformationse�ekten beein
usst werden, korrekt zu

beschreiben, aber bei qualitativen �Uberlegungen kann diese durchaus vergessen werden.

LMO{Analysen sind qualitativ (nicht quantitativ), d.h. vom Typ klassisch{chemischer

Symbolik/Metaphern. Es hat sich gezeigt [252,253], dass man qualitativ die Elektronen-

struktur richtig erfasst, wenn man von der MO{LCAO{N�aherung nur unter Benutzung

der s{ und p{Valenz{AO's ausgeht.

5.2.1 Hypervalenz

F�ur die folgenden Betrachtungen de�nieren wir f�ur jedes Atom in einem Molek�ul die

Zahlen:

NP : Zahl der Elektronenpaare (einschlie�lich LP's);

NB : Zahl der bindenden Elektronenpaare;

NBO : Bindungsordnung;

NN : Zahl der Nachbarn (Koordinationszahl), wobei Doppelbindungen

doppelt zu z�ahlen sind etc.;

NAO : Zahl der Valenz{AO's, die an den Bindungen beteiligt sind;

NV P : Zahl der Valenzelektronen (einschlie�lich LP{Elektronen);

NV B : Zahl der Valenzelektronen, die f�ur die Bindungen zur

Verf�ugung stehen:

Nach Musher [254] sind Molek�ule hypervalent, bei denen Atome der 5. bis 8.

Hauptgruppe mehr Elektronenpaare NP haben, als nach der Lewis{Langmuir Oktett{

Valenztheorie [255] zu erwarten ist. Die Oktettregel [132,255] besagt, dass Atome maxi-



5.2 \Hypervalenz, 4e3c{Bindung, polare 2e2c{Bindung\ 201

mal von vier Elektronenpaaren oder acht Elektronen umgeben sein k�onnen. Als Beispiele

f�ur hypervalente Molek�ule f�uhrt Musher [254] unter anderem PF5, SF6, ClF3, JF7, XeF2

an. Entsprechend w�aren BCl3, BeF2 etc. hypovalent.

�Ahnlich de�niert Kutzelnigg [252,256] ein Molek�ul als hypervalent, wenn f�ur ein Atom

die Zahl der Bindungen NB, d.h. der Paare von unmittelbar miteinander verbundenen

(benachbarten) AtomenNN (wobei Doppelbindungen doppelt zu z�ahlen sind etc.), gr�o�er

als die Zahl der in bindenden MO's be�ndlichen Valenzelektronenpaare ist. D.h., Mo-

lek�ule, in denen zumindest f�ur ein Atom die Zahl der Nachbarn NN gr�o�er als die Zahl

der Valenz{AO's ist, werden nach Kutzelnigg als hypervalent bezeichnet:

NN > NAO : Hypervalent; (5.1)

NN = NAO : Normalvalent:

Die De�nition nach Kutzelnigg bezieht sich nicht nur auf Elektronen�uberschussverbin-

dungen, sondern auch auf Elektronenmangelverbindungen. Man (z.B. Rundle [257], Lips-

comb [258], Kutzelnigg [252]) unterscheidet zwischen Elektronen�uberschuss{ und Elek-

tronenmangelverbindungen, je nachdem ob die Zahl der Valenzelektronen NV B, die dem

Atom f�ur die Bindungen zur Verf�ugung stehen gr�o�er oder kleiner als die Zahl der bin-

denden Valenz{AO's NAO ist:

NN > NAO � NV B : Elektronenmangelverbindung;

NN ; NV B > NAO : Elektronen�uberschussverbindung: (5.2)

Als Beispiele f�ur hypervalente Molek�ule gibt Kutzelnigg [252, 256] zus�atzlich zu Musher

unter anderem H�
3 , CH

�
5 an. Diskutieren wir einige Beispiele, um das oben angef�uhrte

zu verdeutlichen. BeH2 (D1h; N
Be
AO = NBe

N = NBe
V B = 2) und H2CO (NC

AO = NC
N =

NC
V B = 4) sind normalvalent und lassen sich durch sogenannte \2{Elektronen{2{Zentren

(2e2c){Bindungen\ beschreiben. H�
3 (D3h; N

H
AO = 1; NH

N = 2; NH
VB = 2

3
) und CH�

5

(NC
AO = 4; NC

N = 5; NC
V B 2 [3; 4]) werden als hypervalent bezeichnet, sie sind Elek-

tronenmangelverbindungen und lassen sich durch sogenannte \2{Elektronen{3{Zentren



202 Kapitel 5. Die Bindungsverh�altnisse ausgesuchter Molek�ule

(2e3c){Bindungen\ beschreiben. PF5 (D3h; N
P
AO = 4; NP

N = 5; NP
V B = 5) und XeF2

(D1h; N
Xe
AO = 1; NXe

N = 2; NXe
V B = 2) werden als hypervalent bezeichnet, sie sind Elek-

tronen�uberschussverbindungen.

Bei dem Versuch, Molek�ule hinsichtlich der obigen De�nitionen nach hypervalent oder

normalvalent zu klassi�zieren, treten Probleme auf. NP , NB und NN ber�ucksichtigen

nicht die Polarit�at der Bindungen. Nach der Lewis{Langmuir Oktett{Theorie werden

Elektronen der Valenzschalen als ganze Zahlen gez�ahlt, so z�ahlt nach dieser formalen

De�nition jede Bindung als 1 (PF5 ! 5), ohne R�ucksicht auf die Polarit�at der ent-

sprechenden Bindungen. In der Regel besteht jede Bindung aber aus einem kovalenten

und einem ionischen Anteil. Z.B. liegt die PO{Doppelbindung in den Phosphinoxiden

ganz auf der Seite �>P��Oj	, d.h. bei einer Kovalenz und einer ionischen Bindung.

Musher neigt aber dazu, die Anzahl der Elektronenpaare in einer Atomvalenzschale mit

der Anzahl der LMO's, die diesem Atom mehr oder weniger nahe sind, gleichzusetzen.

Halgren, Brown, Kleier und Lipscomb [259] weisen darauf hin, dass Systeme, die nicht

nur durch eine Lewis{Formel beschreibbar sind, typischerweise f�unf oder mehr LMO's

an einem Zentrum besitzen (z.B. 6 LMO's am Kohlensto� im CO2, jO�C�Oj). Diese
scheinbare Verletzung der Oktettregel beruht darauf [259], dass LMO's unabh�angig von

ihrer Polarisation einem Atom zugerechnet werden. Die Tatsache, dass im CO2 mehr als

vier Valenz{LMO's mit Kohlensto� verbunden sind, darf aber nach Lipscomb et al. [259]

nicht zu der irrigen Annahme verleiten, dass die Valenzschale des Kohlensto�s mehr als

acht verschiedene Elektronen enth�alt.

Zum anderen gibt es kontroverse Ansichten �uber die \Anzahl der an der Bindung

beteiligten AO's NAO\. Ob ein AO an einer Bindung beteiligt ist, h�angt von seiner

Orbitalenergie, seiner r�aumlichen Ausdehnung und nicht nur von der Symmetrie des

Molek�uls ab.

Ausserdem w�are nach der De�nition von Kutzelnigg Benzol eine hypervalente Elek-

tronenmangelverbindung (D6h; N
C
AO = 4; NC

N = 5; NC
V B = 4).

Nach Lipscomb et al. [259] sollte die Valenz deshalb so formuliert werden, dass Hy-
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pervalenz einer dezidierten Verletzung der Oktettregel entspricht. Um festzustellen, ob

in einem molekularen System die Oktettregel f�ur ein Atom verletzt ist, ben�otigt man

eine De�nition der Valenz, die f�ur eine unpolare kovalente Einfachbindung auf eine Bin-

dungsordnung von ungef�ahr 1, f�ur eine unpolare kovalente Zweifachbindung auf eine

Bindungsordnung von ungef�ahr 2 usw. f�uhrt. Es zeigt sich, dass eine De�nition der Va-

lenz, die auf Wibergs Bindungsordnungen basiert (siehe die Seite 39), diese Bedingung

erf�ullt. So betr�agt der Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis beispielsweise f�ur die

CC{Einfachbindung des Ethans 1.043, f�ur die CC{Doppelbindung des Ethylens 2.040,

f�ur die CC{Dreifachbindung des Acetylens 2.995 und f�ur die NN{Dreifachbindung des

N2{Molek�uls 3.030 (MP2/6{311+G�). Insgesamt betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur

ein Kohlensto�atom im Ethan 3.922, f�ur ein Kohlensto�atom im Ethylen 3.951, f�ur ein

Kohlensto�atom im Acetylen 3.943, f�ur ein Kohlensto�atom im Cyclobutadien 3.972

und f�ur ein Kohlensto�atom im Benzol 3.973. Die Gesamtbindungsordnung liegt also f�ur

jedes Kohlensto�atom nahe an 4 (NBO � 4), d.h., die Oktettregel wird f�ur keine der obi-

gen Kohlensto�verbindungen verletzt. Die Wiberg{Populationsanalysen sollen deshalb

neben NLMO{Analysen (siehe die Seite 40), die Aufschluss dar�uber geben sollen, ob bei

den betrachteten Verbindungen Valenzaufweitungen vorliegen, auf die nachfolgend zu un-

tersuchenden Verbindungen angewendet werden und als Entscheidungskriterien dienen,

um nach hypervalent oder nicht zu klassi�zieren. Zur Analyse der Bindungsverh�altnis-

se werden dann neben den LMO's auch Nat�urliche Atomladungen und Bader{Analysen

herangezogen, um Auskunft �uber den Bindungstyp und die Polarit�at der entsprechen-

den Bindungen zu erhalten. Lipscomb et al. [259] haben bei den von ihnen untersuchten

Verbindungen (z.B. CO2	
3 , N2O, O2NF, X3PO, SCl4) keine Verletzung der Oktettregel

gefunden, sie fanden immer nur vier oder weniger Elektronenpaare an einem Atom.

Cioslowski [125] hat eine auf experimentell messbaren Gr�o�en basierende Interpreta-

tion der elektronischen Wellenfunktion f�ur die \hypervalenten\ Molek�ule H2SO, H2SO2,

(CH3)2SO und (CH3)2SO2 durchgef�uhrt. Dabei betrachtet er vier verschiedene Analyse-

methoden, wobei die ersten beiden Methoden auf der topologischen Theorie der \Atome
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in Molek�ulen\ nach Bader [260] basieren: 1) die zweiten Ableitungen der Elektronen-

dichte (~r2%) an den \bond critical points\, die Auskunft �uber den kovalenten und den

ionischen Charakter der SO{Bindungen geben; 2) Bader{Atomladungen; 3) GAPT (Ge-

neralized Atomic Polar Tensors){Atomladungen [261], die der Tensorspur der ersten Ab-

leitungen des Dipolmoments ~� nach den kartesischen Koordinaten der entsprechenden

Atome entspricht, z.B. f�ur das Atom A: QGAPT
A = 1

3

�
@�x
@xA

+
@�y
@yA

+ @�z
@zA

�
; 4) Bindungsord-

nungen, die auf lokalisierten NO's basieren [112,125]. Nach diesen Methoden weisen die

SO{Bindungen in den vier betrachteten Molek�ulen alle einen starken ionischen Charak-

ter auf, und die SO{Bindungsordnungen betragen jeweils etwa eins
�
>S��Oj	 bzw.

>S2�(�Oj	)2
�
. Cioslowski weist darauf hin, dass bei keiner der betrachteten Verbindun-

gen die Oktettregel verletzt wird.

5.2.2 Zur Valenzaufweitung: 4e3c{ bzw. stark polare 2e2c{

Bindungen versus sp
3
d{Hybride

Zur Beschreibung der Bindungsverh�altnisse in Verbindungen wie XeF2, NF5, PF5

oder SF6 existieren zwei unterschiedliche Modelle. Nach dem Modell von Pauling

[262] sind auch d{AO's an der Bindung beteiligt, dies f�uhrt zu den sogenannten

\sp3d{Hybriden\ (XeF2, NF5, PF5) oder \sp
3d2{Hybriden\ (SF6) und der sogenannten

\Valenzaufweitung\. Rundle und Hach [263] bzw. Pimentel [264] haben hingegen ein Mo-

dell vorgeschlagen, bei dem neben den \normalen\ 2e2c{Bindungen auch sogenannte \4{

Elektronen{3{Zentren (4e3c){Bindungen\ bzw. \stark polare 2{Elektronen{2{Zentren

(2e2c){Bindungen\ vorkommen, die keine oder nur eine geringe d{AO{Beteiligung auf-

weisen. Dieses Modell kommt ohne eine Valenzaufweitung aus.

Verschiedene quantenchemische Analysen der Wellenfunktionen, wie \Shared Elec-

tron Number\{ und \Occupation Number\{Analysen [265] (siehe auch die Seite 44),

Elektronendichte{Analysen [266] und Nat�urliche Populations{Analysen [267,268] (siehe

auch die Seite 40), weisen darauf hin, dass der d{AO{Beitrag zur Bindung viel geringer
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ist als das Paulingsche sp3d{ oder sp3d2{Hybridisierungsmodell verlangt und somit keine

Valenzaufweitung vorliegt. So haben beispielsweise Reed und Weinhold [267] durch eine

NLMO{Analyse an SF6 gezeigt, dass f�ur das Schwefelatom eine sp1:7d0:16{Hybridisierung

vorliegt. Der d{Orbital Beitrag der sp1:7d0:16 hybridisierten �SF{NLMO's betr�agt somit

weniger als 6%, also nur etwa 1
6
tel von dem, was f�ur \ideale\ sp3d2{Hybride ben�otigt

wird. D.h., die d{Beteiligung ist beim SF6 klein, wir d�urfen sie zwar absolut nicht ver-

nachl�assigen, wenn wir quantitative Ergebnisse erhalten wollen, aber bei qualitativen

�Uberlegungen kann sie durchaus vergessen werden. Deshalb sollte man dem Rundleschen

Modell einer 4e3c{Bindung den Vorzug geben.

Nach Lipscomb et al. [259] schlie�en sich jedoch die h�au�g diskutierten \alternativen\

4e3c{ und d{Orbital{Hybridisierungs{Schemata nicht gegenseitig aus, sondern repr�asen-

tieren vielmehr Grenzsituationen entlang einer kontinuierlichen Progression.

Interessant zu bemerken ist noch, dass in fast allen Lehrb�uchern der anorganischen

Chemie |als historische Reminiszenz| das Paulingsche Hybridisierungsmodell bevor-

zugt wird. So wird z.B. in dem Lehrbuch von Huheey [269] beim PF5 von sp3d{

Hybridisierung gesprochen. Dem Lehrbuch von Shriver, Atkins und Langford [270] kann

hingegen schon entnommen werden: \Neuere Berechnungen lassen erkennen, dass die

traditionelle Erkl�arung die Rolle der d{Orbitale �uberbewertet... Als wichtiges Resultat

l�asst sich die Bindung im SF6{Molek�ul ohne die Benutzung von Schwefel{d{Orbitalen

zur Oktettaufweitung beschreiben.\

5.2.3 Die CMO's bzw. LMO's der 4e3c{ bzw. der stark polaren

2e2c{Bindungen

Die nachfolgenden Betrachtungen sind qualitativ, d.h. modellhaft vereinfacht. Eine ge-

naue Rechnung, die auch d; f{Beimischungen ber�ucksichtigt, w�urde keine grundlegend

anderen Resultate liefern. Wir teilen die Bindungssituationen von Molek�ulen wie NF5,

PF5 bzw. XeF2 folgenderma�en auf: Die 3 �aquatorialen �{Bindungen bzw. LP's des Zen-
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tralatoms werden vereinfacht durch 2e2c{Bindungen bzw. 2e1c{LP's beschrieben (sp2{

Hybride; eine genaue Rechnung liefert h�au�g auch geringe d{Beitr�age, und die s; p{AO's

liegen h�au�g nicht in der Verteilung sp2 vor). Die beiden axialen �{Bindungen werden

dann durch 4e3c{ bzw. stark polare 2e2c{Bindungen beschrieben (siehe die Abbildung

5.1). Dazu werden ein p{AO des Zentralatoms (eine genaue Rechnung liefert h�au�g auch

geringe s{ und d{Beitr�age) und jeweils ein p{AO eines axialen Fluoratoms verwendet.

Die drei p{AO's bilden dann drei Linearkombinationen, ein bindendes (b.) �{CMO (C1),

ein nichtbindendes (n.b.) �{CMO (C2) und ein antibindendes (a.b.) �{CMO (C3). Das

bindende CMO C1 und das nichtbindende CMO C2 werden dann mit je zwei Elektronen

besetzt (zwei Elektronen stammen vom Zentralatom, und je ein Elektron stammt von

den beiden Fluoratomen).

(2)

C

C

C1

2

3 (σ)

(σ)

(σ)

a.b.

n.b.

b.

ZF F(1)

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der LCAO{MO's der 4e3c{ bzw. der stark

polaren 2e2c{Bindungen, die die beiden axialen �{Bindungen beschreiben; ein p{AO

vom Zentralatom (Z) und zwei p{AO's von den axialen Fluoratomen (F); das s{ und

das dz2{AO des Zentralatoms, die f�ur diesen Bindungstyp nicht notwendig sind, aber

durchaus beitragen k�onnen, sind gestrichelt dargestellt
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Bevor wir uns die �{LMO's der drei Molek�ule anschauen, wollen wir die LMO's jeweils

absch�atzen. Die beiden CMO's, die an den axialen Bindungen beteiligt sind, lauten (siehe

auch die Abbildung 5.1):

C1 = c1 � pF(1) + c2 � (�pZ) + c1 � pF(2)

C2 = c3 � pF(1) + c4 � gZ � c3 � pF(2) (5.3)

mit ci : LCAO{MO{Koe�zienten, p : pz{AO, g : gerades Orbital (s, dz2 oder s{d{Hybrid)

und Z : Zentralatom. Mit der unit�aren Transformationsmatrix:

U =
1p
2

0
B@ 1 1

1 �1

1
CA ; (5.4)

die die CMO's auf die LMO's transformiert, ergeben sich die LMO's zu:

L1;2 =
1p
2

h
C1 � C2

i

=
1p
2

h
(c1 � c3) � pF(1) + c2 � (�pZ) � c4 � gZ + (c1 � c3) � pF(2)

i
: (5.5)

Unterscheiden wir nun aufgrund der unterschiedlichen Elektronegativit�aten von Ligan-

den und Zentralatom drei F�alle: Fall 1) der Elektronegativit�atsunterschied zwischen

Liganden und Zentralatom ist gro�, wobei die Liganden elektronegativer sind (�EN

gro�), wie bei PF5; Fall 2) der Elektronegativit�atsunterschied zwischen Liganden und

Zentralatom ist klein (�EN klein), wie bei NF5; Fall 3) der Elektronegativit�atsunter-

schied zwischen Liganden und Zentralatom ist gro�, wobei das Zentralatom elektrone-

gativer ist (��EN gro�), wie bei [HFH]	. Ignorieren wir zun�achst einmal die s{ und

dz2{AO{Beitr�age des Zentralatoms, so erhalten wir f�ur die LCAO{MO{Koe�zienten der

CMO's (die jeweils orthonormiert sein sollen) bzw. der LMO's etwa:

1) �EN gro� (PF5) 2) �EN klein (NF5) 3) ��EN gro� ([HFH]	)

C1 :
1p
2

0 1p
2

C2 :
1p
2

� 1p
2

L1 : 1 0 0

C1 :
1
2

1p
2

1
2

C2 :
1p
2

� 1p
2

L1 : 0:85 0:50 �0:15

C1 : 0 1 0

C2 :
1p
2

� 1p
2

L1 : 0:50 0:71 �0:50
: (5.6)
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Wir erhalten also im Fall 1) eine ionische Bindung (in weniger extremer Situation eine

dative Delokalisierung des ionischen Elektronenpaares �uber die Nachbaratome), im Fall

2) 3{Zentren{LMO's mit einem schwach antibindenden Beitrag am dritten Atom und im

Fall 3) ein 3{Zentren{LMO mit einem stark antibindenden Beitrag am dritten Atom.

Wir erhalten somit eine 3{Zentren{Bindung, wenn das Zentralatom zum einen nur ein (p)

AO stark zur Bindung beisteuert (und andere (s{ oder dz2{)AO's kaum) und zum anderen

das Zentralatom elektronegativer als oder �ahnlich elektronegativ wie die Liganden ist.

Es tritt dann ein Orthogonalisierungsproblem auf, und das Pauli{Prinzip erzwingt den

hinteren Schwanz, so dass wir anstatt zwei 2e2c{Bindungen eine 4e3c{Bindung erhalten.

F�ur den Fall 1) ist aufgrund der starken Polarit�at der F{Z{F{Dreizentrenbindung der

LCAO{MO{Koe�zient c2 des Zentralatom{AO's pZ dem Betrage nach klein, und somit

ist auch c1 � c3. Deshalb erhalten wir gut lokalisierte und stark polarisierte 2{Zentren{

LMO's und f�ur obigen Extremfall sogar an den Fluoratomen lokalisierte 1{Zentren{

LMO's.

Falls das Zentralatom nicht nur ein (p) AO zur Bindung beisteuert, sondern s und

p oder p und d am Zentralatom �ahnlich stark mischen (aufgrund der geringen Ener-

gieunterschiede und/oder g�unstiger �Uberlappungen der s; p; d{AO's), so erhalten wir

2{Zentren{LMO's, wenn c1 � c3 und c2 � c4 ist, und polare LMO's, wenn c1 + c3 sehr

unterschiedlich zu c2 + c4 ist (siehe oben).

5.2.4 XeF2, NF5, PF5

XeF2{Molek�ul

Eine NLMO{Analyse an Xenondi
uorid zeigt, dass f�ur das Xenonatom in axialer Rich-

tung eine s0:003p1:0d0:042{Hybridisierung vorliegt. Die d{Orbital Beitr�age (die viel gr�o�er

sind als beim Sticksto�atom des NF5 und vergleichbar gro� sind wie beim Phosphoratom

des PF5; siehe weiter unten) der �XeF{NLMO's betragen etwa 4%, also nur etwa 1
5
tel von

dem, was f�ur \ideale\ sp3d{Hybride ben�otigt wird. s{Orbital Beitr�age liegen in axialer
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antibindend
XeF2

4e3c-Bindung

schwach

(σ)

bindend

stark polare

Abbildung 5.2: Eines von zwei �aquivalenten �{LMO's des XeF2; die Atomkern{

Positionen sind durch kleine Dreiecke symbolisiert, links und rechts Fluor und im Zen-

trum Xenon; Konturlinienwerte: �0:01875 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :

Richtung hingegen kaum vor (nur etwa 0.3%), im Gegensatz zum NF5 und PF5 (siehe

weiter unten). Beim XeF2 liegt somit keine nennenswerte Valenzaufweitung vor.

In Abbildung 5.2 ist eines der zwei �aquivalenten 3{Zentren{�{LMO's des XeF2 wieder-

gegeben. Die beiden LMO's beschreiben eine 4e3c{Bindungssituation. Das �{LMO

des XeF2 der Abbildung 5.2, welches �uberwiegend auf der linken Seite Beitr�age besitzt,

die stark bindend sind, erstreckt sich aber auch �uber das dritte Atom, dort weist es

schwach antibindende Beitr�age auf, die typisch f�ur 4e3c{Bindungen sind. Ausserdem ist

der Abbildung 5.2 zu entnehmen, dass die Bindung stark zum elektronegativeren Fluor

hin polarisiert ist, d.h., es be�ndet sich mehr Ladung am Fluor als am Xenon. Die Nat�urli-
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chen Atomladungen (Xe: +1:195, F: �0:597) best�atigen die Ladungsanh�aufungen an den
Fluoratomen und die starke Polarit�at der XeF{Bindungen. Auch eine Bader{Analyse

weist f�ur die XeF{Bindungen auf ionische Beitr�age hin, da wir f�ur die zweiten Ablei-

tungen der Elektronendichte (~r2%) an den \bond critical points\ der XeF{Bindungen

positive Werte erhalten (+0.222). D.h., am Xenon be�nden sich zwar f�unf Elektronen-

paare, aber zwei Elektronenpaare (LMO's) sind stark zum Fluor hin polarisiert.

Die kaum vorhandene Valenzaufweitung und eine Wiberg{Populationsanalyse (der

Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis (siehe die Seite 39) betr�agt f�ur die Xe{F Bin-

dung 0.546, und insgesamt betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur das Xenon 1.092, d.h.,

mit den drei LP's ist NBO � 4) weisen darauf hin, dass beim XeF2 keine Hypervalenz

vorliegt. Die stark polare 4e3c{Bindungssituation des XeF2 l�asst sich folgenderma�en

veranschaulichen:

+ −
F Xe F

− +
FF ,XeF Xe F

wobei die polarisierten Bindungen durch Pfeile und der 3c{Charakter durch Strichlinien

dargestellt werden.

NF5{Molek�ul

Eine NLMO{Analyse an Sticksto�penta
uorid zeigt, dass f�ur das Sticksto�atom

in axialer Richtung eine sp3:76d0:04{ und in �aquatorialer Richtung eine sp1:66d0:01{

Hybridisierung vorliegt. Die Hybridisierungen in axialer bzw. �aquatorialer Richtung

sind also recht verschieden. Die d{Orbital Beitr�age der axialen bzw. �aquatorialen �NF{

NLMO's betragen weniger als 1%, also nur etwa 1
20
tel von dem, was f�ur \ideale\ sp3d{

Hybride ben�otigt wird. Die s{Orbital Beitr�age sind hingegen betr�achtlich, im Gegensatz

zum XeF2. Beim NF5 liegt somit keine nennenswerte Valenzaufweitung wohl aber

merkliche sp{Hybridisierung vor.
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x

z

(σ)4epc-Bindung

axial

polare

NF5

Abbildung 5.3: Eines von zwei �aquivalenten axialen �{LMO's des NF5; die Atomkern{

Positionen sind durch kleine Dreiecke symbolisiert, links und rechts die beiden axialen

Fluore, im Zentrum Sticksto�, oben ein �aquatoriales Fluor, unten zwei weitere �aquatoria-

le Fluore (durch nur ein Dreieck symbolisiert), wobei ein Fluor vor und ein Fluor hinter

der Projektionsebene liegt; Konturlinienwerte: �0:01875 �2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :

K�urzlich konnten v.R. Schleyer, Schaefer und Bettinger [271] unter Zuhilfenahme von

h�oherkorrelierten quantenchemischen Methoden zeigen, dass das trigonal{bipyramidale

NF5 eine in der Gasphase isolierbare Verbindung sein k�onnte. Siehe auch die Vorarbeiten

von Ewig und Van Wazer [272] sowie Michels und Montgomery [273]. Betrachten wir die

axiale F{N{F Bindungssituation des NF5. In Abbildung 5.3 ist eines von zwei �aquivalen-
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x

z

NF5

:aquatorial

4epc-Bindung (σ)
schwach polare

Abbildung 5.4: Eines von drei �aquivalenten �aquatorialen �{LMO's des NF5; Molek�ulgeo-

metrie und Konturlinienwerte wie bei der Abbildung 5.3

ten axialen �{LMO's des NF5 wiedergegeben. Die beiden axialen LMO's beschreiben

eine polare 4epc{Bindungssituation (wobei p f�ur poly steht) und unterscheiden sich

nicht sehr von den entsprechenden LMO's des XeF2 (abgesehen von dem beim XeF2 nicht

m�oglichen Polyzentren{Charakter und der geringeren Polarit�at der NF{Bindungen). Die

beiden axialen �{LMO's des NF5 weisen n�amlich vier schwach antibindende Beitr�age am

gegen�uberliegenden Atom sowie an den �aquatorialen Fluoratomen\um die Ecke\ auf und

sind ebenfalls (wenn auch schw�acher) zum elektronegativeren Fluor hin polarisiert, so

dass hier polare Polyzentren{Bindungen vorliegen. Die Nat�urlichen Atomladungen (N:
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NF5

x

y

:

aquatorial

Abbildung 5.5: Schnitt entlang der xy{Ebene des �aquatorialen LMO's der Abb. 5.4; die

Atomkern{Positionen sind durch kleine Dreiecke symbolisiert, aussen die drei �aquatoria-

len Fluore und im Zentrum Sticksto�; Konturlinienwerte wie bei der Abb. 5.3

+1:025, Fax:: �0:365) best�atigen die Ladungsanh�aufungen an den axialen Fluoratomen

und die im Vergleich zu den XeF{Bindungen etwas geringere Polarit�at der axialen NF{

Bindungen. Auch eine von Michels und Montgomery [273] durchgef�uhrte Bader{Analyse

weist (im Vergleich zu den XeF{Bindungen) f�ur die axialen NF{Bindungen auf etwas

schw�achere ionische Beitr�age hin, da man f�ur die zweiten Ableitungen der Elektronen-

dichte an den \bond critical points\ der axialen NF{Bindungen etwas kleinere positive

Werte erh�alt (+0:027).

Die drei �aquatorialen �{Bindungen lassen sich ebenfalls als 4epc{Bindungen be-
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schreiben, da die �aquatorialen LMO's jeweils schwach antibindende Beitr�age an den

beiden axialen Positionen (siehe die Abbildung 5.4) und schwach antibindende Beitr�age

an den beiden anderen �aquatorialen Positionen (siehe die Abbildung 5.5) aufweisen.

Jedoch sind die �aquatorialen NF{Bindungen nur schwach polar, sie sind im Vergleich

zu den axialen NF{Bindungen schw�acher zum elektronegativeren Fluor hin polarisiert.

Die betragsm�a�ig kleinen Nat�urlichen Atomladungen an den �aquatorialen Fluoratomen

(F�aq:: �0:098) best�atigen die geringere Polarit�at der �aquatorialen NF{Bindungen. Auch

die von Michels und Montgomery [273] durchgef�uhrte Bader{Analyse weist f�ur die drei

�aquatorialen NF{Bindungen auf kovalente Bindungen hin, da man f�ur die zweiten Ab-

leitungen der Elektronendichte an den \bond critical points\ dieser Bindungen stark

negative Werte erh�alt (�0:770).

Die kaum vorhandene Valenzaufweitung und eine Wiberg{Populationsanalyse (der

Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis betr�agt f�ur die axialen N{F Bindungen je-

weils 0.627 und f�ur die �aquatorialen N{F Bindungen jeweils 0.925, und insgesamt betr�agt

der Wiberg{Bindungsindex f�ur das zentrale Sticksto�atom 4.028, d.h. NBO = 4) weisen

darauf hin, dass auch beim NF5 keine Hypervalenz vorliegt. Dieses Resultat stimmt

mit dem von v.R. Schleyer et al. [271] �uberein, die feststellen, dass beim NF5 weder eine

Verletzung der Oktettregel noch eine Valenzaufweitung vorliegt. Die Bindungssituation

des NF5 l�asst sich folgenderma�en veranschaulichen:

F
+ −

F N

F

FF

− +
F F ,N

F

FF

F N

F

FF

F

wobei die polarisierten axialen Bindungen durch Pfeile und die kovalenten �aquatorialen

Bindungen durch Striche dargestellt werden. Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird

der 3c{Charakter nur bei den axialen Bindungen angedeutet.
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PF5{Molek�ul

x

z

"2e2c"-Bindungen (σ)

axial

2 stark polare

PF5

Abbildung 5.6: Eines von zwei �aquivalenten axialen �{LMO's des PF5; Molek�ulgeometrie

und Konturlinienwerte wie bei der Abbildung 5.3

Eine NLMO{Analyse an Phosphorpenta
uorid zeigt, dass f�ur das Phosphoratom

in axialer Richtung eine sp1:82d0:12{ und in �aquatorialer Richtung eine sp1:63d0:09{

Hybridisierung vorliegt. Die Hybridisierungen in axialer bzw. �aquatorialer Richtung sind

also recht �ahnlich und |ungew�ohnlicherweise{ bei dieser Verbindung der zweiten Achter-

periode ausgepr�agter als bei der N{Verbindung. Die d{Orbital Beitr�age (die viel gr�o�er

sind als beim Sticksto�atom des NF5 und vergleichbar gro� sind wie beim Xenonatom

des XeF2) der axialen bzw. �aquatorialen �PF{NLMO's betragen etwa 4%, also nur etwa



216 Kapitel 5. Die Bindungsverh�altnisse ausgesuchter Molek�ule

aquatorial
5PF :

z

x

"2e2c"-Bindungen (σ)
3 stark polare

Abbildung 5.7: Eines von drei �aquivalenten �aquatorialen �{LMO's des PF5; Molek�ulgeo-

metrie und Konturlinienwerte wie bei der Abbildung 5.3

1
5
tel von dem, was f�ur \ideale\ sp3d{Hybride ben�otigt wird. Die s{Orbital Beitr�age sind

hingegen betr�achtlich, wie beim NF5 und im Gegensatz zum XeF2. Beim PF5 liegt somit

keine nennenswerte Valenzaufweitung wohl aber merkliche sp{Hybridisierung vor.

Ersetzen wir im Sticksto�penta
uorid das Sticksto�{ durch ein Phosphoratom, so

erhalten wir einen merklichen Unterschied in den Bindungsverh�altnissen. In Abbildung

5.6 ist eines der zwei �aquivalenten axialen �{LMO's des PF5 wiedergegeben [274]. Die

beiden axialen LMO's sind stark zum elektronegativeren Fluor hin polarisiert und vom

\2e2c\{Typ. Aus der Abbildung 5.6 ist ersichtlich, dass sich das LMO nicht �uber das
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x

y

:

aquatorial
5PF

Abbildung 5.8: Schnitt entlang der xy{Ebene des �aquatorialen LMO's der Abbildung

5.7; Molek�ulgeometrie und Konturlinienwerte wie bei der Abbildung 5.5

dritte Atom erstreckt (rechts weist das LMO keine Beitr�age auf). Die antibindenden

Beitr�age am gegen�uberliegenden Atom und \um die Ecken\ sind beim PF5 sehr klein, so

dass im Vergleich zu NF5 bzw. XeF2 mehr 2e2c{ als 4epc{ bzw. 4e3c{Charakter vorliegt

(der �Ubergang von einer 4epc{ zu einer 2e2c{Bindungssituation ist kontinuierlich, so

dass irgendwo eine Grenze gezogen werden muss).

Die 3 �aquatorialen �{Bindungen lassen sich ebenfalls eher als \2e2c\{Bindungen be-

schreiben, da sie wie die axialen LMO's jeweils schwache antibindende Beitr�age an den

beiden axialen Positionen (siehe die Abbildung 5.7) und sehr schwache antibindende Bei-

tr�age an den beiden anderen �aquatorialen Positionen aufweisen (siehe die Abbildung 5.8).
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Die �aquatorialen LMO's sind ebenfalls stark zum elektronegativeren Fluor hin polarisiert

(siehe die Abbildung 5.7).

Die Nat�urlichen Atomladungen (P: +2:851, Fax:: �0:594, F�aq:: �0:555) best�atigen

die Ladungsanh�aufungen an den axialen und �aquatorialen Fluoratomen und die star-

ke Polarit�at aller f�unf PF{Bindungen. Auch eine von Michels und Montgomery [273]

durchgef�uhrte Bader{Analyse weist f�ur die axialen und �aquatorialen Bindungen des PF5

auf starke ionische Beitr�age hin, da man f�ur die zweiten Ableitungen der Elektronen-

dichte an den \bond critical points\ der axialen und �aquatorialen PF{Bindungen gro�e

positive Werte erh�alt (ax.: +1:145, �aq.: +1:325). F�ur PF5 liegt somit f�ur jede der f�unf

PF{Bindungen eine ionische/kovalente Bindungssituation vor.

Interessant zu bemerken ist, dass noch in keinem der uns bekannten anorganischen

Lehrb�ucher (wie z.B. Holleman/Wiberg [275], Huheey [269], Shriver/Atkins/Langford

[270], : : :) beim PF5 auf die ionische/kovalente Bindungssituation hingewiesen wird.

Die kaum vorhandene Valenzaufweitung und eine Wiberg{Populationsanalyse (der

Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis betr�agt f�ur die axialen P{F Bindungen je-

weils 0.613 und f�ur die �aquatorialen P{F Bindungen jeweils 0.678, und insgesamt be-

tr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur das zentrale Phosphoratom 3.26, d.h. NBO = 31
4
)

weisen darauf hin, dass beim PF5 keine Hypervalenz vorliegt. Die stark polare 2e2c{

Bindungssituation l�asst sich durch die folgenden Strichformeln veranschaulichen:
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Solch eine Bindungssituation tritt auf, wenn die Liganden viel elektronegativer als das

Zentralatom sind.

5.2.5 H2CYN (Y = N, P, As)

Cooper, Gerratt, Raimondi und Wright [276] kommen aufgrund einer \Spin{Coupled

(VB)\{Rechnung an Diazomethan zu dem Resultat, dass das zentrale Sticksto�atom

an f�unf kovalenten Bindungen teilnimmt: H2C=N�Nj. Kahn, Hehre und Pople [242]

kommen aufgrund von berechneten und experimentellen Bindungsl�angen und aufgrund

von Energieunterschieden zwischen RHF (closed{shell) und UHF (open{shell) Singulett{

Wellenfunktionen zu dem gleichen Resultat und bezeichnen Diazomethan als eine

\hypervalente Struktur\ [242]: H2C=N�Nj. Danach w�are das mittlere Sticksto�atom

5{wertig!

Ersetzen wir dar�uber hinaus das mittlere Sticksto�atom durch ein Phosphor{ oder ein

Arsenatom, dann gibt es Chemiker, die die Meinung vertreten, dass nun eine Valenzauf-

weitung vorliegt und somit Hypervalenz m�oglich ist.

Oben haben wir bereits darauf hingewiesen, dass eine Valenzaufweitung (wie sp3d{

Hybride) bei diesen Verbindungstypen vermutlich keine Rolle spielt [265{268], und vor-

weg gesagt, haben wir hinsichtlich der Frage nach Hypervalenz hier keinen nennenswerten

Unterschied zwischen Sticksto�, Phosphor und Arsen feststellen k�onnen.

H2CN2{Molek�ul

Eine NLMO{Analyse an Diazomethan zeigt, dass das zentrale Sticksto�atom f�ur die

CN{�{ und die NN{�{Bindung so gut wie nur ein p{Orbital beisteuert, da f�ur diese

Bindungen keine s{Orbital Beitr�age vorliegen und die d{Orbital Beitr�age der �CN{ bzw.

der �NN{NLMO's ungef�ahr nur 0.2% betragen. Beim H2CNN liegt somit keine Valenz-

aufweitung vor.
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C    N   N
H

H
LMO’s:

π

σ−

π

Abbildung 5.9: LMO's des Diazomethans; oben: schematische Wiedergabe der �{LMO's;

unten: die beiden �{LMO's (30 pm oberhalb der Molek�ulebene); Konturlinienwerte:

�0:01875 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :

In der Abbildung 5.9 sind vom Diazomethan die �{LMO's schematisch und die beiden

�{LMO's als Konturplots wiedergegeben. Die �{LMO's sind keine typischen 2{Zentren

Orbitale, sondern sie weisen etwas 3{Zentren{Charakter auf, d.h., es liegt hier eine 4e3c{

Bindungssituation vor. Die �{LMO's besitzen n�amlich auf den Nachbarbindungen etwas

N{N bzw. C{N Antibindungscharakter (kleiner negativer Orbitallappen am endst�andigen

N{ bzw. am C{Atom, siehe die Abbildung 5.9 links unten bzw. rechts unten) mit einem

Orbitalknoten zwischen diesen Atomen. Ausserdem sind die �{LMO's vom mittleren

N{ zum C{Atom (siehe die Abbildung 5.9 links unten) bzw. vom mittleren N{ zum

endst�andigen N{Atom (siehe die Abbildung 5.9 rechts unten) schwach polarisiert.

Die nicht vorhandene Valenzaufweitung und eine Wiberg{Populationsanalyse (der
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Wiberg{Bindungsindex in der NAO{Basis betr�agt f�ur die C{N Bindung 1.456 und f�ur

die N{N Bindung 2.318, und insgesamt betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur das mitt-

lere Sticksto�atom 3.782, d.h. NBO � 4) weisen darauf hin, dass beim Diazomethan

keine Hypervalenz vorliegt, d.h., das mittlere Sticksto�atom ist nicht mehr als ko-

valent 4{wertig! Dazu kommt aber ein ionischer Beitrag �ahnlich den Phosphin{Oxiden

R3�P��Oj	. Die 4e3c{Bindungssituation des Diazomethans l�asst sich folgenderma�en

darstellen:

− + −+
C    N   N

H

H

H H

H
C    N   N
δ δδ− −+

C    N   N
H

Bei der rechten Strichformel wird die \1.5{fach\{ bzw. \2.5{fach\{Bindung des Diazo-

methans entsprechend wiedergegeben. Auf die Darstellung des 3c{Charakters wird hier

aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit verzichtet.

H2CPN{ und H2CAsN{Molek�ul

Eine NLMO{Analyse an H2CPN zeigt, dass f�ur das Phosphoratom f�ur die CP{�{

Bindung eine p1:00d0:03{ und f�ur die PN{�{Bindung eine p1:00d0:01{Hybridisierung vor-

liegt, und f�ur das Arsenatom im H2CAsN liegt f�ur die CAs{�{Bindung eine p1:00d0:02{

und f�ur die AsN{�{Bindung eine p1:00d0:01{Hybridisierung vor. Die d{Orbital Beitr�age

dieser �{NLMO's betragen somit etwa 2%, und s{Orbital Beitr�age liegen nicht vor. Beide

Verbindungen weisen somit keine nennenswerte Valenzaufweitung auf.

Wird das mittlere Sticksto�atom des Diazomethans durch ein Phosphor{ bzw. ein Ar-

senatom ersetzt, so erhalten wir H2CPN bzw. H2CAsN. Die Bindungssituation dieser Ver-

bindungen unterscheidet sich nicht wesentlich von der des Diazomethans (im Gegensatz

zu NF5/PF5). In der Abbildung 5.10 sind jeweils die beiden �{LMO's des H2CPN und

des H2CAsN wiedergegeben. Diese LMO's weisen ebenfalls etwas 3{Zentren{Charakter
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π

π

π

π

Abbildung 5.10: Die �{LMO's (30 pm oberhalb der Molek�ulebene) des H2CPN (oben)

und des H2CAsN (unten); Konturlinienwerte: �0:01875 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :

auf und sind polarisiert. F�ur das H2CPN betr�agt der Wiberg{Bindungsindex in der

NAO{Basis f�ur die C{P Bindung 1.590 und f�ur die P{N Bindung 2.392, und insgesamt

betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur das Phosphoratom 3.991, d.h. NBO = 4. F�ur das

H2CAsN erhalten wir f�ur die C{As Bindung 1.572 und f�ur die As{N Bindung 2.328, und

insgesamt betr�agt der Wiberg{Bindungsindex f�ur das Arsenatom 3.907, d.h. NBO � 4.

Die kaum vorhandene Valenzaufweitung und die Wiberg{Populationsanalyse weisen

darauf hin, dass auch beim H2CPN und beim H2CAsN keine Hypervalenz vorliegt.

Die 4e3c{Bindungssituation dieser Verbindungen ist �aquivalent zu der des Diazomethans

(siehe die obigen Strichformeln).

5.3 LMO's diverser Hexatrien{Motive

Nachfolgend wollen wir die Bindungsverh�altnisse einiger Hexatrien{Motive unter Zuhil-

fenahme ihrer �{LMO's und einiger anderer Aromatizit�atskriterien analysieren und der
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Frage nachgehen, ob bei diesen Molek�ulen eine aromatische oder eine ole�nische Bin-

dungssituation vorliegt.

5.3.1 Das Konzept der Aromatizit�at und ihre Problematik

Die Aromatizit�at stellt keine physikalisch messbare Gr�o�e (Observable) dar, zu der ein

hermitescher Operator korrespondiert, aufgrund dessen eindeutige Aussagen getro�en

werden k�onnen, ob diese oder jene Verbindung aromatisch ist oder nicht. Deshalb ver-

wendet man h�au�g die \typischen\ Eigenschaften des Benzols, welches als der Prototyp

eines Aromaten angesehen wird, als Referenzwerte. �Ahneln die physikalischen und chemi-

schen Eigenschaften eines Molek�uls mehr oder weniger denen des Benzols, so wird diese

Verbindung als mehr oder weniger aromatisch charakterisiert. Molek�ule aus den verschie-

densten Verbindungsklassen z�ahlen heutzutage zu den Aromaten; so �nden wir Molek�ule

mit aromatischem Charakter z.B. unter den mono{ und polyzyklischen Kohlenwasser-

sto�en (wie z.B. Benzol, 1,6{Methano[10]annulen und Naphthalin), unter den zyklischen

organischen Ionen (wie z.B. dem Cyclopentadienid{Anion und dem Cycloheptatrienyl{

Kation), unter den heterozyklischen Verbindungen (wie z.B. Pyrrol und Thiophen); und

sogar dreidimensionale Strukturen wie die Fullerene weisen einen gewissen aromatischen

Charakter auf. Um festzustellen, ob bei einem Molek�ul Aromatizit�at vorliegt, wurde ei-

ne Menge von Kriterien aufgestellt, die grob in vier Gruppen eingeteilt werden k�onnen

(siehe z.B. [243, 277]):

1. Kriterien bez�uglich der energetischen Stabilit�at (thermodynamischen Stabilit�at)

des Molek�uls:

Hier verwendet man die Stabilisierungsenergie relativ zur \nichtaromatischen Re-

ferenz\, in der keine \zyklische Elektronendelokalisation\ auftritt, die sogenann-

te \Resonanzenergie\. Eine hohe Resonanzenergie deutet auf einen aromatischen

Charakter hin. Dabei gibt es zum einen eine gewisse Willk�ur in der Auswahl des

Referenzmolek�uls und zum anderen wird die Bestimmung der Resonanzenergie
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problematisch, wenn zu ihrer Ermittlung die Energien verschiedener Molek�ule mit

unterschiedlichen Spannungen innerhalb des Molek�ulger�usts (Winkel (Baeyer){

Spannung, LP{LP (Pitzer){Absto�ung, : : :) verglichen werden. Die Energiedi�e-

renz zwischen dem betrachteten Molek�ul und dem Referenzmolek�ul beinhaltet dann

nicht nur die Resonanzenergie, sondern auch den Energieunterschied aufgrund der

unterschiedlichen Spannungsverh�altnisse. Experimentell wird die Resonanzenergie

z.B. aus Hydrierungsenthalpien bestimmt. Beispielsweise ermittelt man die Reso-

nanzenergie des Benzols aus der Energiedi�erenz der Hydrierungsw�arme des Ben-

zols und der dreifachen Hydrierungsw�arme, die bei der Hydrierung von Cyclohexen

zu Cyclohexan frei wird. Bei dieser Berechnung der Resonanzenergie werden aller-

dings die unterschiedlichen Spannungsverh�altnisse in Benzol und Cyclohexen nicht

ber�ucksichtigt.

2. Kriterien bez�uglich der Reaktivit�at (kinetischen Stabilit�at) des Molek�uls:

Das Reaktionsverhalten des Benzols unterscheidet sich von dem Reaktionsverhal-

ten anderer unges�attigter Verbindungen wie den Ole�nen oder dem Cyclobutadien.

Aromaten gehen lieber Substitutionsreaktionen als Additions{ oder Eliminierungs-

reaktionen ein. So ist die elektrophile Substitution (SE) eine f�ur Aromaten typische

Reaktion. Dieses sehr chemische Kriterium dient zur qualitativen Unterscheidung

zwischen aromatischen und anderen unges�attigten Verbindungen. Aromatische und

nicht{ oder antiaromatische Verbindungen weisen somit f�ur bestimmte Reakti-

onstypen unterschiedliche Geschwindigkeitskonstanten oder Aktivierungsenthalpi-

en auf, so dass hiernach eine quantitative Erfassung des \Aromatizit�atsgrades\

vorgenommen werden kann.

3. Kriterien bez�uglich der geometrischen Struktur des Molek�uls:

Die CC{Bindungsabst�ande im Benzol sind alle gleich lang. Fasst man diese re-

gelm�a�ige Molek�ulstruktur als typisch f�ur Aromaten auf, so sollten die betrachteten

Verbindungen um so aromatischer sein, je kleiner ihre Bindungsl�angenunterschiede

sind. Um die Bindungsl�angenunterschiede in einem ringf�ormigen Molek�ul zu er-
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fassen, k�onnen wir beispielsweise den folgenden Bindungsl�angenalternanz (BLA){

Parameter de�nieren:

BLA =

jd1 � dnj+
n�1X
i=1

jdi � di+1j
n

(5.7)

mit n = Anzahl der CC{Bindungen im Ring und di = L�ange der i{ten Bindung.

BLA entspricht hier der durch die Anzahl der Bindungen dividierten Summe der

betragsm�a�igen L�angenunterschiede benachbarter Bindungen, also ein gemittelter

Bindungsl�angenunterschied. F�ur Benzol erhalten wir BLA = 0pm und f�ur Polyene

BLA � 13 pm. F�ur 6{gliedrige Kohlensto�ringe mit D3h{Symmetrie vereinfacht

sich Gleichung 5.7 zu:

BLA = jd1 � d2j : (5.8)

F�ur heterozyklische Molek�ule ist der BLA{Parameter nicht geeignet.

4. Kriterien bez�uglich der magnetischen Eigenschaften des Molek�uls:

Der diamagnetische Ringstrom stellt ein weiteres experimentelles Aromatizit�ats-

kriterium dar. Verdeutlichen wir uns diesen Sachverhalt am Beispiel des Benzols.

Legen wir ein �ausseres Magnetfeld (Prim�arfeld) senkrecht zur Molek�ulebene des

Benzols an, so wird aufgrund der zyklischen Elektronenbewegung ein sogenannter

\diamagnetischer Ringstrom\ induziert. Dieser Ringstrom induziert seinerseits ein

zweites Magnetfeld (Sekund�arfeld), das gem�a� der Lenzschen Regel dem Prim�arfeld

entgegengerichtet ist. Das Sekund�arfeld l�asst sich n�aherungsweise durch das Feld

eines Punktdipols im Zentrum des Rings beschreiben. Der Feldlinienverlauf zeigt

dann, dass am Ort der Protonen (an der Aussenseite des Benzolrings) das indu-

zierte Zusatzmagnetfeld parallel zum angelegten �ausseren Magnetfeld ist, d.h., die

Protonen sind insgesamt einem st�arkeren Feld ausgesetzt. Die Protonenresonanz er-

folgt daher schon bei geringerer Feldst�arke, d.h., die Protonen werden entschirmt.

Im 1H{NMR{Spektrum erscheint das Signal bei tieferem Feld (man spricht hier

von Tie�eldverschiebung), d.h. bei h�oherem �{Wert. Umgekehrt sind Protonen
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im Bereich ober{ und unterhalb der Ringebene st�arker abgeschirmt (d.h. h�ohere

Feldst�arke, Hochfeldverschiebung, kleinere �{Werte). Bei antiaromatischen Verbin-

dungen mit [4n]{�{Elektronen tritt ein sogenannter \paramagnetischer Ringstrom\

auf, dessen Ein
uss auf die Protonenresonanz den Verh�altnissen bei aromatischen

Verbindungen entgegengesetzt ist. Protonen im Inneren des betre�enden Perime-

ters werden jetzt entschirmt, und Protonen ausserhalb des Perimeters werden jetzt

abgeschirmt.

Ein eindrucksvolles Beispiel stellt in diesem Zusammenhang das 15,16{

Dimethylpyren dar [278]. Diese Verbindung ist ein [4n+2]{Aromat (14 �{

Elektronen), und die �ausseren Protonen des Perimeters werden aufgrund des diama-

gnetischen Ringstroms entschirmt, so dass die Signale bei tieferem Feld erscheinen

(� = 8:14 ppm bis 8:64 ppm). Die Protonen der Methylgruppen, die sich ober-

halb und unterhalb der Molek�ulebene be�nden, werden dagegen abgeschirmt, und

das Signal erscheint bei hohem Feld (� = �4:25 ppm). Das Dianion des 15,16{

Dimethylpyrens unterscheidet sich drastisch von dem neutralen System. Das Di-

anion ist ein [4n]{Antiaromat (16 �{Elektronen), und die �ausseren Protonen des

Perimeters werden aufgrund des paramagnetischen Ringstroms nun abgeschirmt,

so dass die Signale jetzt bei hohem Feld erscheinen (� = �3:2 ppm bis �4:0 ppm),
wohingegen die Protonen der Methylgruppen entschirmt werden, und das Signal

erscheint jetzt bei tiefem Feld (� = 21:0 ppm).

Leider k�onnen bei den nachfolgend zu analysierenden Verbindungen keine 1H{

NMR{Verschiebungen herangezogen werden, da die meisten dieser Molek�ule �uber

keine entsprechenden Protonen verf�ugen. Es ist aber m�oglich, ein von Schleyer et

al. [279] 1996 vorgeschlagenes Aromatizit�atskriterium zu verwenden. Dabei wird die

absolute magnetische Abschirmung im Ringzentrum unter Zuhilfenahme eines �kti-

ven Atoms (\Ghostatom\) mit geeigneten quantenchemischen Programmsystemen

berechnet. Der sogenannte \NICS (Nucleus Independent Chemical Shift){Wert\

entspricht hierbei der negativen isotropen Abschirmung und ist f�ur aromatische
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Verbindungen negativ, f�ur antiaromatische Systeme positiv, und f�ur ole�nische Sy-

steme liegt der NICS{Wert im Bereich um Null.

Leider sind die verschiedenen Aromatizit�atskriterien untereinander nicht widerspruchs-

frei, da die unterschiedlichen Kriterien sich auf unterschiedliche Eigenschaften des Mo-

lek�uls beziehen. Die Aromatizit�at l�asst sich nicht eindeutig durch einen Parameter er-

fassen, die verschiedenen Aromatizit�atskriterien liefern unterschiedliche Hinweise. Diese

Problematik soll an einigen Beispielen angedeutet werden. Wenn wir der Frage nachge-

hen, ob Pyrrol oder Thiophen aromatischer ist, so sprechen die energetischen Kriterien

f�ur Pyrrol und die geometrischen und magnetischen Kriterien f�ur Thiophen. Bei einigen

Verbindungen ist nicht klar, ob sie �uberhaupt zu den Aromaten zu z�ahlen sind. So spre-

chen f�ur das [5]{Paracyclophan die magnetischen Eigenschaften f�ur aromatisch (die Si-

gnale der Ringprotonen im 1H{NMR{Spektrum liegen bei � � 7:4 ppm), wohingegen die

energetischen Eigenschaften f�ur nicht{ bzw. antiaromatisch sprechen (die Resonanzener-

gie ist negativ). Furan besitzt zwar wie Benzol ein Elektronensextett, zeigt aber in seiner

Reaktivit�at kein typisch aromatisches Verhalten. Beim 7{tert{Butylcycloheptatrien wei-

sen magnetische Eigenschaften auf einen Aromaten hin, die energetischen und geome-

trischen Kriterien sprechen aber f�ur einen Nichtaromaten. F�ur die Fullerene weisen die

NMR{Signale auf einen aromatischen Charakter hin, wohingegen die Reaktivit�at auf ein

ole�nisches Verhalten schlie�en l�asst (Fullerene gehen leicht Additionsreaktionen ein).

In den letzten Jahren wurde unter Zuhilfenahme statistischer Verfahren wie der Fak-

torenanalyse [280] versucht, Zusammenh�ange zwischen der Vielzahl der Aromatizit�ats-

kriterien zu ermitteln [281{283] (siehe hierzu auch die Bewertung dieser Arbeiten durch

Neus [277]). Dabei geht man der Frage nach, auf wieviele wesentliche Grundeigenschaf-

ten (Dimensionen) die Aromatizit�atskriterien reduziert werden k�onnen, d.h., wieviele und

welche Aromatizit�atskriterien sind nicht mehr redundant. Die Resultate dieser Analysen

weisen darauf hin, dass die Aromatizit�at ein mehrdimensionales Ph�anomen ist, zu des-

sen Beschreibung mindestens zwei verschiedene Kriterien, etwa ein energetisches und ein

magnetisches, n�otig sind, d.h., ein Faktor reicht nicht zur Beschreibung des Ph�anomens
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Aromatizit�at aus. Im Zusammenhang mit den oben erw�ahnten Arbeiten [281{283] ist kri-

tisch anzumerken, dass zur Durchf�uhrung einer Faktorenanalyse eine gro�e Datenmenge

ben�otigt wird, die zur Zeit aber noch recht l�uckenhaft ist.

Eine interessante Analyse der geometrischen Verh�altnisse konjugierter Ringsysteme

wie Benzol (D6h) oder Cyclobutadien (D2h) stammt von Shaik et al. [284]. F�ur das

Zustandekommen der Molek�ulgeometrie bei solchen Verbindungen sind drei E�ekte

wichtig: 1) die �{Bindungen weisen eine Tendenz zur Symmetrisierung der Geometrie

auf, im Benzol nach D6h und im Cyclobutadien nach D4h (�{Bindungen \m�ochten\

gleich lang sein); 2) alternierende �{Bindungen weisen eine Tendenz zur Verzerrung der

Geometrie auf, im Benzol nach D3h und im Cyclobutadien nach D2h (�{Bindungen

\m�ochten\ unterschiedlicher lang sein als �{Bindungen); 3) die Mesomerie oder �{

Elektronendelokalisierung bewirkt wieder eine Tendenz zur Symmetrisierung der Geo-

metrie. Das Wechselspiel dieser drei E�ekte, die in jedem konjugierten Ringsystem un-

terschiedlich stark ausgepr�agt sind, bestimmen dann die resultierende Geometrie des

Molek�uls. Im Benzol �uberwiegen die symmetrisierenden gegen�uber den verzerrenden Ef-

fekten (deshalb besitzt Benzol eine D6h Symmetrie), und im Cyclobutadien �uberwiegen

die verzerrenden gegen�uber den symmetrisierenden E�ekten (deshalb besitzt Cyclobuta-

dien eine D2h Symmetrie). So wird beim Benzol die �{Elektronenenergie zwar beim

�Ubergang zur D3h{Struktur erniedrigt, aber die D6h{Struktur wird durch das �{Ger�ust

und die Mesomerie erzwungen.

Zum Konzept der Aromatizit�at siehe Maier [285], Minkin et al. [243] und Neus [277].

5.3.2 LMO's bei der Diskussion \aromatisch oder ole�nisch\

Betrachten wir die zwei Strichformeln des [2]Phenylens aus der Abbildung 5.11 oben,

so k�onnen wir uns fragen, ob bei dieser Verbindung ein mesomeres Gleichgewicht vor-

liegt, d.h., liegt hier ein aromatisches Molek�ul vor? Falls dies der Fall w�are, so wird

die rechte \mesomere Grenzstruktur\ schw�acher am mesomeren Gleichgewicht beteiligt
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[3]Phenylen

?

[2]Phenylen

?

[4]Phenylen

?

Abbildung 5.11: Zur Problematik des mesomeren Gleichgewichts bei den [n]Phenylenen
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[2]Phenylen

[3]Phenylen

π

[4]Phenylen

π

π

Abbildung 5.12: Die �{LMO's der [n]Phenylene; Schnitth�ohe: jeweils 30 pm oberhalb

der Molek�ulebene; Konturlinienwerte: �0:045 � 2n
q
e=bohr3 mit n = 0; 1; 2; : : :
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sein als die linke \Grenzstruktur\, da bei der rechten \Grenzstruktur\ ein energetisch

ung�unstiges (antiaromatisches) Cyclobutadienger�ust enthalten ist. Oder ist die rechte

\Grenzstruktur\ energetisch sogar so ung�unstig, dass das \Gleichgewicht\ ganz zur lin-

ken Seite verschoben ist, so dass hier gar kein mesomeres Gleichgewicht vorliegt, sondern

ein Molek�ul mit �xierten Doppelbindungen, also ein ole�nisches System, welches der lin-

ken Strichformel entsprechen w�urde. Diese Problematik nimmt vom [2]Phenylen �uber

das [3]Phenylen zum [4]Phenylen zu, da bei der rechten \Grenzstruktur\ des [3]Pheny-

lens schon zwei und bei der rechten \Grenzstruktur\ des [4]Phenylens sogar schon drei

energetisch ung�unstige Cyclobutadienger�uste enthalten sind (siehe die Abbildung 5.11

rechts).

Liegt also bei diesen Molek�ulen eine aromatische oder eine ole�nische Bindungssitua-

tion vor, und l�asst sich ein �Ubergang von aromatischem zu ole�nischem Verhalten (vom

[2]Phenylen �uber das [3]Phenylen zum [4]Phenylen) aufzeigen?

Zur Beantwortung dieser Fragen erweisen sich die �{LMO's dieser Verbindungen als

sehr n�utzlich. Wir haben bereits in Kapitel 2 (siehe die Seite 118: \Cyclobutadien und

Benzol\) darauf hingewiesen, dass man f�ur Ole�ne (wie Ethylen) oder Antiaromaten

(wie Cyclobutadien) 2{Zentren{�{LMO's erh�alt (siehe die Seite 120: Abbildung 2.8). F�ur

Aromaten (wie Benzol) erhalten wir hingegen �{LMO's, die sich �uber mehr als 2 Zentren

erstrecken (siehe die Seite 121: Abbildung 2.9), dies wird als \lokale Delokalisation\

bezeichnet.

Betrachten wir deshalb die �{LMO's dieser Molek�ule (siehe die Abbildung 5.12) und

einige weitere Aromatizit�atskriterien wie die Bindungsl�angenalternanz (5.7) bzw. (5.8)

(die f�ur Benzol 0 pm und f�ur Polyene etwa 13 pm betr�agt), den NICS{Wert [279] (der

f�ur Benzol etwa �10 ppm und f�ur Cyclobutadien etwa +25 ppm betr�agt) und die Reak-

tivit�at dieser Molek�ule (siehe die Tabelle 5.1). Ein energetisches Aromatizit�atskriterium

wie die Resonanzenergie konnte f�ur diese Molek�ultypen nicht bestimmt werden, da die

Spannungsverh�altnisse innerhalb des Molek�ulger�usts der zu vergleichenden Molek�ule zu

unterschiedlich sind (siehe hierzu auch die Seite 223, Punkt 1).
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Tabelle 5.1: Zusammenstellung verschiedener Aromatizit�atskriterien diverser Hexatrien{

Motive: �{LMO, Bindungsl�angenalternanz (BLA) (5.7) bzw. (5.8), Nucleus Independent

Chemical Shift (NICS) und Reaktivit�at; es wird versucht, jeweils nach aromatisch (a)

oder ole�nisch (o) zu klassi�zieren (a/o bedeutet hierbei: zwischen aromatisch und ole-

�nisch); SE: elektrophile Substitution; exp.: experimenteller Wert

Verbindung �{LMO BLA [pm] NICS [ppm] Reaktivit�at

(Benzol = 0, (Benzol � �10,
Polyene � 13) C4H4 � +25)

Tris(cyclopropeno) Abb. 5.16 0.3 �12:2 unbekannt

benzol a a a

[2]Phenylen Abb. 5.12 5.9 (exp.) [286] �6:6 SE (bevorzugt in

a a a 2{Stellung) [286]

a

Tris(bicyclo[2.1.1] Abb. 5.14 8.9 (exp.) [290] �8:7 noch unbekannt

hexeno)benzol \mehr\ a a/o a

[3]Phenylen Abb. 5.12 10.1 (exp.) [287] �1:9 hydrieren [287]

a/o a/o \mehr\ o o

Tris(boririno) Abb. 5.16 8.9 +5:5 unbekannt

benzol o a/o o

Tris(oxireno) Abb. 5.15 9.6 �14:6 unbekannt

benzol o a/o a

[4]Phenylen Abb. 5.12 15.9 (exp.) [288] �0:6 epoxidieren,

o o o cyclopropanieren,

hydrieren [289]

o

Tris(azirino) Abb. 5.15 21.1 �15:5 unbekannt

benzol o o a
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Die �{LMO's des [2]Phenylens erstrecken sich �uber 4 Zentren (siehe die Abbildung

5.12), die BLA ist klein (5.9 pm), der NICS{Wert ist stark negativ (�6:6 ppm), und
das [2]Phenylen geht elektrophile Substitutionen ein. Alle diese Ergebnisse weisen auf

ein aromatisches Verhalten hin (siehe die Tabelle 5.1). Beim [3]Phenylen sind die �{

LMO's deutlich weniger ausgedehnt als beim [2]Phenylen (siehe die Abbildung 5.12),

die �{LMO's weisen auf ein Verhalten zwischen aromatisch und ole�nisch hin. Auch die

BLA von 10.1 pm weist auf solch ein Verhalten hin. Der betragsm�a�ig kleine NICS{Wert

(�1:9 ppm) und die Reaktivit�at (der mittlere Sechsring l�asst sich hydrieren) des [3]Phe-

nylens sprechen hingegen schon f�ur ein \mehr\ ole�nisches Verhalten (siehe die Tabelle

5.1). F�ur den zentralen Sechsring des [4]Phenylens sprechen schlie�lich alle herangezo-

genen Kriterien f�ur ein ole�nisches Verhalten: die �{LMO's erstrecken sich nur noch

�uber 2 Zentren (siehe die Abbildung 5.12), die BLA (15.9 pm) liegt im BLA{Bereich

der Polyene, der NICS{Wert (�0:6 ppm) ist fast Null, und das [4]Phenylen l�asst sich

epoxidieren, cyclopropanieren und hydrieren (siehe die Tabelle 5.1).

Diese Resultate weisen darauf hin, dass wir es bei dem [2]Phenylen mit einem aro-

matischen und bei dem zentralen Sechsring des [4]Phenylens mit einem ole�nischen

System zu tun haben. Die physikalischen und chemischen Eigenschaften des mittleren

[3]Phenylensechsrings lassen sich irgendwo zwischen aromatisch und ole�nisch ein-

ordnen. Aus der Abbildung 5.12 l�asst sich auch sehr sch�on aufgrund der vom [2]Pheny-

len �uber das [3]Phenylen zum [4]Phenylen abnehmenden \lokalen Delokalisation\ der

�{LMO's der �Ubergang von aromatischem ([2]Phenylen) zu ole�nischem ([4]Phenylen)

Verhalten erkennen.

Geben wir beim Benzol eine BLA von 20 pm vor, so \m�ochte\ das �{System trotz

der gro�en BLA weiterhin aromatisch bleiben (die �{LMO's (siehe die Abbildung 5.13),

die sich �uber 4 Zentren erstrecken, und der stark negative NICS{Wert (�8:4 ppm) be-
legen dies). D.h., versucht man das aromatische System durch Ger�ust{Verzerrung zu

zerst�oren, so \hinkt\ das aromatische System aromatisch nach. Betrachten wir in diesem

Zusammenhang als n�achstes das Tris(bicyclo[2.1.1]hexeno)benzol (siehe die Abbil-
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dung 5.14). Diese Verbindung konnte 1995 erstmalig durch Siegel et al. [291] synthetisiert

werden. Siegel et al. [290] sprechen bei diesemMolek�ul aufgrund der gro�en BLA (8.9 pm)

von einem \benzoiden Kohlenwassersto� mit echter Cyclohexatrienstruktur\. Unsere

�{LMO's (siehe die Abbildung 5.14), die sich deutlich �uber 4 Zentren erstrecken, und

der stark negative NICS{Wert (�8:8 ppm) sprechen f�ur ein aromatisches System (siehe

die Tabelle 5.1). Die Verzerrung des Sechsrings wird o�ensichtlich durch die am Ring

be�ndlichen \Klammern\ (�uberbr�uckte F�unfringe) hervorgerufen und nicht durch das

�{System (wie bei den [n]Phenylenen), das �{System \m�ochte\ weiter aromatisch sein

(die �{LMO's und der NICS{Wert belegen dies). Die Formulierung als Cyclohexatrien{

Struktur tri�t also f�ur die geometrische, nicht aber f�ur die elektronische Struktur zu.

= 20 pmBLA

NICS = -8.4 ppm

π

Abbildung 5.13: Ein �{LMO eines verzerrten Benzol{Molek�uls

(BLA = 20 pm); Schnitth�ohe und Konturlinienwerte wie bei

der Abbildung 5.12
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Tris(bicyclo[2.2.1]hexeno)benzol

π

Abbildung 5.14: Die geometrische Struktur und ein �{LMO des Tris(bicyclo[2.1.1]-

hexeno)benzols; Schnitth�ohe und Konturlinienwerte wie bei der Abbildung 5.12
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Die geometrische Struktur eines Molek�uls wird von der elektronischen Struktur und

von Nachbargruppen{ und Br�uckene�ekten festgelegt. In verbr�uckten Systemen ist die

Bindungsl�angenalternanz somit kein gutes Kriterium zur Klassi�zierung nach aromatisch

oder ole�nisch. Die Bindungsl�angenalternanz sollte nur dann als Aromatizit�atskriterium

verwendet werden, wenn die Verzerrung durch die Elektronenstruktur zustande kommt.

Betrachten wir die hypothetischen Verbindungen Tris(oxireno)benzol (C2O)3 und

Tris(azirino)benzol (C2NH)3 [292]. Die CC{�{LMO's dieser Verbindungen erstrecken

sich nur �uber 2 Zentren (siehe die Abbildung 5.15 links), dies spricht f�ur ein ole�ni-

sches Verhalten. Die CC{�{LMO's sind sehr kompakt, da hier eine sogenannte \�{

Pauli{Absto�ung\ mit den direkt benachbarten \lone pair (LP)\{�{LMO's (siehe die

Abbildung 5.15 rechts) vorliegt. Die CC{�{LMO's des Tris(azirino)benzols sind kom-

pakter als die des Tris(oxireno)benzols, da die LP{�{LMO's des Tris(azirino)benzols

ausgedehnter sind als die des Tris(oxireno)benzols (siehe die Abbildung 5.15 rechts).

Die Bindungsl�angenalternanz weist beim Tris(azirino)benzol (21.1 pm) auf ein ole�ni-

sches Verhalten hin und beim Tris(oxireno)benzol (9.6 pm) auf ein Verhalten zwischen

aromatisch und ole�nisch (siehe die Tabelle 5.1). Die stark negativen NICS{Werte er-

scheinen in diesem Zusammenhang aber sehr merkw�urdig, da sie nahelegen, dass so-

wohl Tris(oxireno)benzol (�14:6 ppm) als auch Tris(azirino)benzol (�15:5 ppm) viel aro-
matischer w�aren als Benzol (�11:5 ppm). Aufgrund der sehr kompakten LMO's und

der gro�en Bindungsl�angenalternanzen kann dies aber ausgeschlossen werden. Unsere

Untersuchungen weisen darauf hin, dass sich die beiden hypothetischen Verbindungen

Tris(oxireno)benzol und Tris(azirino)benzol ole�nisch verhalten sollten. Die Fra-

ge, warum der NICS{Wert bei diesen Systemen so stark daneben liegt, muss o�en bleiben.

Doch soviel l�asst sich feststellen, der NICS{Wert wird beein
usst:

� von dem �{System des Ringes und etwas von dem �{System der Umgebung (wie

bei Tris(bicyclo[2.1.1]hexeno)benzol)

� von dem �{System des Ringes und von dem �{System aus der Umgebung, welches

in Konjugation zum Ring{�{System steht (wie bei den [n]Phenylenen)
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2 3Tris(azirino)benzol

(C  O)2 3Tris(oxireno)benzol

(C  NH)

N-LP

π π

π π

O-LP

Abbildung 5.15: Die �{LMO's von Tris(oxireno)benzol und Tris(azirino)benzol, jeweils

eines von drei �aquivalenten CC{�{LMO's (links) und jeweils eines von drei �aquivalen-

ten \lone pair (LP)\{�{LMO's (rechts); Schnitth�ohe und Konturlinienwerte wie bei der

Abbildung 5.12
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2(C  CH  )33 22

π

(C  BH)

π

Abbildung 5.16: Jeweils eines von drei �aquivalenten �{LMO's von Tris(boririno)benzol

(links) und Tris(cyclopropeno)benzol (rechts); Schnitth�ohe und Konturlinienwerte wie

bei der Abbildung 5.12

� von den � I,M{E�ekten der Atome, die sich in der Nachbarschaft des Rin-

ges be�nden (wie bei Tris(oxireno)benzol (+M{E�ekt der �O� Gruppe),

Tris(azirino)benzol (+M{E�ekt der �NH� Gruppe) und Tris(boririno)benzol

(�M{E�ekt der �BH� Gruppe; siehe weiter unten))

Eine eingehende Untersuchung, auf welche Weise der NICS{Wert von diesen unterschied-

lichen Ein
�ussen abh�angt, w�are sehr w�unschenswert, da sie neue Einsichten verspricht.

Bei dem hypothetischen Tris(boririno)benzol (C2BH)3 sprechen die Kriterien f�ur

ein ole�nisches System (siehe die Tabelle 5.1). Die �{LMO's (siehe die Abbildung 5.16

links) erstrecken sich im 6{Ring �uber 2 Zentren, dies weist auf ein ole�nisches Verhalten

hin. Ausserhalb des 6{Rings sind die �{LMO's delokalisiert, da Bor eine Oktettl�ucke

besitzt, die mit den �{Elektronen der CC{�{Bindung aufgef�ullt werden kann. Die �{

MO's sind wegen der Oktettl�ucke an den endo{Positionen lokalisiert, bei allen anderen

betrachteten Verbindungen be�nden sich die �{LMO's immer an den exo{Positionen.
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Die BLA von 8.9 pm weist auf ein Verhalten zwischen ole�nisch und aromatisch hin,

und der NICS{Wert (+5:5 ppm) spricht f�ur ein ole�nisches System.

Bei dem hypothetischen Tris(cyclopropeno)benzol (C2CH2)3 sprechen alle drei Kri-

terien f�ur ein aromatisches System (siehe die Tabelle 5.1). Die �{LMO's (siehe die

Abbildung 5.16 rechts) erstrecken sich deutlich �uber 4 Zentren, die BLA von 0.3 pm ist

sehr klein, und der NICS{Wert (�12:2 ppm) ist stark negativ.

Abschlie�end sei noch angemerkt, dass eine Frage nach der Aromatizit�at immer eine

Frage nach dem �{System ist:

1. Wie liegt das �{System im Grundzustand vor?

Dies l�asst sich anhand der LMO's zeigen.

2. Wie reagiert das �{System bei kleinen St�orungen, von welcher Art ist die St�orung?

Dies l�asst sich durch elektrische (z.B. elektrische Polarisierbarkeiten) und magne-

tische (z.B. chemische Verschiebungen) Eigenschaften bestimmen.

3. Wie liegt das �{System im angeregten Zustand vor?

Dies l�asst sich durch spektroskopische Eigenschaften bestimmen.

4. Wie ver�andert sich die Energie, wenn das �{System reaktiv angegri�en wird und

sich gleichzeitig wom�oglich das �{System ver�andern muss?

5.4 Schlussbetrachtungen

LMO's beschreiben \mehr oder weniger lokalisierte\ Bindungen. Die Bindungsverh�alt-

nisse lassen sich folgenderma�en klassi�zieren:

� \lokalisierte\ 1{ und 2{Zentren{Orbitale

(z.B. Ethylen, Formaldehyd, Cyclobutadien)
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� polare 2{Zentren{Orbitale in \hypervalenten\ Systemen ohne Valenzaufweitung

(z.B. PF5, R3PO)

� 3{ und mehr{Zentren{Orbitale mit bindenden Schw�anzen

(z.B. Benzol, Coronen)

� 4{Elektronen{3{Zentren{Systeme, sogenannte 4e3c{Bindungen aus zwei 3{

Zentren{LMO's mit antibindenden Schw�anzen

(z.B. XeF2, NF5)

Es gibt 3 F�alle:

1. Das MO{Modell ist einigerma�en genau, und die LMO's sind entweder 1{ oder

2{zentrisch :

1 Lewis{Strich{Schema mit Bindungs{, mit \lone pair\{Strichen und (bei polaren

Bindungen) mit {Pfeilen

(z.B. C2H4, H2CO, PF5)

2. Das MO{Modell ist ausreichend genau, aber die LMO's sind auch mehr{zentrisch:

dann behilft sich das Lewis{Strich{Schema mit mesomeren Grenzstrukturen

(z.B. Benzol, XeF2, H2CNN)

3. Das MO{Modell ist nicht ausreichend genau, z.B. f�ur Ozon, CrF2 etc.:

man braucht mehr MO's als Elektronen({Paare);

typische Mehrteilchene�ekte (Entartungskorrelationen) lassen sich nicht einfach

und korrekt durch Orbital{Modelle beschreiben

In neuerer Zeit w�achst das Interesse an LMO's in ausgedehnten periodischen Systemen.

Das Lokalisierungsverhalten der LMO's in solchen Systemen ist abh�angig von [146,148]:

� der Anzahl der Elektronen pro Atom (Ferne Lokalit�at: bezieht sich auf den Abfall

des LMO's bei gro�en Abst�anden):



5.4 Schlussbetrachtungen 241

{ voll besetztes Band ! gut lokalisierte MO's

! exponentieller Abfall der LMO{Schw�anze

! Isolatoren

{ teilweise besetztes Band ! schlecht lokalisierte MO's

! nur potentieller Abfall der LMO{Schw�anze

! Metalle

� der Anzahl der n�achsten Nachbarn NN und der Anzahl der Valenzelektronen pro

Atom NV (Nahe{Lokalit�at: bezieht sich auf die Topologie des LMO's in unmit-

telbarer N�ahe seines Zentrums):

{ NN

NV

\Bindungsstriche\ werden zur Symbolisierung eines Elektronenpaares

ben�otigt

{ NN

NV

ist klein/gro� ! gut/schlecht nahe{lokalisierte MO's

� der Gr�o�e der Energiel�ucke:

{ je gr�o�er die Energiel�ucke ist, desto besser ist die Lokalisierung



Schlussbetrachtungen

\Not only does science begin in wonder;

it also ends in wonder\ [293]

Abraham H. Maslow (1908 { 1970)

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate dieser Arbeit �ndet sich jeweils zu

Anfang eines Kapitels.

Das Lewis{Strich{Schema ist eines der erfolgreichsten chemischen Konzepte. Die Tat-

sache, dass die durch eine passende unit�are Transformation lokalisierten Orbitale eine

Br�ucke von der Quantenmechanik zu dem traditionell{chemischen Lewis{Strich{Schema

schlagen, geh�ort in den Worten von Hans Primas \zu den �uberraschensten, sch�onsten

und wichtigsten Resultaten der Quantenchemie\.

Das LMO{Konzept wurde dabei immer an die neuen M�oglichkeiten zur Berechnung

molekularer Systeme angepasst. So stehen heutzutage nicht nur die LMO's der HF{

Eindeterminantenn�aherung, die keine Korrelationse�ekte ber�ucksichtigt, zur Verf�ugung,

sondern auch LMO's korrelierter Wellenfunktionen. Dabei bedient man sich der nat�urli-

chen Orbitale der Einteilchen{Dichtematrix und konstruiert hieraus durch geeignete

Transformationen die nat�urlichen LMO's. Auch die LMO's im Rahmen der DFT{

Eindeterminantenn�aherung ber�ucksichtigen die Elektronenkorrelation. Sogar in einem
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Programmpaket wie dem ADF, welches relativistische E�ekte ber�ucksichtigt, stehen neu-

erdings lokalisierte Orbitale zur Verf�ugung.

Trotz dieser Erweiterungen des Lokalisierungskonzepts muss die Frage erlaubt sein,

wann eine Besch�aftigung mit LMO's, also eines \alten\ Konzepts, welches bereits auf

viele Molek�ule angewendet wurde, heutzutage noch sinnvoll ist.

� Die heutzutage wichtigste Anwendung der LMO's betri�t die Entwicklung der

\linear skalierenden Algorithmen\ zur Reduzierung der Rechenzeit, ohne dabei

auf die Ber�ucksichtigung von Korrelationse�ekten zu verzichten, damit auch gro�e

Molek�ule mit einer hohen Genauigkeit berechenbar werden. F�ur die \linear skalie-

renden Algorithmen\ ist es h�au�g wichtig, zum einen bestimmte LMO{Typen (wie

�=�{separierte LMO's) zu erzeugen und zum anderen LMO's gezielt in bestimmten

Raumbereichen zu spezi�zieren. Das in Kapitel 2 vorgestellte Lokalisierungsverfah-

ren erf�ullt diese Anforderungen. Um dabei die Eingabe der gew�unschten LMO's zu

vereinfachen, w�are eine graphische Ober
�ache sehr hilfreich. Es sei hier darauf

hingewiesen, dass das Verfahren sich nicht nur auf lokalisierte MO's beschr�ankt,

sondern es k�onnen damit auch andere Typen von MO's erzeugt werden. Mit den

\linear skalierenden Algorithmen\ stehen Methoden zur Verf�ugung, mit denen man

in den hochinteressanten Bereich der biochemischen Systeme (Peptide, kleine Pro-

teine, DNA{Fragmente usw.) vorsto�en k�onnte. Die quantenchemischen Rechnun-

gen an biochemischen Systemen werden in den n�achsten Jahrzehnten sicherlich an

Bedeutung gewinnen.

� Die Besch�aftigung mit einem \alten\ Konzept ist nat�urlich auch dann immer loh-

nenswert, wenn das Grundlagenwissen dieses Konzepts erweitert werden kann. So

ist es gelungen, korrigierte Symmetriebedingungen zur kontinuierlichen Entartung

von LMO{S�atzen aufzustellen (siehe Kapitel 3 und Tabelle 3.1), die zu einem tiefe-

ren Verst�andnis bez�uglich des LMO{Konzepts beitragen. Durch die Auswertung

der neuen Symmetriebedingungen konnten dar�uber hinaus, unter Zuhilfenahme
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des in Kapitel 2 entwickelten �ausseren Lokalisierungsverfahrens viele interessante

Gegenbeispiele zu dem Symmetrie{Theorem von England gefunden werden (siehe

Kapitel 2).

� Eine andere wichtige Anwendung betri�t die LMO{Analyse zur Kl�arung der Bin-

dungssituation neuer Verbindungen. So konnte die in Kapitel 4 durchgef�uhrte de-

taillierte LMO{Analyse der Bindungsverh�altnisse der hypothetischen Verbindungs-

klasse der metastabilen Sticksto�{Cluster ein tieferes Verst�andnis liefern, warum

bestimmte Sticksto�{Cluster aufgrund der unterschiedlich starken Auspr�agun-

gen und Kombinationen der Winkel (Baeyer){Spannung, der LP{LP (Pitzer){

Absto�ung, der Mesomeriestabilisierung und der Anzahl der Mehrfachbindungen

energetisch stabiler sind als andere. Aufgrund dieser neugewonnenen Einsichten ist

es gelungen, gezielt einige neue metastabile Sticksto�{Cluster zu berechnen. Unter

diesem Punkt ist auch das wachsende Interesse an LMO's bzw. Wannierfunktionen

gro�er ausgedehnter periodischer Systeme, wie die LMO's bzw. Wannierfunktionen

von linearen Ketten, Polymeren, Netzen, metallischen Systemen usw. zu nennen.

� Eine weitere n�utzliche Anwendung betri�t die LMO{Analyse zur Kl�arung der Bin-

dungssituation schon bekannter Verbindungen, bei denen die LMO's neue Einsich-

ten in die Bindungsverh�altnisse versprechen. So konnte in Kapitel 5 zeigen werden,

dass beispielsweise beim Phosphorpenta
uorid eine ionische/kovalente und beim

Tris(bicyclo[2.1.1]hexeno)benzol eine aromatische Bindungssituation vorliegt. Auch

zur Best�atigung vermuteter Bindungsverh�altnisse haben sich die LMO's als hilf-

reich erwiesen. So sprechen die LMO's beim [2]Phenylen f�ur ein aromatisches und

beim [4]Phenylen f�ur ein ole�nisches Verhalten (siehe Kapitel 5).

Diese Beispiele zeigen, dass die LMO's in der Quantenchemie weiterhin eine wichtige Stel-

lung einnehmen werden. Es gibt hinsichtlich des LMO{Konzepts noch viele Ansatzpunkte

f�ur zuk�unftige Untersuchungen. So ist beispielsweise die Anwendung des LMO{Konzepts

auf Reaktionsabl�aufe, wie Additions{, Substitutions{, Eliminierungs{ und Umlagerungs-

reaktionen, bisher kaum untersucht worden, verspricht aber neue Einsichten �uber den
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Mechanismus einer Reaktion und die Wechselbeziehung zwischen Reaktivit�at und mo-

lekularer Gestalt. Zuk�unftige Untersuchungen in dieser Richtung sind w�unschenswert

und erfolgversprechend. Neben den LMO's gibt es noch andere Konzepte zur Analy-

se der Bindungsverh�altnisse, wie die Di�erenzelektronendichte, die Elektronenlokalisie-

rungsfunktion (ELF), die Bader{Analyse usw. Interessant w�are es, eine vergleichende

Studie hinsichtlich dieser verschiedenen Konzepte durchzuf�uhren und dabei den Fragen

nachzugehen, was die jeweiligen Vor{ und Nachteile dieser Konzepte sind, f�ur welche

Konzepte es Gemeinsamkeiten oder Unterschiede gibt und f�ur welche Verbindungsklas-

sen ein Konzept besser geeignet ist als ein anderes.

So kann die spannende und fruchtbare Forschung �uber lokalisierte Orbitale weitergehen

und noch so manche Erkenntnis und �Uberraschung �uber unser komplexes Naturgeschehen

zu Tage f�ordern.
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Anhang A

Einheiten

Physikalische Konstante Atomare Einheit SI{�Aquivalent

reduziertes Plancksches
�h =

h

2�
= 1 1:05459 � 10�34 J � s

Wirkungsquantum

Elektronenmasse me = 1 9:10953 � 10�31 kg

Elementarladung e = 1 1:60219 � 10�19 C

Dielektrizit�atskonstante "0 =
1

4�
8:85419 � 10�12 F �m�1

Permitivit�at �0 = 4�"0 = 1 1:11265 � 10�10 F �m�1

Physikalische Gr�o�e Atomare Einheit SI{�Aquivalent

L�ange a0 =
�0 � �h2
me � e2 = 1 (Bohrscher 5:29177 � 10�11 m

Radius) (52.9177 pm)

Energie E0 =
me � e4
�20 � �h2

= 1 (1 Hartree) 4:35975 � 10�18 J
(27.2116 eV, 2625.51 kJ/Mol)
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