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Abstract

Abstract

Kalman filters offer a good opportunity for processing heavily disturbed signals. Applied to
the demodulation problem of communications an Extended Kalman filter is used as a
demodulator of angularly modulated signals. In the range of low signal to noise ratios (0 to
17 dB) a number of several filter models is examined in this work /3, 5, 16, 24, 34, 35, 40,
42,49, 54, 69, 77/.

The two quadrature components, real and imaginary part of a received signal in the baseband
are considered as components of a two dimensional observation vector from which phase,

frequency and even amplitude and amplitude derivative are estimated.

Supplementary observations as amplitude and phase, adaptive elements and smoother
elements have been tested in an online development environment. It has been built up with a
DSP (TMS320 C44) to prove data fusion concepts and information absorption in Kalman
filters based on examinations which have been theoretical determined in /5, 42/. It proves that
even virtually created additional observations like phase and amplitude determined with the
two quadrature components lead to an increase of the absorbed information, which leads to

better filter results.

Furtheron stability, accuracy and bandwidth have been observed in the online simulation.
They are important criteria for online processing, whereas in case batch processing only the

accuracy is the important parameter.

Chapter 3 will be laying the basics in signal theory for the following chapter 4, where the
different Kalman filter models developed for the demodulation problem will be described.
Chapter 5 will show filtering results and Chapter 6 gives a rough description of the DSP
development environment used for online-demodulation /2, 33, 76/. A summary in Chapter 7

concludes this work with results and remarks.



Summary

Summary

This work states that Extended Kalman filters can be used for online demodulation of heavily
disturbed angularly modulated signals in general. Depending on the used SNR (signal to
noise ratio = carrier to noise ratio) and the choice of the modulation signals different
Extended Kalman filter models have to be employed. In the investigated range of 0 to 17 dB
SNR especially adaptive Kalman filter models show a high accuracy. In this case an external
Maximum-Likelihood estimation is preferred allowing a reduction of the filter running time.
An additional advantage using external adaptation is the implicit stability of the outcoming
adaptive filter algorithm in contrast to parameter estimation by introducing additional state
space variables. Modulating signals with low dynamics Kalman filters with precomputed
covariances could be applied, where in the stationary case the covariance cycle could be

eliminated.

Extended Kalman filter models show especially for negative SNR’s the advantages of data
fusion, however the filter behaviour is not very stable. The concept of Smoother algorithms is
rather unsuitable for online applications, due to the expense in processing to increase filter
stability and accuracy. An exception is a heavily reduced smoother model, which retains the
filter stability characteristics of smoothers. An employment of this filter is only worth while

for negative SNR's, because of high error covariance values.

Using nonlinear filters optimized starting values have to be chosen, because this does not
only effect the transient filtering phase, but also the stationary accuracy too. Therefore an
optimal transient time can be found by parameter tuning, with the result of an optimized

accuracy. Only for further reduction of the transient time the filter error increases.

In parallel to the theoretical investigations a development and evaluation system was
elaborated representing a useful development tool not only for online demodulation, but for

several Kalman filter applications, like motor managment or machine control too.



Einleitung

1 Einleitung

Ein generelles elektrotechnisches Problem stellt die Signalverarbeitung von gestorten MefBsi-
gnalen dar. Werden besonders stark gestorte Signale, die einen Stérabstand von bis zu 0 dB
aufweisen, betrachtet, lassen sich mit einfachen Filtern (TiefpaBfilterung) keine sinnvollen
Filterergebnisse mehr erzielen. Es werden Filter benotigt, die zusétzlich die stochastischen
Eigenschaften der Signale und Storungen mit in Betracht ziehen. Mit Kalman-Filtern kdnnen
diese stochastischen Eigenschaften beispielsweise ausgewertet werden. Beim Kalman-Filter
haben wir dariiberhinaus den Vorteil, da} sich durch das rekursive Verhalten des Kalman-
Filter Algorithmus alle vergangenen, schon bearbeiteten MefSwerte mit in die aktuelle Schit-

zung einbeziehen lassen.

Weitere Vorteile, die das stochastische Konzept eines Kalman-Filters unterstiitzen, sind die
Tatsachen, daf3 es in der realen Applikation weder perfekte MeB3sensoren noch eine perfekte
mathematische Modellierung des gesuchten Systems gibt. Der Kalman-Filter arbeitet genau
mit diesen UngewiBheiten, ndmlich einer allgemeinen Systembeschreibung, der statistischen
Beschreibung der StérgrofSen, der Modellungenauigkeit und den Anfangsbedingungen, die
wichtig sind fiir ein schnelles Einschwingen auf minimale Fehler. Bei genauer Kenntnis der
gegebenen GesetzméBigkeiten und linearen Zusammenhénge erhélt man mit einem Kalman-
Filter tatsdchlich ein Optimalfilter, das heif3it, die vorhandene Information, die in den MeB-
groflen enthalten ist, wird vollstdndig ausgewertet und in die Schétzung der gesuchten Regel-

grofle umgesetzt /38, 39, 48, 49/.

1.1 KALMAN-FILTER UND NACHRICHTENUBERTRAGUNG

Besondere Aufmerksamkeit gilt in der Nachrichtentechnik der fehlerfreien Ubertragung von
Daten. Dieser sogenannte Ubertragungskanal weist dabei klar definierte Eigenschaften auf.
Nicht die gesamte Information kann von A nach B {ibertragen werden. Das Signal schwécht
sich ab und additive StorgroBen beeinflussen die Ubertragung. Der beschriebene Nachrich-

tenflu} kann z.B. als Entropieverteilung im Kanal beschrieben werden.

Durch eine Modulation des Nutzsignals lassen sich Daten wesentlich einfacher iibertragen,

da die Eigenschaften des Ubertragungskanals optimaler ausgenutzt werden. Eine Vielzahl
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von Modulationsarten hat sich im Laufe der Jahre entwickelt, die jeweils an die geforderten

Kanaleigenschaften angepalit worden sind.

RuckschluRentropie

Entropie

am Eingang Transinformation Entropie

am Ausgang

Streuentropie

Abb. 1.1: Entropieverteilung am Ubertragungskanal

Erwiinscht ist es, moglichst viel Information eines Nutzsignals {iber einen Nachrichtenkanal
zu iibertragen, der mit minimaler Bandbreite und Leistung auskommt. Durch eine fehlerfreie
Demodulation bei geringen SNR’s lassen sich Bandbreite und/oder Leistung eines modu-
lierten Signals absenken. Dies bedeutet auch, daB3 bei einem stindig anwachsenden Bedarf an
Ubertragungskapazititen die Sendeleistungen nicht weiter erhoht werden miissen, um mehr
Information zu iibertragen. Es begann mit analogen Modulationsarten (AM, PM, FM und
diverse Mischformen) und man ist heutzutage bei einer Vielzahl von digitalen Mo-
dulationsarten angelangt (PSK, FSK, MSK,...). Ziel dieser Arbeit ist es deshalb, mit Kalman-
Filtern Signale von sehr hohem Storanteil zu verarbeiten /18, 27, 29, 43, 45, 60, 62, 75/.

Beschrinkt man sich auf winkelmodulierte Signale, wird bei der hier betrachteten Quadratur-
demodulation das Empfangssignal ins Basisband heruntergemischt und die Quadraturkom-
ponenten Refr, (1)} Im{r, (r)} zur Bestimmung der Phase verwendet, die das Nutzsignal dar-
stellt. Die Berechnung der Phase aus den beiden Quadraturkomponenten kann einfach {iber

die Arcustangens-Funktion geschehen.

Bei ungestorten Quadraturkomponenten fiihrt dies zu einer korrekten Phase. Bei gestorten

GroBen fiihrt dies jedoch zu grof3en Fehlern bei der Berechnung der Phase.

Genau an dieser Stelle setzt das Kalman-Filter an, um die Phase dennoch moglichst genau zu
bestimmen. Als Eingangsparameter fiir das Kalman-Filter werden die beiden Quadraturkom-
ponenten verwendet, um eine Estimation der Phase durchzufiihren. Das ausgewdhlte

Kalman-Filter ist in dieser Anwendung ein nichtlineares Filter.
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Bei der nichtlinearen Realisierung des Filters werden jedoch -bedingt durch den
Algorithmus- Linearisierungen bendtigt, die Informationsverlust zur Folge haben. Als
lineares Filter eingesetzt, stellt das Kalman-Filter ein Optimalfilter dar. Wie 148t sich die
Anwendung in diesem nichtlinearen Fall rechtfertigen? Grundsitzlich werden
Linearisierungen vorgenommen, um ein System besser kontrollierbar zu machen. Ferner ist
die lineare Systemtheorie bestens bekannt und anwendbar. So ergibt sich hieraus die
Folgerung, dal} eine Verarbeitung mit einem Kalman-Filter durchaus sinnvoll erscheint, da
die Information der beiden Quadraturkomponenten so zusétzlich stochastisch ausgewertet
wird. Die Anpassung des Extended Kalman-Filter an die nichtlineare Problemstellung ist
ebenfalls Aufgabe dieser Arbeit. Beim Kalman-Filter findet eine sogenannte Datenfusion der
Eingangskomponenten statt. Die einzelnen Komponenten fithren nicht direkt zu einzelnen
Schitzwerten, sondern werden kreuzweise miteinander verkniipft und zu einem einzigen
Schatzwert verarbeitet. Dies fiihrt zum einen dazu, daf3 auch nicht mef8bare Grofen geschétzt
werden konnen, und zum anderen dazu, daB3 bei einem multisensoriellen System der Ausfall
oder die extreme Storung einer MeBgrole durch andere MeBgroflen kompensiert werden

kann.

Von entscheidender Bedeutung ist es, die Kanalkapazitit zu optimieren. Entweder wird ver-
sucht die Packungsdichte der Datenkanéle auf einem Trdger zu maximieren oder es wird
versucht die abgestrahlte Leistung zu minimieren. Oder anders formuliert: Bei einem sténdig
ansteigenden Bedarf an Ubertragungskapazititen wird angestrebt die Sendeleistungen nicht

weiter zu erh6hen, um zusitzliche Informationen zu tibertragen.

Aus beiden Fillen resultiert die Forderung, immer ungiinstigere Signal-Rauschleistungsver-
hidltnisse zuverldssig bearbeiten zu konnen, wofiir Kalman-Filter im allgemeinen prédesti-
niert sind. Mit einer Vielzahl von Kalman-Filtermodellen wird dies in dieser Arbeit unter-

sucht /3,5, 6,7, 8, 16, 24, 34, 35, 40, 42, 49, 54, 69, 77/.

1.2 ONLINE UND OFFLINE - FILTERUNG

Nachdem als erster Schritt das Kalman-Filtermodell zu der Problemstellung entwickelt
wurde, folgt die Anpassung des Filters auf den Einsatzort des Filters. Anforderungen im
Hinblick auf Sensitivitét, Stabilitidt, Rechnerleistung, Kosten und weiteren Faktoren muf3
Rechnung getragen werden. Handelt es sich um eine rein statische Anwendung, wird ein

vorliegender Datensatz relativ unabhingig von Zeit und Datenmenge bearbeitet. Bei Instabi-
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lititen besteht die Mdglichkeit zusitzliche Filterungen durchzufiihren. Entscheidend ist dann

einzig und alleine die optimale Verarbeitung der vorgegebenen Mefidaten.

Bei einem kontinuierlichen Flul von Daten muf3 dagegen zusétzlich auf die Prozessierungs-
dauer und die Stabilitit des Filteralgorithmus geachtet werden. Die Prozessierungsdauer geht
dabei direkt in die verarbeitbare Bandbreite des Signals ein. Das Kalman-Filter ist ein
rechenintensives Filter, das matrizenorientiert arbeitet. Zusétzliche Eingangs- oder / und
Ausgangsparameter erhohen die Anzahl der Rechenoperationen kréftig. Daher wird zur
Berechnung ein Digitaler Signal Prozessor (DSP) eingesetzt, der hardwaremédBig bereits
Multiplikationen, Divisionen und begrenzt sogar Wurzelfunktionen direkt als einen Befehl
ausfithren kann. In den verwendeten Entwicklungsumgebungen wurden dabei Prozessoren

aus der TMS320 C4x - Familie von Texas Instruments verwendet /2, 33, 76/.

Vor dem Einsatz eines Filters in der Online-Anwendung wird jedes Filter auf seine Eigen-
schaften in Softwaresimulationen getestet. Vorteile einer vorhergehenden Simulation sind die
klar definierten Umgebungsparameter und die Moglichkeit erster Nachbesserungen des
Filters in der Testphase. Im Online-Einsatz zeigen sich dagegen abweichende Nichtlineari-
titen und Storprozesse, die sich erst durch bereits ermitteltes Systemverhalten optimal
verarbeiten lassen. Ein erneutes Nachbearbeiten fiihrt schlieflich zum endgiiltigen Filter-

modell und zu den gesuchten Schitzwertergebnissen.

Demodulations- Filteridee Filter-Entwurf
Problem Modell

Vorsimulation
unter IDL
A2
Simulation Online Filter-
unter C Demodulation Tuning
Filter- Filter-
Ergebnisse Ergebnisse

Vergleich von
unterschiedlichen Filtersignalen

Abb. 1.2: Filterentwurf fir Online-Filter
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Die Arbeit ist dabei wie folgt aufgebaut: Kapitel 2 beschreibt signaltheoretische Grundlagen,
die in Kapitel 3 zur Ableitung der unterschiedlichen Filtermodelle genutzt werden. Im nach-
folgenden Kapitel 4 werden Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen aufgezeigt und
im letzten Kapitel die verwendete Hardware beschrieben. Diese Arbeit schlieft mit einer

Zusammenfassung der Ergebnisse und gefundenen Beobachtungen.

1.Einleitung, Abstract 2.1 Signaltheorie 2.2 Stochastik 2.3 Bandbreite
2.4 Filterverfahren 2.5 Information

3. EKF-Modelle zur Demodulation

|

3.1 Testsignale + Programmierung

| !

5. Hardware 4.2-4.3 PC-Simulation
4.5 Kalibrierung 4.4 Online-Filterung

| |

4.6 Fehlerbetrachtung

Anhange, Literatur

Abb. 1.3: Kapiteliibersicht als Struktogramm
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2 Theoretische Grundlagen

Zuniéchst sollen grundlegende Begriffe der Systemtheorie gekliart werden, um mit den gefun-
denen Beziehungen in den folgenden Abschnitten und Kapiteln leichter arbeiten zu kénnen.
Dabei wird sich auf die Grundlagen mit Relevanz aus den Bereichen der Modulationstechnik
zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Signale beschrdankt. Dariiber hinaus werden
fundamentale Begriffe der Estimationstheorie inklusive von Rauschprozessen aufgearbeitet.
Wichtig ist diese Aufarbeitung auch zur eindeutigen Definition der mathematischen Formel-

zeichen und technischen Begrifflichkeiten.

2.1 SIGNALTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

2.1.1 Modulationsverfahren

Bei der Modulation von Signalen werden diese auf einen Triger aufmoduliert und auf diese
Weise iiber einen Ubertragungskanal iibertragen. Nach der Ubertragung wird das Empfangs-

signal wieder demoduliert, also von seinem Trager befreit /44, 45, 62, 75/.

2.1.1.1 Bandpalisignale und aquivalente Tiefpalisysteme

Bei Ubertragungssystemen betrachten wir normalerweise ein bandpaBbegrenztes System.
Das Ausgangssignal eines derartigen Systems wird als BandpafBlsignal bezeichnet. Zur ver-
einfachten Betrachtung werden meistens Bandpallsignale im dquivalenten Tiefpafbereich

untersucht.

Eine beliebige, reelle mathematische Funktion sg(t), hier ein BandpaB3signal, 146t sich aus

Sinus- und Cosinus-Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen zusammensetzen (Fourier),

so dal} wir das Bandpallsignal in gerade und ungerade Anteile aufspalten kénnen:

S (1) = Sp, (1) + 55, () (2-1)

12
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Ferner gilt:

—+oo

Sp(f)= | [ng () + 55, (1)) [cos(2mfyt) — jsin(2mfyt) Ht 2-2)

—o0

=Re{Sp ()}+ - Im{Sp(f)}
Betrachten wir Real- und Imaginirteil von Sg(f) im sog. "dquivalenten Tiefpaflbereich":
Dazu verwenden wir ausschlieBlich die positiven Frequenzanteile von Sg(f), multiplizieren
diese mit dem Faktor 2 und verschieben sie anschlieBend um eine Tragerfrequenz f, nach

links in Richtung Nullpunkt.

S:(f)

3

Re{S:(f)}
Im{S:(f)}
p f
£ 0 f

Abb. 2.1: Aquivalenter TiefpaRbereich

Das erhaltene Spektrum Si(f) enthilt keine Tragerfrequenz f, mehr. Die Bandpafsignal-

komponenten mit Hilfe des dquivalenten Tiefpa3bereiches lauten:

Re{S, ()} = %Re{ST (f =)+ %RG{ST (—f —f,)}

(2-3)
Im{SB (f)}: %Im{ST (f -1, )}_ %Im{ST (-f -1, )}

Worin liegt der Vorteil der Einfiihrung eines dquivalenten TiefpaB3bereiches? Durch Wegtfall
der Triagerfrequenz 148t sich das System mathematisch erheblich einfacher beschreiben. Da
die Trigerfrequenz keine Nutzinformation enthdlt, ist durch diese vereinfachte Betrach-
tungsweise kein Verlust der Signalinformation bei der Betrachtung dieser Signale entstanden.

Das Nutzsignal oder Modulationssignal wird vollstindig weiter bearbeitet.

13
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Als komplexes Spektrum zusammengefal3t ergibt sich:
1 I, =
SB(f):EST(f_fO)"_EST (-f-1,), (2-4)

wobei ST*(f ) den konjugiert komplexen Anteil darstellt. Durch Riicktransformation in den

Zeitbereich erhalten wir dann folgende komplexe Beschreibung:

SB (t) = %ST (t) . ejz‘ltfot + % [ST(t) . e—j2nf0tIk

Fiir komplexe Zahlen gilt allgemein: z+z =Re{2z}, was das Signal wieder zu einem

reellwertigen Signal werden 14ft:

s (1) = Repr (1) 27 | (25)
Bislang haben wir das komplexe modulierte Signal s(t) betrachtet, so da} sich insgesamt

folgende Beziehung ergibt:

S(t) =A- ej(ZEf0t+(p(t)+(p0)
_ A'ejZTEfOt 'ej(tp(t)ﬂpo)
=A- ej((P(t)‘HP()) . ej2TCf0t

— ST (t) . ej2TCf0t

Das Signal s;(t) wird auch als komplexe Hiillkurve bezeichnet; der Term ™" wird ana-
log dazu als komplexer Tréger bezeichnet.
s (1) =S, (1) cos(2nfyt)— sy, (t)-sin(2nf,t) 26)

mit : Sp(t) =S, (1) + jSpy, (1)

Real- und Imaginirteil der komplexen Hiillkurve werden auch als Quadraturkomponenten'

bezeichnet.

'Der Begriff Quadraturkomponente wird auch fiir den Imaginirteil und Inphasekomponente fiir den Realteil von

st(t) verwendet.

14
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» Die Amplitude berechnet sich zu: A (1) =sp(0)]= Jsmz(t) +spp (1)
: : , B S1m (1)
= Die Phase berechnet sich zu: ¢(t) = arctan| ———
Stre (1)

Dies 148t sich wieder zur gewohnten komplexen Darstellung zusammenziehen:
sp(0) =[sr (O = (D] (2-7)
2.1.1.2 Kontinuierliche Modulationen/ Demodulationen

Wir unterscheiden zwei grundlegend unterschiedliche Modulationsarten: Die Amplituden-
modulation und die Winkelmodulation. Wahrend bei der Amplitudenmodulation die
Amplitude der Tragerschwingung moduliert wird, wird dagegen bei der Winkelmodulation
die Momentanphase der Tragerschwingung moduliert. Eine allgemeine, komplexe

Beschreibung eines unmodulierten Schwingungssignals s(t) sei als komplexes Signal mit

der Triagerfrequenz f, gegeben mit:

t) =
s(t) = a(t)-exp{j(2nf,t + o(t))} mit: (0 =0 (2-8)
a(t)=a,
Dabei ist ¢, ein Phasenoffset, der die anfangliche Phasenlage oder auch das Voreilen der
Schwingung beschreibt.
Im
. s(t)
130 \ apg4 —
(po ap Y
e o N gt
Phasenoffset 0

Abb. 2.2: Phasenoffset eines Tragersignals

? (@, bezeichnet nur einen Phasenoffset, also eine konstante Grofe.
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2.1.1.2.1 Winkelmodulation

Bei der Winkelmodulation (WM) bleibt die Amplitude des Sendesignals s(t) konstant, und

das Nutzsignal m(t) wird zur Verdnderung der Momentanphase verwendet:

¢(t) = variable Phase inkl. Phasenoffset ¢,
s(t) = a(t) - cos(2mf,yt + @(t)) mit: ® (2-9)
a = ao

Allgemein gilt aulerdem:

—
Il
|

Periodendauer der Trigerschwingung

Das zugehorige dquivalente Tiefpallsignal lautet dann:

s;(t) =a, - exp(jo(t)) (2-10)

jag
m(t)

ap

Re

Abb. 2.3: Phasenzeigerdiagram bei WM

Die verschiedenen Winkelmodulationsarten werden in zwei Gruppen eingeteilt: Die Phasen-

modulation und die Frequenzmodulation:

Bei der Phasenmodulation (PM) wird das Nutzsignal m(t) direkt als Phase ¢(t) verwendet.
Der Zusammenhang lautet dann:
P(t) =Ypy - m(t) + g,

wobel Yp,; als Modulationsindex bezeichnet wird. Er ist definiert durch das Verhéltnis von

Frequenzhub Af zu fy;, der Modulationsfrequenz des Nutzsignals m(t) :

16
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Af
Yem = =A@
iy

Er ist somit identisch mit dem (maximalen) Phasenhub A, wenn |m(t)| <1. Damit ist der

Dynamikbereich bei winkelmodulierten Signalen erheblich groBer als bei der AM.

Bei der Frequenzmodulation wird nicht das Nutzsignal m(t) direkt als Phase verwendet,

sondern das Kurzzeitintegral iiber m(t):

O(t) = Yoy - [M(t)dt + (2-11)

= O(t) =7Ypy -m(t) =, (1) 27

Das Signal m(t) findet sich dann in der Ableitung der Phase, der Augenblicksfrequenz 2w f,

wieder. Der Zusammenhang zwischen Phasen- und Frequenzmodulation kann wie folgt be-

schrieben werden:

) S (1)

= (c::t o FM o Spv(t) =2 - COS[2TEf0t +Ypy - m(t) + (Po]
sem() =2, - cos[anOt +Vem - Jm(t)dt + (Po]

o) fa [m(t)dt o Sem®)

Abb. 2.4 Systemtheoretischer Vergleich von PM und FM

In Verbindung mit einem vorgeschalteten Differenzierglied bzw. einem Integrationsglied 148t
sich ein Frequenzmodulator auch als Phasenmodulator verwenden bzw. ein Phasenmodulator

auch zur Frequenzmodulation einsetzen.

Bei Kombination von Amplituden- und Winkelmodulation - Quadraturamplitudenmodulation
genannt - wird eine Ubertragung von 2 unterschiedlichen Signalen m,(t),m,(t) mit Hilfe

eines Tragers moglich. Ein allgemeines QAM-Signal lautet in komplexer Darstellung:

s(t)=a, (1+ HanmMy (t))‘ expj(2ﬂ:f0t + Ywmm, (D) + @ ) (2-12)
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2.1.1.3 Diskrete Modulationsverfahren

Eine andere Moglichkeit Signale zu iibertragen, hat sich heutzutage durchgesetzt: Digitale

Modulationsverfahren.

Das zeitkontinuierliche Signal wird dazu abgetastet und als Digitalsignal weiterverarbeitet.
Entweder werden die zeitlichen Abtastwerte oder die spektralen Komponenten des Signals
(Telekommunikation) weiterverwendet. Die digitalen, diskreten Werte konnen dann durch
Modulation iibertragen werden. Analog zu den zeitkontinuierlichen Modulationsverfahren

ergeben sich die folgenden zeitdiskreten Modulationsverfahren /18, 27, 45, 60/.

2.1.2 Demodulationsverfahren

Der Vorgang zur Riickgewinnung des Nachrichtensignals aus dem modulierten Signal wird
als Demodulation, das hierzu notwendige System als Demodulator bezeichnet. Benotigt der
Demodulator Frequenz und Phasenwinkel des Trégersignals, so spricht man von kohérenter
Demodulation, in anderen Féllen von inkohdrenter Demodulation. Die praktische Demodula-
tion kann bet AM - Signalen mit einem Modulationsgrad [,y <1 auf inkohérente Art durch
einfache Betragsbildung mit Tiefpalfilterung erfolgen. Die realisierte Demodulation

winkelmodulierter Signale erfolgt dagegen in mehreren Schritten: Umwandeln, Gleichrichten

und Sieben /62, 77/.

Bei der Demodulation mit einem Kalman-Filter werden nach der Transformation in den
TiefpaBBbereich alle Demodulationsschritte im Filter zur gleichen Zeit durchgefiihrt. Der

Ansatz zur Berechnung des Filters wird im 4. Abschnitt dieses Kapitels dargestellt.

Durch Verwendung zusétzlicher Zustdnde zur Amplitudenschidtzung lassen sich auch AM-

Signale und QAM-Signale mit einem EKF verarbeiten.

2.1.2.1 Demodulation mit dem Quadraturempfanger

Ein moduliertes Signal r(t) wird als unverrauschtes Signal auf einen Quadraturempfinger
gegeben. Durch Multiplikation mit dem Tréagersignal und dem um 90° phasenverschobenen
Triger ergeben sich die Signale r,(t) und r,(t). Multiplikation und TiefpaBfilterung entspre-

chen der praktischen Umsetzung einer Frequenzverschiebung:
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r(t)=a, -cos(2mf,t + @(t))

. . ? (2-13)
= %‘) - (expli(2mfyt + o(t))]+ exp[- j(2nf,t + (1))

Um die zwei Quadraturkomponenten des Empfangers zu berechnen, wird eine Multiplikation
mit der Tragerfrequenz und der um 90° phasenverschobenen Tragerfrequenz durchgefiihrt.
Die Multiplikation mit cos(2nf,t) und —sin(2nf,t) lassen sich zu einer komplexen GrofBe
zusammenfassen, um somit die Berechnung zu vereinfachen. Wir multiplizieren also das
Empfangssignal mit exp[- j(2nf,t)]=cos(2nf,t) — jsin(2nf,t) . Die komplexe Betrachtungs-
weise beider Quadraturkomponenten ist zulédssig, da die beiden Signale orthogonal werden

und somit unabhingig voneinander sind.

a

(=]

= T(t) = (expli2nf,t + @(t))]+ exp[- j2rf,t + @(1))])- exp[- j(2nf,t)]

- (expli(o(t)]+ expl- j(4nf,t + (1))

IRy

AnschlieBend wird dieses komplexe Signal T(t) (stellvertretend fiir die beiden Teilsignale)
so tiefpaBgefiltert, dal die Anteile doppelter Trigerfrequenz verschwinden. Eine weitere
Bearbeitung im Frequenzbereich ist sinnvoll, daher transformieren wir T(t) in den Fre-

quenzbereich:

oo
R(f)= [r(t) e dt
“+oo ) +oo
_20 J’e—J(4nfOt+(p(t)) e iamft g ag J‘ l(0(t) | o-j2nft g4
2 2

—o00 —o00

Der Term e/®Y wird als Hilfsvariable s + (t) (dquiv. TiefpaBlsignal) zusammengefalit:

~ 17 » » 1+ .
—— a—j2mft | —jamist 1 L —j2mft
R(N)= _jsT(t) e e e+ _jsT(t) e 12t g »

1 1
=—S+(f+2f,)+—=S+(f
5 T( 0) 5 1 (f)

@(t) enthilt immer auch einen Phasenoffsetwinkel @ .
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Das gewihlte Tiefpal3filter muB3 mindestens die Bandbreite f, von S, (f) besitzen:

H(f)zrectfi e—oh(t)=f, -si(m-f, - t)
A

Mit diesem Filter erfolgt die TiefpaBfilterung:

R(f R (f
(f) H(D (f)
R, (f) = R(f) - H(f) = %ST(f) (2-15)
580 x H(
- 2}fT }-fT | -f, +f, + ;‘T + é f. f
2 2

Abb. 2.5 Basisbandfilterung

Die Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt:

R, (f) o—o rT(t)=a7°-ej*°<“ (2-16)

£ (1) = a? P = % [cos(e(t)) + jsin(g(t))] (217)

Anschlieend wird das komplexe Signal wieder in die beiden Teilkomponenten aufgetrennt:

Der Realteil von ry(t) ist das Resultat aus der Multiplikation mit dem cos(2nf,t) und der
Imaginédrteill von ry(t) reprdsentiert das Resultat aus der Multiplikation mit dem
phasenverschobenen Trigersignal (—sin(2nf,t)). Das in den dquivalenten TiefpaB3bereich

transformierte Signal ist in seine Quadraturkomponenten aufgespalten worden, so dall wir

zusammenfassend die folgenden beiden Signale aus dem Quadraturempfinger erhalten:

I t a
%() = 70 -cos((t)) Realteil des Signals ry(t), Inphasekomponente (2-18)
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(1) a, .
%() = 70 -sin(@(t)) Imaginérteil des Signals ry(t), Quadraturkomponente (2-19)
Um bei eciner AM die Hiillkurve zu bestimmen, werden die Quadrate der

Quadraturkomponenten gebildet, summiert und die positive Wurzel als gesuchtes Modula-

tionssignal weiterverwendet. Die Amplitude a, ist in diesem Fall eine zeitverdnderliche

Variable a(t).

cos(2nf,t) _
m /\/ TRe
% 2 Ire’(t)
\><J Tiefpal >< 4

&)
o

|

Irim(t)

Oszillat re2(t)
o 0 szillator N 2 [a®)Fr-()l
—> 90 +2~‘/ —
Phasen- —
schieber

i g |2

N Frim2(t)
Q</ Tiefpal® >< 4
-sin(2nft)

Abb. 2.6: Quadraturempfianger zur Demodulation der Amplitude

Es wird gebildet:
2 2
I'TRe (t) _a (t) . 2
So = cos (o(t))
2
rTInl‘ (t) — a’(t) -sin? (@(t))

|rT(t)| -4 rTRe2 +rTIm2 _
2 4 4

4 2

Wir erhalten also zunéchst nur die halbe Amplitude! Um die Bildungsvorschrift eines dqui-

valenten Tiefpallsignals zu erfiillen, multiplizieren wir das Endergebnis mit dem Faktor 2.

[ep ()] =1a(b) (2-20)
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Der Quadraturempfinger wird nun zur Demodulation des zeitverdnderlichen Winkels
eingesetzt. Mit den beiden Quadraturkomponenten wird der Arcustangens berechnet, der den

Winkel @(t) bestimmt:

Ly (t
@(t) = arctan fLm() = arctan[rTL(t)] (2-21)
S TTRe (t) Irre(t)
cos(2nf;t) ()
—X)—— A |
Tiefpal®
fr
r(t) o Oszillator Em{&(t)ﬁ mt)
Phasen- aretan Re{r+(t)
schieber
A

Frim(t)
—@{AP
TiefpalR

-sin(2xf;t)

Abb. 2.7: Quadraturempfanger zur Demodulation der Phase

Grundsétzlich wird hierbei vorausgesetzt, dall bei der Modulation der Definitionsbereich der
Arcustangens-Funktion nicht iiberschritten wird, da sonst Mehrdeutigkeiten, d.h. Phasen-
spriinge bei der Demodulation auftreten! Die Quadraturkomponenten miissen einen

eindeutigen Quadranten aufspannen (s. 4.5.1.1).

2.1.2.2 Demodulation mit PLL

Ein anderes hdufig angewendetes Verfahren der Winkeldemodulation ist die Verwendung
von PLL’s. Dieser phasengesteuerte Regelkreis wird heutzutage beispielsweise in den mei-
stens FM-Empfangern eingesetzt. Der PLL besteht aus einem Phasendetektor, der das
modulierte Signal mit einem unmodulierten, nachlaufenden Triger vergleicht. Der
idealerweise als Multiplizierer aufgebaute Phasendetektor wird jedoch oft nur als digitales
EX-OR-Gatter aufgebaut. Bei der Realisierung der digitalen Losung mull das Tastverhiltnis
des Trigersignals 50% betragen, um keine undefinierten Bereiche zu erhalten, was von
Nachteil ist. Ebenso ist es nicht moglich, groe Frequenzspriinge sicher zu detektieren /9, 11,

77/.
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Je nachdem, ob der im PLL verwendete Phasendetektor linear oder digital arbeitet, wird von
einem linearen oder digitalen PLL gesprochen. Diese Mischprodukte sind ein Maf fiir die
Frequenzabweichung des empfangenen Signals zur VCO-Frequenz. Das Resultat wird tiber
einem Tiefpall zu einer Gleichspannung geglittet, die zur Ansteuerung eines spannungs-

gesteuerten Oszillators (VCO's) verwendet wird.

frel)

-T > PD

&

Tiefpal®

fVCO(t)

VCO

Abb. 2.8: PLL (phase locked loop = Phasenregelkreis)
Der VCO schwingt mit einer Ruhefrequenz f(), der so konfiguriert werden sollte, daf3 f()

direkt der Trigerfrequenz f, des Modulationssignals entspricht. In diesem Fall ist die
Ansteuerspannung / Regelspannung m(t) Null. Das Empfangssignal, mit der sich um die
Tragerfrequenz f;, &ndernden, modulierten Augenblicksfrequenz f_(t) fiihrt am
Phasendetektor (PD) zu Mischprodukten, die nach Glittung zu einer Regelspannung m(t)
fiihren. Eine positive Regelspannung wird bei f,, > f; detektiert. Die Ruhefrequenz f; wird

vom VCO auf fy,(t) so lange nachgeregelt, bis f, (t) erreicht ist.

fin (0) =fyco(t) =f; + K- m(t) (2-22)

Die Regelspannung bildet auf diese Weise die Frequenzénderungen des Empfangssignals ab,
was einer Frequenzdemodulation entspricht. Benodtigen wir eine Phasendemodulation, so

muf die Regelspannung abschlie3end integriert werden.

(Der Faktor K ist ein Systemfaktor, der in erster Linie vom VCO abhéngig ist, aber auch
Verstarkungsfaktoren des PD’s enthélt.) Ist die Nachregelung erfolgreich, so wird die Re-
gelspannung m(t) Null, der PLL ist eingerastet. Das Verhalten eines PLL’s wird in unter-
schiedliche Arbeitsbereiche eingeteilt, wobei in erster Linie der Fangbereich bei Anwen-

dungen entscheidend ist:
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1. Fangbereich: Frequenzbereich, in dem der PLL auf eine vorgegebene Frequenz eines

angelegten Signals einrastet.
2. Haltebereich: Frequenzbereich, in dem der PLL in bereits eingerastetem Zustand arbeitet.

3. Ziehbereich (Pull In Range): Frequenzbereich, in dem der PLL auf eine vorgegebene Fre-

quenz eines angelegten Signals moglicherweise noch einrasten kann.

(4. Pull Out Range: Frequenzbereich, in dem der PLL auch bei sprungartigen Frequenzan-

derungen noch im eingerasteten Zustand verbleibt.)

Haltebereich
Ziehbereich

‘f:O +fT f

Abb. 2.9: Arbeitsbereiche des PLL

Der PLL wurde hier zunichst aus mehreren Griinden behandelt. Er stellt zum einen einen
stabilen und gebrduchlichen Frequenzdemodulator dar und besitzt zum anderen deutliche
Parallelen im Vergleich mit dem verwendeten Extended Kalman-Filter. Eine Betrachtung
dazu findet sich im Abschnitt 2.4.4. Eine FEinspeisung der Phase oder Frequenz als

zusitzliche Beobachtung im Kalman-Filter wurde zusitzlich hardwareméBig vorbereitet.
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2.1.3 Systemeigenschaften einer WM-Ubertragungsstrecke

Aufgespalten in Funktionsbldcke mit ihren StoBantworten h;(t) stellt sich die Ubertragung
eines Quellsignals x(t) mit WM-Modulation folgendermafen dar:

hGes(t) G—e HGes(f)
\
FM - Modulation Ubertragungskanal Té'an_sfg)rm:tion ins Abtastung / Signalverarbeitung D/A-Wandlung
asisban A/D-Wandl E: ded Y
X(t) s(t) r(t) rr(t) ancuns X(k)} Ralman Fiter x(k) X(t),
h,(t) hy(t) h4(t) h,(t)

Quell- Sende- Empfangs- Empfangs- Beobachtungen Zustande rekonstruiertes
signal signal signal signal im (Eingang EKF) (Ausgang EKF) Quellsignal

Basisband

Abb. 2.10: Ubertragungsstrecke

Die Abtastung bei der AD-Wandlung und die Rekonstruktion bei der DA-Wandlung wird
dabei als so fein quantisiert betrachtet, dal die Quantisierung als lineare betrachtet werden

darf.

Der 1. Block stellt die bereits beschriebene Winkelmodulation des Quellsignals dar:

s(t
X(t) cos(2nfot+yx(t) (\)
FM - Modulation
Quell- Sende-
signal signal

Abb. 2.11: Modulation

Der 2. Block beschreibt die Eigenschaften des WM-Ubertragungskanals. Der Zusammen-
hang zwischen x(t) und s(t) ist dabei absolut nichtlinear, da er mit einer trigonometrischen

Funktion beschrieben wird. Das Empfangssignal r(t) eines modulierten Sendesignals hat

sich aufgrund von &duBleren Signaleinfliissen deutlich veréndert. Die Eigenschaften des
Empfangssignals sollen im folgenden untersucht und dabei Stérungen zusammengefaf3t und
definiert werden. Mogliche Echos (z.B. durch Reflexionen) sollen dabei nicht als diese
betrachtet werden, da sie zusitzliche Parameter mit in die Betrachtung einflielen lassen wiir-
den. Es sollen ausschlieBlich Didmpfung, Verzogerung und die fiir die Filtermodellierung

entscheidende GroBe, das additive Ubertragungsrauschen das Sendesignal beeinflussen.
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Das Rauschsignal wird idealisiert als gauBverteilt und mittelwertfrei angenommen. Besitzt
das Ubertragungsrauschen nicht diese Eigenschaften, so miissen deterministische GroBen
zusammengefalit als zusétzliche Steuergrofle U des Kalman-Filters definiert werden und
abweichende Verteilungsdichten in der Varianz des Systemrauschens (d.h. als Modellfehler)

oder durch ein anderes Filter hoherer Ordnung z.B. Gauf$filter beriicksichtigt werden.

add.
Dampfung Verzogerung Rauschen

n n(t)

|

S(t)H@H 3(t-to) y(t)@ ")

Ubertragungskanal

Sende- Empfangs-
signal h1(t) signal

Abb. 2.12: Ubertragungskanal
Die systemtheoretische Beschreibung lautet fiir ein WM-Empfangssignal:

r(t) = y(t) +n(t) =m-s(t—ty) +n(t)
s(t) =a-cos(2mf,t + @(t))

() = Ywm -m(t) + ¢
Eigenschaften des Sendesignals s(t) wurden bereits im 1. Abschnitt beschrieben. m(t) stellt

das zu iibertragende Quellsignal dar. Alle konstanten Terme kdnnen zu einem gemeinsamen,

neuen Phasenoffset @, zusammengefalit werden:
Mit: r(t)=a-n- cos(2nfo (t—to)+Ywm m(t—tg)+ g )+ n(t) folgt fiir den Phasenoffset @, :

0, = 2nf ity + @, + Py, (2-23)

Der Term —2xft,, ist eine konstante Phasenverschiebung. ¢ ist abhdngig vom Verlauf von

m(t) und 148t sich nicht direkt bestimmen. Sie entsteht bei der Transformation in den aqui-
valenten TiefpaBBbereich und wird als Ausbreitungsphase bezeichnet. Die Dampfung der

Amplitude wird ebenfalls verkiirzt beschrieben als: n=a-n,,
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Zur Demodulation des Empfangssignals mit einem Quadraturempfanger wird dieses in das
Basisband bzw. den dquivalenten Tiefpafbereich heruntertransformiert. Dies entspricht der

Vorverarbeitung des Empfangssignals fiir die Demodulation mit dem Kalman-Filter.

Si2nht

r(t)i s :J | > rectffl2f] {l)

Transformation ins Basisband

Empfangs-
Empfangs- h(t) signal im
signal Basisband

Abb. 2.13: Transformation ins Basisband

Wir betrachten zundchst die Inphasekomponente der Quadraturdemodulation und schlie3en
daraus auf die Quadraturkomponente. Das Empfangssignal r(t) wird mit dem phasengleichen

Trager multipliziert. Wir erhalten Anteile mit doppelter und ohne Trigerfrequenz:
r(t) =1-cos2mfyt + Yy - (1) + @ )+ 1(t) (2-24)

r(t) - cos(2mf,t) = [N - cos(2uf,t + Yy, - O(t) + @, )+ n(t)]- cos(2nf, t)

rp(t) = 2 cos(4mft + Yy - @(1) + @y )+ 2 +c03(Yyy - Q) + @, )+ n(t) - cos(2mf, 1)

Danach erfolgt die TiefpaBfilterung mit einem idealen Tiefpa3 : H(f) = rect%
g

Dessen StoBantwort h(t) lautet: h(t) = 2f, -si(2nf,t)

Die Tiefpalifilterung wird sinnvollerweise im Frequenzbereich durchgefiihrt.

1 _ f
R (f)=n- Esf{cosw o) + )} rect—+

g
n- l37{005(4ch0'[ + Y - Q)+ @, )}- recti + g{n(t) . cos(27|:f0t)}- recti
2 2f, 2f,
Da eine direkte Transformation des letzten Terms aufgrund dessen stochastischer Eigen-
schaften nicht moglich ist, werden die spektralen Eigenschaften des Terms iiber die Be-

trachtung der Erwartungswerte erfolgen:
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Das additive Rauschen in den dquivalenten TiefpaBbereich transformiert lautet hier (kom-

plexe Darstellung):

np(t) =n(t)- e % 2f si(2nf, 1) (2-25)

Die Eigenschaften von n,(t) werden durch die beiden Momente des Rauschens beschrieben:
Das erste Moment lautet: E{nT (t)}: 0, da das Signal als mittelwertfrei angenommen wurde.
Das 2. Moment (pﬁTnT (1) = E{nT (t) n (t+ 1:)} wird iiber die Erwartungswerte direkt benach-
barter Rauschwerte n,(t) und n;(t+7) gebildet und ist im Frequenzbereich als Rauschlei-
stungsdichtespektrum ¢.I§TnT (f) bekannt. Wir bestimmen die Korrelationsfunktionen der

beiden Rauschsignale als Erwartungswerte. Die beiden entstehenden Rauschanteile werden

dazu zu einem Rauschvektor n;(t) zusammengefaft:

N1 (1) n;(t)
np(t)= =
Ny, (1) n,(t)
Die zu betrachtenden Leistungen und Kreuzleistungen konnen in der Kovarianzmatrix zu-

sammengefafit werden:

(2-26)

COV(QT(t),QT(t_i_T)):[E{HTRe(t)~nTRe(t+T)} E{nTRe(t).nTlm(tﬂ)}]

E{nTIm (t) g (t"‘T)} E{nTIm () nr, (t+T)}

Das 2. Moment lautet:
= E{nrge () nppe(t+ 1)}

= Efln(t) - cos(2nf, ) = 2f si(2xf, 1) |- [n(t) - cos(2nf, (1)) * 2F si(2nf, (t+ ) |}

=E{ [n(E)-cosnf&,)-2f, -sil2nf, (t-&)KE, - [n(E,)- cos2nfyE,)-2f, -si[znfg<t+r—&2)]d&2}

—oo —oco

+oo o0

= J J.N08@2 —§I)~cos(27tf0§1)'cos(27tf0§2)-4f§ 'si[2nfg(t—Eﬂ)]-Si[ZTCfg(t+’c—§2)}1§1d§2

—o00 —co

Durch Anwendung der Siebeigenschaft fillt die Integration in Richtung &, heraus:
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- NOT cos’(2mf, ) - 42 -sil2nf, (t— &) sionf, (t+ - &)k,

Substitution: t—&, =u und —d&, =du mit Anderung der Grenzen und Auflésung von cos”

fuhrt zu:

= NOT %(1 +cos(4mif, (t—u)))-4f2 -si2nf,ul sif2nf, (u+ 1) Jdu

= NOT% 4f2 -sifonf u]-sifonf, (u+ 1) Ju+ N0+f%cos(4nf0 (t—w))- 42 -si2nf,ul sif2nf, (u+1) b

Wir betrachten das 1. Integral als Faltungsintegral und 16sen die Cosinus-Fkt. im zweiten

Integral weiter auf:

= 2N, 2 -si2nf, 7]+ sifonf, 7]+ 1, (2-27)

Durch Betrachtung im Frequenzbereich 148t sich I, aus (2-27) weiter vereinfachen:

= ON,f? - %si[2nfgt]+ IN,f2 -7 {E (8 — 2f,) + &(F +2f,))- e 2" = %rect %} . %rect%}
g g g g

g

f-2f, . f+2f :
=N,f, -si[2nfg1:]+ 2N f7 -7 [L rect——— - e/*™" + rect ——— - g ! :|-LrectL
af of 2f, of, 2,

g g

=0
=N,f, -sif2nf, 1]

Das Resultat fiir I, ist jedoch nur dann Null, wenn 2f, < 21, , so daB sich schlieBlich fiir den

Erwartungswert ergibt (mit Resubstitution bei symmetrischer Ergebnisfunktion):

E{nrpe (1) nppe (t+ 1) 1= Nof, -si[2nfg1:] (2-28)

Anschlieend werden die weiteren Erwartungswerte bestimmt. Bei der Autokorrelation von

nym(t) ergibt sich die gleiche Leistung wie bei der ermittelten Autokorrelation von nrre(t):

Mit: E{npp, (t)- 0y, (64+7) )=

400 400

= [ [NB(E, ~&)) sin@nf,&) sinnf,E,)-4f2 -sifnf, (- &) sifonf, (t+1-&,) kg dE,

—00 —oo
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= NOT %(1 — cos(4nfy (t—u)))-4f2 -silnf,u] sif2nf, (u + ) lu

—oo

E{npp () iy (140 F= N, -si[2nfg1:] (2-29)

Die Kreuzleistungen bzw. Kreuzkovarianzen werden Null, da sich bei Berechnung des Inte-
grals ein sin(x) cos(x)-Term ergibt, der zu 7 sin(2x) als ungerade Funktion zusammengefaf3t

werden kann. Aufgrund der Unabhéngigkeit von Realteilrauschen und Imaginirteilrauschen

wurde dies hier auch erwartet.

Efnppe () npp (t+10)}=

+o0 +oo

= | [NG8(E, ~E&))-cos(amfyE,) - sinnf &, ) - 412 -silonf, (1~ )] silonf, 1+ 1-&,) b, a8,

—o0 —oco

Efnppe () Nppy (t+ 0 }= E{npp () nppe (1+1)}=0 (2-30)

Aufgrund der Symmetrien berechnet sich der zweite Kreuzterm ebenfalls zu Null. Daraus
ergibt sich abschlieBend die Kovarianzmatrix:

(2-31)

[ngosi(angT) 0 }
cov(ny (t),n;(t+1))=

0 f,Nsi(2nf, 1)
Realteil und Imaginérteil von n;(t) sind zunichst unkorreliert und somit wegen der Gaul3-

prozeB-Eigenschaft auch voneinander unabhingig. Die Kreuzkorrelation der beiden Anteile
ist Null. Es handelt sich folglich um zwei unabhingige Rauschprozesse, die jedoch aufgrund

der TiefpaBfilterung nicht mehr weil sind. Mit ¢, (t)=N,-3(t) und mit

0,0, (T) =N, f, - si[21tf g’c] erhalten wir durch Transformation in den Frequenzbereich:

Spektrale Leistungsdichte des
f | N, ) f Rauschanteils einer der beiden band-
- TYCC o begrenzten Quadraturkomponenten

1
f)=N,f -—rect
Oupn, (1) = Nof, 2f 2f, ;

g
(2-32)

Weiterhin gilt:

2

f
=rect—

2
H(D| = o

f
rect—
2f,
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Mit dieser Bandbegrenzung des Tiepalifilters H(f) gilt fiir die nicht bandbegrenzte spektrale

Leistungsdichte Onon, (f) wunter Anwendung der Wiener-Lee-Beziechung und der

hypothetisch am Eingang des TiefpaB-Filters angenommene Rauschleistungsdichte ﬁo :

¢ N ¢ Spektr. Leistungsdichte des Rausch-
0., ()= Norect — =% rectl — anteils einer der beiden unbegrenzten
o 2f, 2 2f, Quadraturkomponenten
(2-33)

Durch Vergleich 148t sich der RiickschluB3 auf die spektrale Leistungsdichte des Rausch-
signals n(t) ziehen: Da ﬁo als Rauschleistungsdichte der Rauschprozesse der Quadratur-

komponenten definiert wurde, ergibt sich somit als Eigenschaft des Rauschsignals n(t):

., (F) =N,

Bei der nachfolgenden Abtastung der Quadraturkomponenten ergeben sich im Zeitbereich

folgende Signale:

;S(t-lnT) nf(kT)
rT(t) rect[f/2fy] *)@—)@J)k)

Abtastung / A/D-Wandlung

Empfangs-
signal im
Basisband h3(t)

Beobachtungen
(Eingang EKF)

Abb. 2.14: Abtastung

Unter der Annahme einer feinen Quantisierung 148t sich der Quantisierungsfehler durch

gleichverteiltes Quantisierungsrauschen ng(kT) beschreiben, das in n; »(kT) enthalten ist:

np,(kT) =np(t)-e 2™ Y §(t —KkT) +nq (KT)
k

Refr; (kT)}=a-cos(2mym, (KT —t,) + @, —2nf,t, ) +n,(kT)

. (2-34)
Im{r; (kT)}=a-sin(2mym, (kKT —t,) + @, — 27f,t,) +n, (kT)

Durch die Abtastung mit Nyquistrate entsteht aus dem nicht mehr weilen Rauschvektor

n;(t) ein zeitdiskreter, weiBler Rauschvektor n(kT) . Die Kovarianz lautet nun:
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1
—f, N6, ; 0

cov(n; (kT),n, (jkT)) =| 2 1
0 E fANo6k,j

(2-35)

f, =2f, ist die Bandbreite des Ausgangssignals. Wir erhalten die Delta-Funktion tber der

Definition des weiflen Rauschens als eine Ableitung eines Brown'schen Prozesses. Die Vari-
anz des Brown'schen Prozesses ist linear, da eine Integration von Zufallswerten erfolgt, die
eine konstante Varianz (Diffusionskonstante) besitzen. Nach Ableitung ergibt sich eine kon-
stante Varianz, was zu der Delta-Funktion als Autokovarianz des Rauschprozesses fiihrt (s.

2.2.1). Der Autokovarianzkern von n;(kT) ist selbst im Nullpunkt endlich. Weilles,

zeitdiskretes Rauschen besitzt eine endliche Leistung, ist also auch existierbar im Gegensatz

zu zeitkontinuierlichem weillen Rauschen.

In den folgenden beiden Funktionsblocken findet die Demodulation als nichtlineare digitale
Signalverarbeitung im Extended Kalman-Filter und die Rekonstruktion des zeitkontinuierli-
chen Signals statt. Dies ldBt sich nicht als Ubertragungsfunktion oder StoBantwort beschrei-
ben. Daher werden die letzten drei Funktionsblocke von Abb. 2.10 (Abtastung, Verarbeitung,
Rekonstruktion) zusammengefalit betrachtet. Ein derartiges nichtlineares Systemmodell (s.
2.4.3.2) 1aBt sich allgemein durch sog. Volterra-Reihen darstellen. Eine Aufspaltung in
Teilsysteme kann durch das sog. Wienermodell beschrieben werden /69/: Dazu stellt man
sich eine  Reihenschaltung zweier  Ubertragungsfunktionen vor. Die erste
Ubertragungsfunktion ist in diesem Fall linear und ein System mit "Gedéichtnis" (Memory
System) und das zweite System stellt ein nichtlineaers System ohne Gedéchtnis (No Memory

System) dar, um die nichtlinearen stochastischen Eigenschaften zu beschreiben.

Das hier betrachtete Kalman-Filtermodell kann je nach Betrachtungsweise ebenfalls als

Wienermodell (iiber den Innovationsansatz) interpretiert werden.

Die Ubertragungsfunktion kann iiber die Kanalkapazitit (s. 2.1.5) bestimmt werden, die sich

iiber die estimationstheoretische Betrachtung der Information (s. 2.5.1) beschreiben 1463t.

Die Rekonstruktion des analogen Quellsignals x(t) 148t sich auch einzeln wieder mit einer

Ubertragungsfunktion oder StoBantwort beschreiben:

32



Theoretische Grundlagen

x(k) X
rect[f/2fy] X(t)
Interpolations-Tiefpaly
D/A - Wandlung
Zustande h (t) rekonstruiertes
(Ausgang EKF) 4 Quellsignal

Abb. 2.15: Rekonstruktion

Bei verlustfreier Ubertragung des Signals gilt H,, (f):l-rect% (s. Abb. 2.10), was

g
jedoch aufgrund der nichtlinearen Eigenschaften der Winkelmodulation/ -demodulation nicht

moglich sein wird.

2.1.4 SNR-Definition

Das in dieser Arbeit verwendete und angegebene Signal-Rauschleistungsverhéltnis SNR wird
auch als CNR (Carrier to Noise Ratio) bezeichnet. Es bezeichnet das Verhéltnis der Tréager-
leistung zur Rauschleistung im BandpaB3bereich /3, 44, 45/:

p, ta’
£ = ¢ =SNR =CNR (2-36)
P, 2f,N,

Durch Transformation in den dquivalenten TiefpaBbereich ergeben sich am Ausgang hal-
bierte Spannungswerte. Da sich dies jedoch auch auf das Rauschen auswirkt, dndert sich die

SNR-Definition bezogen auf beide Quadraturkomponenten nicht:

1
Sa

ENE

2
BP-Bereich SNR : '~ =SNR

3 a2 .
- omplex AQuiv. TP-Bereich
2f,N,

reell — 2fANO

BN

Zusitzlich 148t sich noch ein SNR der beiden einzelnen Quadraturkomponenten betrachten.

Es 146t sich dabei zeigen, dal3 folgendes gilt:
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2
E{4cos (vcp(t))}
2fAN

CNR =SNR,, +SNR . mit: SNR p, = (2-37)

Die beiden SNR’s werden im Normalfall unterschiedlich sein, jedoch in der Summe immer

konstant sein.

2.1.5 Kanalkapazitat

Ein MaB zur Beschreibung des Ubertragungskanals ist die Kanalkapazitit C. Sie beschreibt
die verarbeitbare Informationsmenge des Ubertragungskanals: Sie wird urspriinglich als
Maximum der Entropie, der maximal iibertragenen Information (Transinformation) definiert
/3,44, 45/.

C =max H(x;y) (2-38)

P(x)

Die Transinformation kann folgendermafen aufgeldst werden:

H(x;y)=H(y)-H(y|x) (2-39)

Setzt man Shannon’s Entropie an, ergibt sich fiir einen Gauflkanal mit gauBSverteilten Gréfen

(s.2.5.1):
S=—[In(f, ©)f,(©)-d&= % n|2r). |P|]+%

Die betrachteten Leistungen sind am Ausgang y die Summe aus Signalleistung und Rau-

schleistung der Storgrofle.

H(y)=S8, ==[In(t, (p)-£, (p)-dp
y (2-40)
1 1
= E-ln[(2n)-|S+N|]+E

Die Streuentropie wird durch die gauBverteilte, additiv iiberlagerte, unabhéngige Storgrofle

beschrieben:

H(y| %) =Sy ==[In{t,x (p18))- £y (p1€)-dp
y
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= _Jln(fn (ﬂ)) fn (ﬂ) ’ dﬂ
n (2-41)
= L nf(or) N[+ £
2 2

Damit ergibt sich fiir die Transinformation:

H(x:y)=H(y)-H(y [ x)= - Infem)- s+ N+ = nfem): N1

-~ 1n[-|S+N|]—%-1n[-|N|]+1n(2n)—ln(2n)
1 S+N|
2N

:l.1n[1+§]=l-1n[1+SNR]
2 N| 2

1 .

Somit besteht ein direkter Zusammenhang zum SNR-Verhéltnis.

Der GauBkanal wird aber zusitzlich definiert als idealer Ubertragungskanal mit einem idea-

len TiefpaB der Grenzfrequenz fg oder idealem Bandpal3 der Bandbreite f, =f; und einer

gauBformig verteilten, weiBen additiven StorgroBe der Rauschleistung Ng (N =2f, N, ):

H(x: y)= - In| 14— (2-42)
2 2f,N,

Zusitzlich dazu 148t sich eine zeitbezogene Kanalkapazitit C~ definieren. Sie laBt sich aus

einer ebenfalls zeitbezogenen Entropie bestimmen:
H (x;y) = 2f, -H(x;y) in Bit/Zeiteinheit

Durch Einsetzen erhilt man die zeitbezogene Kanalkapazitét mit:

. . 1 S
H (x;y)=C =2f,-—-In| 1+ 2-43
(x;¥) B ( 2N, J ( )

Betrachtet man rein bindre Grofen, ergibt sich fiir die zeitbezogene Kanalkapazitit:
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C =1, -1d(1+%): f, -1d(1+ 5 J in Bit/Zeiteinheit (2-44)

26, N,

Fiir einen nicht bandbegrenzten GauBkanal (fy — o) erhalten wir fiir die Kanalkapazitit

keine unendliche Kanalkapazitit, sondern:

fg—eo

C. =limf, -ld(l + %): ldee) S =0,72- S (2-45)

Daraus folgt aber zugleich, daB bei einer gewihlten Kanalkapzitiat C eine Mindestleistung

fiir S erforderlich wird. Setzt man eine Zeitdauer zur Ubertragung eines binidren Wertes von

— an, dann 1a6t sich eine Energie bestimmen, und somit erscheint auch ein erforder-

o

T=

liches minimales Signalrauschleistungsverhdltnis - =%;=1,39=1,42dB. Diese Grenze

wird auch als Shannon-Grenze bezeichnet /45/.

2.2 STOCHASTISCHE PROZESSE

Zum Grundverstindnis stochastischer Filter soll hier insbesondere ansatzweise auf
Verteilungsfunktionen, Zufallszahlen, Erwartungswerte und Markov-Prozesse eingegangen

werden. Diese werden dann im weiteren Verlauf vorausgesetzt.

In mathematischer Betrachtungsweise beschreibt ein stochastischer ProzeB x(-,-) ein Ensem-

ble von Musterfunktionen g(-, o)j), die zeitliche Verldufe der Realisationen von Elementa-
rereignissen ®; darstellen, die wiederum in einem eigens dafiir definierten, fiktiven Ereignis-

raum Q stattgefunden haben. Betrachten wir zu einem Zeitpunkt t; die Musterfunktionen

5(-, (oj), so bezeichnen wir den Vektor, der dadurch entsteht, als Zufallsvektor z(ti,-) oder

kurz als x(t;). Durch einen dritten Bezugsraum, die Wahrscheinlichkeit, definieren wir die

Auftrittswahrscheinlichkeit der Musterfunktionen, die unter einem definierten Schrankenwert

(). Die Ableitung der

§ liegen, als eine Verteilungsfunktion Fé(t)(-) an der Stelle F,

Verteilungsfunktion F, () ergibt die Verteilungsdichtefunktion £y (-) /38, 39/.
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ProzeR x(., .)
Elementar _ Xow:)
-ereignisse , Musterfunktionen X{-W;
N /o
N
——
—— - o —

Zufallsvariable x(t;)

Abb. 2.16: Ereignisraum

Jedem Ereignis als Teilmenge des Ereignisraumes Q wird dabei praktischerweise eine Zahl
aus der Menge der reellen Zahlen zugewiesen. Bei der Zuweisung auf reelle Zahlen sprechen

wir von sogenannten Zufallsvariablen x(-), bei der x(w) der Abbildung von @ auf die reelle
Zahlenachse entspricht. Dies 4Bt sich fiir skalare Zufallsvariablen x(-) ebenso wie fiir vek-
torielle Zufallsvariablen x(-) definieren. Die Zuweisung des Ereignisses wird auch Reali-

sation X, genannt:
X, = x(w) oder fiir Vektoren: x, = x(w) A ={o:x(w)e A}

Als ® werden hier alle Elementarereignisse bezeichnet, die mit der Realisation x, beschrie-

ben werden konnen. Aus Griinden der Allgemeinheit sollen im folgenden ausschlieBlich

vektorielle GroBBen behandelt werden.

In x, sind alle Abbildungen von Elementarereignissen zusammengefaf3t, die sich im defi-

nierten Intervall befinden. In mathematischer Formulierung lauten die Teilmengen A; im

Realisationsraum:
A = {(o (x() < é} Borel-Feld
In den Teilmengen A, sind die Elementarereignisse ® zusammengefa3t, die als Reali-

sationen 5(0)) unterhalb einer Grenze é , die das halboffene Intervall I=(0, é] beschreibt,
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liegen. Damit 148t sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion Fx() oder Vertei-

lungsfunktion genannt beschreiben:

F (€)= P(lo: x( <&}) (2-46)
Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dal Elementarereignisse im Bereich des vorgege-
benen Intervalls mit der Obergrenze é liegen. Der Wertebereich einer Verteilungsfunktion
liegt immer zwischen 0 und 1. Die Ableitung der Verteilungsfunktion F (é) wird als Wahr-
scheinlichkeitsverteilungsdichtefunktion f, (é) oder Verteilungsdichte bezeichnet. Hat die
Verteilungsfunktion Unstetigkeiten in ihrem Verlauf, so mufl diese in Teilintervalle zur

Bildung der Verteilungsdichte zerlegt werden.

Kalman-Filter basieren auf der Betrachtung gauB3verteilter GroBen:

(S

"O_Fx(g)

“ 68,3%

| m & m—C m m+G E_,
GauBverteilung (Errorfunktion): GauBverteilungsdichte:

1(E-m) 1 1 (§-m)

F =erf| ———=2—+ f = expl——>=
n(©) [2 5 wO= e eR T

Abb. 2.17: GauBverteilungsfunktion

Eigenschaften der Zufallsvariablen:

Die Verteilungsfunktion und die Verteilungsdichte einer Zufallsvariablen sind zu deren
Beschreibung von elementarer Bedeutung, da sie die einzige Moglichkeit erdffnen, Erwar-
tungswert und Varianz (quadratischer Erwartungswert) einer Zufallsvariablen zu bestimmen.
Diese Werte, auch als 1. und 2. Moment bekannt, bieten die einzige Moglichkeit zur

Beschreibung eines Rauschsignals:
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m,
E[x] = ]Oé £, (E)dg=m=|"" (2-47)

my,

Der Erwartungswert stellt gleichzeitig den Mittelwert oder das 1. Moment einer Zufallsva-

riablen x dar.

Zusitzlich 148t sich die quadratische Standardabweichung oder Varianz mit Hilfe der Ver-
teilungsdichte der Zufallsvariablen x bestimmen. In diesem Fall wird der Mittelwert m mit

einbezogen, man spricht vom 2. zentralen Moment (die Varianz wird um den Mittelwert

"zentriert") oder auch von der Autokovarianz:

oo

E[xx"]= J(é ~m)- (§ ~m)"- f (E)dE=P,, =0} I (2-48)

—00

Wird der Mittelwert nicht mit einbezogen, wird dies als Autokorrelation oder 2. nicht-

zentrales Moment von x bezeichnet:

E[xx']= ]OgéT £, (§)dg =¥, (2-49)

Héufig sind die betrachteten Zufallsvariablen erwartungswertfrei, so da3 Autokovarianz und

Autokorrelation identisch sind.

Eine wichtige Beziehung zwischen dem 2. zentralen und dem 2. nicht zentralen Moment bei

rein skalaren Zufallsvariablen lautet:

P, =El |- (B[]} (2-50)

Es konnen noch weitere hohere Momente bestimmt werden. Sie geben AufschluB3 {iber
Symmetrieeigenschaften der Zufallsvariablen und werden jedoch eher selten eingesetzt. Ist
z.B. die Verteilungsdichte einer Zufallsvariablen gauB3férmig, so wird sie vollstdndig durch

ihr erstes und zweites Moment beschrieben.
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Wird eine zeitdiskrete Musterfunktion betrachtet, so erhalten wir mit der Definition auch
einen diskreten, stochastischen ProzeB x(--). Problematisch wird die Definition von zeitkon-

tinuierlichen Prozessen. Um einen zeitkontinuierlichen, stochastischen Prozef3 zu erhalten,
muf} ein "Umweg" liber den sogenannten Ereignisraum €2 gewihlt werden. Durch die
nichtendliche Anzahl von Zwischenwerten einer kontinuierlichen Funktion in einem
endlichen Intervall konnen wir keine direkte Realisation als mathematische Funktion ange-
ben. Der "Umweg" iiber den Ereignisraum Q wird gewéhlt, um eine unendliche Anzahl von

Elementarereignissen ®;, wie sie beispielsweise bei Wéirmerauschspannungswerten eines
Widerstandes auftreten, in Teilmengen 5(-, (Dj) als Ereignisse mit endlichen Grenzen

zusammenfassen zu konnen.

2.2.1 Gault-Markov-Prozel}

Betrachten wir zunéchst einen speziellen Prozef3 x(-,), den sogenannten Brownsche Prozef3
B(-,-) oder Wiener-ProzeB. Er wurde vom Botaniker R. Brown (Molekularbewegung in Fliis-

sigkeiten) erstmals Anfang des 19. Jahrhunderts beobachtet und von dem Mathematiker N.
Wiener iiber 100 Jahre spiter mathematisch beschrieben.* Der Brown’sche Proze stellt die

Integration eines stochastischen Prozesses x(-,-) dar. Bei der Betrachtung von [B(-,-) miissen

die Inkremente o mittelwertfrei, gauBverteilt, weill und statistisch voneinander unabhingig

sein:

Der Erwartungswert des Prozesses P(-,-) zum ProzeBzeitpunkt t., das 1. Moment der Zu-
fallsvariablen P(t;,’) ist gleich Null: E[B(ti,-)]zo. Das zweite Moment, die Varianz des
Prozesses  ist  gekennzeichnet  durch  einen  stetigen, linearen  Anstieg:
E[B(ti,-) . B(ti,-)]: q- |ti - t0| . Dabei ist q der sogenannte Diffusionsparameter, der die Vari-
anz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten beschreibt. Die Bestimmung der

Kreuzkovarianz zweier Brown scher Zufallsvariablen fiihrt aufgrund der Erwartungswert-

freiheit und der statistischen Unabhdngigkeit der Zufallsvariablen zum Wert der Varianz.

“Der Mathematiker P. Levy hat den gleichen ProzeB mathematisch anders beschrieben, so daB man auch von

Levy-ProzeB oder Wiener-Levy-ProzeB spricht.
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Es 148t sich zeigen, daf jeder Prozefl mit unabhéngigen Inkrementen ein Markov-ProzeB ist.
Zur vollstindigen Beschreibung eines stochastischen Prozesses wire eine vollstindige
Kenntnis aller Verteilungsdichten zu jedem ProzeBzeitpunkt notig. Es ist jedoch nicht absolut
notwendig, diese vollstindige Kenntnis iiber den ProzeB, d.h. {iber unendliche viele Vertei-
lungsfunktionen, zu besitzen, da nur die Markov-Eigenschaft gefordert ist. Ist die Vertei-

lungsdichte FB(ti)(E-’) einer Zufallsvariablen B(t;,) zum ProzeBzeitpunkt t, eine bedingte
Verteilungsfunktion Fﬁ(ti)\ﬁ(ti_l),ﬁ(ti_z),...ﬁ(tk)(&|b(ti—1)’b(ti—2)""b(tk))’ bedingt auf endlich

viele, vorhergehende Verteilungsfunktionen, so wird der Proze3 als Markov-Prozef3 bezeich-
net. Allgemein ist jeder Proze3 mit einem sogenannten "endlichen Gedéchtnis" ein Markov-

Prozef3. Damit stellt der Brownsche ProzeB3 einen speziellen Markov-Prozel3 dar /5, 38/.

Sind alle Zufallsvariablen eines stochastischen Prozesses gauBverteilt, wird dieser Prozel3
GauB3-Prozef3 genannt. Ist er gleichzeitig auch ein Markov-ProzeB, d.h. er besitzt die Markov-

Eigenschaft eines endlichen Gedichtnisses, dann wird der ProzeB x(-,-) GauB-Markov-Pro-

zel} genannt.

Die oben erwidhnten Inkremente errechnen sich aus der Differenz zweier aufeinanderfol-
gender Realisationen: 9, =90, (®,)=p(t,,»,)—p(t,_,,®,). Die Realisationen PB(t,,®,)
sind Realisationen einer Musterfunktion B(-,®,), die durch das Ereignis ®, bestimmt wer-

den. Daraus ergibt sich umgekehrt fiir die Realisationen:

B(tkawn) = B(tk—lawn)—i_ 61( ((’01'1)

Fiir den bedingten Erwartungswert E[B(tk)|B(tk_1) = bk_1|] auf die vorangegangene Zufalls-

variable ergibt sich daraus:

EB(tOB(tr) = b |]= EB(t Bt = by ]+ BBt OBt = by ]

=0

= EB(t, . )B(tis) = by ] (2-51)
=by,

Verallgemeinert fiir einen vollstindigen Proze3 konnen wir festhalten: Ist der Erwartungs-
wert gleich der Realisation der vorangegangenen Zufallsvariablen, dann sprechen wir zu-
satzlich von einem Martingal-Proze8. Der Brown’sche Prozefl ist also zusétzlich ein

Martingal-ProzeB.
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2.2.2 Weildes, gaul3verteiltes Rauschen

Ein ideales weilles, gaulverteiltes Rauschen kommt weder in der Natur vor, noch kann es
mathematisch aus einem Brown schen Proze3 durch Differentiation hergeleitet werden. Auf-
grund seiner Vorteile in der Systemtheorie bei der Beschreibung von mathematisch, ideali-
sierten Systemen wird das weille, gaullverteilte Rauschen standardmifig verwendet. Eine
praktische Umsetzung von idealem, weillen Rauschen als Software ist ebenfalls nicht reali-
sierbar. Die Betrachtung von idealisiertem, weillen Rauschen stellt eine mathematische zu-

lassige Idealisierung dar, da alle Systeme BandpafB3charakter haben.

Da jedoch alle betrachteten Systeme bandbegrenzte Systeme sind, stellt ein bandbegrenztes
Rauschen mit einer groBBeren Bandbreite als der des Systems fiir das betrachtete System ein

ideales, weilles Rauschen dar. Es hdngt folglich nur vom Betrachter ab.

Zur Definition: Obwohl mathematisch keine Differenzierbarkeit eines Brown schen Prozes-

ses existiert, wird sie formal trotzdem berechnet (da vorstellbar). Die Zufallsvariable w(t,)

stellt das weille, gauBverteilte Rauschen dar:

f £l
w(t,) =%B(t,') bzw.  B(t;)= [w(t.)dt (2-52)
to
Aus der Definition des Brownschen Prozesses ergibt sich ein Inkrement als Differenz zweier
Integrale:
k-1

8(k) = B(ty) —Bltir) = [w(radt— [w(rdr= [w(t)e (2-53)

tk—1

Weilles Rauschen ist folglich mittelwertfrei, d.h. sein Erwartungswert ist gleich Null, da die

Inkremente bereits als erwartungswertfrei definiert wurden.

E[w(t,)]=wW(t,)=0 (2-54)

Die Kovarianzen (2. Momente) ergeben sich ohne Beweis zu:
Efw(t,) w(t')]=?

= Kreuzkovarianz: E[w(t,) - w(t’)]=0 fir t=t’
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A Autokovarianz: E[w(t,) w(t’,)]=q-8(t—t") fir t=t’

= Allgemein gilt folglich fir die Kovarianz: E[w(t,")- w(t’})]=q- 8(t) (2-55)

Der Beweis 14Bt sich erneut iiber die Definition des Brown schen Prozesses fiithren. Mit den
ersten beiden Momenten ist das weifle Rauschen aufgrund seiner Gaul3verteiltheit somit voll-

standig beschrieben.

Die GauB3verteiltheit gilt als realistische Annahme fiir die meisten Rauschprozesse. Aufgrund
des zentralen Grenzwertsatzes ergibt sich bei Uberlagerung einer groBen Zahl unterschiedli-
cher Rauschprozesse mit unterschiedlichen Verteilungsfunktionen eine GauBverteilung als
Gesamtverteilungsfunktion. Warum wird eine Gauf3verteiltheit angestrebt? GauBprozesse
lassen sich mathematisch besser behandeln: Eine GauBverteilungsfunktion ist schon durch

ihre ersten zwei Momente (Erwartungswert und Kovarianz) vollstdndig beschrieben.

2.2.2.1 Diskretes weilRes Rauschen

Bei der Verarbeitung von weillem, gauBlverteiltem Rauschen muf3 bei der Simulation, aber
auch bei der Online - Verarbeitung auf zeitdiskrete MeBBwerte zuriickgegriffen werden. D.h.
es werden ebenfalls zeitdiskrete Rauschwerte, die Realisationen von unabhdngigen Zufalls-
variablen darstellen, verarbeitet. Fiir die Simulation 146t sich weiles Rauschen trotzdem
realisieren, da in einer Rechnersimulation zeitdiskrete Rauschwerte verarbeitet werden. Diese

konnen beipielsweise auch durch Abtastung eines farbigen Rauschprozesses erzeugt werden.

e ﬂf\ -

400 1

200 / -
o L L L L

5 w‘m“ 2,:04 kK —* o g MO, M 5 mtc 100 &%
WeiRes, zeitdiskretes Rauschen im Zeitbe- Verteilungsfunktion des weilRen, gauBverteil-
reich ten Rauschens

Abb. 2.18: WeiRes Rauschen
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Auf die Erzeugung von weilen, gauBverteilten Rauschwerten wird bei der Diskussion der
Testfunktionen im Abschnitt 5.2.4 unter verschiedenen Programmiersprachen nochmals aus-

fiihrlich eingegangen.

2.2.3 Farbige Rauschprozesse

Bandbegrenzte Rauschprozesse werden als farbige Rauschprozesse bezeichnet. Alle Fre-

quenzen - von Null bis unendlich - sind bei weilem Rauschen gleichstark vertreten.

Das Leistungsdichtespektrum ¢, (f), die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunk-

tion @, (1) ist fiir weiBes Rauschen konstant:

Oy () =Ny @ =0 @, (1) =N;-8(1)=E[w(t,) w(t+1,)] (2-56)

Die Diffusionskonstante q entspricht der Leistungsdichte N,. Die Leistung selbst ist defi-

niert iiber den Ursprung der Autokorrelationsfunktion @, (7):

P=0,,(1=0)= f¢ww (f)df (2-57)

—oo

Ein bandbegrenztes Rauschsignal wird auf die Systembandbreite begrenzt, so dal nur im
DurchlaBBbereich die Frequenzen gleich stark vertreten und im Restbereich gedampft sind.
Die GauBverteiltheit des farbigen Rauschprozesses wird durch die Bandbegrenzung nicht

verandert.

2.3 BANDBREITEBETRACHTUNGEN

Entscheidend fir die Wahl eines Modulationsverfahrens ist ebenso dessen Bandbreite B. Im
folgenden soll der Bandbreitebedarf von zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten Signalen

abgeschitzt werden.

Das Spektrum von winkelmodulierten Signalen fiir ein monofrequentes sinusférmiges Quell-
signal ist beispielsweise durch die Entwicklung des Signals in Besselfunktionen bestimmit.
Die relative Phasenlage ist dann abwechselnd positiv und negativ. Mit steigender Signal-

amplitude steigt die Anzahl der Seitenfrequenzen an. Es besteht offensichtlich eine starke
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Abhingigkeit der Bandbreite des modulierten Signals und der Bandbreite des Modulations-
signals. Deshalb wird zunéchst die Bandbreite des Quellsignals bestimmt. Allgemein kann
die Bandbreite als Varianz des normierten Leistungsdichtespektrums definiert werden /1, 15,

21,23, 53/.

Allgemein ist das Problem der Berechnung des Spektrums winkelmodulierter Signale ge-
schlossen nicht moglich. Ein spezielles Verfahren zur Spektralanalyse stellt die Middleton
Expansion dar. Bei diesem Verfahren wird das Spektrum in eine Reihe von Teilspektren
zerlegt. Diese Teilspektren berechnen sich aus den Faltungsvielfachen des Leistungsdichte-
spektrums. Die Middleton Expansion zeigt, da3 das Spektrum des modulierten Signals dem

des Modulationssignals fiir kleine Signalleistungen sehr dhnelt; fiir mittlere Leistungen P,
sich die Spektrallinien gau3formig auspriagen und bei grofer Signalleistung P, die gesamte

Form des Spektrums des modulierten Signals gauB3formig ist.

Bei der Betrachtung von unterschiedlichen Nutzsignalen variiert auch deren Bandbreite. Um
eine allgemeine Behandlung zu erreichen, bleibt nur die Moglichkeit, die Bandbreite mog-
lichst allgemein abzuschétzen. Dazu wird ein gau3verteiltes Rauschsignal angenommen, was
einer Beschreibung eines allgemeinen, beliebigen Nutzsignals entspricht. Es wird dabei
zusétzlich angenommen, dall sich das Rauschsignal periodisch wiederholt, so dal3 eine
Fourierreihenanalyse moglich wird. Die Fourierkoeffizienten entsprechen dann den
Leistungen der Spektrallinien, die sich bei groBem Modulationsindex als normalverteilt
herausstellen. Als komplexe Reihenentwicklung betrachtet, 148t sich dies auch

folgendermallen darstellen:

. . 2 . 3
st (t) = e2mrm® =1+J21—T'W-m(t)+@-m2m+@-m3(t)+m

. (2-58)
i [EL R
St (f) =8(f) +2my-M(f)-e 2 +21%y? -M(f) *M(f)-¢ 2 +§n3y3-M(f)*M(f)*M(f)-e 2 4.

Bei hohem Modulationsindex y fallen die Faltungsvielfachen von M(f) stirker ins Gewicht,

womit sich eine GauBverteilung auspriagt. Die Bandbreite B 146t sich in diesem Fall als

Varianz einer Gaullverteilung beschreiben /53/. Der Verteilungsdichtefunktion entspricht

hierbei dem normierten Leistungsdichtespektrum 655 (f) des modulierten Signals s(t).
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+oo
B = [(f—fy) G (F)df (2-59)

—o00

2.3.1 Bandbreitebeziehungen bei Winkelmodulation

Generell entspricht der Bandbreitebedarf bei ASK theoretisch der Nyquistrate. BPSK hat
einen gleich groflen Bandbreitebedarf - der Rauschabstand kann jedoch um 6dB geringer sein
als bei ASK. Bei QPSK sinkt der Bandbreitebedarf auf die Halfte ab. Die Storsicherheit
nimmt zwar ab, jedoch ist die Bandbreiteneffizienz erheblich gréfer. Die MSK bendtigt die
gleiche Bandbreite wie QPSK. In der Praxis mul} grundsitzlich um einen Faktor 1.4 - 2.0

mehr Bandbreite - als theoretisch notwendig - eingesetzt werden.

Die effektive Bandbreite von einem PM-Signal berechnet sich aus dem Produkt aus effekti-
ver Bandbreite von Quellsignal und Wurzel aus der Signalleistung. Dagegen ist die effektive
Bandbreite eines FM-Signals direkt proportional zur Wurzel aus der Leistung des abgelei-
teten Signals. Die genannten Bandbreitebeziehungen fiir PM- und FM-Signale werden im
folgenden hergeleitet. Dazu wird die Definition der Bandbreite als Varianz des Leistungs-
dichtespektrums verwendet. Diese Definition benutzt das 2. Moment der normierten Spek-
tralleistungsdichte als ein Mal} der Frequenzausbreitung. Die Betrachtung ist bereinigt um die

Triagerfrequenz f;, d.h. wir betrachten das Bandpaf3signal im dquivalenten Tiefpallbereich:

Ausgehend von (2-59) gilt:

B? = Tf%yy(f)df

i 5,220 820
[ o,

—oo

Im folgenden wird die Formel der Fouriertransformation des Leistungsdichtespektrums

0,y (f) dazu verwendet, die Bandbreite B genauer zu bestimmen; ¢, (t) stellt die Autokor-

relationsfunktion der Zeitfunktion y(t) dar:
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0y, (T) = J¢w(f)ej2nfr daf
(p'yy (1) = sznf . ¢yy(f)ej2nfrdf
¢, (1) = T(—4n2f 2) - 0y, (F)e*™df

Betrachten wir die 2. Ableitung der Autokorrelationsfunktion im Nullpunkt, dann ergibt sich

daraus fiir die Bandbreite bei normierten Groflen:

¢, (1=0)= [-4n’f -6, (f)-P,df =4’ - P, - B

, (2-61)
A0

- 2
4 -Py

Die Autokorrelationsfunktionen von Frequenz- und Zeitbereich miissen auch durch ihre nor-

mierten GréfBen ausgedriickt werden:

0, (1) =0,,(D)-P,
7, (1=0) (2-62)

=B’ = -
4

Es wird eine weitere Nebenrechnung notwendig, um die Bandbreite zu bestimmen: Die AKF

des TiefpaBsignals muf3 gebildet werden.

®,, (1) =E{y;(1)- y,(t+ 1)}

— E{e—j2nym(t)—j(p0+j2nym(t+r)+j(p0 }

_ E{ejzny(m(t+r)—m(t)}

_ E{ejZnyAm(t,tH:)}

Nimmt man voraussetzungsgemédll an, da m(t) einem GauBlproze3 entstammt, ist
Am(t,t + 1) das Inkrement zwischen zwei Zeitpunkten einer gaullverteilten Zufallsprobe. Die

Verteilungsdichte ist gegeben durch:

1 1 &2
fm(&)zﬂ—c'exp _EGT
"V Am Am

Die charakteristische Funktion fiir Am(t,t + 1) lautet:
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q)Am(T) (u) — E{ejAm(t,t+r).u }

r 2-63
- J‘ejué o (é)di ( )

Die charakteristische Funktion kann jetzt berechnet werden:

Oaminy W= | exp[ju&]-m;o'exp[—%f 1
oo "OAm Am

oo 2
1 1 . 1
e ‘exp[‘z(oiﬂ“%) ‘zuzcim]dﬁ
—o0 : Am Am

oo 2
1 1 .
_exp|:——u GAm] \/_ 5 J-exp{—z(si—JucAmJ ]dﬁ
Am — Am
-orf3ekn
= exp —Eu Oxm |1

Ein Vergleich des Erwartungswertes der charakteristischen Funktion mit dem gesuchten

Erwartungswert von ¢, (1) ergibt den einzusetzenden Wert fur u:

1
<m¢ﬂ=¢m0nﬂww=m4}5@m¥6;] (2-64)

Zunéchst wird noch ©,,, bestimmt, bevor dann die Ergebnisse der Nebenrechnungen in die
gesuchte Formel fiir die Bandbreite des modulierten Signals eingesetzt werden. o,, ent-
spricht der AKF des Differenzsignals des GRP (Gaussian Random Process) 6 ,,, = @ uam (0)-

Die Leistung P wird als quadratische Grofle verwendet:

G (0) = E{(m(t + 1) —m(t))*}
= E{(m(t + 1))’ + E{m(1))*} -2 E{(m(t + 1) - m(1))}
=0 (0)+0,,0)-2-0,,(7) (2-65)
=2P, ~¢,.(0]
=2[P, (1= P, (D))

Durch Einsetzen von (2-64) in (2-65) ergibt sich:
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P,y (1) = exp[— % (2ny)*-2- (Pm ~ P (r))]

= exp[41t272Pm (@mm (T) - 1)] mit : @mm =5
Auflerdem gilt fiir P, : P =9] (0)=1
Die 2. Ableitung ergibt an der Stelle 0" :

¢, (¥) = 4TY°P, Fon (1) - expBTY P, (B (1) D)
9%, (1) = @ryP, 3, () - expldn’ YR, @, (0 - D]+
AP, F (1) expldnY P, (B, (0 )]
07, (0) = (4m*y*P, 3, (0)) -1+ 4m*Y*P, ., (0)
97, (0) = 4TVP, 0 (1) da: §,,(0)=155,,(0)=0

Fiir B ergibt sich daraus:

¢, (0) 1 —r
B2 == 471:2 yy(p (O) == 47,52 ’ 4n2Y2Pm(pmm (0)
yy

B’ =-7’P,5,,(0)

(2-66)

Es wurde eine Beziehung zwischen Bandbreite des modulierten Signals mit der AKF des

Quellsignals hergeleitet. In den abschlieBenden Schritten der Herleitung wird die bekannte

Beziehung zwischen ¢, und B erneut verwendet.

B2 _ 6;}'(0)

Q) 0 ” ~n
B2 = —“ﬂjmTE); o, (0) = 4T27*P, s (0)

= ¢7,(0)=4’y’P,§7,,(0)

—4n’B] = 4n’y’P, B, (—41%)
B; =4n’y’P,B., (2-67)

B, =21y /P, B,

Die effektive Bandbreite eines PM-Signals 1463t sich als Produkt aus Bandbreite und

Wurzel der Leistung des uellsignals beschreiben.
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Bei der folgenden Untersuchung fiir FM-Signale ergibt sich ein Unterschied zu PM-Signalen:

Unter Verwendung des Wiener-Lee-Theorems 148t sich aus dem bereits gefundenem Ergeb-
nis fiir die PM direkt die Bandbreitenbetrachtung fiir frequenzmodulierte Signale durch-

fuhren.

Die Beziehung zwischen FM und PM kann als Ubertragungsglied gesehen werden (s.
2.1.1.2.1):

Es gilt allgemein:
q)ss(f)-|H(f)|2 = O () (Wiener-Lee-Theorem) ° (2-68)
Ein Differenzierglied im Fourierbereich lautet: " o—e 12mtf = H(f)

Mit (2-68) kann die gesuchte Beziehung zwischen PM und FM aufgestellt werden:

Orra (F) = 0y (F) = 0 (F) - 28]

(2-69)
Doy () = Oy (F) - (2F)?

Daraus ergibt sich mit dem Wiener-Lee-Theorem auch fiir den Zeitbereich:

2

d
Criir (T) - F O (T)

Das Parseval 'sche Gesetz stellt eine niitzliche Beziehung zwischen Leistung, Spektrum und

der Leistungsdichtefunktion her:

> 5(t) ist das Eingangssignal, g(t) das Ausganssignal und H(f) die Ubertragungsfunktion dieses Systems
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Py = 04 (0) = [0 (£)df

j4n2f2q>mm(f)df
= A1’P Tf2$ (f)df in normierte Teile zerlegt !
2 2
P, =4n’P B’ (2-70)

Fiir die Bandbreite in Abhingigkeit von Leistung und Bandbreite des Quellsignals wird die

gefundene Beziehung fiir die Frequenzmodulation eingesetzt:

B} =4n’y’-B; -P, =7’ P,
B, =v-P,

Die effektive Bandbreite des FM-Signals wird durch die Wurzel der Leistung des ab-

(2-71)

geleiteten uellsignals gewichtet mit dem Modulationsindex v, beschrieben.

Somit ist die effektive Bandbreite des FM-Signals unabhingig von der Bandbreite des Quell-
signals, was einen grof3en Unterschied zur Bandbreite des PM-Signals darstellt! Die Spektren
dndern sich folglich bei verschiedenen Quellsignalen unterschiedlich bei PM und FM (Das

Spektrum PM modulierter Signale ist meist breiter als das Spektrum von FM-Signalen.).

2.3.2 Bandbreiteabschatzung zeitdiskreter Signale

Die Bandbreite eines zeitkontinuierlichen Modulationssignals y(t) =a(t)e’™"” kann allge-
mein aus den Mittelwerten der Fourierfrequenz ® und der mittleren Augenblicksfrequenz

Q eines Signals bestimmt werden. Als Ergebnis der Untersuchung beider Mittelwerte er-

halten wir nach /72/:
+oo
jg(t)|a1(t)|2 dt
0=0Q="""—— (2-72)
[lacof t

a(t) stellt eine zusitzliche zeitabhéngige Amplitude des modulierten Signals dar. Fiir die

zeitdiskrete Analyse der Mittelwerte und Varianzen von Fourierfrequenz und
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Augenblicksfrequenz ergeben sich jedoch unterschiedliche Gleichungen fiir Q(n) und (n).

Gegeben ist das komplexe, zeitdiskrete Signal y(n):a(n)ej“’(“). Die zugehorige diskrete

Fouriertransformierte lautet:

N-1 N-1
Y(k) = i 2 y(n)e‘jz’“ﬂ‘/N = iZ‘la(n) .glom)  gj2mk/N (2-73)
N n=0 N n=0

Uber die Betrachtung im sogenannten zirkularen Betrachtungsraum lassen sich die

Gleichungen fiir die beiden Mittelwerte (ﬁ(n) und 0_)(n)) bestimmen:

:| (2-74)

Ebenso lassen sich die Varianzen V undV, bestimmen:

B =arglY " y(n+ Dy (o)

N-1
Q(n) = arg[z Yy (n -1 3,
n=0

N-1 27} N1
Vo =1=| Y ly@)| | X y@y (-1
n=0 n=0 (2-75)

N-1 2\ N4l
1 s y(n)
Vg =1 nzzo|y(n)| gy(n)y (n l)y(n—l)‘

Durch Vergleich mit der statistischen Varianz {iber den zirkularen Betrachtungsraum 14t

sich dann die Bandbreite ermitteln. Die Bandbreite B, ist iiber die GauB3verteilungsfunktion

der Wahrscheinlichkeitsdichte definiert:

B,=2v2In2-c, (2-76)

Der Vorfaktor ergibt sich durch die 3dB Grenzfrequenz der Gaullglocke. Durch weiteres
Einsetzen folgt abschlieBend als Néherung die Bandbreite in Abhéngigkeit der beiden stati-

stischen Varianzen:

B, o ~333V,0 (2-77)
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2.4 SCHATZVERFAHREN

Schitzverfahren werden zur Extraktion von Nutzinformation aus gestdrten Mef3gréfen an-
gewandt. Dabei ergeben sich unterschiedliche Moglichkeiten, einen Schétzwert zu bestim-
men, die abhéngig von der bendtigten Genauigkeit, Art der Stérung und der erforderlichen
Rechengeschwindigkeit sind. Das einfachste und auch schnellste Verfahren ist eine rein de-

terministische Betrachtung der MeBwerte eines stationdren Problems.

Chronologisch und historisch betrachtet ist der nidchste Schritt eine zusitzliche Auswertung
der stochastischen Vorgaben in einem ebenfalls stationdren Problem. Gaull begann bereits
1795 mit der stochastischen Betrachtung von ungenauen MeBwerten ("Theoria Motus
Corporum Coelestium" 1809). Etwa zur gleichen Zeit entwickelte der Mathematiker
Legendre ebenso eine erste Form der LMS (Least Mean Squares) Schitzung. Die Schitz-
werttheorie wurde erst in den 50er Jahren unseres Jahrhunderts von Wiener und Kolmogorov
durch die Maximum-Likelihood Schitzung weiterentwickelt. Seit dieser Zeit nahm die Esti-
mationstheorie eine rasante Entwicklung. Mehrere Schitzverfahren, die von ihrer Herleitung
und Idee her unterschiedlich sind, ergeben jedoch in der Realisation der Schétzwertbestim-
mung im Schitzalgorithmus bei gauBverteilten Groflen sogar identische Berechnungsvor-

schriften. Dazu zahlen:

Maximum - Likelihood Estimation, Maximum a posteriori Estimation, Minimum Varianz
Estimation (MLS - Minimum Least Squares Methode), Least Mean Squares (LMS) und
Weighted Least Squares Estimation.

Handelt es sich um instationdre, dynamische Systeme, so werden rekursive Filter verwendet,
um den Informationsgehalt der vergangenen MeBwerte in die Bestimmung des Schétzwertes
mit einzubeziehen. Dabei lassen sich fiir lineare Problemstellungen erneut rein determini-
stische Regelungen aufbauen (Luenberger Beobachter) oder unter Einbeziehung von soge-
nannten Kalman-Filtern die stochastischen Kenngréf3en mitverwerten. Hierbei wird im fol-

genden von gauBlverteilten, weillen Rauschprozessen ausgegangen.

Zur Losung von nichtlinearen Problemen werden nichtlineare Filter benétigt. Angewandte
Verfahren sind hier eine Weiterentwicklung des linearen Kalman-Filters zum Extended
Kalman-Filter (Kalman-Bucy-Filter) oder weitere Kalman-Filter hoherer Ordnung /3, 12, 24,
30, 35, 36, 39, 48, 49, 50, 52, 63, 65, 74/.
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2.4.1 Schatzwertbestimmung Uber bedingte Verteilungsdichten

Existieren mehrere Messungen mit bekannten Verteilungsdichten £, (§1p,).f,,, (§p,) zur

Bestimmung einer gesuchten Grofle, dann lassen sich diese Verteilungsdichten zu einer

gemeinsamen, bedingten Verteilungsdichte f, . (Elpysp,) zusammenfassen, um die

gesuchte GroBle - den Schiatzwert X zu bestimmen.

T 1o 2o+ 2 N
0.0040 |- T,y &) —
0.0030 — _
E fx|!'|(§} 1
0.0020 |- E
:_ e gy
0.0010 : \\\\ f)qya':ﬁ)
C _,// \‘\,
n.ooos E J"f L L
m m ma
o sha x 1000 1500 2000

Abb. 2.19: Bedingte Verteilungsfunktionen

Die Basis zum Verstindnis der bedingten Verteilungsdichten liefert der Satz von Bayes. Er
wurde von Bayes Anfang des 18. Jahrhunderts zunédchst als Hypothese aufgestellt. Er

betrachtet die Beziehung zweier Verteilungen zueinander:

p(x)-p(yx) _ p(y.x)
p(v) p(y)

fy @) ] fX\i (P é) _ fX’i (B’é) (2-79)
L) £,

p(x[y)= (2-78)

leg (é | B) =

leg (é | B) ' fz (B) = fz,z (B’ é)

Mittelwert und Varianz der gemeinsamen, bedingten Verteilungsdichtefunktion f, (&)

bestimmen sich folgendermalien:
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2 2
_ GYz GYI _ 2
m, = P 2 | yit+ 2 2 | Yy, =X (2-80)
Gy, 7Oy, Gy, 7Oy,
2 2
2 6)’16}’2 . . . .
Oy =—F 5 (Varianzen addieren sich als reziproke Werte) (2-81)
Gy, + Oy,

Der bestimmte Mittelwert m, ist zugleich auch der gesuchte optimale Schitzwert X.

Gleichzeitig ist dieser Schdtzwert bei GauBverteiltheit auch der Maximum-Likelihood-

Schitzwert (Maximum der Gauf3glocke) und der Minimum-Varianz-Schitzwert.

Nach der statischen Behandlung von bedingten Verteilungsdichtefunktionen kann man sich -
bei der Ermittlung der bedingten Verteilungsdichte und des optimalen Schitzwertes - die
Verteilungsdichtefunktionen auch als zeitlich aufeinanderfolgende Verteilungsdichtefunk-
tionen  vorstellen. So  14Bt sich eine  bedingte  Verteilungsdichtefunktion

fttolyy(ty) (61 P1sP2) zum Zeitpunkt t, folgendermalen bestimmen: Durch Einsetzen und

Umformen der obigen Gleichung des Mittelwertes einer bedingten Verteilungsdichte ergibt

sich:

2

) c
X(ty)=m, =y(t,) +[2—YI2] (y(t) —y(t))
GYI GYZ

= (2-82)

X(ty) = Xx(t)) + K(t,)- (Y(tz) - ﬁ(tl)) mit X(t;) = y(t;)

In Worten bedeutet dies: Der optimale Schitzwert x(t,) 146t sich beschreiben als die Summe
aus vorherigem Schitzwert X(t,) und der Differenz der aktuellen Messung zur vorherigen

Messung, gewichtet mit einem Korrekturterm K, der sich aus den Varianzen der beiden
Messungen zusammensetzt. Da die vorherige Messung bereits durch eine Schétzung

optimiert wurde, kann stattdessen der genauere Schitzwert X(t,) eingesetzt werden. Diese

Gleichung hat rekursiven Charakter und stellt in der Regelungstechnik die Standardgleichung

zur Systembeschreibung dar. Fiir die Varianzen gilt parallel dazu:

o2 (ty) =05 (t) —K(ty) o5 (t))
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Diese GesetzméBigkeiten gelten fiir stationdre und dynamische Systeme. Bei einem dynami-
schen System wissen wir, dal die Kenntnis iiber die Genauigkeit einer Schétzung bei

bekanntem Startwert mit fortlaufender Schitzung abnimmt.

Stellt man ein allgemeines, zeitkontinuierliches Modell fiir ein lineares System auf, so lauten

die Systemgleichungen:

x(t) = F(t)-x(t) + B(t) -u(t) + G(t)w(t) Zustandsiibergangsgleichung (2-83)

y(t) =C-x(t) + v(t) Beobachtungsgleichung (2-84)

oder der beschriebene Regelkreis als Blockdiagramm dargestellt:

W(t) m—fp  G(t) v(t)

i }
U(t) s BS(t) (4 j X(t) Eyo_(t)>® y(t)

Abb. 2.20: Zeitkontinuierliches Modell

Zunichst soll das stationidre Problem betrachtet werden, um iibliche Verfahren zu beschrei-

ben, und im Anschluf} daran erfolgt eine Erweiterung auf die dynamische Problemstellung.

2.4.1.1 Informationsflul im Ubertragungskanal

Der Satz von Bayes steht in direktem Zusammenhang zum Informationsflu im Ubertra-

gungskanal.

add.
Rauschen

t)

=]
—~~

(D

y(H)=C-x(t) y(t)
Ubertragungskanal
Sende-
signal h(t) S

Abb. 2.21: Ubertragungskanal
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Unter Vereinfachung der StoBantwort h;(t) aus Abschnitt 2.1.3 erhdlt man den fiir die

Modellbildung des Kalman-Filters entscheidenden Teil des Ubertragungskanals.®

Uber den Erwartungswert der logarithmierten Verteilungsdichtefunktionen 1Bt sich die
Entropie bestimmen. Fiir die Entropien am Ubertragungskanal ergibt sich somit basierend auf

den Satz von Bayes:

ij&miﬂp)f(pﬂfy“pg)d&m
Z0

[lnfx|y(§|p)+lnf (p)J fyx(p.&)-d&dp

\[I]"—n
|@ ——

Infyy (§1p)-fy . (p,&)-dEdp— Hlnf (0)- fyx (p,E)- ddp

\[I]‘—o \[I]"—-
\@‘—o \@‘—.

Infyy (§]p)-fy . (p.&)- dédp— Jlnf (0)-] fyx(p,&)- dédp

:‘i

[[1] &—~——

Infyy E1p) fy(p.8)-dE [dp — [Int, (p) £, (p)-dp
[C)

Hz\z (&y=p)

=+[Hyy €|y =pXp - [Infy () £, (p)- dp
[C) [C)

H

y

H%§:+H

xy +Hy Verbundentropie (2-85)

Analog 146t sich H, y berechnen, so da3 sich hier folgender Term ergibt:

« +H, (2-86)

% Die StorgréBe n(t) in Abb. 3.21 entspricht v(t) der Systemmodell bzw. Kalman-Filtermodellbeschreibung
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Durch Gleichsetzen der beiden gleichen Verbundentropien (Hy,= Hy ) erhilt man beipiels-

weise nach Hy aufgeldst:

& H(y) = H(x) - H(X|y) + H(y|x) (2-87)

t t t t
Ausgangs- Eingangs- RiickschluB- Streu-
entropie  entropie  entropie  entropie

Rickschluf3entropie

H(x]y)

Entropie

am Eingang « H(X) Transinformation Entropie Verbundentropie

H(xy) HY)” am Ausgang H(xy)
H(ylx)

Streuentropie

Abb. 2.22: Entropien am Ubertragungskanal

Wird der Informationsflufl betrachtet, dann wird die Addition der Rauschgrof3e als Streuen-
tropie und als RiickschluBentropie interpretiert. Die Streuentropie beschreibt die zusétzliche
Storung durch das Rauschen direkt auf den Ausgang; die RiickschluBentropie bezeichnet die

Auswirkung des Rauschens in Bezug auf den Eingang.

2.4.2 Stationare Filter

Bezogen auf das Systemmodell bedeutet die stationdre Problematik, dafl die Zustandsiiber-
gangsmatrix der Einheitsmatrix entspricht, da keine zeitliche Anderung des gesuchten Zu-

standes vorliegt.

2.4.2.1 Minimum - Varianz - Methode (Wiener)

MLS (Minimum Least Squares - Verfahren) und LMS (Least Mean Squares - Verfahren)
beschreiben das gleiche Verfahren der Minimum Varianz Methode. Die Varianz der Filter-
schitzwerte mull minimiert werden, was bedeutet, dal das Quadrat der Abweichungen des

Schitzwertes fiir x(t,) vom a priori Schitzwert X(t,), die Quadratsumme der Fehler w(t,)

und die Quadratsumme der Beobachtungsfehler moglichst klein werden sollen.
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Dazu wird die Ableitung der vom Zustand x abhiingigen Varianz berechnet. Die gefundene
Beziehung wird gleich Null gesetzt und kann dann nach x (Filterschdtzwert) aufgelost wer-

den. Zur Kontrolle wird zusitzlich die 2. Ableitung berechnet, die Aufschluf} iiber Minimum

oder Maximum der gefundenen Extremstelle gibt.

2.4.2.2 Maximum Likelihood Estimation

Bei der ML-Estimation (Maximum Likelihood) wird die Verteilungsdichtefunktion eines
Signals dazu verwendet, eine Gleichung fiir die Filterschitzwerte zu finden. Dazu muf3 das
Maximum der Verteilungsfunktion der Messung, bezogen auf den gesuchten Schitzwert

fX x(P/ é) , bestimmt werden. Die Ableitung der bedingten Verteilungsdichtefunktion wird

folglich gleich Null gesetzt. Danach wird der Ausdruck nach x aufgelost. Es besteht keine
Abhingigkeit zu vorherigen MeBBwerten! Da die Verteilungsdichtefunktion der gesuchten
Ausgangsgrofie normalerweise unbekannt ist, wird mit Hilfe der bekannten Verteilungsdichte

nach der Regel von Bayes umgeformt /38/.

(/O ()
fo,&/p=? = f,,E/p)= Yot > %2 (2-88)

't £,(p)

Maximum-Bestimmung:

d .o, | _d]yx\BIE5 T
@ fé/X (é / B) é;Z&\AAP = @ fX (B) éngAP = Q (2-89)
(xyap stellt den Maximun-a-posteriori-Schitzwert dar, der im folgenden Abschnitt erldutert

wird.) Durch Logarithmierung der gauverteilten, bedingten Verteilungsdichte und weiteres

Auflosen erhilt man:

=0' (2-90)

S SVIN

ilnfy/x(g/g)— [é—mg}r'Pg_l‘[é_m&.]

dg

1 d
2 de
Um den sogenannten Maximum-Likelihood-Schétzwert zu erhalten, wird der Grenzwert fiir

Pu gegen unendlich gefiihrt (P gegen Null). Dies bedeutet, x ist gauBverteilt mit unbe-

kannten Parametern.

Aus den Maximum-Likelihood-Grenzwerten der rechten und der linken Seite ergibt sich:

59



Theoretische Grundlagen

d
d_glnfl/é(g/é)\%ém =07 (2-91)

Die Funktion In fy /5(9/ é) wird als Likelihood-Funktion bezeichnet. Anschlieend kann der

gesuchte ML-Estimator berechnet werden.

fe @)= @n) )| expl - -l -k p-c g

d d .
d—lnfx/é(g/é)‘éz&ww = d—&ln[m 1 exp{}] _ (_)T

i[_l.([g_c.g]f.R-l.[p_c.é]ﬂ ) =0" (2-92)

Die Berechnung dieser Ableitung muf3 elementweise durchgefiihrt werden. Es ergibt sich

jedoch eine dhnliche Schreibweise wie in obiger Nebenrechnung:

~CT.R™Jp-cC-E] —0" (2-93)

§=§MLE

Tp -1 Tp -1 I

i (2-94)
XMLE = [CTR_ICT -C'R™p

(C entspricht dem differentiellen Hp;sr) § ist der Maximum-Likelihood-Schatzwert x(t) und

p ist der dazugehdrige Mewert y(t).

Mochte man die ML-Estimation in einem dynamischen, zeitdiskreten System rekursiv ein-
setzen, so bendtigt man die allgemeinen FiltergroBen. Die Maximum-Likelihood-Berechnung

wird jedoch weiterhin nur stationdr durchgefiihrt:

x()=A-x()+w
y(®)=C-x(t)+v

An sich stellt die Maximum Likelihood Estimation keine echte Schitzung dar, sondern es
wird nur die inverse Ubertragungsfunktion angewendet, um aus dem MeBwert den zu erwar-
tenden Zustandswert zu berechnen. Bei fehlender StérgroBe und bekannter Ubertragungs-

funktion ist das Ergebnis fehlerfrei.
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Durch Einsetzen von x(t) =x(t) = é(t) erhilt man:

= y(t)=C [CTR_ICF C'R™ -y +v(t) T

Die optimale Umsetzung eines Systemmodells in einer derartigen Pradiktor-Korrektor-

Struktur 146t sich auch recht anschaulich am Blockschaltbild darstellen.

Das Modell der Pradiktor-Korrektor-Struktur stellt das Abbild des Systemmodells dar.
Besitzt man folglich genaue Kenntnis {liber das reale System und kann dies mit einem
Systemmodell mathematisch beschreiben, so 148t sich auch ein ebenso genaues Filtermodell

dazu ableiten.

Y(t,) m— g K(t)

U(to) ﬁ B

Abb. 2.23: Filtermodell

2.4.3 Dynamische Filter

Der Beobachter (Luenberger) stellt eine einfache Regelung dar. Ohne Verwendung stocha-
stischer KenngroBen wird die MeBgroBe aufgrund des ermittelten Fehlers nachgeregelt. Der
Luenberger-Beobachter stellt einen Kalman-Filter ohne Kovarianzenzyklus dar. Wahrend
beim im folgenden beschriebenen Kalman-Filter ein Schétzzyklus und ein Varianzenzyklus
parallel und verkettet ablaufen, wird beim Luenberger-Beobachter nur der Schétzzyklus rea-
lisiert. Ein PLL (s. 3.1.2.2 und 3.4.3) kann man in seiner Funktionsweise als Realisierung

eines zeitkontinuierlichen Beobachters verstehen.

7 Das Bilden dieser inversen Matrix ist hier grundsétzlich immer moglich, da die Matrix symmetrisch

1st.
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2.4.3.1 Kalman - Filter

Beim Kalman-Filter werden die stochastischen Kenngrof8en zusétzlich im Regelkreis ver-
wendet. Bei einem linearen System und gaufBverteilten Storgrofen 148t sich eine optimale
Filterung der gesuchten Groflen erreichen - man spricht beim Kalman-Filter vom Optimal-
filter. Diese Eigenschaften bieten sich auch fiir nichtlineare Systeme an; durch Linearisierun-
gen mit einem sogenannten Extended Kalman-Filter lassen sich die guten Eigenschaften

eines Optimalfilters nutzen.

Um ein Kalman-Filter einsetzen zu konnen, wird eine deterministische Modellbeschreibung
des vorliegenden Systems benétigt. Mit diesem Zustandsraummodell wird dann das Kalman-
Filter berechnet. Dabei wird bei jedem Schitzwert anhand der aktuellen Fehlerkovarianzen
die aktuelle Gewichtung des Filtermodells neu bestimmt. Das Filter stellt ein optimiertes

rekursives Datenfilter dar, das fiir lineare Problemstellungen entwickelt wurde.

Im Gegensatz zum Wiener-Filter muf3 beim Kalman-Filter von einer weillen, gauBBverteilten
StorgroBBe ausgegangen werden. Die Kenntnis andersartiger Verteiltheit mufl im Zustands-
modell mit eingebunden werden, da der Filter nicht auf der Auswertung von Leistungsdichte-

spektren basiert.

2.4.3.1.1 Kontinuierliche und diskrete Betrachtungsweise

Zuerst wurde das zeitdiskrete Optimalfilter von R.E. Kalman /24/entwickelt und einige Zeit
spéter das sogenannte Kalman-Bucy-Filter von Bucy /12, 24, 74/ enwickelt. Beide Betrach-
tungsweisen und deren Herleitungen sind wichtig fiir die Anwendung und das Verstindnis
des Filters. Die Praxis bietet fast durchgehend zeitkontinuierliche Prozesse, die jedoch nur in
zeitdiskreten Algorithmen verarbeitet werden konnen. Aus diesem Grunde 14aBt sich
aullerdem eine Mischform aus zeitdiskreter und zeitkontinuierlicher Darstellung betrachten.
Die sich ergebenden Algorithmen unterscheiden sich nur bei der Bestimmung der

Kovarianzen.

Dieser Unterschied wird folgendermallen begriindet: Die Diskretisierung kann als dquidi-

stante, ideale Abtastung beschrieben werden: t, =k-T (Zur Vereinfachung wird T norma-

lerweise weggelassen.) Die Ableitung x(t,) beschreibt die Steigung zum Zeitpunkt t, .

Wird die Ableitung im diskreten Modell betrachtet, so ergibt sich ein Differenzenquotient,
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der jedoch die Steigung zwischen zwei Zeitpunkten t, und t, , beschreibt. Durch die ande-

ren mathematischen GesetzméaBigkeiten einer Differentialgleichung ergibt sich ein Unter-

schied bei der Bestimmung der Kovarianzen /38/:

() =F-x()+B-u(t)+G-w(t)

2-95
¥()=C-x(1)+ () (2:99)
Der allgemeine Losungsansatz fiir die Differentialgleichung lautet:
t t
x(1) = 0(t,to)-X(0) + [0(t,7)- B-u(v)dr+ [o(t,1)- G- w(t)dv (2-96)
to to

Zur grundsitzlichen Betrachtung des Systems gehen wir von einem storungsfreien System
aus, so daB das stochastische Signal gleich Null ist und damit nicht weiter betrachtet wird. Im
linearen und zeitinvarianten Fall ist eine Losung im Laplace-Bereich deutlich einfacher. Dar-

aus folgt:

x(k+1)=F-x(k)+B-uk)+G-w(k)

y(k) =C-x(k)+v(k) (2-97)

Die Praxis hat jedoch gezeigt, daB3 nur die Programmierung des zeitdiskreten Modells zu
einem stabilen Algorithmus fiihrt, so daB im weiteren nur zeitdiskrete Modelle behandelt
werden sollen. Die Anderungen im Kovarianzenzyklus sind mitunter sehr klein, und Stérun-
gen in der Symmetrie der Matrizen fiihren zu gro3en Ungenauigkeiten und Instabilitdten, so

daBB wir bei der Anwendung von Kalman-Filtern grundsétzlich nur zeitdiskrete Modelle

betrachten.
Beobachtungs- Beobachtungs-
rauschen rauschen
v(t) v(k)
X(1) m— | C(t) _>@_> y(t) X(K) m— | C(K)  j— () —y(K)
unbekannter lineare gestorte unbekannter lineare gestorte
Zustand Abbildung Beobachtung Zustand Abbildung Beobachtung
zeitkontinuierliches Beobachtungsmodell zeitdiskretes Beobachtungsmodell

Abb. 2.24: Beobachtungsmodell
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Das von R. E. Kalman entwickelte Filter ist urspriinglich ein lineares Filter, da die hier zu
untersuchende Problemstellung jedoch nichtlinear ist, wird mit dem sog. erweitertem lineari-

siertem (extended linearised) Kalman-Filter gearbeitet.

2.4.3.2 Nichtlineare Filter (EKF)

Bei der Betrachtung nichtlinearer Problemstellungen, wie wir sie in dieser Arbeit finden,
wird der Einsatz des Extended (linearised) Kalman-Filters notwendig /3, 5, 39, 40, 41, 42,
48/. Es wird jetzt das gesamte Systemmodell fiir den nichtlinearen, zeitdiskreten Fall

betrachtet:

W(K) | G () _l
x(k+1)
g(k)—»%@x—b

v(k)

|

D(x(K)) g+ e y(K)

a(x(k))

Abb. 2.25: Nichtlineares Systemmodell

Spaltet man das Modell in ein Beobachtungsmodell und ein Zustandsmodell anhand der zwei
systembeschreibenden Gleichungen auf, so sieht man im Beobachtungsmodell die nichtli-
neare Abbildung in der Ubertragungsfunktion h(x(k)) und die additive Stérung mit der
Rauschgrofle v(k).

y(k) =h(x(k))+v(k) nichtlineare Beobachtungsgleichung (2-98)
Beobachtungs-
rauschen
(k)
X(K) w— | h(x(K)) @ —p /()
unbekannter nichtlineare gestorte
Zustand Abbildung Beobachtung

Abb. 2.26: Nichtlineares Beobachtungsmodell

64



Theoretische Grundlagen

Die RauschgroBe v(k) wird als wei3, gauBBverteilt und mittelwertfrei angenommen und ist

definiert iiber das 2. Moment vollstindig beschrieben:

Ef(0}=0 A Ef®) v()T}=R-5,; (2-99)

Im Zustandsraum, der losgelost von den Beobachtungsgroflen betrachtet werden kann, wird
der "innere Antrieb" des Systems beschrieben. Betrachten wir einen komplexen nichtlinearen
Zusammenhang zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zustinden, so kann auch die Zu-

standstlibergangsmatrix nichtlinear sein und zu einem nichtlinearen Kalman-Filter fiihren.

U(k) mit B (Gewichtungsmatrix) ist ein bekannter Offset, der unabhingig von der Zustands-

grofe addiert wird.

x(k +1) = A(x(k)) + B(k) - u(k) + G(k)- w(k); mit G(k) = (Einheitsmatrix)

W(K) | G (k) j

U(K) g B(k) (+)

Zustandsgleichung

Abb. 2.27: Nichtlineares Zustandsiibergangsmodell

Die RauschgroBe w(k) sei ebenfalls weil3, gauBBverteilt und mittelwertfrei und kann analog zu

v(k) vollstandig durch die Kovarianz beschrieben werden:

Ew}=0 A Ew()-w()T} =Q-3 (2-100)

Aus der ausfiihrlichen Beschreibung des zeitdiskreten Systemmodells wird das Filtermodell
entwickelt: Dazu wird grundsitzlich das Zustandsiibergangsmodell iibernommen. Das
bedeutet, die Zustinde (gesuchte FiltergroBen) werden durch eine Anregung mit einem
inneren RauschprozeB3 (Driving Noise) eigenstindig erzeugt. Das vorhandene Beobach-
tungsmodell wird nun, da die Beobachtungen als EingangsgroBen und nicht als Ausgangs-

grofe zur Verfligung stehen, "invertiert" und zur Steuerung des inneren Prozesses verwendet.
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u(k) > B(K)

Abb. 2.28: Allgemeines nichtlineares Kalman-Filtermodell

Wohin bilden sich die beiden Rauschprozesse im Kalman-Filtermodell ab? Die beiden
Rauschprozesse des Systemmodells werden nur noch im Kovarianzenzyklus durch deren

Kovarianzen beschrieben.

Im folgenden soll das Filtermodell und dessen Funktionsweise ndher betrachtet und mit
Worten beschrieben werden: Das daraus abgeleitete Kalman-Filtermodell rechnet auf zwei
Ebenen den kommenden Filter-Schéitzwert der MeBreihe aus. Zum einen wird der Schitzwert
der Systemvariablen x und zum anderen parallel die dazugehorige Verteilungsdichte be-

trachtet. Der Estimationsvorgang besteht aus zwei Schritten: Im ersten Schritt - der

Pradiktion - wird die sog. Préddiktionsdichte f;(k)\z(k—l) (§k|Xk_l) berechnet. Diese Dichte

wird nur aus schon existierender alter Information gewonnen. Sie wird durch die Priadiktions-

fehlerkovarianz P~ beschrieben, da wir von gauBlverteilten Grof8en ausgehen. Sie bestimmt
die maximal mdgliche Zustandsdnderung eines nachfolgenden, vorbestimmten Zustands und
setzt sich aus der "alten" Filterfehlerkovarianz und der Varianz des erzeugenden inneren
Zustandsprozesses, Driving Noise genannt, zusammen. Diese Varianz oder Rauschleistung Q
entspricht der Rauschleistung der ZufallsgroBe w(k) des Systemmodells. Mit ihr werden
Modellfehler linearer und nichtlinearer Problemstellungen mit einbezogen. Grofle Fehler

bedingen eine grofle Varianz von Q.

Im zweiten Schritt wird die Filterdichte bestimmt. Diese enthélt jetzt auch die neuen Mef3-

wertinformationen. Beschrieben wird sie ebenfalls durch die ersten beiden Momente. Die
Filterfehlerkovarianz P* wird durch die Pridiktionsfehlerkovarianz P~ und die angenom-
mene Rauschleistung R der Storgrofe v(k) der Messung bestimmt und wird als "observation

noise” bezeichnet. Dabei gehen R und P~ ebenfalls in die Bestimmung des Kalman-Gains
ein. Dieser entscheidende Steuerparameter ist das Bindeglied vom Kovarianzenzyklus zum

Schitzwertzyklus und stellt eine Zusammenfassung mehrerer Parameter dar. Am Kalman-
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Gain kann direkt das Filterverhalten beobachtet werden. Er stellt die Gewichtung der Kor-
rekturinformation X, zum vorhandenen MefBwert Y, dar. Das Kalman-Filtermodell besteht
folglich aus zwei parallel ablaufenden Schétzungen vom 1. Moment und 2. Moment der

vorhandenen Verteilungsdichte, die durch einflieBende Beobachtungen gesteuert werden. Die

Préadiktion enthilt die Dynamik des Systemmodells.

Herleitung: Fiir die Pradiktion wird eine Bezichung des gesuchten Zustandes X, zur vor-
hergehenden Messung ausgewertet. Diese wird durch die bedingte Verteilungsdichtefunktion

fé(k)\z(k—l) (§k|Xk_l), der Préadiktionsdichte, beschrieben. Mit der Voraussetzung, dal3 der

modellierende Proze w(k) und die bereits bekannte, bedingte Verteilungsdichte

fopvao €, [Yi) gauBverteilt sind, 1aBt sich beweisen, daB £,y (&, [Y,) ebenfalls

gauflverteilt sein muf:

1 ks )

fz(k)\X(k—l)(ék|Xk—1)= (2n)n P_‘
1Tk

(2-101)

Die vollstindige Beschreibung einer GauBlverteilungsdichte erfolgt {iber das 1. und 2. Mo-

ment, was zu den gesuchten beiden Pradiktionsgleichungen fiihrt:
+o0
1.Moment: { Xy = E{Kk‘lk_l }: I & Fuovacn G [Yi)dg, (2-102)

=B, -x0) b, -t -y, )

- T @k ‘XE)‘ (@k —XE)T oy G Vi),

2.Moment: (2-103)

Im Filterschritt wird die gesuchte Filterdichte fx(k)‘Y(k) (§k|Xk) bestimmt, die den Zusam-

menhang zu dem aktuellen Zustand x, und der Beobachtung Y, herstellt. Sie wird bestimmt

iiber die Anwendung des Satzes von Bayes:

Fxa0y, € Yi) = fyao (Vi) Fyoyao G [Yi)  oder fy =fy £y
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1
fy 1o (Yi)

Froymoxwn G-Y oY)

o oo Y =fxaoy, G- Yi)-

oy (V> Yier)

_ Ty0ols00.¥0en O i Yie) Exgovieon Gy Yar)

fyao.y o VoY) Fyge-n Yier)

_ fg(k)\é(k),i(k—l) (Xk Ek YY) fz(k)\X(k—l) (ék |Xk—1 ) fX(k—l) Y1)

Ey oy ae-n ¥V YD) fyaen (Vi)

~Tyaolxa0.yen (Xk‘ék’zk—l) Feolyen G [Yi)

Fy ol ey Yy [Yas)

Durch Anwenden des Logarithmus erhilt man erneut die Entropien, die den Informationsfluf3

beschreiben (vgl. 2.4.1.1):

Nach dem Beweis der GauB3verteiltheit der Filterdichte werden ebenso wie bei der Pradiktion

die ersten beiden Momente zur Beschreibung der bedingten Verteilungsdichte bestimmt:
+oo
A+
1.Moment: { Xy = E{Kk ‘Xk }: J&4 Famva G [Y0dE, (2-104)

Py = E{(lk - X ) (ék _gﬁ)T ‘X(k) = Xk}

= T @k ~% ) @k -5 ) Frofyo G [YidE,

2.Moment: (2-105)

Diese fiihren nach zahlreichen Umformungen (Matrizenumformungen) unter Anwendungen
unterschiedlicher Lemmata zu den unten aufgefiihrten Kalman-Filtergleichungen. Um ein
nichtlineares Extended Linearised Kalman-Filter zu realisieren, sind teilweise Linearisierun-
gen notwendig. (Im betrachteten Fall ist das Beobachtungsmodell nichtlinear, so daf3 hier die
Beobachtungsmatrix linearisiert werden muf3, hingegen die Residuen bleiben nichtlinear. In
der Regel wird die Beobachtung y(x(k)) in eine Taylorreihe entwickelt, die bereits nach dem
1. Glied abgebrochen wird.) Zusammenfassend 146t sich das beschriebene, zeitdiskrete

nichtlineare Filtermodell durch die folgenden GréBen allgemein beschreiben:
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Die alleemeinen Grofien des zeitdiskreten Extended linearised Kalman-Filters lauten:

Pridiktionsschitzwert: Ria) = (Xk) Xk +B(k) - u(k)
Pridiktionsfehlerkovarianz: P, =A (X)-P A (X)) +Q
Residuen:

Ty+1 =Y —hy  Kpr)

Filterschitzwert: .
Xy =X T K 1y
Filterfehlerkovarianz: + _p- -
Pk+1 = Pk+1 - Kk+1 ) Hk+1 : Pk+1
Linearisierte Beobachtungsmatrix:
Hk+l - d hk'H‘)A(;-H
§k+1

Kalman-Gain-Matrix: [ _ T ] [ _ T ]~1
Kis1 = Prst - Hiar | Hiyq - Pesr - Hir # Ry

2.4.3.3 Linearisierung von Zustandsubergangsmatrix und Beobachtungsmatrix

Die bereits beschriebenen Linearisierungen werden folgendermallen durchgefiihrt: Im allge-

meinen verwendet man die allgemeine Taylorreihenentwicklung:

f(x) = Z XO) x=x) = f(x,)+ df(zo)( ~x,) (2-106)

Nichtlinearititen konnen bei der Zustandsiibergangsmatrix aber auch zwischen Beobachtung
und Schétzwert auftreten. In beiden Fillen wird mit Hilfe der 1. Ndherung einer Taylorrei-
henentwicklung eine Linearisierung durchgefiihrt, da sich die Inversen der nichtlinearen

Matrizen nicht bilden lassen /41/.
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2.4.3.3.1 Linearisierung bei nichtlinearer Zustandstibergangsmatrix

Mit dem Ansatz der allgemeinen Systemgleichungen bei nichtlinearer Zustandsiibergangs-
matrix wird die Problematik graphisch aufbereitet und anhand des Kalman-Filterformelsatzes

ausgewertet:

x(k+1) =f(x(k))+B-u(k) + G - w(k)

y(k) = C- x(k) + v(k) (2-107)

k+1 -Gq

| Y 4
AXT ‘ ‘
. | |
X1 ‘
AX \ ‘
AX $e72(x) ‘ ‘
| ]

S R N

X

Abb. 2.29: Linearisierung eines nichtlinearen Zustandsiibergangs

Die Anwendung einer Linearisierung wirkt sich im Kalman-Filter auch auf die Kovarianzen
des Kalman-Filters aus. Pradiktion und Filterung werden als zwei getrennte Zeitpunkte
betrachtet, zwischen denen die Linearisierung durchgefiihrt wird und auf diese Weise Fehler

entstehen.

Die bereits definierte Filterfehlerkovarianz beschreibt den enstandenen Fehler zwischen dem

korrekten Zustand und dem Filterschatzwert:

\[
P :E{Ag -(Ag) } mit: Ax" =x, —X,
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Bei der Bestimmung des néchsten Filterschdtzwertes zum Zeitpunkt k+1 wird zuerst der
Priadiktionsschritt durchgefiihrt. Dabei wird aufgrund des gegebenen nichtlinearen Zusam-

menhangs der Zustandsiibergang mit einer Taylorreihe in 1. Ndherung linearisiert. Es wird

dabei um den Punkt X{ entwickelt:

. d )
$ie = £ ) 4wy = £(27) + o i s e =27 )+ +wi) (2-108)
2k

Die Differenz Ax von x,,, und X,,; beschreibt den Linearisierungsfehler, dabei ist
A— A+ ).
X+ = f(ék )
- - .- d o+
AX =Xy —Xq Zd—f(ék)‘x i Kk T X AW (2-109)
ék 2k T2k

Um die Préadiktionsfehlerkovarianz zu erhalten, wird der Erwartungswert der quadrierten

Differenz gebildet. Die Erwartungswerte der Kreuzterme ergeben Null, so daB3 sich folgendes

Resultat ergibt:
P, = E{Aﬁ_ ) (Aé_ )T}
_d + ] d .
= ai(&k )‘Xk:g: : E{A& . (A& ) } Eﬁ(ék )‘§k=§£ +G- Q .G (2-110)

= A’(f)- Py ~A’T(g+)+G-Q-GT

Der nichtlineare Zustandsiibergang wird als Matrix A’ bezeichnet, was dem direkten
Vergleich mit einem linearen System dient. Im Vergleich zum linearen Zustandsiibergang

erscheint anstelle von A die 1. Ableitung der Zustandsiibergangsmatrix A.

Durch eine starke Anderung im Zustandsverlauf kénnte der gesuchte korrekte Zustand im

Bereich X,,; *Ax  nicht mehr zu finden sein, so da3 der mdgliche Bereich vergrofert wird

auf den Bereich X,,, £Ax . Die Grole von Ax wird durch die Steigung der Geraden G-q

(Diffusionskonstante q) bestimmt.

2.4.3.3.2 Linearisierung bei nichtlinearer Beobachtungsmatrix

Die Linearisierung bei nichtlinearem Zusammenhang zwischen Beobachtung und Zustand
verlduft grundsitzlich analog, jedoch ergeben sich unterschiedliche Auswirkungen auf die
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Kovarianzen. (Bei der Demodulation winkelmodulierter Signale ist ein derartiger nichtli-

nearer Zusammenhang zwischen Beobachtung und Zustand gegeben.) Ausgehend vom Pri-

diktionsschritt wird aus dem Prédiktionsschiatzwert X, durch Transformation ein pradiktiver

errechneter MefBwert 9; bestimmt. AnschlieBend wird die Differenz zum realen MeBwert

Y, gebildet:

res, =Ay, =y, —J, (2-111)
Dieses Residuum wird in den Zustandsraum zuriicktransfomiert, mit dem Kalman-Gain

gewichtet und zum Pridiktionsschdtzwert X, hinzuaddiert. Das Resultat ist der gesuchte

Filterschitzwert X, .

Y

Y« MeRwert

N -

Y transformierte Pradiktion

. X korrekte Ricktransformation
K der Messung

X linearisierte Riicktransformation
der Messung

Linearisierung

>+ Filterschatzwert mit
Linearisierung

‘ v+ Filt hat rt oh
‘ X',f ilterschatzwert ohne
\

Abb. 2.30: Linearisierung einer nichtlinearen Beobachtung

X, ist in diesem Fall der Entwicklungspunkt fiir die Taylorreihenentwicklung der nichtlinea-
ren Beobachtungsgleichung. Zur Betrachtung der Zusammenhénge geniigt die Betrachtung

des ungestorten Falls mit v, =0:
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Mit der Beobachtungsgleichung Y. = h(xy )+ v, erhalten wir:

() = () + o)y £+

h(x) - h&0) = < -ho) - (x, ~%7) 1.Néherung (2-112)
X 2y
. d L
Ad Y Y = &1—1(5)‘5; '(lk _ék)

Ebenso 1aBt sich der Zusammenhang zwischen Filterschiatzwert und MeBBwert bestimmen.
Als Ansatz wird die Gleichung zur Berechnung des Filterschitzwertes eines linearen

Kalman-Filters angesetzt (unter der Bedingung, daf3 keine Storung vorliegt: R=0):
% =%+ [prcTHo-nrcay
Mit der Bedingung, daf der Entwicklungspunkt X, =0 sein soll, ergibt sich allgemein /5/:

X =K-Ay mit: K:[Pk‘-CT]-[C-Pk‘-CTF (2-114)

Da %, hier identisch ist mit Ax (wg. X, =0), erkennt man allgemein im Vergleich mit der

nichtlinearen Betrachtung, da3 allgemein - unabhédngig vom Entwicklungspunkt - gilt:

Ax=K-Ay (2-115)

Fiir die Kovarianzen ergibt sich nun:

P, = E{A§ . A§T} Pradiktionsfehlerkovarianz (2-116)

P/ = [I—K-Hdiff]-Pk_ Filterfehlerkovarianz (2-117)

mit K = E{Aé Ax" } Hgigr " - [Hdiff : E{A§ Ax' } Hyr' + RF

Betrachtet man sich die Komponenten des Kalman-Gain genauer, so 146t sich mit

Ay, =Hgyy -Axy auch eine Abhingigkeit vom MeBwert zum linearisierten transformierten
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berechneten Mef3wert entdecken :

K= E{A§ Ax' } Hgige ' - [E{(Hdiff - Ax)- (Hgigr - Ax)" }+ Rr
- E{A§ AxT } S [E{AZ ‘Ay' }+ Rr (2-118)

by o]
=P -Hgige [Py +R

Py_ bezeichnet die transformierte Pradiktionsfehlerkovarianz.

2.4.3.3.2.1Betrachtung des Linearisierungsfehlers:

Grundsétzlich ist nur der gesuchte Schiatzwert und dessen Fehler interessant fiir eine weitere

Auswertung. Jedoch entstehen bei der Linearisierung der Beobachtungsmatrix Fehler im

Beobachtungsraum. Ausgehend von dem transformierten pradiktiven MeBwert § aus der

Pradiktion X ergibt sich tiber die Bestimmung des Ax die Moglichkeit, ein Ay zu berech-

nen. Durch Riicktransformation von X +Ax ergibt sich ¥ +Ay. Dieser MeBwert ist

fehlerbehaftet durch die Approximation mit einer Taylorreihenentwicklung. Der entstehende

Fehler lautet:

¢ (x)= (2_ + Az)— y (2-119)

Zur Berechnung des Fehlers sollen im folgenden skalare GroBfen verwendet werden. Es

werden die bekannten Gréf3en eingesetzt:
e (xy)= h(x; + Ax)— h(x, )

Dieser Fehler entspricht exakt den fehlenden Gliedern der Taylorreihenentwicklung, die bei
der Approximation vernachléssigt wurden. Die Differenz des linearisierten und des nicht-

linearisierten Terms ergibt:
e (xy ) =h(Xy)+Hpy - Ax -

2 3
[h(§£)+(;ixh(f<£)-(xk —i;)+%;—xh(§<;)-(xk —fgi)z +%;3_Xh(§(;).(xk —fiif ¥
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1 4%, . e 14, . .
N el(xk):EEh(gk)-(xk—xk)z+8Eh(xk)-(xk—xk)3+...

Diese lassen sich (vgl. /13/S.279) zu dem Lagrangeschen Restglied zusammenfassen:

2

el(xk):(i—zh(i; +ox, —%; ) =[x, —%¢ mit de (0.1)

1
2

Ak d*hR; +9-ax)
2 dx?

e(xy)= (2-120)

Der maximale Fehler ist abhdngig von der Wahl der Grofle . Diese GroBe hat ihren

Ursprung im Mittelwertsatz der Differentialrechnung, so dal Werte im Bereich von h(X,)

bis h(X, ) betrachtet werden. (Mit den Nullstellen, der nach 9 abgeleiteten Funktion h’(X, )

ergeben sich die Extremstellen, so dafl sich das Maximum des Fehlers leicht bestimmen
1aBt!).

2.4.3.4 Filter hbherer Ordnung

Werden beim Einsatz von nichtlinearen Kalman-Filtern auch Momente hoherer Ordnung mit
bedacht, so spricht man von Filtern héherer Ordnung. Die zur Ndherung verwendete Taylor-
reihe wird dann nicht nur bis zum 1. Glied, sondern bis zu weiteren Gliedern berechnet.
Bricht man nach dem 2. Glied ab, so nennt man das Filter ein GauB¥filter. Eine optimale Filte-

rung von nicht gauBformigen Verteilungsdichten wird so moglich.

Eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung der Filterschitzwerte wird durch den Einsatz
iterativer Kalman-Filter erreicht. Fehler, die durch die Linearisierung mit einer Taylorreihe
entstanden sind, werden durch zusitzliche Filterdurchgénge (Prédiktionen) verringert.
Schitzwert, Kalman-Gain und Priadiktionsfehler werden mehrfach bis zu einer vordefinierten
Varianzgrenze und/oder Maximalanzahl der Durchldufe berechnet. Oft wird auch eine Mi-

schung aus beiden Filtern gewéhlt, um die Genauigkeit des Schéitzwertes zu verbessern.

In diesem Zusammenhang sei auch Stratonovitch erwéhnt, der sich mit der Losung nichtli-
nearer Gleichungen beschéftigt hat und dessen Losungen bei Extended Kalman-Filtern eben-

falls eingesetzt werden /24/.
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Es ergeben sich Filter, die sehr recht rechenintensiv und beim Einsatz von Online-Filtern
eher ungeeignet sind. Die Genauigkeit wird dabei oft auch zu Lasten der Stabilitdt eines Fil-
ters verbessert, so daf3 in Bezug auf die Anwendung nicht notwendigerweise eine Verbes-

serung des Filters erreicht wird /5, 48, 50/.

2.4.4 Analogien von Extended Kalman-Filter und PLL (Phase Locked Loop):

Betrachtet man einen PLL - phasengesteuerten Regelkreis genauer, so werden Parallelen
eines Extended Kalman-Filter zur Demodulation winkelmodulierter Signale deutlich /3, 9/.
Die Zustandsmodellierung wird beim PLL offensichtlich vom VCO {ibernommen. Wie sieht
es jedoch mit den weiteren GroBBen des Extended Kalman-Filters im Vergleich zum PLL aus?
Da es sich beim PLL um eine skalare Betrachtung handelt, wird der Kalman-Filter ebenfalls
skalar betrachtet. Ausgehend von einem allgemeinen FM modulierten Sendesignal (z.B.

Radio) lautet das Sendesignal:

s(t) = cos(2mf, t + 2my Jm(T)dT)- FM-moduliertes Signal  (2-121)

Das Empfangssignal wird dann idealisiert mit einem rein additiven Storsignal v(t) tiberla-

gert, welches in seiner diskreten Form als weil}, mittelwertfrei und gauBverteilt definiert

werden soll. Somit gilt fiir die Kovarianz E{v(k)-v(l)} =R -93(k,1). Nach dem Herunter-
mischen auf eine Zwischenfrequenz (ZF) der Frequenz f, erhdlt man dann y(t), welches

abgetastet als Beobachtung des Kalman-Filters bzw. des PLL’s zur Verfiigung gestellt wird:

y(k) = cos(2mf kT + 21y - x(k) )+ v(k)

Beobachtungsgleichun 2-122
- h(xK) bl ungsgleichung (2-122)

Der Zustand x(k) beschreibt die Phase des FM-Signals, die das gesuchte Quellsignal m(k)
enthilt. Die Ableitung des Zustands x(k) ergibt dabei m(k). Mit der nichtlinearen Beobach-
tung h(x(k)) lautet die Gleichung:

y(k) = h(x(k))+ v(k) mit h(}} )= cos(2nf,kT + 21y %} ) (2-123)

Bei der Modellbildung des Kalman-Filters wird eine Linearisierung der Beobachtung tiber

Taylorreihenentwicklung notwendig, welches zum bereits bekannten H . fiihrt:
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Hpp (&1 )= dhx,) = —2my-sin(2nf kT + 27y R} ) (2-124)

A —

k

Die Filtergleichungen lauten dann:

Ry =R +K, -res Filterschitzwert des EKF (2-125)
Pl:r =P, =P, -Ky -Hpyr Filterfehlerkovarianz des EKF  (2-126)

1
mit resSy =Yg —h(ﬁi) (ReSiduum) und Kk = Pk_ . HDiff . [Hlef . Pk_ . HDiff + RT (Kalman-
Gain)

Wihlt man den Innovationsansatz zur Kalman-Filtermodellbeschreibung, der von der
Residuensequenz ausgeht, so 146t sich durch Abwandlung ein Modell erzeugen, welches der

Modellbeschreibung eines PLL’s am meisten dhnelt (s. /3, 42/).

Abb. 2.31: Modell des Innovationsansatzes

Dazu wird die hintere Summenbildung von Abb. 2.31 in Abb. 2.32 nach vorne verlegt:

Tiefpall
y(K) res(k)= y(K) /)\(_(k""l )

Abb. 2.32: PLL dhnliches Kalman-Filtermodell
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Danach wird das Blockschaltbild des PLL s betrachtet:

f (t t)=m(t
) [ oo [ O
TiefpalR
1:vco(t)
VCO

Abb. 2.33: PLL-Blockschaltbild

PLL EKF zur FM-Demodulation
e(t) e(k) =res(k)-K(k)
VCO+90°-Phasenverschiebung h(f(_ (k))

Tiefpal Zustandsgenerierung

Tab. 2.1: Analogien zwischen PLL und Extended Kalman-Filter

Die vergleichbare Ausgangsgrole des Phasendetektors (PD) am EKF e(k) wird mit dem
bekannten y(k) folgendermallen bestimmt. Durch Einsetzen von
y(k) = cos(2nf kT +2my-x(k) )+ v(k) und Anwendung der Additionstheoreme ergibt sich

(Dabei werden die trigonometrischen Umformungen im Hinblick auf eine Differenzbildung

von Phase und Schitzphase durchgefiihrt):

(k) = res(k) - K(k) = [y —h(&5 )] K 120
= [cos@rf kT + 21y x(10))+ (k) — cosRnf kT + 2y 1 )| K (k)

= [cos(2nf0kT +2my-x, )+ v(k) - cos(211;f0kT +2my- Xy )]
' [—2ny-sin(2nf0kT+2ny-§(1:)-P_l]
lan2y? -sin? rfokT +2my- &7 ) P + R]

Durch Taylorreihenentwicklung fiir das Kalman-Gain 148t sich der Nenner eliminieren, um
so die entstehende Gleichung als Summe von Frequenzvielfachen der Trigerfrequenz f;

ausdriicken zu konnen. Dazu wird die Sinus-Schwingung in H; durch z substituiert und

die Taylorreihenentwicklung nach (2-106) durchgefiihrt:

3 _
K(0)=0 ; K'(0) = —%P—X - K’(0)=0
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_ o2 @m) P
K(z) =-C, -z+h.ot. mit: C; = R (2-128)

K(X7) = —C, -sin(ufokT + 21y &7 J+ hodt.

Terme hoherer Ordnung (h.o.t.) zu betrachten ist wenig sinnvoll, da in der nachfolgenden
Tiefpalfilterung alle Terme mit Triagerfrequenz oder Vielfachen von f;, herausgefiltert

werden. Durch Einsetzen der Taylorreihe erhdlt man:

e(k) = [cos(anOkT +2my-x, )+ v(k) — cos(2nf0kT + 21y Xy )]

Fe sin(2mf KT + 2y i J+ hot] e

Durch Anwendung der Additionstheoreme 14Bt sich das Ergebnis in eine Summe von

Schwingungstermen umformen:

(ON

e(k) =[—%-sin(2ny-xk —27cy-f;£)] —[ 5 (47tf0kT+27ty X, +2my- xk)]

+[% sm(4nf0kT +4my- X )] -V s1n(21tf0kT + 21y X )+ h.o.t.

2R

- {_ (2ny)’ - (P~

-sin(27cy- X, —2my- f(k)] —

3 —
(27157)21'11’ . Sin(4nf0kT +2my-x, +2my- Xy )] +

L

v

- e
(27W)21'{P : sin(47'cf0kT +4my- Xy )] -
3
vy - (2TW)21'{P . sin(?.nfOkT +2my- Xy )+ h.o.t.

Durch die skalare Betrachtung werden die durchgefiihrten Umformungen erst ermdglicht.
Bei Untersuchung des ungestorten Betriebs ergibt sich fiir v(k)=0. Weiterhin kénnen die
Terme hoherer Ordnung vernachléssigt werden. Somit ergibt sich fiir die betrachtete GrofBe

e(k):
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3 _
e(k)= —(2TW)2I'{P -sin(2ny-xk—2ny->2k)] -

—

3 —
(2757)21'{1’ : sin(4nfokT T2y Xy 21y X )] ’
- Y (o
(2TW)2];{P . sin(47'[f0kT +4my- X )] (2-130)

Nach TiefpaBfilterung erhalten wir:

3 —
e(k):—em) P -sin(Zny-xk —211:7-)21:)
2R (2-131)
3 —
- (2757)21'{1) -sin(2my- Ax)

Unter der Annahme, da3 die Differenz Ax von gesuchtem Zustand und Filterschiatzwert

klein sind, 148t sich sin(2myAx) durch 2myAx nihern:

(2ny)* - (P~

=R

- AX (2-132)

Betrachten wir die zu e(k) dquivalente Grée des PLL-Blockschaltbildes (Abb. 2.33) mit den

eingezeichneten Gréfen, so erhalten wir:

e(t) = £, (1) - fyco (1)

t t
=, cos(2nf kT +2my [ m(t)dt)-sin(2nf kT +k [u,(7)dt)
u R . t t .
= sin{Zn(fO kT +2my [m(dr-k | ua('c)d'cJ+ (2-133)

“2—0. sin(2n(f0 +1, )kT +2my j m(t)dt +k j u, (r)er
Sind f, undf, gleich:

e(t) = “70 : sin[2ny jm m(t)dt -k _Lua (1)d1]+ “70 : sin(4nf0 kT + 2ny_£m(’c)d’c +k £ u, (t)dt]
(2-134)
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Vergleicht man e(k) (s. (2-130)) mit e(t) (s. (2-134)) des Extended Kalman-Filters, so wird
direkt die Ahnlichkeit der beiden Gleichungen offensichtlich. Bei beiden Gleichungen bilden
sich Terme O-ter und doppelter Frequenz f;; die Ansteuerung eines VCO's mit einer Steuer-

spannung fiihrt zu einer Frequenzmodulation des Steuersignals u_(t).

Rauschsignale (tiefpaBbegrenzte) werden durch Mischen mit der Zwischenfrequenz auf ein
Frequenzband hochgemischt, so da3 storende Offsets durch eine TiefpaBBoperation eliminiert
werden konnen. Der nachfolgende Tiefpall mufl folglich auf die Bandbreite des modulierten
Signals abgestimmt sein. Terme doppelter Zwischenfrequenz kénnen als redundant betrachtet

werden, da ihr Informationsgehalt bereits im Basisband enthalten ist.

Fiir die zeitkontinuierliche PLL-Grofe er(t) ergibt sich:

e ()= u7° : sin[27w jm('c)dfc -k jua ('c)dfcj (2-135)

Da fiir kleine Phasenwinkel sin ¢ = @, gilt im eingeschwungene, stabilen Zustand des PLL’s:

e (t)= u7° : [27:7 jm(’c)dfc —k jua ('c)d'c:| (2-136)

Dies bedeutet, dafl im Phasendetektor tatsidchlich die Differenz der beiden Phasen gebildet
wurde und die beiden Phasen verglichen wurden. Die Anderung der Phasendifferenz muf3

nach dem Einschwingen zu Null werden:

de; (1) _Ug . B _
=5 [2my- m(t) - ku, (1)]=0
= ku,(t)=2ny-m(t) (2-137)

Hieraus ergibt sich direkt, da3 u_ (t) und m(t) proportional sind, was beabsichtigt war. Wird

der PLL nicht auf der definierten Zwischenfrequenz des Empfangssignals betrieben, wird

u, (t) einen Spannungsoffset besitzen. Analog 146t sich das Einschwingen des EKF erkliren,

dessen Filterschitzwert X, ebenfalls direkt die Phase bzw. Frequenz einer modulierten

Schwingung abbildet.
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2.5 INFORMATIONSTHEORIE

Aus der Definition des Kalman-Filters heraus ergeben sich weitere Fragen nach der Genau-
igkeit und des verarbeiteten Informationsgehalts. Auerdem stellt sich die gleiche Frage beim
Vergleich unterschiedlicher Filteralgorithmen. Was ist Information? Der Informationsbegriff
tritt in einer Vielzahl von unterschiedlichen Definitionen im technischen und nicht-
technischem Bereich auf. Beschrinken wir uns auf die Definition der Information aus dem
naturwissenschaftlichen Bereich. Der Begriff der Information hdngt eng mit dem Begriff der
Entropie (MaB fiir Unordnung oder Ordnung) zusammen; viele Definitionen verwenden die
Entropie deshalb auch als MaB fiir die Information. Zunichst wollen wir allgemeine Defini-
tionen des Informationsbegriffes ansetzen, um anschlieend auf die Betrachtung von Infor-

mation im Zusammenhang mit der Kalman-Filterung winkelmodulierter Signale einzugehen

/5.

2.5.1 Definitionen

Die Informationsmenge (auch: Informationsgehalt) wird von Hartley (1928) als Logarithmus

der Auftrittswahrscheinlichkeit eines Zeichens definiert:

I; ==Inp(x;) (2-138)

Da p(x;) nur zwischen 0 und 1 definiert ist, erhalten wir stets eine positive Informations-

menge I. Sie ist eine in der Nachrichtentechnik iibliche Definition zur Beschreibung von

Nachrichtenkanilen. Damit ist I proportional zur Bandbreite und zur Ubertragungszeit.

Werden digitale Signale bearbeitet, so sind die Informationen bindr, die MaBeinheit der In-
formation wird in diesem speziellen Fall durch das BIT ausgedriickt. Nur im Fall, daB3 die
Elementmenge bekannt ist, 146t sich eine MaReinheit fiir die Information festlegen. Ist die

Auftrittswahrscheinlichkeit p(x;) gleichverteilt, so gilt fiir N Werte: p(x;) =+ . Daraus folgt

fiir die Information des Zeichens x;:

1
Ii = —lnp(xi) = _ld(ﬁ )BIT

=+ldN = ln—NBIT
In2

(2-139)
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5 stellt lediglich eine Konstante dar, die den bindren Zahlenraum zum Ausdruck bringt. Die

Informationsmenge I ist direkt abhidngig von der Anzahl der Elemente N.

Treten keine gleichverteilten Elemente auf, so muf3 die Definition erweitert werden. Shannon

(1949) hat die Informationsdefinition dahingehend verallgemeinert:

N N
1
Ishannon = ZP(Xi) -1d P = _ZP(Xi) 1d P(x;) (2-140)
i=l1 (Xi) i=1
1 N
Lgpammon = — —2 2 P(x;) - InP(x,) (Schreibweise mit natiirlichem Logarithmus)
=1

(Bei Gleichverteilungen reduziert sich die Gleichung wieder auf Hartley’s Definition.)
Shannon’s Definition wird auch als Informationsentropie oder Entropie bezeichnet, um den

mathematischen Definitionscharakter der Information hervorzuheben.

Shannon’s kontinuierliche Definition der Information (Entropie), eine verallgemeinerte Form

von Hartley’s Definition (s. (2-140)) lautet:

8= _J ln(fé @)' £,(8)-dg Shannon (2-141)

i) 2O ) g)-ae
" flé(g) = 2 Kullback (2-142)

2.5.2 Informationsgrenze - Cramér-Rao-Grenze

Mit der Cramér-Rao-Grenze wird die maximal erreichbare Varianzgrenze bei der Estimation
definiert. Daf die Cramér-Rao-Bound tatséchlich die minimale Fehlervarianzgrenze darstellt,

laBt sich beweisen, indem man eine Funktion t (p) definiert, so daB3 §=§ (unbiased

Estimator). Wir bilden den bedingten Erwartungswert von t,(p) bedingt auf x:

J ty(P): fy\z(9|§) -dp=¢ ) (2-143)
P

" Die Integration erfolgt iiber P (groB Rho)
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Durch Umstellen der Gleichung und unter der Bedingung, dafl § keine Funktion von p ist

und auBerdem das Integral {iber eine Verteilungsdichtefunktion gleich eins ist, dann gilt:

1= [l @ -8) £ 08 -dp=0

P

Wir bilden die Ableitung des Integrals I; nach é :

Lip.&)= aéj( (©)-8) £y (0t -dp =0

Im|QJ

:_.[ fyx Pl&)- dP+J ( (P)- i) Y\K(E‘E)'df—)

g

T
:—ny\ Gl dp+f t,@-¢) [glnfy (9\@} Fy (P dp

J( (p)-t) [—alnfy @\9} £y, (p[E)-dp ¥

Eine weitere Zusammenfassung ist nicht moglich, so dal man die Schwartz'sche

Ungleichung zur Interpretation der Erwartungswerte ansetzen kann:

=

<+[lt, -8}, @-2) £, (le)-dp- J{ Inf,, (p\&)] {ilnfy (9\@)} £, (00)-dp

=
1'{{ [f—glnfyxe\@Hf—glnfyx@@} -fyx(e\@-dg] S+£(ty<g)-§). (-8 1, (- dp

Auf der rechten Seite steht die Varianz der gauBverteilten, erwartungswertfreien Schitz-
grofe.

¥ |=Einheitsmatrix
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T -1
I f[—& Inf, (p\&)] [ Inf, (B\g)] £,,(e)-dp| < Var(tX(B)) (2-144)
Dieser Grenzwert, den die Varianz der Zustandsschéitzung nicht unterschreiten kann, ist die
Cramér-Rao-Grenze, die sich bei Kenntnis aller stochastischen und deterministischen Kenn-
groflen ergibt. Sie ist iiber die inverse Matrix der Fisher'schen Information definiert, die auf

der linken Seite der Formel steht.

var(X)>F~'

-1
[F]"' = J|:—1 nfy, (P‘&):H—lnfy (P‘&):| z\z(B‘é)‘dBZQ (2-145)

Die Fisher’sche Information gibt uns ebenfalls einen Hinweis auf die Kreuzinformation zwi-
schen den Komponenten des Zufallsvektors. Die Cramér-Rao-Grenze ist ganz allgemein die

unterste mogliche Varianzgrenze, unabhéngig von der Verteiltheit der Storgrofen.

Bei der hier vorkommenden Cramér-Rao-Grenze wird die Phasenfehlerverteilungsdichte
untersucht, die sich bei unterschiedlichen SNR’s ergibt. Dazu berechnet man die Steigungen
an den Stellen der Maxima der Verteilungsdichtefunktionen zu unterschiedlichen SNR's.
Aufgrund der ausgewihlten Extremstellen miissen die Steigungen alle negativ sein. Die
positivierten Werte werden dann als Fisher’s Information F bezeichnet. Der reziproke Ver-
lauf bezeichnet die Cramér-Rao-Grenze (kleinstmogliche Varianzgrenze). Diese
Varianzwerte stellen direkt Varianzen von Gaullverteilungen dar, die man idealisiert zur Be-

schreibung der Varianzen des Phasenfehlers einsetzen kann (s. 3.2.1.1).

Die MeBinformation steigt im Verlauf der Messungen selber auf einen festen Wert an. Im
Gegenzug nimmt die Fehlerinformation ab, die sich durch die Inverse der Fehlerkovarianz P
bestimmen 146t /5/.

cT.R7'".C=F Fisher’s Information (allgemein) (2-146)

Der Informationsflu3 im Filter 148t sich folgendermaflen zusammenfassen:

1 1
[P;} = [Pkf + C'.R7".C (2-147)
(Filterinformation=Préadiktionsinformation+MeBinformation
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2.5.3 Informationsbegriff bei der Demodulation winkelmodulierter Signale

Bei der Demodulation winkelmodulierter Signale mit Extended Kalman-Filtern gilt es,
Schitzwerte der Phase auf ihren Informationsgehalt hin zu untersuchen. Auflerdem wird der
Informationsbegriff in einem weiteren Bereich angewendet: Wir sprechen bei dem {ibertra-

genen Nutzsignal auch von Transinformation oder iibertragener Information.

Im ersten Fall gilt es, die Wahrscheinlichkeit der richtigen Realisierung eines Schitzwertes in
Bezug auf die Mefigrofe zu betrachten und mit dem Begriff der Information zu belegen. Ist
die Wahrscheinlichkeit, eine korrekte Estimation durchgefiihrt zu haben, sehr hoch, dann ist
auch die Information dieses Schidtzwertes sehr hoch, d.h. die Fehlervarianz der Verteilungs-
dichtefunktion muf} sehr klein gewesen sein. Es handelt sich um eine statische Betrachtung
eines Zeitpunktes. Bei einer starken Storung n(t) des Signals, d.h. bei einer groen Varianz,
ist die korrekte Estimation sehr "gewagt". Die Information, die wir zu diesem Schitzwert
erhalten, ist recht gering. Oder anders herum gesagt, ist die Rauschleistung (Varianz) gering,

so wird der ermittelte Schiatzwert recht genau sein, d.h. die Information wird grof3 sein.

r(t) = A-cos(2mf,t + @(t)) + n(t) (2-148)

Im zweiten Bereich geht es um die Betrachtung der zu iibertragenden Nutzinformation von

@(t), einer dynamischen Betrachtung. Die Information einer Ubertragung wichst mit der
steigenden Modulation des Tragers. Bei fehlender Modulation (@(t) = 0) des Trégers ist die
Information Null und wichst dann bei Modulation (@(t) = m(t)) an. Maximal wird sie bei
Modulation mit einem moglichst zufélligen, abwechslungsreichen Signal, zu einem Rausch-
signal (m(t)=w(t)). Bei Modulation mit einem gaullverteilten Rauschsignal 146t sich die

Information bestimmen, da wir die Kenntnis der Verteilungsdichtefunktion vollstindig iiber

Varianz und Mittelwert besitzen.

Wie wir sehen, ist in den beiden zu betrachtenden Bereichen, wo man den Informations-
begriff verwenden kann, entgegengesetztes Verhalten zu beobachten. Bei steigender Varianz

des jeweiligen Rauschprozesses steigt bzw. fillt der Informationsgehalt.

Im nichsten Abschnitt wird die Stabilititsbetrachtung ebenfalls anhand der Betrachtung des
Informationszuwachses durchgefiihrt. Ebenso finden wir weitere Anwendungen und

Betrachtungen der Fisher’schen Information unter 4.4 wieder.
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2.6 STABILITATSBETRACHTUNG DER KALMAN-FILTER

Bei der Betrachtung der Kalman-Filter muf3 die Stabilitdt und Beobachtbarkeit der zugrunde
liegenden Zustandsraummodelle grundsétzlich auch gegeben sein. Darauf soll hier jedoch
nicht weiter eingegangen werden. Grundsétzlich sind Kalman-Filter asymptotisch stabil,
wenn sie stochastisch beobachtbar und stochastisch steuerbar sind. Das bedeutet, dal} bei
einer ungiinstig gewdahlten Initialisierung des Filters dieses trotzdem auf einen Grenzwert
zulduft, da der Initialisierungswert von Durchlauf zu Durchlauf geringeren EinfluB3 auf den

Schatzwert hat.

Beim Kalman-Filter spielt dagegen die Divergenz eine wichtigere Rolle. Mit ihr wird ein
Auseinanderlaufen von Schétzwert und korrektem Wert beschrieben, welches aufgrund von
Quantisierungsfehlern, Rundungsfehlern (Rechnerungenauigkeit), einem ungenauen

Systemmodell oder einem unkorrekten Driving Noise Parameter entstehen kann /38/.

2.6.1 Beobachtbarkeit

Aussagen iiber stochastische Beobachtbarkeit des Filters kdnnen grundsétzlich iiber die
Untersuchung des Ranges der Matrix M (Gramsche-Matrix) gewonnen werden. Dies gilt fiir

lineare und nichtlineare Systeme. Die Bedingung lautet also:

rang{M(k,,k,)}=n Bedingung fiir Beobachtbarkeit (2-149)

Ky

Mit : M(kf,ko)T = Z{q)(k,ko)T -C(k)" - C(k)- 0(k,k,) Beobachtbarkeitsmastrix (2-150)
k=k,

Die Grenze k¢ wird begrenzt durch die Anzahl der vorhandenen Zustdnde. Sie beschreibt die

minimale Anzahl der zeitlichen Schritte, die notig sind, die vollstindige Auswirkung der

einzelnen Zustandsdnderungen auf die Beobachtung/Messung zu beschreiben.

Der Rang dieser Matrix muf3 also gleich der Matrixgrof3e sein, so daf3 die Invertierbarkeit der

Matrix ebenfalls gegeben ist.

Bei der Betrachtung von zeitinvarianten Systemen vereinfacht sich ¢(k,k,) zur konstanten

Zustandsiibergangsmatrix A und somit auch die Untersuchung der Matrix M. Die Summe der
Matrizen 146t sich auch vereinfachen, indem man sich vorstellt, die Multiplikation einer
Matrix C, mit deren Transponierten C,' zu betrachten. Der Rang beider muB gleich sein und
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dem Rang der Matrix M entsprechen, so daB sich der Rechenaufwand der
Matrizenmultiplikationen auf ein Drittel reduziert. Wir untersuchen also nur den Rang der
Matrix C, zur Uberpriifung der Beobachtbarkeit (notwendige und hinreichende Bedingung
laut /38/).

rang{M(k .k, )}=rang{C, (k, .k, )}=rang ' =n (2-151)

Clk,)-A'
Neben der hier betrachteten deterministischen Beobachtbarkeit, die stochastische Storgrof3e

1 0
wurde durch R =E = |:0 1:| realisiert, 1aBt sich auch iiber die Betrachtung der Fisher’schen

Information die Beobachtbarkeit untersuchen. Zwar enthilt die Fisher'sche Information,
direkt betrachtet, keine Zustandsiibergéinge. Der kontinuierliche Anstieg der verarbeiteten
Information gibt jedoch AufschluB} iiber die vorhandene Stabilitdt des Filtermodells. Die
Bestimmung der Fisher’schen Information bedarf zwar meistens eines grofleren Rechen-
aufwandes, aber neben der Beobachtbarkeitsaussage erhélt man zusétzlich die verarbeitete

Informationsmenge.

Diese wird bei der Berechnung des Kalman-Gains bereits bestimmt und kann somit fort-
laufend ohne weiteren Aufwand mituntersucht werden (s. 2.5). Die allgemeine Definition

lautet:
F=C"-R'.C

Auch bei nichtlinearen Systemen 148t sich die Stabilitdt derartig iiber die Betrachtung der

Information untersuchen:

F=H_, -R™-Hp, (2-152)

Fiigt man bei der Betrachtung der Beobachtbarkeitsmatrix die stochastische Storgrofe mit

ein, so wird der nahe Zusammenhang der beiden Methoden sichtbar :

Ky
M(k.k,) =D Akky) " - Hpg (k)" R™-Hp (k) Alk k)

k=k,
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Im hier betrachteten Fall sind die beiden Rauschprozesse unkorreliert, so da3 sich nur ein

Vorfaktor, die reziproke Beobachtungsrauschleistung, ergibt.

2.6.2 Steuerbarkeit

Die hier als Stabilititsbedingung geforderte stochastische Steuerbarkeit entspricht der stocha-
stischen Erreichbarkeit des Systems fiir nicht singuldre Zustandsiibergangsmatrizen. Diese
146t sich iiber den Rang der Matrix Wp bestimmen. Es wird hier der zweite Teil der allge-

meinen Systemgleichung untersucht:

LaBt sich mit Hilfe des Steuervektors ein beliebiger Ausgangszustand des Systems erreichen?
rang{W, (k, .k, )}=n Bedingung fiir vollstidndige Erreichbarkeit

mit: W, (kfoko): B, (kfsko)' B, (kf9k0 )T

Dies 148t sich vereinfachen zu der Bedingung, dafl der Rang der Matrix B4 gleich n sein muf}

(notwendige und hinreichende Bedingung laut /38/).

rang{B,, (kf ko )}: rang{q)(kf,ko + 1)' B(k, )-...- B(kf - 1)}: n
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3 Kalman-Filter Modellierung zur Demodulation winkelmodulierter

Signale

Der Einsatz eines Kalman-Filters zur Demodulation winkelmodulierter Signale 146t sich
grundsitzlich mit einem nichtlinearen Kalman-Filter, einem sogenannten Extended
Linearised Kalman-Filter - EKF - unter Verwendung der Quadraturkomponenten im
Basisband realisieren. Dieses Kalman-Filter mit zwei Beobachtungseingéingen und zwei
Filterschdtzwerten am Ausgang, soll im folgenden als EKF22 bezeichnet werden. Es ist der
Ausgangspunkt unserer weiteren Filtermodelle und soll somit als Standard und Bezugsgrof3e
definiert werden. Zundchst wird ausfiihrlicher auf die Bestimmung des Beobachtungs- und
Systemmodells eingegangen. Im Anschlufl daran folgen weitere abweichende Filtermodelle,
bei denen - basierend auf den EKF22 - Modifikationen vorgenommen wurden, um die Effek-
tivitdt und Genauigkeit des Filters zu steigern. Dies soll auch unter dem Blickwinkel einer
Online-Verarbeitung geschehen. Dazu zéhlen unter anderem die Erweiterung der Beobach-
tungen mit sog. virtuellen MeBBwerten, eine adaptive Verbesserung der Systemvarianz und

eine Betrachtung von Smootheralgorithmen.

Zur Nomenklatur: Die folgenden Extended Linearised Kalman-Filter werden abgekiirzt mit
EKFxyz. 'x’ bezeichnet die Anzahl der Beobachtungen, 'y" bezeichnet die Anzahl der
Zustéande und unter ‘7" werden optional Zusatzkiirzel zur weiteren Klassifizierung verwendet.
Adaptive und Smoother-Modelle werden mit AKFxyz bzw. mit SKFxyz abgekiirzt. (Eine

vollstidndige Liste der verwendeten Abkiirzungen befindet sich im Anhang.)

3.1 EXTENDED KALMAN-FILTER ZUR PHASENDEMODULATION

3.1.1 Standardfilter - EKF22 (2 Beobachtungen)

3.1.1.1 Beobachtungsmodell

Grundlage der folgenden Kalman-Filtermodelle ist das nachfolgend beschriebene Beobach-

tungsmodell. Als MeBwert stehen die Quadraturkomponenten eines winkelmodulierten
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Signals im Basisband zur Verfiigung. Wie bereits unter 2.1.3 bewiesen, konnen die abgeta-
steten Storsignalanteile vi(k) und v,(k) des Real- und Imaginérteils im Basisband weiterhin
als weill und gauBverteilt betrachtet werden, sofern ein weilles, gaullverteiltes Rauschsignal

als StorgroBe am Ubertragungskanal angesetzt wurde.

Daraus 1468t sich das Beobachtungsmodell bestimmen:

Beobachtungs-
rauschen
v(k)
X(K) w—|  h(x(K)) @_y y(k)
unbekannter nichtlineare gestorte
Zustand Abbildung Beobachtung

Abb. 3.1: Beobachtungsmodell

Die Winkelmodulation, Amplitudenddmpfung m und Zeitverzégerung t, des Empfangs-

signals r(t) wird im Modell als nichtlineare Abbildung und das Nutzsignal durch den Zustand
x(k) beschrieben. Die beiden Quadraturkomponenten bilden die gestorten Beobachtungsgro-

Ben y;(k) und y,(k):

y1(k) = Re{r; (k) }=1-cos2mym kT + ¢, )+ v, (k)

31
¥ (K) = Imfer ()} = 1-sin(2mym, KT + @ )+ v, (K) (1)

Im Phasenoffset ¢, sind Zeitverzogerung und anfinglicher Phasenoffset inbegriffen

(s. 2.1.3). Da bei der Kalman-Filterung grundsétzlich Kurvenverldufe rekonstruiert werden,
ist es ohne vorherige Kenntnis einer korrekten Anfangsphase (bedingt eine Definition von
Startwerten) nicht moglich, den korrekten absoluten Phasenwert zu schétzen. Es werden nur
die Anderungen betrachtet. Aus diesem Grunde kann der Phasenoffset @, bei der Beschrei-
bung der Beobachtungsgleichung weggelassen werden. Die nichtlineare Beobachtungs-

gleichung vektoriell zusammengefallt lautet:

y(k) = h(x(k)) + v(k) mit :
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3 cos[21w- x;(k)
- [sm[zny- X, (k)]]] +y(k) (3-2)

mit : E{v(k)}=0 und cov(v(k),v(j)) =R -8 ;

Y1 (k):|

K) =
=y [Yz(k)

Ferner ist die Erzeugung des Nutzsignals wichtig fiir die Erstellung des Systemmodells. Sie

wird im Zustandsraummodell beschrieben.

3.1.1.2 Zustandsraummodell

Gesucht ist eine Differenzengleichung, die das zustandsgenerierende System beschreibt. Die

zeitdiskrete Systemgleichung, die rekursiv formuliert ist, lautet zunéchst allgemein:

x(k +1) = A(k)- x(k) + u(k) + G(k) - w(k); mit G(k) =1 (Einheitsmatrix) (3-3)
W(K) ey G (k)
X(k+1)
U(K) | B(K)

Abb. 3.2: Zustandsmodell

Die gesuchte Zustandsgrofle x(k) stellt hier die modulierende Phase dar. Sie beschreibt das
Nutzsignal. Da der Verlauf der Phase als vollig beliebig angenommen wird, eignet sich ein
Markov-PozeB fiir die Zustandsgenerierung. Die Anderung des Signalverlaufs wird dabei

durch eine gauBverteilte Zufallsgrof3e bestimmt:

X(t) =w(t)
Zeitdiskret formuliert fiihrt diese Differentialgleichung 1. Ordnung zu einem Gleichungs-

system mit zwei Gleichungen:

X (k+1) =x,(k)+x,(k)
X, (k+1)=x,(k)+w(k)

(3-4)
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wi(k) x(k+1 -1 xk) x (k+1) 1| x (k)

Abb. 3.3: Markov-Modell
Der Zustandsvektor x(k) lautet:

x;(k)
X, (k)

Phase
] Phasenanderung =Frequenz

x(k)= [

x,(k) stellt die Phase und x,(k)die Phaseninderung oder Momentanfrequenz dar. Fiir die

Phasenédnderung ¢(t) gilt:

O(t) = o(t) = 2f; (1) (3-5)

Daraus ergibt sich die Zustandsgleichung:

x(k+1) = A(k)- x(k) +u(k) +G(k) - w(k)

x;(k+1) I 1] x,k) 0 0] |w,(k)
= = . + . Zustandsgleichung (3-6)
X,(k+1) 0 1]|x,K)| [0 1] [w,(k)
A(k) stellt die Zustandsilibergangsmatrix und G(k) stellt die Gewichtungsmatrix fiir den
RauschprozeB3 w(k) dar. Die GroBe u(k), hier Null, bezeichnet bekannte, liberlagerte Grof3en,

die hier zunichst nicht vorhanden sein sollen. Die Zufallsvariable w,(k)=w(k) ist definiert

iber deren Verteilungsdichte bzw. deren charakteristischer Werte:

Efw(k)}=0

3-7
Efw()-w(i) }=Q-3,, &7)

Hiermit ist das gesamte Systemmodell definiert. Eine Zusammenfassung wird im Block-

schaltbild des Systemmodells gezeigt:
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W(K) | Gi(K) o
Xk 1), x(K) ‘
U(K) | B(K) (| 7 h(x(K)) (4 e ()

Abb. 3.4: Systemmodell

Das EKF22-Modell 146t sich mit Hilfe des bekannten Systemmodells vollstindig

beschreiben:

Y(K) e e

u(k) P B(k)

Abb. 3.5: Filtermodell

Die Filtergleichungen lauten hier:

A— A - T
Pradiktion: X, = A, -X, P, =A, P A +Q (3-8)
N =Y, ~ D Ria) (3-9)
. A+ _ - . + — - _ . . -
Filterung: Xy, =X, + KTy P =Py =Ky -Hiy Py (3-10)

Um den zeitlichen Verlauf der Filterung zu beschreiben, wurde dieser nochmals grafisch

dargestellt:
%(0|0) > & (k) (kA1) 5
L | | )) | | | |
i ! ! (S ! ! \ !
0 k k+1
N )

Alle MeRwerte von Null bis k sind verftigbar

Abb. 3.6: Schiatzwertbestimmung X" (k +1/k)
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Die linearisierte Beobachtungsmatrix Hy; lautet:

dcos(2myx,(k) dcos(2myx, (k)

H,, = d y | ax,(k) . 0x, (k) _
dx,,, =kt - osin(2myx, (k)  dsin(2myx, (k)
ox, (k) 0x, (k)

_|—2ny-sin(2ryX; (k) 0 (3-11)
2my-cos(2myx; (k) 0O

Die linearisierte Beobachtungsmatrix wird ebenso fiir die Bestimmung der Kalman-Gain-

Matrix benotigt:

Ky =P - Hi P HE +R] (3-12)

Bei der Auswahl der Startwerte wird die direkte Berechnung der Phase verwendet:

x;(0) = arctan[ (3-13)

Im{ry (k)}J

Refry (k)}

Der Startwert fiir x,(0) wird zunéchst auf Null gesetzt. Die Phasenénderung wird im fol-

genden Verlauf durch das Driving Noise Q bestimmt. Die Startwerte fiir die Fehlerkovarianz-
matrix P*(0) werden wie folgt festgelegt. P definiert den gewiinschten Fehler zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Schitzphasen; da noch keine genaue Kenntnis vorliegt, wird

dieser Wert zu Beginn groB gewihlt z.B. 0.5...1. Die weiteren Varianzen P, P;; und P,

werden als klein angenommen (~0.1).

Ein weiterer Augenmerk gilt R und Q. R bezeichnet die Rauschmatrix, welche die Varianzen
von Real- und Imaginirteilrauschen bezeichnet. Die Kreuzkovarianzen sind aufgrund der

Unabhéngigkeit gleich Null (s. 2.1.3).

R = Ry 0 it: R,, =R, = N f.si(2nf. 1) (fiir t=0) ? 3-14
o r, mit: R}, =R, =Nf,si(2nf,1) (fir T=0) (3-14)

° Die Rauschkovarianzen R;; und Ry, werden als Rauschleistung ‘Rausch” abgekiirzt verwendet.
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Die Driving Noise Matrix Q beschreibt die Varianzen des Systemrauschens. Die Wahl dieses
Parameters 148t sich nicht direkt auf einen Wert festlegen, da zusitzlich auch Modellfehler

mit diesem Parameter beschrieben werden.

Qll Q21
- (3-15)
? (Qu sz}

Q12=Q,=0. Die Kreuzkovarianzen werden zu Null gesetzt, da keine Auswirkungen von
Phase auf Frequenz und umgekehrt existieren, die nicht bereits beschrieben wurden. Im
allgemeinen muf der Driving Noise Parameter deutlich kleiner (GroBenordnung: 107) als das
Beobachtungsrauschen R gewédhlt werden, da der Kurvenverlauf der Zufallsvariablen sich
deutlich langsamer verdndert, als die {iberlagerten Rauschwerte. Andernfalls wire eine Filte-
rung unmoglich. Q darf jedoch auch nicht zu klein gewihlt werden, da fiir Q=0 der Filter
unabhingig von MeBwerten arbeitet. Die Genauigkeit wiirde der Filter als hochprizise an-

nehmen und jeden MeBwert mit beliebig kleiner Stérung als zu ungenau behandeln.

Bei der Suche eines geeigneten Startwertes werden zunichst groBere Werte fiir Q gewéhlt
und das Einschwingverhalten des Filters beobachtet. Das Einschwingverhalten 148t sich z.B.
bei den Filterkovarianzen gut beobachten. Durch Verkleinern von Q verringern sich die
Einschwingzeit und die Hohe der Uberschwinger, bis sie bei zu kleinem Q zu Instabilititen
fithren. Das Q sollte etwas groBer als dieser Grenzwert gewihlt werden, um einen stabilen

Filter zu erhalten.

Eine Betrachtung der Einheiten ist recht uniibersichtlich, fiihrt auch nicht zu relevanten
Ergebnissen und wird damit nicht weiter betrachtet. Phase, Frequenz und spiter auch
Amplitude und Amplitudenéinderung werden alle gemeinsam in einem Zustandsvektor

behandelt, so da3 die entstehenden Kreuzterme entsprechende Einheiten erhalten.

3.1.1.3 Stabilitat

Bei der Stabilitdtsbetrachtung wird nur die stochastische Beobachtbarkeit untersucht, da
keine iiberlagerte deterministische Grofle U existiert. Zundchst wird dazu die Matrix C, und

anschliefend deren Rang bestimmt.

¢ [ Ck,) H Hye ] 16
C(ko)'A HDiff A
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rang{C, }=rang

= rangy

—2mysin(2myx,) 0
2mycos(2myx,) O
“omysin@my,) O] [1 1] ||
2nycos(2myx,) 0] [0 1
[ —2mysin(2myx,) 0 ]
2nycos(2myx,) 0

—2mysin(2myx, )
2mycos(2myx,)

—2mysin(2myx, )
2mycos(2myx,)

g.e.d.

Laut Abschnitt 2.6 geniigt jedoch auch eine Betrachtung der Positivdefiniertheit der

Fisher’schen Information.

Die Auswertung des

stochastischen Beobachtbarkeit ergibt:

_ T _ _
Fo = (A 1k+l) Fe - A +HDiff1€+1 R

T -l T -l
Fo=C -R™ -C=Hpyy R -Hpyr =

[— 21y sin(2myx, (k) 2my- cos(2myx (k)]
0 0

[— 21y sin(2myx, (k) 2my- cos(2myx (k)]
0

0
0
0

—{

+41t2\(2

Rausch
0

Fisher'schen Informationszuwachses

Hopifr 4

1
.| Rausch
0

- 2my

.| Rausch

2y
| Rausch

zur Untersuchung der

21y - cos(2myx, (k)) 0

0 |:_2ny-sin(2TCYXl(k)) 0:|
| .

Rausch

-sin(2nYX1(k)) 0

-cos(2myx, (k)) 0

(3-17)

Nur die Phasenkomponente liefert erwartungsgemil3 einen Informationsbeitrag. Um das

Informationsinkrement zu bestimmen, verwenden wir die etwas allgemeinere Form der

linearen Zustandsiibergangsmatrix A, wie sie aus dem Singer-Modell hergeleitet wird

(s. 3.1.2: 3=0):
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1 oo] [+4n’y ol [1 =T T o
F = _1 1|l Rausch 1o 1 +Hpiry R - Hupigpy
0 0

+411: y [ 1 O:| [1 -T

T -1
+Hprl -R7-Hp,
" Rausch |-T 0] |0 1] Diff1 Diff1

+4TC 1 =T T -1
Rauscyh |-T TZ}FHD““ R iy

Fiir das erste Inkrement ergibt sich nun:

2 -T 2v2 [ 3 3T
F oty T wa b, = 2407 .
Rausch -T T Rausch |-3T 5T

Die Hauptdiagonalelemente sind positivdefinit und somit kann auch von Stabilitdt
ausgegangen werden: Das Ergebnis wurde fiir eine sinusférmige Modulation betrachtet.

Deutlich sichtbar ist der erwartete lineare Anstieg der Information gegen unendlich:

2500 T T T T T T T T T

T 4 |

Anteil der Phasenkomponente (x1.0)
2000

mittlerer linearer Anstieg
1500

Fisher’s Infomation

1000

500
Anteil der Frequenzkomponente (x100)

O L L L 1 . L L 1 L L L L 1

=]

50 100 150 200
MeRwerte k

Abb. 3.7: Zeitlicher Informationsverlauf liber der Zeit k des Phasen- und Frequenzanteils
der Fisher'schen Informationsmatrix (sinusféormiges Quellsignal)

Der Anteil der Frequenzkomponente ist zu jedem Zeitpunkt k deutlich kleiner und beginnt

auch erst ab dem 1. Inkrement an zu wachsen.
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3.1.2 Zeitkontinuierliche Modellentwicklung - Singermodell

Wird die Zustandsiibergangsmatrix aus dem zeitkontinuierlichen Modell entwickelt, so ergibt
sich eine verdnderte Matrix A(k). Beim sogenannten Singermodell werden, als einfachste
Umsetzung einer Differentialgleichung, die Zustandsiibergédnge tiber die Ableitung des néch-
sten Zustandes definiert /24, 30, 35/. In diesem Fall werden Phase und Frequenz betrachtet.
(Bei zusidtzlicher Betrachtung der Frequenzidnderung muf3 diese als Zustand zuséitzlich
betrachtet werden. Sie dient hier nur der Transparenz der Modellbildung beim Singermodell,

wurde jedoch nicht als Filter realisiert.)

X (t) = ([)(t) Phase
X, (1) =0(t) = f_(t) =%, (1) Phaseninderung = (Kreis-)Frequenz
[X3 (1) =0(t) = f(t)] =X, (1) [Frequenzinderung]

AulBlerdem muf} die Frequenzidnderung mit einem Designparameter -B (0<B<I) beschrieben
werden, da die Frequenz nicht konstant sein soll. Das Minuszeichen gibt an, da3 nur negative

Werte ein sinnvolles, stabiles System ergeben.

Der Parameter - bestimmt zudem das Einschwingverhalten und somit die Stabilitdt des
Filters. Man nennt einen derartigen Ansatz auch stabilen Modellansatz. Daraus ergibt sich die

Zustandsgleichung eines zeitkontinuier