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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Spektrum der hadronisch invarianten Masse des in-
klusiven semileptonischen Zerfalls B — X .lv prasentiert. Durch die Verwendung der
Lichtkegelentwicklung ergibt die Berechnung ein glattes Spektrum, in dem zuverlissig
physikalische Schnitte platziert werden konnen. Diese Entwicklung stellt eine Operator-
produktentwicklung dar, welche der kinematischen Situation, in der die Zerfallsprodukte
die maximale Energie erhalten, angepasst ist. Dabei wird beriicksichtigt, dass der nume-
rische Wert der invarianten Masse des c-Quarks von der gleichen Gréfenordnung ist wie
der Entwicklungparameter. Der Verlauf des Spektrums wird durch Shapefunktionen be-
schrieben. Die Resultate stimmen mit publizierten Ergebnissen iiberein, wenn die Shape-
funktionen entwickelt bzw. die Masse des c-Quarks vernachléssigt wird. Durch die genaue
Kenntnis des Verlaufs des Spektrums kénnen Momente in Abhéngigkeit von einem Cutoff
berechnet werden. Ein Vergleich der ersten Momente des gesamten Spektrums mit expe-
rimentellen Daten zeigt eine gute Ubereinstimmung. Die Ergebnisse dieser Arbeit werden
die Ungenauigkeit von hadronischen Parametern verringern, die bei der Bestimmung von
CKM-Matrixelementen benotigt werden. Dadurch wird eine prézise Analyse des Unita-
ritdtsdreiecks moglich, die kléart, ob Diskrepanzen zwischen den theoretischen Vorhersagen
und den experimentellen Daten existieren und wie die Theorie erweitert werden muss, da-
mit die Effekte der neuen Physik exakt beschrieben werden.

Abstract

The dissertation at hand provides the spectrum of the hadronic invariant mass in the
inclusive semileptonic decay B — X fv. The calculation leading to this result was carried
out using the lightcone expansion, which is an operator product expansion that is adjusted
to properly describe the kinematics if all decay products reach their maximum energy. This
method guaranties a smooth shape for the complete spectrum, which can then be used to
introduce physical cuts. Furthermore it was taken into account that the invariant mass of
the ¢ quark is of the same order as the expansion parameter. The spectrum is described by
shape functions. By expanding these shape functions or by examining the limit m, — 0,
known results are reproduced. The knowledge of the exact shape of the spectrum can
be used to calculate moments with a cutoff. The first moments in terms of the whole
spectrum are in good agreement with experimental data. The results of this work will
enhance the precision of hadronic parameters that describe inclusive decays of B mesons.
These parameters are used to extract CKM matrix elements from experimental data.
A smaller uncertainty concerning these matrix elements will allow for a more accurate
analysis of the unitarity triangle which can clarify if there are discrepancies between
experimental data and theoretical predictions and how the theory has to be enlarged to
incorporate the effects of new physics beyond the standard model.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung
1.1 Das Standardmodell . . . . . . .. ...
1.2 Flavourphysik . . . . . . . . .

1.3 Motivation . . . . . . . .

Theoretische Grundlagen

2.1 Heavy Quark Effective Theory . . . . . . . . . .. .. ... ... ...

2.2 Operatorproduktentwicklung . . . . . . . . . .. ... L
2.2.1 Effektive Theorie schwacher Zerfalle . . . . . . . ... ... .. ...
2.2.2 Lokale Ym,-Entwicklung . . . . . .. ... ... 0L

2.3 Lichtkegelentwicklung . . . . . . . . . ... oL

2.4 Soft Collinear Effective Theory . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

Das hadronische Spektrum im Zerfall B — X fv

3.1 Partonisches Ergebnis. . . . . . .. ... 0oL

3.2 Lichtkegelentwicklung . . . . . . .. .. ... oo
3.2.1 Matrixelement ohne Gluonabstrahlung . . . . . . . ... ... ...
3.2.2  Matrixelement mit Gluonabstrahlung . . . . . . .. ... ... ...
323 Resultat . . . .. ..

3.3 Matrixelemente und Shapefunktionen . . . . . . ... ... ... ... ...

3.4 Resultate . . . .. .

3.5 Vergleich mit der /m,-Entwicklung . . . . ... ... ... ... ...

10

15
18
22
24
26
31
36



VI INHALTSVERZEICHNIS

4 Diskussion der Resultate 63
5 Zusammenfassung 77
A Matrixelemente der Lichtkegeloperatoren 79
B Momente der Shapefunktionen 85
C Herleitung der Zerfallsrate 91

Literaturverzeichnis 95



Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie der Elementarteilchen befindet sich momentan in einer spannenden Situati-
on und die Resultate in der nahen Zukunft werden das Erscheinungsbild dieser Theorie
entscheidend pragen. Die Experimente der letzten Jahrzehnte sammelten hochprézise Da-
ten in grofler Menge iiber das fundamentale Zusammenspiel der kleinsten Bausteine der
Materie [1]. Parallel mit diesem Erfolg gelang es Arbeitsgruppen in der ganzen Welt kon-
tinuierlich neue theoretische Methoden zu entwickeln und die Prézision der bekannten
Vorgehensweisen stetig zu steigern. Das Resultat dieser Bemiihungen spiegelt sich in dem
heutigen Modell der Elementarteilchenphysik wider, das unter dem Namen Standardmo-
dell bekannt ist [2,3,4,5,6]. Dieses Modell wurde mit Hilfe von grofien Ringbeschleunigern,
wie z.B. dem Large Electron Positron Collider (LEP) am CERN, so wie von kleineren,
hoch spezialisierten, Experimenten untersucht und zeichnet sich jeweils durch eine ver-
bliiffende Genauigkeit der Vorhersagen aus. Die grofle Anzahl der Aspekte unter denen
das Standardmodell seine Aussagekraft bewiesen hat, erkliart weshalb dieses Modell als
die richtige Beschreibung der Natur der Elementarteilchen in dem momentan erreichbaren
Energieintervall angesehen wird.

Trotz dieser Erfolge bei Energien unterhalb von 200 GeV gilt das Standardmodell nur als
Néaherung einer hoherwertigen Theorie. Ein ganz wesentliches Argument, das diese These
bestéarkt, ist die hohen Anzahl von Parametern im Standardmodell. Neben den Massen der
Teilchen miissen die Kopplungsstéirke der drei fundamentalen Kréafte und die Mischungs-
matrizen in der Flavourphysik bestimmt werden. Auch die genaue Art und Weise des
Auftretens der spontanen Symmetriebrechung in der Natur ist noch nicht ermittelt. Ein
detailliertes Verstdndnis ist mit der Suche nach dem Higgsboson verkniipft, dessen Quan-
tenfeld fiir die Brechung der Symmetriegruppe des Standardmodells verantwortlich ist,
aber bislang noch nicht entdeckt werden konnte. Es ist zusétzlich recht unwahrscheinlich,
dass der Giiltigkeitsbereich des Standardmodells bis zu Energien erweitert werden kann,
bei denen die Gravitationskraft eine Rolle spielt. Diese Punkte haben dazu beigetragen,
dass in den letzten Jahren einige grundlegende Erweiterungen zum Standardmodell ent-
worfen wurden. Abgesehen von kleineren Anpassungen, wie z.B. der Beriicksichtigung der
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Neutrinomassen [7, 8] und der damit verbundenen Mischung im Leptonsektor, existieren
Modelle, die mehrere neue Teilchen mit einer grofleren Symmetrie postulieren bis hin zu
Stringtheorien, welche die Natur in bis zu 12 Raumdimension beschreiben. Ein Grof3-
teil der Fragen, die diese neuen Theorien aufwerfen, werden erst beantwortet, wenn die
nédchste Beschleunigergeneration ihre Arbeit aufgenommen hat. Bis zu diesem Zeitpunkt
werden hochprizise Experimente und theoretische Berechnungen benétigt, da mdogliche
Abweichungen zwischen Experiment und Theorie detaillierte Riickschliisse auf die exakte
Beschreibung der Natur erlauben.

Die folgende Arbeit ist in fiinf Abschnitte gegliedert. Die néchsten Seiten dieses Kapitels
beginnen mit einer groben Erlduterung des Standardmodells und der darin enthaltenen
Flavourphysik. Danach werden mogliche Erweiterungen skizziert und aufgezeigt, welchen
Beitrag die hier beschriebene Arbeit leisten kann um neue Physik jenseits des Standard-
modells zu entdecken. Danach werden die grundlegenden theoretischen Methoden zur
Beschreibung der Zerfille von Hadronen mit einem schweren Quark, wie z.B. dem b-
Quark, erldutert. Hierbei erfolgt eine Einfithrung in die effektive Theorie von schweren
Quarks, Heavy Quark Effective Theory. Im Anschluss wird die theoretische Beschreibung
von inklusiven Zerfdllen von schweren Hadronen und die Operatorproduktentwicklung
besprochen. Abgeschlossen wird dieses Kapitel dann durch die Diskusion der Lichtke-
gelentwicklung, einer besonderen Form der Operatorproduktentwicklung, die das hadro-
nische Spektrum in dem betrachteten kinematischen Bereich sinnvoll darstellt. Danach
werden die einzelnen Schritte der Berechnung des Spektrums beschrieben und die Resul-
tate prasentiert. Es folgt eine Darstellung der numerischen Auswertung der Ergebnisse
und der Vergleich dieser Daten mit den experimentellen Messungen. AbschlieBend wird
ein Uberblick iiber die Resultate im letzten Kapitel gegeben.

1.1 Das Standardmodell

Das Standardmodell hat seinen historischen Ursprung in der Zusammenfiithrung der spe-
ziellen Relativitatstheorie und der Quantenmechanik. Der erste erfolgreiche Schritt zu
einer relativistischen Quantenmechanik gelang Paul Dirac in den 30er Jahren des letzten
Jahrhunderts [9]. Schon die damals vorgestellte Theorie zeigte, dass die Verkniipfung von
Relativistik und Quantenmechanik eine Vielteilchentheorie zur Folge hat. Durch die quan-
tenmechanische Beschreibung der Abstrahlung von Teilchen und der damit nétigen Quan-
tisierung des elektromagnetischen Feldes wurden erste quantenmechanische Feldtheorien
aufgestellt. Spéater erfolgte auch die Quantisierung der fermionischen Freiheitsgrade, so
dass einige Zeit spéater die Quantenelektrodynamik ihre ersten Erfolge feiern konnte. Die-
se Theorie konnte bereits in der Mitte des letzten Jahrhunderts sehr prézise Vorhersagen
fiir Prozesse von elektrisch geladenen Teilchen liefern.

Die heutige Form des Standardmodells beinhaltet neben der bereits erwadhnten elektro-
magnetischen Wechselwirkung noch zwei weitere fundamentale Wechselwirkungen: zum



1.1. DAS STANDARDMODELL 3

einen die schwache Wechselwirkung, die besonders durch radioaktive §-Zerfille bekannt
wurde und zum anderen die starke Wechselwirkung, die die Bestandteile der Atomker-
ne zusammenhélt. Keine Betrachtung erfihrt die Gravitation im Standardmodell, da die
Massen der beteiligten Teilchen sehr klein bzw. die Energien der Prozesse zu niedrig
sind um einen nennenswerten Effekt zu erzeugen. An diesen drei Wechselwirkungen sind
verschiedene Teilchen beteiligt, die durch das Standardmodell beschrieben werden. Die
Tabellen 1.1, 1.2 listen diese Teilchen auf.

1 2 3 el-mag. schwach stark
Leptonen e 7 T ja ja nein

v, vy v, nein ja nein

U c t ja ja ja
Quarks (d) <s) (b) ja ja ja

Tabelle 1.1: Die Elementarteilchen des Standardmodells mit Spin 1/2

Wechselwirkung el-mag. | schwach | stark

elektro-magnetisch Photon nein nein nein

schwach Z:;Boson nein ja nein
W-=-Boson ja

stark Gluon g nein nein ja

Tabelle 1.2: Die Eichbosonen des Standardmodells

Wie in Tabelle 1.1 zu sehen ist, beinhaltet das Standardmodell drei Spin /2 Teilchenfa-
milien. Die einzelnen Teilchen haben nach dem heutigen Kenntnisstand keine Struktur
und stellen somit die elementaren Bausteine der Materie dar. Die Einteilung in Leptonen
und Quarks trennt die Teilchen, die stark wechselwirken kénnen von denen, die nur an
elektromagnetischen oder schwachen Prozessen beteiligt sind. Die Physik, die sich mit den
Unterschieden der drei Familien beschéftigt, wird Flavourphysik genannt. Dieser Teilbe-
reich wird im néchsten Unterkapitel separat behandelt.

Die Kréfte, die zwischen den Teilchen ausgetauscht werden, iibermitteln Eichbosonen, sie-
he Tabelle 1.2. Das bekannteste dieser Teilchen ist das Photon. Es triagt selbst keine elek-
trische Ladung, so dass es nicht selbst mit anderen Photonen wechselwirken kann. Ganz
anders ist die Situation bei den {ibrigen Austauschteilchen. Diese besitzen die Fahigkeit
selbst an der Wechselwirkung teilzunehmen. So kénnen beispielsweise Gluonen mit ande-

ren Gluonen wechselwirken. Diese Prozesse spielen bei niedrigen Energien eine wichtige
Rolle.

Die Berechnung von Vorhersagen kann im Standardmodell momentan noch nicht kom-
plett analytisch durchgefiihrt werden. Somit miissen Verfahren angewandt werden, wel-
che die gewiinschte Losung ndherungsweise ermitteln. Die bislang erfolgreichste Methode,
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mit der auch der Grofiteil der bisherigen Vorhersagen berechnet wurde, ist die Storungs-
theorie. Die Wechselwirkungen, der die Teilchen ausgesetzt sind, besitzen verschiedene
Kopplungsstéirken und diese Kopplungen koénnen unter gewissen Voraussetzungen sehr
klein sein. Diese Situation tritt beispielsweise fiir die elektromagnetische und die schwache
Wechselwirkung bei den bisher untersuchten Prozessen ein. Dies rechtfertigt das jeweilige
Problem in der Kopplung zu entwickeln um so eine berechenbare Néherungslosung zu
erhalten. Die Untersuchungen dieser Storungstheorie zeigten allerdings auch, dass die
Kopplungen keine Konstanten sind, sondern von der Energie, bei welcher der betrachtete
Prozess stattfindet, abhingt. So nehmen die Kopplungen der elektromagnetischen und
schwachen Wechselwirkung mit ansteigender Energie leicht zu. Bei den momentan in den
Experimenten erreichbaren Energien wird die Giiltigkeit der Stérungstheorie von diesem
Umstand allerdings nicht beriihrt. Eine vollig andere Konstellation ergibt sich fiir die star-
ke Wechselwirkung. Wie der Name bereits vermuten lésst, hat die starke Kopplung einen
relativ hohen Wert. Dies gilt allerdings nur bis zu Energien der Groflenordnung 1 GeV, da
die Kopplung der starken Wechselwirkung mit wachsender Energie abnimmt. Fiir den Teil
der Prozesse, der oberhalb dieser Schwelle stattfindet, kann somit die Stérungsrechnung
verwendet werden. Obwohl die Konvergenz der Entwicklung in den Kopplungen bisher
nicht bewiesen ist, lassen die Ergebnisse keine Zweifel, dass diese Methode zumindest in
dem Energieintervall bis etwa 200 GeV gerechtfertigt ist. Der Erfolg des Standardmodells
ist hauptséichlich durch diese prézisen Rechnungen und ihrer Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen der Experimenten zu erklaren.

Wie bereits erwéihnt, konnen hadronische Prozesse, die bei Energien unterhalb von 1 GeV
stattfinden, nicht mit den Methoden der Storungstheorie behandelt werden. Obwohl dieses
Intervall verhdltnisméfig klein ist, spielt es doch eine grofie Rolle. Aufgrund des Verhaltens
der starken Kopplung kénnen die Quarks und Gluonen nicht als freie Teilchen beobachtet
werden. Die im Experiment, neben den Leptonen, auftretenden Teilchen, die Hadronen,
stellen ein System von zwei Quarks (Meson) oder drei Quarks (Baryon) und einer Vielzahl
von Gluonen und Quarkpaaren dar. In den Experimenten werden in einem elementaren
Prozess zuerst Quarks und Gluonen bei einer hohen Energie erzeugt. Diese verhalten sich
vorldufig wie freie Teilchen. Kurze Zeit spéter vereinigen sie sich in der Hadronisation
zu Mesonen oder Baryonen. Bei diesem Vorgang spielen Anteile der starken Wechselwir-
kung mit einer relativ hohen Reichweite die entscheidende Rolle. Da diese Prozesse bei
Energien unterhalb von 1 GeV stattfinden, wurden neuen Methoden entwickelt mit denen
Vorhersagen fiir diesen nicht-perturbativen Bereich ermittelt werden konnen. Die iiblich
verwendete Methode um Resultate fiir Prozesse von Hadronen zu erhalten, besteht in der
Anwendung einer Operatorproduktentwicklung [10]. Diese Entwicklung wird in dieser Ar-
beit eine zentrale Rolle spielen und wird in Kapitel 2.2 gesondert beschrieben. Die Basis
dieser Methode ist die Moglichkeit einen bestimmten Prozess in einen nieder- und einen
hochenergetischen Anteil aufzuspalten. Bei geschicktem Vorgehen kénnen die Hochener-
gieterme perturbativ berechnet werden. Der Anteil, der bei niedrigen Energien giiltig ist,
kann zwar noch immer nicht analytisch ermittelt werden, es ist allerdings moglich hierzu
Informationen aus Experimenten zu erhalten. Durch die Verwendung von experimentellen
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Daten koénnen diese Terme somit bestimmt und fiir andere Prozesse verwendet werden,
so dass insgesamt eine Vorhersage mit geringem theoretischen Fehler entsteht.

Prozesse bei niedrigen Energien kéonnen auch mit Gittereichtheorien berechnet werden.
Dabei wird der physikalische Phasenraum durch ein Gitter diskretisiert und die Werte
der fermionischen Quantenfelder sind nur an den Gitterpunkten definiert. Eine Integra-
tion iiber die relevanten Feldkonfigurationen kann dann mit leistungsstarken Computern
durchgefiihrt werden, womit Vorhersagen fiir Prozesse unterhalb von 1 GeV moglich sind.
Allerdings treten durch die Diskretisierung auch neue Schwierigkeiten auf, so dass bei
vielen Rechnungen Mafinahmen zur Vereinfachung durchgefiihrt werden, die jedoch die
Prézision der Ergebnisse stark beeinflussen.

Auch die Methoden der Storungstheorie wurden stetig verbessert und verfeinert. Damit
eine Vorhersage fiir einen Prozess ermittelt werden kann, miissen Feynmandiagramme be-
rechnet werden. Diese Diagramme stellen die verschiedenen Moglichkeiten, wie Teilchen
durch die Wechselwirkung ihren Zustand &ndern, graphisch dar. Die Kopplungsstérken, in
denen der Prozess entwickelt wird, treten jeweils an den Wechselwirkungs- bzw. Schnitt-
punkten der Linien des Diagramms auf. In héheren Ordnungen der Berechnung stehen
geniigend Schnittpunkte zur Verfiigung, so dass deren Verbindungslinien Diagramme mit
Schleifen bilden. Die Genauigkeit ist proportional zu der Anzahl dieser Schleifen. Fiir
eine hohere Prézision miissen mehrere Schleifen betrachtet werden, wodurch die Anzahl
der benotigten Diagramme stark zunimmt. Damit diese Zahl von Diagrammen berechnet
werden kann, sind leistungsfiahige Computeranlagen notig. Aktuelle Arbeiten beschéftigen
sich mit Diagrammen, die sich aus vier Schleifen zusammensetzen, und erreichen damit
eine hohe Prézision fiir ausgewéhlte Observable.

1.2 Flavourphysik

Das Standardmodell der Teilchenphysik beinhaltet, wie bereits erwahnt, jeweils sechs Lep-
tonen und Quarks, die in drei Familien untergliedert sind. Neben den zum Teil deutlichen
Massendifferenzen unterscheiden sich die Teilchen auch innerhalb der Familien durch ihre
Quantenzahlen. Die Tatsache, dass die Teilchen eine Masse besitzen, fithrte anfangs bei
der Konstruktion des Standardmodells zu Schwierigkeiten, da die Existenz eines massi-
ven Teilchens in der Theorie ein Symmetrieprinzip des Standardmodells verletzen wiirde.
Eine Losung wurde durch die spontanen Symmetriebrechung gefunden. Durch Postulie-
rung eines neuen Teilchens ist es moglich massive Teilchen sehr natiirlich in die Theorie
einzufiigen. Gleichzeitig erhélt das Standardmodell durch diesen Eingriff die Moglichkeit
der Flavourmischung. Da ein Parameter dieser Mischung fiir diese Arbeit von zentraler
Rolle ist, wird in den folgenden Abschnitten auf die spontane Symmetriebrechung ein-
gegangen. Zum Verstdndnis dieses Aspekts ist allerdings ein detaillierter Blick auf das
Standardmodell notig.

Es ist ausreichend das Standardmodell zur Erlduterung der spontanen Symmetriebrechung
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auf den Teil zu reduzieren, der die elektromagnetische sowie die schwache Wechselwirkung
beschreibt. Hierzu verwendet man eine Lagrangedichte, die unter Transformationen der
Symmetriegruppe

SU(2) ® U(1) (1.1)

invariant ist. Die dazugehorenden Eichfelder W“ = (Wj, Wi, Wi) und B, koppeln an den
schwachen Isospin und an die Hyperladung durch die Kopplungskonstanten g bzw. ¢'. Die
Lagrangedichte besteht aus einem kinetischen Teil fiir die Eichfelder

1 U nl’ 1 v
LG = _ZFlH FIJV - Z_LBM BMV (12)

mit den Feldstarketensoren

F, = GMW$—3VWﬁ—geijngWf
B,, = 0,B,—0,B, (1.3)

und einen kinetischen Teil fiir die Quarks und Leptonen

Lp=> DL+ UmPr . (1.4)
YL YR

Die Fermionen mit dem Index L ¢ werden linkshéndig genannt und représentieren,
wie in Tabelle 1.1, SU(2)-Dubletts des schwachen Isospins und koppeln auBerdem an
die Hyperladung. Damit die Lagrangedichte auch unter lokalen Transformationen der
Symmetriegruppe (1.1) invariant bleibt, werden die iiblichen Ableitungen durch kovariante
Ableitungen ersetzt.

g/

N
A, — Dy, = (1(% + ZEYB“) + zg%ﬁ,) Ur, (1.5)

Hierbei steht Y fiir den Generator der Symmetriegruppe der Hyperladung und 7 stellt
die drei Generatoren des schwachen Isospins dar. Die rechtshindigen Fermionen ¢z sind
hingegen SU(2)-Singletts. Sie koppeln lediglich an die Hyperladung und die entsprechende
kovariante Ableitung hat folgende Form:

O — Dytbg = (au T Z%YBN) v (1.6)

Bis zu diesem Punkt beinhaltet das beschriebene Modell nur masselose Teilchen. Dieses
Problem konnte durch das Einfiigen eines Massenterms

Ly =— Z My, (EL@/JR + ER@ZJL) (1.7)
P

in die Lagrangedichte behoben werden. Dieser Term wiirde aber die Invarianz der La-
grangedichte unter der Symmetriegruppe (1.1) brechen, da die Teilchenfelder iy, ¥r zu
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verschiedenen SU(2)-Reprisentationen gehéren und auerdem unterschiedliche Hyperla-
dungen tragen. Es wird deshalb eine Moglichkeit bendtigt, Massenterme in der Lagrange-
dichte zu erzeugen ohne dabei die Invarianz zu verletzen.

Im Standardmodell ist dieses Problem mit Hilfe der spontanen Symmetriebrechung gelost
[11,12,13]. Hierzu wird ein weiteres komplexes Feld als SU(2)-Dublett eingefiihrt.

b = (f;) (1.8)

Die Dynamik und die Selbstkopplung dieses Feldes wird durch die Lagrangedichte
Ly = (D'®)" D, — V(D) (1.9)

beschrieben. Die kovarianten Ableitungen sind dabei analog zu (1.5) und das Potential
hat folgende Form:
V(®) = —p20Td + A\(@TD)* . (1.10)

Zusatzlich zu diesen Termen koppelt das neue Feld auch an die Fermionen iiber einen
Wechselwirkungsterm in der Lagrangedichte.

—q ~ u — —1
Lo = =M PUE" — Ay DYL? — A\, Dl + hee, (1.11)

Hier steht der Index ¢ bzw. [ bei den Fermionfeldern fiir Quarks und Leptonen und
® = 1m»®*. Die rechtshéndigen Fermionfelder z.B. ¢%" stellen Zeilenvektoren mit den
jeweiligen Quarks aus den drei Familien dar. Der zusétzliche Index gibt dabei an, ob es
sich um up-type Quarks, also (ug, cg,tr), oder down-type Quarks, (dg, sg, bgr), handelt.
Die Parameter \; verstehen sich als Matrizen, welche die jeweiligen Fermiondubletts mit
den Singletts verbinden. Es wird dabei angenommen, dass keine rechsthéndigen Neutrinos
existieren bzw. Neutrinos keine Masse besitzen. Es wurde zwar durch Experimente der
letzten Jahre gezeigt, dass Neutrinos massiv sind, doch die Anderungen im Bezug auf die
spontane Symmetriebrechung sind analog zu dem Verhalten bei Quarks. Der Grundzu-
stand des neuen Feldes wird durch das Minimum des Potentials bestimmt. Es existiert
eine triviale Losung mit (®) = 0 und eine nicht-triviale Lésung mit (®1®) = é Der
Parameter v ist abhéngig von den Koeffizienten A\ und p des Potentials. Die Symmetrie
wird nun durch das Einsetzen eines nicht-trivialen Grundzustands gebrochen. Dieser kann
auf Grund der SU(2)-Symmetrie der Einfachheit halber zu

(@) = (;) @ = (%) (112)

gewihlt werden. Setzt man diese spezielle Wahl des Grundzustands in die Lagrangedichte
ein, so ergibt sich fiir (1.11)

v

Lo = ———
R

(MTLVE* + ATLUE + AT k) (1.13)
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Durch die Symmetriebrechung wurden Massenterme fiir die Fermionen generiert. Man
erhélt somit eine Massenmatrix fiir die Leptonen und Quarks.

v
V2
Da die Eichfelder der Symmetriegruppe (1.1) in der kovarianten Ableitung des ®-Feldes
stehen, erzeugt die Verwendung des Grundzustands auch Massenterme fiir bestimmte
Kombinationen dieser Felder. Aus diesem Vorgang, der als schwache Mischung bezeichnet
wird, erhdlt man drei massive Felder, welche die W#*- und Z°-Bosonen darstellen, und ein
masseloses Feld, welches das Photon repréasentiert. Zusétzlich erhdlt man noch ein wei-
teres masseloses Teilchen auf Grund der Form des Potentials (1.10). Durch die spezielle
Wahl der Parameter, die zu einem nicht-trivialen Minimum fiihrt, gleicht das Potential
in der Form einem Sombrero. Das Minimum, das sich zwischen Hutkante und Erhebung
in der Mitte befindet, ist entartet. Eine Drehung des Potentials um dessen Symmetrie-
achse dndert die physikalische Situation nicht. Es existiert somit eine Symmetriegruppe,
deren Symmetrie durch dieses Minimum nicht gebrochen wird. Durch diese Situation ent-
steht ein zusétzliches masseloses Goldstone-Boson in der Lagrangedichte. Dieses Boson
kann allerdings mittels der lokalen Eichinvarianz der Theorie wieder entfernt werden. In
dieser so genannten unitiren Eichung enthélt die Lagrangedichte dann nur noch ein mas-
seloses Eichfeld, welches die elektro-magnetische Wechselwirkung in Form der Photonen
beschreibt. Das hier beschriebene Vorgehen kann noch erweitert werden indem Anregun-
gen des Feldes ® aus dem Vakuumzustand betrachtet werden.

0 B v+h(z)
D= | vin@ |, P = V2 (1.15)
72 0

Dieses Feld h(z) beschreibt ein neues Teilchen mit dem Namen Higgs-Boson. Aufgrund
von (1.11) héangt die Starke der Kopplung dieses Teilchens von der Masse seiner Kopp-
lungspartner ab. Dadurch tritt das Higgs-Bosonen besonders bei Prozessen mit schweren
Teilchen auf.

A (1.14)

My =

Die Massenmatrix der Fermionen (1.14) wurde mit Hilfe der spontanen Symmetriebre-
chung erzeugt. Sie geht aus den Kopplungen des komplexen Feldes ® mit den Fermio-
nen hervor. Diese Kopplungen werden durch die A\-Matrizen beschrieben. Es gibt keinen
Grund weshalb dieses Feld nur Fermionen derselben Sorte koppeln sollte. Somit sind die
A-Matrizen im Allgemeinen nicht diagonal und auf Grund der Definition (1.14) gilt das
auch fiir die Massenmatrix. Dies ldsst sich so interpretieren, dass die Teilchenfelder, die
in der Lagrangedichte stehen nicht die tatséchlich beobachtbaren Teilchen sind. Es ist
vielmehr eine Mischung dieser Wechselwirkungszustidnde, die als Massenzustand im Ex-
periment als Teilchen detektiert wird. Mathematisch betrachtet handelt es sich um die
Diagonalisierung der Massenmatrix durch eine unitédre Transformation.

%u — Ug,uw%u w%u — U%,U }]%,u
e = UtmaUST .. (1.16)
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Diese Mischung hat Einfluss auf die Prozesse des Standardmodells. Die Wechselwirkungen
des Photons und des Z-Bosons sind symmetrisch in der Fermionsorte. Deshalb ergibt die
Transformation von der Wechselwirkungsbasis in die Massenbasis hier keine Unterschiede.
Ein anderes Verhalten zeigt sich bei den Prozessen bei denen W-Bosonen beteiligt sind, da
hier zwei Teilchen der Wechselwirkungsbasis aus dem gleichen SU(2)-Dublett gekoppelt
werden. _ —qu - —qu o~

Y R T S I (1.17)
Die Felder, die mit einer Tilde gekennzeichnet sind, stellen dabei die Massenzusténde der
jeweiligen Teilchen dar. Aus Konventionsgriinden werden die Transformationsmatrizen in
den down-type Quarks absorbiert. Somit ist das im Experiment erzeugte d-Quark eine Mi-
schung aus den Wechselwirkungszustdnden der d-, s- und b-Quarks. Die dabei auftretende
Transformationsmatrix zwischen der Basis der Wechselwirkungs- und Massenzustdnden
ist eine 3 x 3 Matrix und trigt den Namen CKM-Matrix [14, 15]. Unter der Annahme,
dass Neutrino keine Masse besitzen, existiert eine Mischungsmatrix nur fiir Quarks, da die
Auswirkungen der Basistransformation nur zu einer Redefinition der Neutrinofelder fiihrt.
Bei massiven Neutrinos ergibt sich eine Mischungsmatrix, dhnlich der CKM-Matrix, mit
dem Namen MNS-Matrix fiir den Leptonsektor [16].

Die Mischungsmatrizen sind als Produkt zweier unitdren Matrizen selbst unitéar. Im All-
gemeinen hat eine unitéire n x n-Matrix n? unabhiingige, reelle Parameter. Davon kénnen
n(n=1)/3 als Winkel und n(n+1)/2 als Phasen dargestellt werden. Fiir die hier betrachteten
Matrizen kann die Anzahl der Phasen allerdings noch reduziert werden, da nicht alle von
physikalischer Bedeutung sind. Dadurch kénnen 2n —1 Phasen durch eine Phasentransfor-
mation der Quarkfelder eliminiert werden. Somit verbleiben insgesamt (n—1)(n=2)/2 physi-
kalisch relevante Phasen. Im Fall von drei Fermiongenerationen hat die Mischungsmatrix
den Rang drei. Damit kann die Matrix durch drei Winkel, z.B. die Eulerwinkel, und eine
Phase beschrieben werden. Diese Phase spielt eine sehr interessante Rolle, denn durch ihre
Anwesenheit kénnen Kopplungen imaginére Anteile enthalten, wodurch eine Verletzung
der Ladungs- und Spiegelsymmetrie CP, die in der Natur beobachtet wird, mdoglich ist.
Die Matrixelemente der CKM-Matrix werden anhand der Kopplungen benannt bei denen
sie auftreten.

Vud Vus Vub
V=1Va Ve Va (1.18)
Viae Vie Vi

Eine andere Beschreibung der CKM-Matrix erfolgt durch die Verwendung von Mischungs-
winkeln. Definiert man s;; = sin 6;;, ¢;; = cos 6;; und ¢ als die physikalisch relevante Phase,
so erhélt man

20

C12C13 512€13 S13€
_ d )
V= —S812C23 — C12523513€" C12C23 — S12823513€" 523C13 . (1'19)
) 5
512823 — C12C23513€" —893C12 — S12C23513€" C23C13

Durch eine Phasentransformation der Quarkfelder kann erreicht werden, dass alle oben
aufgefithrten Mischungswinkel im ersten Quadranten liegen. Unter Beriicksichtigung der
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Groflenverhéltnisse der Matrixelemente wird héufig auch noch eine weitere Schreibweise
mit dem Namen Wolfenstein-Parametrisierung [17] verwendet. Dabei wird ausgenutzt,
dass die dominierenden Elemente auf der Hauptdiagonale zu finden sind. Mit den aktuel-
len Daten aus der Analyse der Experimente [18] ergeben sich folgende Absolutwerte der
Matrixelemente:

V| ~ 0.97417000058  |Vius| ~ 0.22635500005  [Va| ~ 0.003910:000007
[Veg| ~ 0.226175000100  |Vis| ~ 097327000053 [Ves| ~ 0.042275:00063 (1.20)
Vi ~ 0.0082F0:00040  [Vis| ~ 0.041610 00008 | Vip| ~ 0.999175:0000%5

Man definiert A = |V,5| &~ 0.22 und entwickelt die Matrixelemente gemifl der oben ge-
zeigten Daten fiir die Absolutwerte. Mit diesem Vorgehen erhélt man bis zur Ordnung \*

1— 4 A NA(p— (1= 3))
V= -\ 1—2 — A2\ NA(1 +m)?) : (1.21)
NA( —p—am) —A\2A 1

Die Parameter A, p und 7 sind reelle Zahlen von der Ordnung O(1). Aus oben genannter
Analyse wurden folgende Werte ermittelt:

A~ 0.825T09  p~ 02075538~ 03407092 mit A~ 0.22670001  (1.22)

1.3 Motivation

Das Standardmodell der Teilchenphysik liefert in der momentan erreichbaren Energieskala
sehr verldssliche Vorhersagen zu den Prozessen der Elementarteilchen. Wie oben beschrie-
ben, kann die Invarianz unter lokalen Transformationen der Symmetriegruppe (1.1) durch
die spontane Symmetriebrechung, auch mit massiven Teilchen, erhalten werden. Die dabei
auftretende Fermionmischung wurde in der Experimenten bestétigt. Die hohe Prézision
zwischen Theorie und Experiment belegt, dass das Standardmodell die Natur bis zu Ener-
gien von 200 GeV richtig beschreibt.

Allerdings gibt es auch einige Griinde die Giiltigkeit des Standardmodells bei héheren
Energien anzuzweifeln. Aus theoretischer Sicht ist die groflie Anzahl von Parametern im
Standardmodell unbefriedigend. Mit den Kopplungen der Wechselwirkungen, den Para-
metern der Mischungsmatrix und den Massen miissen eine Vielzahl von experimentellen
Daten in das Standardmodell eingebracht werden. Somit liegt die Schlussfolgerung na-
he, dass eine Theorie existiert in der diese Parameter berechnet werden koénnen. Es ist
dadurch plausibel, dass das Standardmodell lediglich eine effektive Theorie darstellt, die
bei den momentan erreichbaren Energien giiltig ist. Ein Hinweis auf diese Moglichkeit
bieten die laufenden Kopplungen. Wie schon oben kurz erlautert, hingt die Stédrke der
Kopplung der Eichbosonen mit anderen Teilchen von der Energie ab. Verfolgt man die
Abhéngigkeit zu hoheren Energien, so nidhern sich die drei Kopplungen einander an. Dies
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konnte bedeuten, dass eine dem Standardmodell iibergeordnete Theorie existiert, die nur
eine Wechselwirkung besitzt. Dieses Szenario wird Grand Unification genannt. Aufgrund
von Symmetriebrechung bei niedrigen Energien konnte sich dann daraus die aus dem
Standardmodell bekannten Wechselwirkungen ergeben. In einem solchen Modell wéren
dann die drei Kopplungen des Standardmodells auf eine einzige Wechselwirkung zuriick-
zufiithren. Aktuelle Rechnungen zeigen allerdings, dass sich die Kopplungen auf Grund der
Abhéngigkeiten im Standardmodell nicht exakt in einem Punkt schneiden. Einen Ausweg
bietet hier die hdufig diskutierte Erweiterung durch die Supersymmetrie [19]. Durch Po-
stulierung von neuen fermionischen, sowie bosonischen Partnerteilchen fiir die Bosonen
und Fermionen kann ein Schnittpunkt aller drei Kopplungen erreicht werden. Auch im
Fall des Hierarchieproblems [20] kann die Supersymmetrie die auftretende Schwierigkeit
beheben. Durch die Beriicksichtigung der Supersymmetrie wird allerdings auch die An-
zahl der Elementarteilchen verdoppelt und damit steigt die Zahl der Parameter, die aus
dem Experiment bestimmt werden miissen. Auflerdem wurden die postulierten Partner-
teilchen noch nicht im Experiment entdeckt und somit ist nicht bewiesen, ob dieses Modell
iiberhaupt in der Natur von Bedeutung ist.

Auch im Bereich der Flavourphysik gibt es ungeklarte Fragen. In den letzten Jahren hat
sich in verschiedenen Experimenten die Vermutung bestétigt, dass auch Neutrinos eine
kleine Masse besitzen [21,22,23]. Dies fiihrt, genau wie oben bei den Quarks, zu einer
Mischungsmatrix im Leptonsektor. Interessant dabei ist wie die immensen Massendiffe-
renzen, die einen Bereich von mehreren Gréflenordnungen abdecken, im Standardmodell
entstehen. AuBerdem kénnten die Neutrinos, da sie keine elektrische Ladung besitzen, ihr
eigenes Antiteilchen sein. Damit wére alternativ eine Beschreibung dieser Teilchen mit Ma-
joranaspinoren anstelle von Diracspinoren méglich [24]. Diese Anderung wiirde sich unter
anderem durch das Auftreten von neutrinolosen Doppelbetazerfallen auswirken. Experi-
menten, z. B. [25], die auf diese Weise die Masse der Neutrinos bestimmen mdochten, ist
es allerdings noch nicht gelungen einen derartigen Zerfall nachzuweisen. Desweiteren ist
der Prozess der spontanen Symmetriebrechung noch nicht vollstdndig verifiziert. Bisher
fehlt beispielsweise noch jede Spur eines Higgs-Bosons. Experimentelle und theoretische
Untersuchungen konnten die moglichen Werte fiir die Masse dieses Teilchen deutlich ein-
schrinken [26], aber die momentanen Experimente iiberschreiten gerade erst die untere
Schwelle dieses Massenintervalls. Wenn in zukiinftigen Experimenten ein Higgs-Boson ge-
funden wird, konnten die Kopplungen des Higgs an die entsprechenden Teilchen gemessen
werden. Damit kann die Richtigkeit des Ansatz (1.11) verifiziert und geklért werden, ob
die Wechselwirkung zwischen Higgs-Boson und Fermionen nicht durch eine komplizier-
tere Anordnung der jeweiligen Felder beschrieben werden muss. Dies hitte auf Grund
der Konstruktion Auswirkungen auf die Massenmatrix und damit auch auf die Mischung
der Quarks. Da allerdings momentan die Existenz des oben gezeigten Higgs-Bosons nicht
bewiesen ist, befinden sich eine Reihe von Modellen im Umlauf, die dieses Boson auf eine
andere Weise implementieren und damit Austauschteilchen mit unterschiedlichen Eigen-
schaften postulieren. Neben diesen Punkten gibt es noch andere Bereiche in denen das
Standardmodell zumindest kritisch gepriift wird. So werden Rechnungen mit der Annah-
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me der Supersymmetrie durchgefithrt um deren Auswirkungen bei den, im Experiment
erreichbaren Energien zu erhalten. Allerdings werden zur Berechnung von supersymme-
trischen Observablen eine Vielzahl von Parametern bendtigt, die momentan iiberhaupt
nicht oder nicht prézise aus experimentellen Daten ermittelt werden konnen. Zudem sind
bis jetzt noch keine Hinweise gefunden worden, welche Positionen die Partnerteilchen im
Massenspektrum einnehmen und somit sind viele verschiedene Szenarien denkbar. Aus
experimenteller Sicht werden die Fragen beziiglich der Supersymmetrie und des Higgs-
Bosons erst am neuen Beschleuniger am CERN, dem LHC, beantwortet. Trotzdem ist es
bereits moglich durch den Vergleich von prézisen Rechnung im Standardmodell mit den
experimentellen Daten Diskrepanzen aufzudecken. Diese Abweichungen wiirden die mégli-
chen Erweiterungen des Standardmodells einschranken und noch vor der Inbetriebnahme
der neuen Beschleuniger kldaren, welche Eigenschaften die Theorie bei hoheren Energien
besitzen muss.

Im Kontext von neuer Physik riickte in den letzten Jahren die Physik der b-Quarks
in den Mittelpunkt. So konnte beim Zerfall von B-Mesonen die, bereits fiir diese Teil-
chen vorhergesagte, Verletzung der CP-Symmetrie gemessen werden [27]. Dieser bisher
nur bei Prozessen von Kaonen beobachtete Effekt ist ein wichtiger Bestandteil bei der
Uberpriifung der Mischungsmatrix. AuBerdem ermdoglicht die Verletzung der Symmetrie
ein Ungleichgewicht bei der Produktion von Materie und Antimaterie und kann grob er-
kldren, weshalb im Universum fast ausschliefSlich Materie und kaum Antimaterie zu finden
ist. Der gefundene Wert im Standardmodell ist allerdings fiir die heutigen Verhéltnisse
im Universum zu klein. Auch bei der Mischung der Quarks koénnten sich Anzeichen von
neuer Physik zeigen. Hierzu wurde in den letzten Jahren eine Vielzahl von Moglichkei-
ten [28] betrachtet um den Ansatz der CKM-Matrix zu testen. In den meisten Fillen wird
untersucht, ob es sich bei der Mischungsmatrix tatsédchlich um eine unitdre Matrix han-
delt. Sollte sich herausstellen, dass dies nicht der Fall ist, miissen noch weitere Prozesse
an der Flavourmischung beteiligt sein. Innerhalb der B-Physik hat man durch Zerfille
von B-Mesonen Zugriff auf die Matrixelemente V,;, und V,,. Zudem koénnen anhand der
Oszillationen von By- und B,-Mesonen die Elemente Viy und Vi bestimmt werden. Setzt
man die Unitaritidt der CKM-Matrix vorraus, so ergeben sich Bedingungen zwischen den
Elementen der Matrix. Eine dieser Relationen beinhaltet alle Matrixelemente, die im Rah-
men der Physik der B-Mesonen auftreten kénnen und eignet sich somit hervorragend fiir
die Uberpriifung des Ansatz der Mischung im Standardmodell:

VoV + Va Vg + VeVig =0 . (1.23)
Dabei sind die Matrixelemente V4, V.4 und Vj;, schon sehr genau bestimmt worden [1], so
dass die restlichen Elemente allesamt aus Experimenten mit B-Mesonen bestimmt wer-
den konnen. Betrachtet man die Matrixelemente als komplexe Vektoren, so léasst sich die
Unitaritdtbedingung (1.23) in der komplexen Ebene als Dreieck darstellen. Dies ist in
Abbildung 1.1 gezeigt. Die Priifung der Unitaritéit kann durch eine kombinierte Messung
der Seitenldngen und Winkel erfolgen. In den letzten Jahren wurden eine Vielzahl von
Prozessen zur Ermittlung der Seiten bzw. der Winkel vorgeschlagen. An den speziell fiir
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Abbildung 1.1: Unitaritatsdreieck

Experimente mit B-Mesonen gebauten Beschleunigern Belle [29] und Babar [30] wurden
eine grofle Anzahl dieser Zerfallskanile untersucht und Daten gesammelt. Die momen-
tane Situation bei der Bestimmung des Unitaritédtsdreiecks ist in Abbildung 1.2 und 1.3
zu sehen. In diesem Plot wurde die Wolfensteinparametrisierung verwendet. Fiir diese
Darstellung lautet (1.23) in fithrender Ordnung

Vib = AV + Vg =0 (1.24)

mit

Vo =AN,  Vu=XNAp—wm), Vau=XNAl-p—wum) . (1.25)
Der Ansatz der Flavourmischung des Standardmodells, der in diesem Kapitel vorgestellt
wurde, stimmt gut mit den Daten iiberein. Allerdings kénnen noch immer kleine Ab-

weichungen auftreten, so dass kein Dreieck zustande kommt und die CKM-Matrix nicht
unitar ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Spektrum der hadronisch invarianten Masse des in-
klusiven Zerfalls B — X .fv errechnet. Die Momente dieses Spektrums werden verwendet
um Parameter zu bestimmen, die fiir die Ermittlung von CKM-Matrixelementen wichtig
sind. Die Ungenauigkeit der Matrixelemente wird in naher Zukunft hauptséchlich durch
theoretische Fehler zustande kommen. Durch die genaue Kenntnis des hadronischen Spek-
trums, gerade bei kleinen invarianten Massen, konnen Momente in Abhédngigkeit von einer
oberen Integrationsgrenze berechnet werden. Durch diesen Schnitt im Spektrum kann die
Prézision von experimentellen Daten, vorallem von hoheren Momenten und somit auch die
der Parameter verbessert werden. Dies fiihrt zu einer gesteigerten Genauigkeit der CKM-
Matrixelemente, die in die Konstruktion des Unitaritédtsdreieck eingehen. Dadurch kénnen
Diskrepanzen zwischen dem Standardmodell und den gemessenen Daten gefunden wer-
den, die iiber die Eigenschaften einer neuen Theorie Aufschluss geben und somit kléren,
welche Erweiterungen tatsdchlich nétig sind um die Physik jenseits des Standardmodells
zu beschreiben.
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Abbildung 1.2: Zerfallsprozesse, die zur Uberbestimmung des Unitarititsdreiecks verwen-
det werden [31]
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Abbildung 1.3: Bestimmung des Unitaritdtsdreieck aus aktuellen experimentellen Daten
[18]



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Im folgenden Kapitel wird das theoretische Werkzeug erlautert, das notwendig ist, Zerfille
von B-Mesonen zu beschreiben. Dabei stehen die Methoden im Vordergrund, die eine
Diskussion von inklusiven Zerféllen erlauben. Unter inklusiven Zerféllen versteht man die
Summe aller Zerfallskanile, die einem partonischen Prozess zugeordnet werden koénnen.
In dieser Arbeit wird dabei hauptsichlich der semileptonische Zerfall eines b-Quarks in
ein c-Quark und ein Lepton-Neutrinopaar betrachtet. Inklusive Prozesse schwerer Quarks
konnen in der Theorie gut beschrieben werden. Wie unten aufgezeigt wird, kann durch das
optische Theorem die Ubergangsamplitude durch den Imaginérteil eines Vorwértsmatrix-
elementes ersetzt werden. Dadurch verlieren die Einzelheiten der Zerfallsprodukte, wie die
Hadronisierung der im Prozess entstandenen Quarks, ihre Bedeutung. Somit kann im Ver-
gleich zu exklusiven, also einzelnen, Zerfallskanélen die theoretische Genauigkeit erheblich
verbessert werden. Allerdings besteht bei dieser Methode die Schwierigkeit, dass das Sam-
meln von inklusiven Daten im Experiment wesentlich aufwendiger ist. Die Genauigkeit
der Messung der inklusiven Zerfallsbreite hangt davon ab, ob im Detektor tatséchlich alle,
vom Prozess stammende Teilchen detektiert werden. So sind z.B. Photonen mit niedriger
Energie, die von dem untersuchten Zerfallsprozess stammen, sehr schwer von Photonen
zu unterscheiden, welche durch andere unerwiinschte Reaktionen entstehen. Somit ent-
halten die gemessenen inklusiven Raten zwangslaufig einen hoheren Fehler als exklusive
Raten. In den letzten Jahren wurden Moglichkeiten entwickelt um die inklusive Zerfélle
mit kleineren Ungenauigkeiten zu bestimmen. Durch den Bau und die Inbetriebnahme
von speziell auf Zerfille von B-Mesonen zugeschnittenen Experimenten in Japan (Belle)
und den USA (Babar) konnte die Genauigkeit der experimentellen Daten in der B-Physik
nochmals gesteigert werden. So ist es nicht verwunderlich, dass beispielsweise bei der Be-
stimmung von CKM-Matrixelementen in absehbarer Zeit die auftretende Ungenauigkeit
hauptséichlich von den theoretischen Methoden stammen wird. Es besteht dadurch das
Interesse, das theoretische Vorgehen zu verfeinern bzw. neue Verfahren bei Zerfillen von
B-Mesonen anzuwenden.

B-Mesonen bestehen aus einem b-Quark, manchmal auch beauty- oder bottom-Quark
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genannt, und einem weiteren Quark, ausgenommen b- oder t-Quark. Die Hadronen mit
einem b-Quark nehmen eine besondere Stellung ein. Das b-Quark ist das schwerste stark-
wechselwirkende Teilchen, das zusammen mit anderen Quarks hadronisieren kann. Das
t-Quark, das mehr als die 30-fache Masse des b-Quarks besitzt, hat eine zu kurze Lebens-
dauer, so dass es kein Bindungszustand realisiert werden kann. Wie in Kapitel 1 erldutert,
existieren in einem Meson zusétzlich zu den zwei Quarks noch eine Anzahl von Gluo-
nen und Quark-Antiquarkpaare. Die Wechselwirkungen dieser Teilchen sind dabei durch
die Groflenordnung der starken Kopplung nicht unterdriickt und tragen somit einen we-
sentlichen Teil zur Dynamik der Mesonen bei. Die Masse der B-Mesonen, die durch die
Relativitéatstheorie auch von den Bindungsenergien innerhalb der Mesonen abhéngt, wur-
de zu 5.27 GeV bestimmt [1]. Auf Grund der Anzahl der Wechselwirkungen der Quarks
und Gluonen in den Hadronen, enthalten die gemessenen Werte der Masse des b-Quarks
perturbative Ungenauigkeiten, die von den jeweiligen Rechentechniken abhéingen, siehe
z.B. [32]. Subtrahiert man das Intervall der moglichen Massen des b-Quark von der Mas-
se des B-Mesons, so erhilt man einen Wert zwischen 0.5 GeV und 1 GeV. Dies ist ein
entscheidender Unterschied zu den Hadronen mit leichteren Quarks, wie z.B. den Pionen.
Wihrend bei diesen Hadronen die Bindungseffekte das Verhalten dominieren, spielt das
b-Quark durch seine grole Masse die bestimmende Rolle bei der Dynamik der B-Mesonen.
Die Bewegung des B-Mesons und des b-Quarks ist somit fast identisch. Fiir die detaillierte
theoretische Beschreibung des Zerfalls ist allerdings neben der gesamten Bewegung des
Mesons auch die Wechselwirkung zwischen b-Quark und dem zweiten, leichten Quark von
Bedeutung. Auf Grund der verschiedenen Groflenordnungen der Bindungsenergie und der
Masse der b-Quarks kann eine effektive Theorie verwendet werden. Hierzu werden die
Anteile, die durch die Masse des b-Quarks zur Dynamik des gesamten Systems beitragen,
entfernt. Dadurch erhélt man ein Feld, das nur noch die Kopplung an das leichte Quark
innerhalb des Mesons beschreibt. Physikalisch wurde das b-Quark in eine statische Quelle
der starken Wechselwirkung verwandelt [33]. Dies ist gleichbedeutend mit der Betrachtung
des statischen Grenzfalls in dem die Masse des b-Quarks als unendlich schwer angenom-
men wird. Die Methode steht in Analogie zu der Beschreibung des Wasserstoffatoms, bei
dem das Proton die Rolle des b-Quarks iibernimmt. Die Abhéngigkeit von der Masse ist
dabei weiterhin in einer Entwicklung, deren Entwicklungskoeffizient 1/m, ist, enthalten.
Die Herleitung, sowie ausgewéhlte Ergebnisse dieser effektiven Theorie mit dem Namen
Heavy Quark Effective Theory werden im néchsten Unterkapitel erlautert.

Durch die Verwendung der effektiven Theorie kann die Berechnung der Zerfalls, wie unten
gezeigt wird, zwar vereinfacht werden, aber die Bestimmung des Vorwértsmatrixelements,
das durch die Verwendung des optischen Theorems auftritt, kann noch nicht durchgefiihrt
werden. Die Zustdnde des Matrixelements repréisentieren ein B-Meson und die Bindung
der Quarks kommt durch Anteile der starken Wechselwirkung zustande, die sich durch
eine lange Reichweite auszeichnen. Gerade diese Anteile sind aber mit der Stérungstheorie
nicht greifbar. Deshalb wird eine Operatorproduktentwicklung durchgefiihrt, mit deren
Hilfe die Komponenten der starken Wechselwirkung mit unterschiedlichen Reichweiten
getrennt werden. Die Anteile mit kurzer Reichweite, die bei hohen Energien auftreten, ge-
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hen bei dieser Entwicklung in Koeffizienten iiber. Diese Koeffizienten konnen bei Zerfallen
von B-Mesonen mit perturbativen Rechentechniken ermittelt werden, wodurch der theo-
retische Fehler dieser Beitrdge kontrollierbar wird. Die Wechselwirkungterme mit langer
Reichweite, die niederenergetische Ablaufe beschreiben, treten in Form von Operatoren
auf. Die Berechnung des Vorwértsmatrixelements lésst sich mit dieser Entwicklung in zwei
Schritte unterteilen. Zuerst werden die Koeffizienten bestimmt. In dieser Arbeit geschieht
dies in fithrender Ordnung der Stérungstheorie. In einem zweiten Schritt werden dann die
Matrixelemente der Operatoren aus der Entwicklung mit den Zustinden des B-Mesons
berechnet. Diese Elemente werden als hadronische Parameter A1, Ay, ... bezeichnet.

Da die hadronischen Parameter aus Operatoren entstehen, welche die niederenergetischen
Wechselwirkungen beschreiben, konnen sie nicht mit Hilfe der Stérungstheorie bestimmt
werden. Es existieren zwar Methoden, die eine Berechnung innerhalb der Theorie er-
lauben, doch zeichnen sich deren Resultate durch grofie Ungenauigkeiten aus. Deshalb
werden bevorzugt experimentelle Daten verwendet um die Werte der Parameter zu be-
stimmen. Da die Messungen der totalen Zerfallsrate schon fiir die Bestimmung von CKM-
Matrixelementen verwendet wird, werden hierzu die an den Experimenten ermittelten
Momente von Zerfallsspektren benutzt. Als Beispiele sind hier das Energiespektrum des
geladenen Leptons oder das Spektrum der hadronisch invarianten Masse in semilepto-
nischen Zerfillen zu nennen. Durch Schnitte im Spektrum, d.h. durch Vernachléssigung
bestimmter Daten, kann die Genauigkeit der Momente gesteigert werden. Diese Prézisi-
on kann aber nur dann genutzt werden, wenn in der theoretischen Vorhersage dieselben
Schnitte beriicksichtigt werden konnen. Dies ist aber in den meisten bereits berechneten
Zerfallsspektren nicht moéglich. Der Grund hierfiir ist die Verwendung einer bestimm-
ten Form der Operatorproduktentwicklung, der 1/m,-Entwicklung, die innerhalb dieses
Kapitels vorgestellt wird. Diese Entwicklung erzeugt ein tree-level Spektrum, das sich
durch das Auftreten von Deltafunktionen und deren Ableitungen auszeichnet. Da die-
se Deltafunktionen physikalisch nicht interpretiert werden kénnen, kann nur das gesamte
Spektrum zur Berechnung von Momenten genutzt werden. Dieses Problem kann durch die
Verwendung einer modifizierten Operatorproduktentwicklung, der Lichtkegelentwicklung,
behoben werden. Als Ergebnis dieser Entwicklung erhélt man ein glattes, physikalisch
sinnvolles Spektrum mit dem die Berechnung von Momenten, die sich auf ein beschnit-
tenes Spektrum beziehen, moglich ist. Dadurch kann die Prézision der Bestimmung der
hadronischen Parameter weiter gesteigert werden.

Eine verringerte Ungenauigkeit der Werte der hadronischen Parameter ist besonders fiir
die Ermittlung von CKM-Matrixelementen wichtig. Bei den Elementen V,; und V, die
durch die Betrachtung von semileptonischen Zerfillen bestimmt werden kénnen, dominiert
in naher Zukunft der theoretische Fehler. Damit eine Verbesserung erzielt werden kann, ist
es notwendig die Prézision sdmtlicher Bestandteile, z.B. der Strahlungskorrekturen und
der hadronischen Parameter, zu erhohen. Wie in [34] beschrieben wird, sind die theore-
tischen Methode soweit verfeinert worden, dass eine Bestimmung des Matrixelements V,
mit einem relativen theoretischen Fehler von etwa 1% moglich ist.
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Das néchste Unterkapitel beschreibt die Herleitung der Heavy Quark Effective Theory
und einige, fiir diese Arbeit relevante, Ergebnisse. Darauf folgt ein Abschnitt iiber die
Operatorproduktentwicklung, wobei sich die Erlduterungen stark an dem fiir die Rech-
nungen relevanten Fall orientieren werden. Dieses Kapitel wird dann durch die Vorstellung
der Lichtkegelentwicklung abgeschlossen.

2.1 Heavy Quark Effective Theory

Innerhalb eines B-Mesons tragt das b-Quark den grofiten Impulsanteil. Der Zerfall des
Mesons erfolgt somit in d&hnlicher Weise wie der partonische Zerfall eines b-Quarks. Die
Details des Zerfalls, die fiir ein prézise Analyse des Standardmodells benotigt werden,
sind in den Bindungseffekten im Meson verborgen. Deshalb wird auf den folgenden Seiten
die starke Wechselwirkung zwischen den beiden Quarks innerhalb des Mesons genauer be-
trachtet. Aus der Massendifferenz kann abgelesen werden, dass diese Wechselwirkung im
Falle eines B-Mesons zu einer Bindungsenergie von rund 0.5 GeV fiihrt. Dieser Zahlenwert
ist in etwa so grofl wie die Energieskala der nicht-perturbativen starken Wechselwirkung
Agcp. Bei Energien, die etwas hoher, etwa 1 GeV, liegen, kann die Stérungstheorie ange-
wandt werden. Unterhalb dieser Schwelle kann einen effektive Theorie ermittelt werden,
die fiir schwere Quarks giiltig ist. In der folgenden Arbeit wird ein Quark als schwer ange-
sehen, wenn fiir seine Masse gilt m > Agep. Im Fall eines b-Quarks ist diese Ungleichung
erfiillt und der Impuls des Quarks kann als

Py = mpot + kK (2.1)

geschrieben werden. Das b-Quark bewegt sich damit bis auf die kleine Abweichung k*
genau wie das Meson mit der Geschwindigkeit v, die durch den Mesonimpuls py =
mpv” definiert ist. Der Restimpuls £* ist folglich fiir die Bildung des Bindungszustands
verantwortlich. Das Ziel lautet nun, eine effektive Theorie zu finden, in der die Dynamik
der Quantenfelder durch den Restimpuls k* beschrieben wird. Hierzu betrachtet man die
Lagrangedichte eines freien b-Quarks.

L=0bD —my)b. (2.2)

In der Fourierdarstellung des Quantenfeldes sieht man, dass durch eine Phasentransforma-
tion bestimmte Anteile des Impuls zwischen Teilchen und Antiteilchen umverteilt werden
kann. So erreicht man durch die Transformation

b(z) = e ™ b () ) (2.3)

dass die Teilchen, die durch das Feld mit dem Index v beschrieben werden, nur noch von
dem Restimpuls £* abhéngen. Dies wiirde prinzipiell schon ausreichen um Bindungseffekte
innerhalb eines B-Mesons zu beschreiben. Doch trotz der Phasentransformation enthélt
das Feld b, noch immer eine Abhéngigkeit von der Quarkmasse my, die noch entfernt
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werden kann. Bis zu diesem Punkt sind die Felder b, im gesamten Standardmodell giiltig.
Mit den folgenden Schritten wird der Ubergang zu einer effektiven Theorie vollzogen, die
nur noch fiir Energien von der Gréflenordnung O(Agep) giiltig ist. Das Quantenfeld wird
hierzu mittels Projektoren, P, und P_, in zwei Anteile aufgespalten.

1

Yasy p=laop (2.4)

P, =
*2( 2

Die zwei neuen Felder

hv == P+b1;<l’> (25)
H, = P_b,(x)

entsprechen im Ruhesystem des Quarks, d.h. v* = (1,0, 0,0), Teilchen und Antiteilchen.
Sie besitzen folgende Eigenschaften, die hauptséchlich auf die Projektoren zuriickzufithren
sind:

b, = h, + H, , Phy = hy , ¥H, = —H, , hy = Py h, , H,=P_H, (2.6)
Eingesetzt in die Lagrangedichte erhéilt man

L = b@p—my)b (2.7)
= (P, + P.) by €™ " (1]) — my) eV (P + P_) b,
(ho + Hy) (1) —my (1 —¢)) (hy + Hy)
= hyPhy, — myhy (1 — %) hy +hDH, + Halph, — H, (2my, — D) H
=0

Damit wurde das Quarkfeld b, in einen Teil mit schweren, H,, und leichten Freiheits-
graden, h,, aufgespalten. Die Ergebnisse kénnen noch weiter vereinfacht werden, indem
man die Richtung senkrecht zur Bewegungsrichtung des Quarks betrachtet. Ein beliebiger

Vektor kann nun durch Projektionen auf die Richtungen, die senkrecht und parallel zu v*
stehen, beschrieben werden. Die Komponente senkrecht zur Geschwindigkeit lautet

al =a" —v*(v-a) . (2.8)
Nun konnen die Gammamatrizen v*, die zwischen schweren und leichten Felder stehen
durch senkrechte Vektoren ersetzt werden, da der Term proportional zu zur Geschwindig-
keit v* verschwindet. Fiir die Terme mit Gammamatrizen zwischen zwei gleichen Feldern
gilt

ho V" hy = hyv!hy , H~y"H, = —H,v"H, ) (2.9)

Dadurch erhélt die Lagrangedichte folgende Form:
L = hy(iv - D)h, + halp) H, + HalD b, — H, (2my, + (iv - D)) H, (2.10)

Die schweren Freiheitsgrade konnen nun in einem néchsten Schritt ausintegriert werden.
Dieser Ausdruck stammt aus dem Pfadintegralformalismus. Hier wird das Funktional, das
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die Greenschen Funktionen liefert, iiber die Komponenten des schweren Feldes integriert.
Den gleichen Effekt erhélt man auch indem man aus der Lagrangedichte die Bewegungs-
gleichungen fiir das Feld H, ermittelt und diese dann in Gleichung (2.10) einsetzt. Durch
die Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen ergibt sich

1
H, =
2my, + (w - D)

Dy hy (2.11)

Dieses Resultat wird nun wieder in die Lagrangedichte eingesetzt. Dadurch erh&lt man
eine nicht-lokale Theorie.

L = hy(w - D)hy + hyD 1D hy (2.12)

2my +w - D

Auf Grund der Phasentransformation beschreibt das Feld h, ein statisches Quark mit
dem Restimpuls k*. In einem B-Meson ist dieser Impuls aber von der Grofenordnung
O(Agep) und somit viel kleiner als die Masse des b-Quarks. Die kovariante Ableitung
reprasentiert den Impulsoperator in der Ortsdarstellung und ist damit, angewandt auf ein
Quarkfeld h,, ebenfalls von der Gréfienordnung O(Agep). Somit kann der Nenner des
zweiten Terms entwickelt werden. In fithrender Ordnung erhélt man

L = hy(w-D)h,+ Bthv +... (2.13)
2mb

_ 1 - ) 1 -
= -D — D —h,s" .
hy(w - D)h, + T hy (¢D)” hy, + S hyst G hy +

= hy(w-D)h, + 0L

mit " = —50"” und dem Gluon-Feldstarketensor —1gG, = [1D,,2D,]. Hier wurden die
Kennzeichen fiir die senkrechten Komponenten entfernt, da alle Beitrdge in Richtung der
Geschwindigkeit v# auf Grund von s*” verschwinden und die Anteile proportional zu v*
im quadratischen Term, wie weiter unten zu sehen ist, auf Grund der Bewegungsgleichun-
gen keinen Beitrag liefern. Dies ist die Lagrangedichte der Heavy Quark Effective Theory
(HQET) [35,36,37,38,39,40,41, 32,42, 43]. Der fithrende Term wird zur Ermittlung der
Bewegungsgleichungen verwendet, wihrend die weiteren Terme wie Wechselwirkungen be-
handelt werden. Betrachtet man den Fall eines unendlich schweren Quarks, m; — oo, so
verschwinden alle Beitrdge bis auf den der fithrenden Ordnung. Dieser Term unterschei-
det weder den Flavour des Quarks, beispielsweise durch die Masse, Ladung, etc., noch ist
der Spin des Quarks von Bedeutung. Dies fithrt zu der Heavy Flavour- und der Heavy
Spin-Symmetrie. Diese wird héufig bei exklusiven Zerfallen ausgenutzt um beispielswei-
se Zerfalle von B-Mesonen mit denen von D-Mesonen in Verbindung zu bringen. Diese
Symmetrien werden allerdings schon durch die Terme der néchsten Ordnung in der La-
grangedichte durch die Abhéngigkeit von der Masse und das Auftreten der Diracmatrizen
gebrochen.

Die Felder der HQET werden in den Rechnungen mit den entsprechenden HQET Zustédnden
benutzt. Diese Zustédnde sind normiert und beinhalten alle Wechselwirkungen der effekti-
ven Lagrangedichte. In der vorliegenden Arbeit werden die HQET Zusténde nicht durch
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eine besondere Schreibweise gekennzeichnet, da alle Rechnungen im Rahmen der HQET
durchgefiihrt werden.

Ein fiir diese Arbeit relevantes Ergebnis der HQET ist die Berechnung der Massenunter-
schiede zwischen Hadronen und Quarks. Die Masse des Hadrons kann ebenfalls als eine
Entwicklung in der Quarkmasse geschrieben werden. Wie in [44] nachzulesen ist, muss
dazu das Matrixelement der Wechselwirkungsterme der Lagrangedichte berechnet wer-
den. Wie oben erwihnt ist es momentan nicht moglich diese Matrixelemente analytisch
anzugeben. Bis zur Ordnung O(1/m$) wurden deshalb folgende Parameter definiert [44,45]:

A = (Blh, uD)*hy|B)
3\ = (B|h,s""G,,h,|B)

1 _
gpl(gaﬂ —Va0p)V = (Blhy(1D)a(1D),(1D)shy| B)
1 _
§p2261,a551}l/1}# = (B|hy(2D)a(2D),(2D)gvs75h0| B) (2.14)

Auf Grund der Definitionen werden die Parameter A; und Ay oft die kinetische Energie
bzw. das chromomagnetische Moment des schweren Quarks genannt. Da A vom Spin des
B-Mesons abhéngt, kann dieser Parameter durch den Massenunterschied zwischen den
B- und B*-Mesonen ermittelt werden. Als Zahlenwert ergibt sich Ay = 0.12 GeV?2. Die
Grofle von A\; kann nicht so einfach aus einem Experiment extrahiert werden. Theoretische
Abschétzungen ergeben einen relativ ungenauen Wert von A\; ~ (0.2540.1) GeV? [44,46].
Mit diesen Groflen kann die Masse eines Mesons mit einem schweren Quark als eine
Entwicklung in der Quarkmasse geschrieben werden.

1
= A——() 3A 2.15
mp = mp + 2mb( 1+ 2)+ ( )

Im Rahmen dieser Arbeit werden alle Korrekturterme zur Quarkmasse der Einfachheit
im Parameter A absorbiert, so dass gilt

mp=my+A . (2.16)

Im Folgenden wird die Tilde unterdriickt, da A in sdmtlichen Rechnungen die Korrek-
turterme enthélt. Eine weitere interessante Eigenschaft der HQET ist die Bewegungs-
gleichung fiir das Feld h,. Da alle Terme in der Lagrangedichte, die eine Abhéangigkeit
von der Quarkmasse aufweisen, wie Wechselwirkungsterme behandelt werden, lautet die
Bewegungsgleichung

(w-D)h, =0 (2.17)

Diese Gleichung hat weitreichende Folgen fiir die Parametrisierung von Matrixelemen-
ten. Beispielsweise kann ein Matrixelement eines HQET-Operators mit einer kovarianten
Ableitung

(B|hytD"h,|B) = Av* (2.18)
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nur durch eine Konstante und die Geschwindigkeit v* des Mesons beschrieben werden.
Die Konstante kann bestimmt werden indem die Gleichung mit v, kontrahiert wird. Da-
bei kann allerdings die Bewegungsgleichung ausgenutzt werden, so dass die Konstante
verschwinden muss. Somit liefern die Matrixelemente dieses Operators generell keinen
Beitrag. Dieses Resultat wirkt sich auf die Berechnung von inklusiven Zerfallsspektren
aus. Da die Operatoren mit einer kovarianten Ableitung jeweils in Verbindung mit 1/m,
auftreten und deren Matrixelement verschwindet, existieren keine Korrekturen, die durch
die erste Potenz der Masse unterdriickt sind. Das diese Feststellung fiir alle Prozesse, die
innerhalb der HQET berechnet werden, gilt, zeigt das Theorem [47].

2.2 Operatorproduktentwicklung

In Quantenfeldtheorien muss zur Berechnung von Prozessen oftmals das Produkt aus
zwei Operatoren betrachtet werden. Dabei handelt es sich um lokale Operatoren, d.h.
die Quantenfelder aus denen der jeweilige Operator aufgebaut ist, werden alle an der
selben Raumzeitkoordinate ausgewertet. Das Produkt der Operatoren wird in diesem
Zusammenhang keine lokale Grofle beschreiben, da die Operatoren an unterschiedlichen
Punkten in der Raumzeit auftreten. Da das Standardmodell invariant unter Translations-
transformationen ist, spielt allerdings nur der relative Abstand der beiden Operatoren eine
Rolle. Unter der Annahme, dass dieser Abstand klein ist, kénnen, wegen der Verbindung
zwischen Orts- und Impulskoordinaten, nur hochenergetische Teilchen die Wirkung der
beiden Operatoren einzeln auflésen. Ein niederenergetisches Teilchen hingegen wird die
Wirkung eines effektiven Operators erfahren. Dies ist Teil eines wesentlich allgemeineren
Ergebnisses, das Wilson bereits 1969 herleitete [10]. Demnach ist ein Produkt aus Ope-
ratoren dquivalent zu einer Summe aus lokaler Operatoren mit geeigneten Koeffizienten.

Ou(x)0y(0) = Y Cari(x) 0i(0) (2.19)

Die Koeffizienten Cyp;(x) werden Wilsonkoeffizienten genannt. Die Summe beinhaltet alle
lokalen Operatoren, die aus den Quantenfeldern, die prinzipiell an dem Prozess betei-
ligt sind, konstruiert werden konnen. So treten fiir ein Produkt aus zwei Quarkstromen
die Felder von Quarks und Gluonen in den lokalen Operatoren auf. Da die Felder eine
bestimmte Massendimension besitzen, kénnen auch die Operatoren danach kategorisiert
werden. Dies ist sinnvoll, da die linke Seite von (2.19) eine feste Dimension besitzt. Die
Wilsonkoeffizienten miissen den Unterschied in der Dimension der beiden Seiten der Glei-
chung aufheben. Auch die gesamte Abhéngigkeit der Raumzeitkoordinate z# ist in den
Koeffizienten zu finden. Anhand einer Dimensionsanalyse kann gezeigt werden [2], dass
sich die Koeffizienten fiir kleine Abstdnde x bis auf Logarithmen wie

Copi () ~ || %~ e (2.20)

verhalten. Auf Grund dieser Struktur ergeben sich fiir kleine Absténde x* die gréfiten Bei-
trage fiir die Operatoren mit den kleinsten Dimensionen d;. Der Operator mit der kleinsten
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Dimension, der fiir diese Arbeit relevant ist, besteht aus zwei Quarkfeldern. Diese haben
jeweils die Massendimension 3/2 und somit trégt der fiihrende Operator die Dimension 3.
Den néchsten Operator erhélt man durch das Einfiigen einer kovarianten Ableitung, die
die Massendimension 1 hat. Mit diesem Prinzip kann eine Basis von Operatoren aufge-
baut werden iiber die sich die Summe von (2.19) erstreckt. Unter der Annahme, dass ein
niederenergetisches Teilchen mit dem lokalen Operator wechselwirkt, sind die kovarianten
Ableitungen von der Gréfenordnung des Impuls des Teilchens. Das Produkt der Wilson-
koeffizienten mit den Matrixelementen der lokalen Operatoren ist von der Gré8enordnung
xk, wobei k* den Impuls des Teilchens représentiert, dass mit den Operatoren wechsel-
wirkt. Der Impuls k* ist dabei so zu verstehen, dass k* durch eine Fouriertransformation in
den Ortsraum iiberfithrt werden kann. Wenn der Abstand z* der Operatoren O, (z)0,(0)
und auch der Impuls £# klein sind, ist auch der Beitrag des Produkts aus Wilsonkoeffizient
und Operator klein. Hohere Terme in der Entwicklung (2.19) beinhalten Operatoren mit
héherer Dimension, so dass deren Matrixelement proportional zu k% ist. Diese Operato-
ren werden mit Wilsonkoeffizienten multipliziert, die sich wie in (2.20) verhalten. Dadurch
sind beispielsweise Terme der néchstfithrenden Ordnung gegeniiber der fithrenden Ord-
nung um den Faktor xk unterdriickt und die Entwicklung kann ab einer bestimmten
Ordnung abgebrochen werden. Dies fiihrt allerdings nur bei kleinen Absténden zwischen
den Operatoren zu sinnvollen Ergebnissen. Die Abhéngigkeit von der Raumzeitkoordi-
nate x* wird bei der Entwicklung vollstandig in den Wilsonkoeffizienten absorbiert. Die
Effekte mit kurzer Reichweite, die zwischen den Operatoren auftreten, werden durch Teil-
chen mit hoher Energie hervorgerufen. Somit kénnen die Wilsonkoeffizienten mit Hilfe der
Storungsrechnung ermittelt werden. Die Koeffizienten erhalten dadurch eine Abhéngigkeit
von der Renormierungsskala p, die bei der perturbativen Rechnung verwendet wurde. Da
das Produkt aus lokalem Operator und Koeffizient nicht von der unphysikalischen Skala
abhéngen darf, miissen die Operatoren auch eine solche Abhéngigkeit besitzen, die sicher-
stellt, dass das Produkt keine Terme proportional zu u enthélt. Aus physikalischer Sicht
stellt die Skala p in der Operatorproduktentwicklung die Trennungslinie zweier Bereiche
dar. Prozesse, die bei Energien grofler als p stattfinden, tragen zu den Wilsonkoeffizienten
bei. Wechselwirkungen mit langer Reichweite, also bei niedrigen Energien, werden durch
die lokalen Operatoren représentiert. Dies ist eine wichtige Eigenschaft fiir die unten fol-
genden Beispiele. Mit Hilfe einer Operatorproduktentwicklung kann der fiir diese Arbeit
grundlegende Zerfallsprozess vereinfacht und im Rahmen der effektiven Theorie als eine
Vier-Fermion-Wechselwirkung dargestellt werden. SchlieSlich konnen aus dieser Wech-
selwirkung dann die Anteile extrahiert werden, die nicht perturbativ berechnet werden
konnen.

Oftmals werden die Berechnungen nicht im Ortsraum sondern im Impulsraum durch-
gefithrt. Die benotigte Fouriertransformation lautet

[ 2@ T 0.000) = 3 Canl@0i0) (221)

Der Operator T kennzeichnet dabei, dass das Produkt der Operatoren O,(z)0,(0) zeit-
geordnet ist. Die Rolle des kleinen Abstandes zwischen den Operatoren wird nun durch
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den groflien Impulsiibertrag () iibernommen. Dadurch erhélt man eine Entwicklung mit ei-
nem Koeffizienten proportional zu */q, da die Wilsonkoeffizienten nun proportional zu 1/¢
sind. Je kleiner dieser Term ist, desto schneller verschwinden die Beitrédge von Operatoren
héherer Dimensionen.

Bei der Herleitung der effektiven Lagrangedichte in vorangegangenen Abschnitt wurde
aus formeller Sicht eine Operatorproduktentwicklung nach dem Einsetzen der Bewegungs-
gleichung durchgefiihrt. Als Resultat entsteht ein fithrender Term der Lagrangedichte und
weitere Wechselwirkungsterme. Diese Wechselwirkungsterme enthalten Operatoren, deren
Massendimension gréfler als vier ist und somit stellt sich die Frage nach der Renormier-
barkeit. Fiir praktische Zwecke spielt dies allerdings keine Rolle, da die Entwicklung nach
einer bestimmten Ordnung nicht mehr fortgefithrt wird und somit eine endliche Anzahl
von Operatoren entsteht. Diese Operatoren kénnen nun durch eine endliche Anzahl von
Bedingungen renormiert werden. Die Berechnung der Strahlungskorrekturen bringt aller-
dings noch andere Schwierigkeiten mit sich. Die Renormierungsgruppengleichung definiert
die Abhéingigkeit der Wilsonkoeffizienten von der Renormierungsskala p. Bei der Beriick-
sichtigung von hoheren Ordnungen der Stérungstheorie kommt es zu einer Mischung der
Wilsonkoeffizienten und somit auch zu einer Mischung der lokalen Operatoren. Da in die-
ser Arbeit nur die fithrende Ordnung der Storungstheorie betrachtet wird, wirkt sich diese
Tatsache nicht auf die Berechnungen aus.

2.2.1 Effektive Theorie schwacher Zerfille

Die im folgenden betrachteten Zerfille von B-Mesonen werden allesamt von der schwachen
Wechselwirkung induziert. Im Standardmodell werden diese Prozesse durch den Austausch
von W- und Z-Bosonen beschrieben. Wie oben gesehen vermittelt das Z-Boson nur Kréfte
zwischen der gleichen Sorte von Fermionen. Somit kann es nicht zu einem Prozess kom-
men, bei dem sich der Flavour d&ndert und die theoretische Beschreibung ist folglich auch
nicht abhéngig von einem CKM-Matrixelement. Fiir die relevanten Prozesse ist somit
der Austausch von mindestens einem W-Boson erforderlich. Auf Grund der grofien Mas-
se dieses Bosons findet die Wechselwirkung nur bei relativ kleinen Absténden statt. Bei
Zerféllen von Mesonen sind die typischen Energien, die dem Prozess zur Verfiigung stehen
von der GroBlenordnung der Masse des zerfallenden Teilchens. Somit ist der Impuls des
B-Mesons von der Ordnung O(mpg) und damit viel kleiner als die Masse des W-Bosons,
welche die Grofle des Impulsiibertrags repréasentiert. Deshalb kann eine Operatorprodukt-
entwicklung bei der Energie ;1 = my, durchgefiihrt werden. Die schwachen semileptonischen
Prozesse, die fiir diese Arbeit relevant sind, kommen durch den einfachen Austausch ei-
nes W-Bosons zwischen zwei Fermiondubletts zustande. Aus praktischer Sicht wird die
Operatorproduktentwicklung durch das Entwickeln des kleinen Impuls im Verhéltnis zur
groflen W-Bosonmasse erreicht. In fithrender Ordnung erhélt man beispielsweise fiir den
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Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark einen effektiven Hamiltonoperator der Form:

4Gp
HbHC —
eff V2

Dies ist die bekannte Form, wie sie Fermi schon vor dem Entstehen des Standardmodells
gefunden hatte [6]. Die physikalische Deutung entspricht den Erlauterungen im Kapitel
2.2. Das niederenergetische b-Quark kann die kleine Strecke, die durch den Austausch
eines W-Bosons iiberbriickt wird nicht auflésen und sieht somit nur eine Punktwechsel-
wirkung von vier Fermionen. Daraus wird deutlich, dass diese Beschreibung des Prozesses
nur solange giiltig ist, wie der Impuls des b-Quarks gegeniiber der Masse des W-Bosons
vernachléssigbar ist. Der Wilsonkoeffizient ist bei diesem Beispiel durch den Vorfaktor ge-
geben, der proportional zur Fermikonstante G ist. In dieser Konstante geht die Dynamik
des W-Bosons iiber der Masse ein. Auf Grund der einfacheren Form der Wechselwirkung
konnen die Rechnungen mit wesentlich weniger Aufwand durchgefithrt werden. Da die
Masse des b-Quarks nur etwa 5% der W-Bosonmasse entspricht, kénnen auch die Korrek-
turen zu (2.22) vernachlissigt werden.

Vo (e, PLb) (I Pry) (2.22)

Deutlich schwieriger als das oben gezeigte Beispiel ist die Operatorproduktentwicklung
bei der Betrachtung von Flavour Changing Neutral Currents. Diese elektrisch neutralen
Strome sorgen fiir eine Anderung der Quarksorte wihrend des Prozesses. Dieser Vorgang
ist im Standardmodell stark unterdriickt und tritt in fithrender Ordnung der Stérungtheo-
rie {iberhaupt nicht auf. Der Grund hierfiir liegt in der Eigenschaft des Z-Bosons, dass
nur an Strome mit Quarks der gleichen Sorte koppelt. Damit dieser Prozess iiberhaupt
auftreten kann, muss ein W-Boson beteiligt sein. In Feynmandiagrammen kann beispiels-
weise ein b-Quark an ein W-Boson und ein t-Quark koppeln, die zusammen eine Schleife
bilden. Diese Kombination bildet auch im Allgemeinen den dominierenden Beitrag, da die
Rechnungen proportional zu dem Verhéltnis aus den Massen des t-Quarks und des W-
Bosons sind. Die entsprechenden Diagramme fiir den Zerfall eines b-Quarks in ein s-Quark
und ein Photon sind in Abbildung 2.1 zu sehen. Die Berechnung der Operatorprodukt-
entwicklung ist nun komplexer als im zuvor erlduterten Beispiel. Die schweren Anteile des

A\

Abbildung 2.1: Feynmandiagramme fiir den radiativen Zerfall eines b-Quarks in ein s-
Quark
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W-Bosons miissen nun ausintegriert werden. Nach dieser Berechnung erhélt man wieder
einen lokalen Operator mit einem Wilsonkoeffizient. Dabei finden sich die Beitrédge der
schweren Teilchen, also des t-Quarks und W-Bosons, in den Koeffizienten, wihrend der
Operator den eigentlichen Zerfall beschreibt. Fiir das zuvor genannte Beispiel ergibt sich

s 4G , € L
Hgff = _T;V;tbv;s@mbngu bRFl,l,l/ . (223)

Dabei bezeichnet F),, den elektromagnetischen Feldstérketensor. Die Flavour Changing
Neutral Currents wurden in den letzten Jahren verstéarkt untersucht, da auch hier die
Chance besteht, Effekte neuer Physik finden zu koénnen. Obwohl diese Prozesse stark
unterdriickt sind, treten die Signaturen der Zerfélle in den Detektoren auf und es kénnen
Daten gesammelt werden. Es ist anzunehmen, dass sich die Effekte neuer Physik nur durch
duBerst kleine Abweichungen vom Standardmodell bemerkbar machen. Die Prozesse, die
durch neutrale Strome verursacht werden, sind bereits im Standardmodell unterdriickt
und somit sollten sich Diskrepanzen in diesen Kanilen besonders deutlich zeigen.

2.2.2 Lokale 1/m,-Entwicklung

Nachdem ein Beispiel fiir eine Operatorproduktentwicklung bei Energien von der Gréfien-
ordnung der Masse des b-Quarks erldutert wurde, wird in diesem Abschnitt eine weitere
Entwicklung demonstriert. Diese findet an der Schwelle zur nicht-perturbativen Region
statt. Bei Energien von der Gréflenordnung Agep sind die Wilsonkoeffizienten einer Ope-
ratorproduktentwicklung noch mit den Methoden der Stérungtheorie zu berechnen. Alle
Effekte mit langer Reichweite treten durch lokale Operatoren in Erscheinung. Im Folgen-
den wird die Entwicklung des semileptonischen Zerfalls eines b-Quarks in ein c-Quark
ausfiihrlich beschrieben, da diese Rechnung fiir die vorliegende Arbeit relevant ist.

Ausgangspunkt ist der effektive Hamiltonoperator (2.22). Mit Hilfe des optischen Theo-
rems konnen die hadronischen Anteile des Zerfalls als Imaginérteil eines Matrixelemen-
tes in Vorwiértsrichtung ausgedriickt werden. Dadurch erhélt man das Produkt von zwei
Quarkstromen, die geméfl der Operatorproduktentwicklung behandelt werden koénnen
[43].

W, = —%]m {—/d‘*m@'x (BIT [J}(x)J,(0)] |B) (2.24)
Die Gréfie W, gibt den hadronischen Beitrag zur Ubergangsamplitude des Prozesses an.
Da der Zerfall eines B-Mesons betrachtet wird, werden Matrixelemente des Operatorpro-
dukts mit den entsprechenden Zustdnden berechnet. Die Operatorproduktentwicklung ist
eine Relation zwischen Operatoren. Dies soll im folgenden ausgeniitzt werden. Dazu wer-
den die Zustédnde der B-Mesonen fiir die eigentliche Operatorproduktentwicklung durch
b-Quark-Zusténde ersetzt. Das hat den Vorteil, dass Matrixelemente der Stréme mit den
Zusténden freier Quarks leicht zu berechnen sind. Das Matrixelement wird daraufthin
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entwickelt und jeder Term der Entwicklung wird als ein Matrixelement eines lokalen Ope-
rators der Operatorproduktentwicklung identifiziert. Daraus konnen dann die Operatoren
der Operatorproduktentwicklung extrahiert werden. So ist es moglich iiber die Berechnung
von Matrixelementen das Produkt der Operatoren zu entwickeln. Werden die Zusténde
der B-Mesonen in (2.24) durch die Zustédnde von b-Quarks ersetzt, so entspricht der ein-
geklammerte Term im Impulsraum einem Feymandiagramm, das in Abbildung 2.2 gezeigt
ist. Die ['-Symbole stehen fiir die Diracstruktur des Quarkstroms, der fiir den Zerfall ver-
antwortlich ist. Uber diese Diracstruktur koppeln auch die leptonischen Anteile an das
Diagramm, die allerdings nicht betrachtet werden, da sie fiir die Operatorproduktentwick-
lung nicht von Bedeutung sind. Die gestrichelte Linie deutet an, dass nach der Berechnung
des Matrixelementes noch der Imaginérteil des Resultats ermittelt werden muss. Doppelte
Linien beschreiben ein b-Quark und die einfache Linie stellt das c-Quark dar. Der Im-
puls des b-Quarks wird zur Entwicklung des Matrixelements als Summe der Masse des
b-Quarks multipliziert mit der Geschwindigkeit v* des B-Mesons und des Restimpuls k*
geschrieben.

Pl = myvt + kF (2.25)
Wie bereits gesehen, zeigt der Vergleich der Meson- und Quarkmasse, dass die Bindungs-
energie, die durch der Restimpuls k* beschrieben wird, von der GréSenordnung Agep
ist. Da die Masse des b-Quarks sehr viel groer ist als die QCD-Skala Agep kann eine
Entwicklung in Aecp/m, erfolgen. Auf Grund der Struktur des Diagramms in Abbildung
2.2 ist dies im Wesentlichen eine Taylorentwicklung des c-Quark-Propagators. Aus dem
Diagramm erhélt man anhand der Feynmanregeln folgenden Ausdruck:

1 pe—m 1

ﬁb%§(1 - 75)p 5 mcg%g(l —)up - (2.26)

Der Impuls des c-Quarks kann durch die Differenz aus dem Impuls des b-Quarks und dem
Leptonimpuls ¢g* geschrieben werden. Definiert man diese Grofle als Q* = myv* — ¢* und
entwickelt in k*, so erhélt man

pe—me. @ K@ —mp) —20Qk-Q  2(k-QPQ ~ KQ” —my)

pE-mZ  Q-m (@ -—ml) (@2 —m2)

. (2.27)
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[

Abbildung 2.2: Feymandiagramm fiir den partonischen Anteil des semileptonischen Zer-
falls b — ¢
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Die linke Seite stellt bis auf konstante Faktoren den Propagator des c-Quarks im Stan-
dardmodell dar und damit das Matrixelement eines zeitgeordneten Produkt zweier Ope-
ratoren. Die rechte Seite entspricht der Entwicklung des Propagators und die einzelnen
Terme werden nun als Matrixelemente von lokalen Operatoren identifiziert. Hierzu muss
zuerst eine Basis von Operatoren erarbeitet werden und danach deren Feynmanregeln.
In dem hier besprochenen Fall miissen die Operatoren lediglich zwei schwere Quarks und
den Austausch von Gluonen représentieren. Sie bestehen deshalb aus zwei Quarkfeldern
mit beliebigen Einsetzungen von kovarianten Ableitungen. Gelistet nach aufsteigender
Massendimension erhilt man [45]

Oy = b,Ib,
O = buD'Tb,
O = b, {1D" 1D"}Tb,

O} = b, [1D"1D"]Tb, . (2.28)

Die Operatorbasis wurde mit kovarianten Ableitungen definiert, damit die lokale Ki-
chinvarianz der Theorie erhalten bleibt. Da die starke Wechselwirkung durch eine nicht-
abelsche Symmetriegruppe repréasentiert wird, ist die Unterscheidung der Operatoren mit
einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Anordnung der kovarianten Ableitun-
gen notig. Die Quarkfelder in (2.28) sind die Felder das Standardmodells, die durch die
Phasentransformation (2.3) nur noch vom Restimpuls k* abhéingig sind. Da die kovariante
Ableitung im Ortsraum den Impulsoperator darstellt, erhélt man durch Anwenden der
Ableitung auf ein solches Feld den Restimpuls k*. Dadurch kénnen die Matrixelemente
bzw. Feynmanregeln dieser Operatoren bestimmt werden.

(b|Oolb) ~ T

(0|O7|b) ~ K'T

(B|O|b) ~ Ek'T

(BlO™|b) = 0 (2.29)

Da das betrachtete Diagramm in Abbildung 2.2 keine Gluonen enthélt, verschwindet das
Matrixelement des Operators mit antisymmetrischer Anordnung der kovarianten Ablei-
tungen. Der Wilsonkoeffizient dieses Operators kann also nur bestimmt werden, wenn ein
weiteres Diagramm mit Gluonabstrahlung herangezogen wird. Hierzu wird das Diagramm
aus Abbildung 2.3 verwendet. Darin wurde die gestrichelte Linie, die die Ermittlung des
Imaginérteils visualisiert, entfernt um die Ubersichtlichkeit zu verbessern. Fiir die weitere
Berechnung spielt wiederum nur der Imaginérteil dieses Diagramms eine Rolle. Da die
Operatorproduktentwicklung eine Relation zwischen Operatoren ist, muss die Entwick-
lung dieses Diagramms dieselben Operatoren und Wilsonkoeffizienten liefern wie in (2.27).
Dabei wird angenommen, dass ein weiches Gluon mit einem Impuls der GroBenordnung
Agep abgestrahlt wird. Die entsprechenden Matrixelemente fiir die Operatoren (2.28)
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lauten
(b|Oolbg) = 0
(b|OF|bg) ~ €T
(b|OE"|bg) ~ (e"(2k” +1") + € (2k* + 1"))T
(b|OY" |bgy ~ (e"I" — €'1V)T . (2.30)

Der Vierervektor ¢ beschreibt die Polarisierung des Gluons wihrend [# dessen Impuls
darstellt. Mit diesem Matrixelement kann der Beitrag des Operators mit antisymmetri-
scher Anordnung von kovarianten Ableitungen abgelesen und somit der Wilsonkoeffizient
eindeutig bestimmt werden. So lautet beispielsweise der Operator mit Massendimension
drei . .

Qfomgwa“v@(l — )b - (2.31)
Dieser Operator enthélt die Quarkfelder des Standardmodells. Diese konnen nun durch
die Felder der HQET ersetzt werden. Dies hat zwei Vorteile: die Quarkfelder der HQET
haben keinerlei Abhéngigkeit von der Masse des b-Quarks, so dass durch die Ersetzung
eine vollstandige Entwicklung in der Masse m;, entsteht. Zudem kénnen durch die Verwen-
dung von HQET-Feldern die Diracmatrizen in den Operatoren auf zwei mogliche Kom-
binationen reduziert werden. Diese helfen spéter die Matrixelemente zu identifizieren, die
tatsédchlich fiir den Prozess von Bedeutung sind. Es gilt

Co(@Q)0p™ =

1 1
P+FP+ — §TT[P+F]P+ - ETT[SQF]SQ (232)

mit s, = Py, P+. Diese Ersetzung bewirkt allerdings, dass nun noch mehr Terme in
der Entwicklung betrachtet werden miissen. So sind die Felder der HQET nur in fithrender
Ordnung mit denen des Standardmodells identisch. Das Quantenfeld im Standardmodell
kann als die Summe der Felder h, und H,, siche Abschnitt 2.1, geschrieben werden. Durch
Einsetzen der Bewegungsgleichung des Feldes H, und anschlieSender Entwicklung kann

r r
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Abbildung 2.3: Feymandiagramm fiir den partonischen Anteil des semileptonischen Zer-
falls b — ¢ mit Gluonabstrahlung
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das Feld b, durch

by = [H%Jr..} he (2.33)

ersetzt werden. Auflerdem beinhaltet die Lagrangedichte der HQET bis zu einer bestimm-
ten Ordnung der Entwicklung noch endlich viele Wechselwirkungsterme, die ebenfalls
beachtet werden miissen. Bis zur Ordnung O(A%en/m2) ist nur der Operator mit einer ko-
varianten Ableitung hiervon betroffen. Der fithrende Operator ist proportional zu b,b, und
damit zum Anzahloperator des b-Quarks. Dadurch kann das Matrixelement auch im Stan-
dardmodell berechnet werden und das Ersetzen der Quarkfelder b, durch die Felder der
HQET entfallt. Die Korrekturen, die durch den Operator mit einer kovarianten Ableitung
auftreten, konnen durch die Bewegungsgleichungen der HQET relativ einfach eingefiigt
werden. Zu diesem Zweck werden die Wechselwirkungsterme der effektiven Lagrangedichte
bei der Berechnung der Euler-Lagrange-Gleichungen mitberiicksichtigt. In (2.18) wurde
gezeigt, dass das Matrixelement des Operators mit einer kovarianten Ableitung propor-
tional zur Geschwindigkeit v* ist. Somit enthélt dieser Operator nur Komponenten, die
parallel zu Geschwindigkeit liegen und er kann in der Form h,,(1v-D)h,, geschrieben werden.
Wendet man nun die modifizierte Bewegungsgleichung auf diesen Operator an, so erhélt
man Terme mit zwei kovarianten Ableitungen, welche die Korrekturterme der Lagrange-
dichte darstellen. Wie oben beschrieben, verschwinden dadurch die Matrixelemente der
Operatoren mit einer kovarianten Ableitung. Damit kénnen die lokalen Operatoren samt
Wilsonkoeffizienten bis zur Ordnung O(Ayen/m2) bestimmt werden, siehe z.B. [48,49,50].

Prinzipiell konnen auch die Quarkfelder des Standardmodells verwendet werden, da die
Matrixelemente mit einer nicht berechenbaren Grofle parametrisiert werden. Dieser Ansatz
wird z.B. in [51,52,53,54] angewandt. Als unmittelbare Folge verschwinden die Korrek-
turterme, die durch die Verwendung der HQET beriicksichtigt werden miissten, aber die
Diracstruktur der Operatoren kann nicht vereinfacht werden. Es ist moglich die Para-
meter der Matrixelemente dieser Operatoren, z.B. u,, uq, etc., mit den Parametern der
Operatoren, die HQET-Felder verwenden, in Beziehung zu setzen.

Da das weitere Vorgehen zur Ermittlung eines Zerfallspektrums fiir das nichste Kapitel
relevant ist, werden die folgenden Schritte noch erlautert. Da der Zerfall eines B-Mesons
betrachtet wird, miissen die Matrixelemente der gerade gefundenen Operatoren mit B-
Meson-Zusténden berechnet werden. Durch die Parametrisierung in (2.14) kénnen Ma-
trixelemente von Operatoren mit beliebigen Kombinationen von bis zu drei kovarianten
Ableitungen bestimmt werden. Da die Quarkfelder der HQET verwendet werden, treten
nur Operatoren mit den Diracmatrizen 1 und s* auf.

= . . A
<B|hv(ZDu)(ZDV)hv|B> = gl(guu - quy)
(B|l_1v(iDM)(iDV)sahv|B> = éleﬁumvﬂ
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(BIR,(iD,)(iD)(iDs)ha|B) = (g5 = vuvs)u,

(Blhu(iD,)(iD,)(iDs)sahu| B) = Zaeusav’, (2.34)

Im Anschluss muss noch der Imaginérteil dieser Beitrdge bestimmt werden. In (2.27)
wurde der Propagator des c-Quarks im Nenner ohne den infinitessimalen Imaginérteil ze
geschrieben um die Ubersichtlichkeit zu verbessern. Zur Ermittlung des Imaginérteils ist
diese Grofle allerdings mafigeblich. Durch die Relation

L P(z) — o (x) (2.35)

r — 1€ e—0

kénnen die Nenner in (2.27) durch Deltafunktionen 6(Q? —m?) ersetzt werden. Hohere Po-
tenzen der Nenner ergeben Ableitungen der Deltafunktionen. Zur Ermittlung der totalen
Zerfallsrate muss nun noch iiber den Phasenraum integriert werden. Durch diese Integra-
tion verschwinden die Deltafunktionen. Betrachtet man allerdings die Spektren so sind die
Deltafunktionen spétestens bei den néchstfithrenden Ordnungen présent. Dies fithrt zu ei-
nem physikalisch unbefriedigenden Verhalten. Da die totale Rate, also die Integration des
Spektrums, durch diesen Umstand nicht beeinflusst wird, scheinen die Deltafunktionen
durch eine Umverteilung der Flidche unter der Kurve zustande zu kommen. Im néchsten
Unterkapitel wird gezeigt, dass durch eine leicht modifizierte Operatorproduktentwicklung
diese Deltafunktionen verschwinden und so ein physikalisches Spektrum entsteht.

2.3 Lichtkegelentwicklung

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass die 1/m,-Entwicklung gute Ergebnisse
bei der Berechnung der totalen Zerfallsrate liefert. Allerdings sind die durch diese Me-
thode ermittelten Spektren mit Problemen behaftet. Das Auftreten von Deltafunktionen
und deren Ableitungen verhindern eine physikalische Deutung. Diese Spektren sind aller-
dings fiir die Bestimmung der HQET-Parameter, z.B. A, \;, etc., von Bedeutung. Durch
den Vergleich der Momente der Spektren mit den experimentellen Daten kénnen diese
Groflen extrahiert werden. Die experimentelle Genauigkeit kann dabei verbessert werden,
wenn Daten mit groflen invarianten Massen vernachléssigt werden. In diesem Zusammen-
hang fiithrt das Auftreten der Deltafunktionen in der theoretischen Vorhersage zu falschen
Ergebnissen. Durch die Lichtkegelentwicklung konnen die Deltafunktionen in glatte Funk-
tionen aufsummiert werden. Mit diesen Funktionen entsteht ein physikalisches Spektrum,
das auch bei der Berechnung von Momenten beziiglich eines Teilintervalls, richtige Ergeb-
nisse liefert.

Die Untersuchung der Deltafunktionen ergibt [55, 56,57, 58], dass diese jeweils bei be-
stimmten kinematischen Situationen auftreten. So befinden sich die Deltafunktionen im
Energiespektrum des geladenen Leptons im semileptonischen Zerfall eines B-Mesons bei
hohen Energien. Der Bereich in dem die Deltafunktionen auftreten, trigt deshalb den
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Namen Endpunktbereich. Dieser Teil des Spektrums kommt durch eine extreme kine-
matische Situation zustande. Wie erwéhnt besitzt das geladene Lepton die maximale
Energie und auch das hadronische Zerfallsprodukt erhélt die hochstmogliche Energie, die
theoretisch zur Verfiigung steht. Allerdings ist damit auch die invariante Masse des Zer-
fallsprodukt sehr klein. Dieses Szenario widerspricht dem Gréflenordnungen, die fiir die
1/m,-Entwicklung angenommen wurde. Hier sollte Q* = myv* — ¢* grofler sein als der
Restimpuls und damit groBer als Agep. Wenn das geladene Lepton die maximale Ener-
gie erreicht, dominiert der Impuls dieses Leptons den Vektor des Leptonpaares ¢*. Der
Vektor Q" ist dann in guter Naherung Q* = myv* — p)'. Nimmt das geladene Lepton
ungefiahr die Energie /2 an, so ist Q" klein und von der gleichen Gréflenordnung wie der
Restimpuls k* und die Entwicklung bricht zusammen. Somit wird im Endpunktbereich
deutlich, dass der Entwicklungsparameter nicht durch 1/m, sondern durch das Inverse einer
Komponente des Vektors Q* gegeben ist, die nicht iiber den gesamten Phasenraum als
klein betrachtet werden kann. In der zuvor beschriebenen kinematischen Konfiguration
verhalten sich sowohl das Lepton als auch das Quark wie ein Teilchen mit lichtartigem
Impuls. Das Lepton wird auf Grund der Vernachlissigung seiner Masse exakt durch einen
lichtartigen Impuls beschrieben und das Quark besitzt zwar eine invariante Masse, die
aber von Groenordnung m,Agcp ist. Fiir die Beschreibung dieser Situation ist es somit
hilfreich die Beitrége von lichtartigen Komponenten von den restlichen zu trennen. Hierzu
werden zwei Lichtkegelvektoren n* und n* definiert. Die Methode der Lichtkegelentwick-
lung wird im Folgenden anhand des Zerfalls eines B-Mesons in ein Photon und ein Hadron
mit einem s-Quark erldutert, da dabei die Verwendung von Lichtkegelvektoren intuitiver
ist. Obwohl dieser Zerfall durch einen anderen effektiven Hamiltonoperator beschrieben
wird, sind die Ergebnisse auf den semileptonischen Prozess leicht zu iibertragen. Die zwei
zu definierenden Vektoren orientieren sich an der Versuchsanordnung. So wird ein Vek-
tor iiber die Geschwindigkeit des B-Mesons definiert, der andere beispielsweise durch den
Impulsvektor des Photons. Hier zeigt sich der Vorteil bei der Betrachtung dieses Zerfalls,
da der Impuls des Photons ¢ bereits lichtartig ist.

q" 2 _ =2 =
— n“=n"=0 n-n=2 (2.36)
n-q
Die konkrete Wahl der Vektoren ist innerhalb dieser Bedingungen beliebig. Jeder Vektor
kann in Anteile entlang und senkrecht zu diesen Lichtkegelvektoren geschrieben werden.
Dies ist gleichzeitig als die Definition der senkrechten Komponenten zu verstehen.
1 1

AF = §(ﬁ - A)nt + §(n At + A (2.37)
Die Schreibweise kann etwas vereinfach werden indem die Projektion eines Vektors auf
die Lichtkegelimpulse als

nt = 20* — n# nt =

n-A)=A, (A-A)=A_ (2.38)

bezeichnet werden. Auf Grund der Lorentzinvarianz der Ubergangsamplituden kann die
Berechnung der totalen Zerfallsrate in einem bestimmten Bezugssystem durchgefiihrt wer-
den. Im Ruhesystem des B-Mesons beispielsweise lautet der Vierervektor der Geschwin-
digkeit des B-Mesons v* = (1,0,0,0). Nun kann auch das rdumliche Koordinatensystem
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so gedreht werden, dass die Emission des Photons in z-Richtung erfolgt. Unter diesen
Bedingungen konnen die Lichtkegelvektoren wie folgt gewéahlt werden:

n* =(1,0,0,1)  a*=(1,0,0,—1) . (2.39)

Wie bereits im vorangegangenen Kapitel erldutert, werden inklusive Zerfdlle mit Hilfe
des optischen Theorems berechnet. Dabei tritt das Produkt aus zwei Operatoren auf. Im
Impulsraum erhélt man durch eine Fouriertransformation

/ d*z e 9" (B|T [J}(2)],(0)] |B) . (2.40)

Dabei sind die Strome J* durch den effektiven Hamiltonoperator (2.23) fiir der Zerfall
b — sv gegeben. Der Impulsiibertrag Q" stellt die Differenz aus dem Impuls des b-Quark
und dem Photonimpuls dar.

Q" = mpvt — ¢ (2.41)

Mit Hilfe der Lichtkegelvektoren kann das Skalarprodukt im Argument der Exponential-
funktion auf das Verhalten nahe des Lichtkegels untersucht werden [59].

Qv = 3Qur+ 3Q i +Qu my = slmy— 2 )a + T, (242)
Fiir hohe Photonenergien, also genau fiir den Bereich in dem die 1/m,-Entwicklung zusam-
menbricht und Deltafunktionen im Spetrum auftreten, wird der Term in der Klammer
auf der rechten Seite klein. Da die Exponentialfunktion mit einem imaginédren Argument
eine oszillierende Funktion darstellt, finden sich die dominierenden Beitrdge in der Néhe
von kleinen x_ und somit nahe dem Lichtkegel. Dadurch erhélt die Entwicklung ihren
Namen. Anhand dieses Beispiels kann erkannt werden, wie das Powercounting fiir diese
Entwicklung lauten muss. In dieser kinematischen Situation, die zum Zusammenbruch der
1/m,-Entwicklung fithrt, ist die Projektion des Impulsiibertrags Q* auf den einen Lichtke-
gelvektor von der Ordnung O(my,), wéhrend die Projektion auf den anderen Vektor eine
Grofle der Ordnung O(Agep) ergibt. Falls ein semileptonischer Zerfall betrachtet wird,
treten prinzipiell zusétzlich noch Komponenten von ¢* auf, die senkrecht auf die Licht-
kegelvektoren stehen. Durch eine geschickte Wahl des Koordinatensystems kann erreicht
werden, dass sich der Vektor ¢* nur durch die Lichtkegelvektoren n* und n* ausdriicken
lsisst. Somit kann dieses Resultat ohne Anderungen auch fiir semileptonische Zerfille ver-
wendet werden. Zusammenfassend muss also eine Entwicklung mit folgendem Powercoun-
ting durchgefithrt werden [60]:

(mpv —q) -1~ O(my)
(mpv —¢q)-n ~ O(Agep)
k'~ O(Agep) (2.43)

Ahnlich wie im vorangegangenen Kapitel soll nun die Operatorproduktentwicklung fiir
den semileptonischen Zerfall eines B-Mesons in ein Hadron mit einen u-Quark, dessen
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Masse vernachlassigt wird, skizziert werden. Der Ausgangspunkt ist auch hier wieder der
effektive Hamiltonoperator (2.22), wobei das Feld des c-Quarks durch das eines u-Quarks
ersetzt wird. Dieser Operator tritt, da ein inklusiver Zerfall betrachtet wird, an die Stelle
der Strome J* in (2.40). Wie zuvor gesehen, wird die Operatorproduktentwicklung an-
hand des Matrixelements von (2.40) mit den Zustdnden von b-Quarks durchgefiihrt. Die
Berechnung erfolgt ebenfalls anhand des Diagramms in Abbildung 2.2. Wieder besteht die
Aufgabe der Operatorproduktentwicklung im Wesentlichen in der Entwicklung des Pro-
pagators des u-Quarks. Nun wird allerdings das Powercounting (2.43) verwendet. Damit

ergibt sich
u P_ P_k?
T T T R L (2.44)

P2 2A T A 2P 2A?

mit P* = mpyv* — ¢* und A = P_(Py + ky). Zuerst wird der erste und fithrende Term der
rechten Seite untersucht. Hierzu ist nur der Nenner von Interesse, da nur hier eine Kom-
ponente des Restimpuls auftritt. Die Abhangigkeit von dieser Impulskomponente wird in
einem ersten Schritt durch eine Integration iiber eine Deltafunktion umgeschrieben.

P (P k)= / dw 5w + k) P_(Ps — w) (2.45)

Wenn der fithrende Term als Matrixelement eines Operators geschrieben wird und dabei
die phasentransformierten Felder aus (2.3) verwendet werden, kann die +-Komponente des
Restimpuls durch die entsprechende Komponente der kovarianten Ableitung im Operator
reprasentiert werden. Der fithrende Operator lautet also

€000 = [ =5+ D5 (1= 50 (2.46)
mit A, = P_(P; —w). Da die +-Komponente des Restimpuls nur innerhalb von A auf-
tritt, kann dieses Vorgehen auch fiir die weiteren Terme benutzt werden. Zuerst muss
allerdings eine Operatorbasis aufgestellt werden, die sich am fithrenden Operator orien-
tiert. Mit den Matrixelementen folgender Operatoren kénnen die Terme der Entwicklung
im semileptonischen Zerfall b — ufv beschrieben werden.

O} (w) =byd(iDy + w)T'h,
Oé‘(u)) = /dwldWQé(w — WI) — 5(w — WQ)

by0(iDy + ws) (iD1)* 6(iDy + wy)Th,

w1 — Wo
OMNw) = — g / diondio = “’;3 — i(;” =)y D, + ws) (e - G), 5(iD4 + w1)Th,

OiMw)=0b, {iD",6(iDy + w)} b,
b, [iD",6(iDy + w)] Tb, (2.47)
Die GroBe (e - G) 1 steht stellvertretend fiir €, G mit €, = €,a30*n”. Genau wie im

Fall der /m,-Entwicklung, werden die Matrixelemente der Operatoren fiir ein Diagramm
ohne bzw. mit Gluonabstrahlung benotigt. Nur so ist es moglich die Wilsonkoeffizienten
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der Operatoren O%*(w) und O} (w) eindeutig zu ermitteln. Die entsprechenden Matrixele-
mente lauten

DO (W)|b) = 0(ky + w)aDy Ty
(blOg (w)lbg) =0
(BlOZ(W)Ib) = — k10 (w + ki )mTu

N OwAHks) = S(wt ke 1)

BIOYbg) = — g - (2h+1) TERIZC TR g,
+
BlOW)p) =0
o 0wt k) — 0w+ 1)
(b0 (w)|bg) = _g(e.e)L Chli2) lf” st ) ey,
+

(D] O (W)|b) = 2k"6 (k. + w)apluy
(B|OFN(w)[bg)= — g&™(6(w + ky) +6(w + by +11))wTw,
BlOPW)[b) =0
(B0 (W)|bg)= — g&"(6(w + ki) — 0(w + ky + 1)) @Tuy . (2.48)

Dabei bezeichnen e und [ die Polarisation bzw. den Impuls des Gluons. Beim Vergleich
der Matrixelemente mit den Ergebnissen der Entwicklung sieht man, dass die Terme pro-
portional zu ¥, und k? von den Operatoren Og und O3 stammen. Der Term, der nicht
proportional zu A ist, muss nicht beriicksichtigt werden, da er spater bei der Berechnung
des Imaginérteils verschwindet. Durch die Entwicklung des Diagramms mit Gluonabstrah-
lung kénnen auch die Wilsonkoeffizienten der Operatoren O 4 und O, ermittelt werden.

Genau wie bei der 1/m,-Entwicklung miissen bei der Betrachtung des Zerfalls eines B-
Mesons die Matrixelement der Operatoren mit den Zusténden der Mesonen berechnet
werden. Da die Operatoren von der dimensionsbehafteten Variable w abhéngen, ergeben
sich keine Parameter sondern Funktionen. Diese Funktionen haben den Namen Struktur-
bzw. Shapefunktionen. Die Definition der fithrenden Shapefunktion lautet

f(w) = (Blh,6(w +1D;)h,|B) . (2.49)

Fiir die anderen Operatoren sind entsprechend Funktionen definiert. Da die Shapefunktio-
nen durch Operatoren gegeben sind, welche die Physik unterhalb von 1 GeV beschreiben,
ist eine Berechnung der Funktionen mit den Methoden der Stérungstheorie nicht moglich.
Deshalb werden fiir die Darstellung des Spektrums Modellfunktionen verwendet.

Eine genaue Betrachtung des Operators der fithrenden Ordnung der Lichtkegelentwick-
lung ergibt, dass dieser eine unendliche Anzahl von Termen beschreibt, die das gleiche
Verhalten nahe des Lichtkegels aufweisen. Zur Kategorisierung dieser Terme ist die Mas-
sendimension nicht mehr ausreichend. Vielmehr muss eine Grofie namens Twist verwendet
werden, die aus der tief inelastischen Streuung bekannt ist. Der Twist ist definiert als die
Differenz aus der Massendimension und dem Spin. Der Spin gibt dabei an zu welcher
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Reprisentation der homogenen Lorentzgruppe der Operator gehort. Die Terme, die zu
einer festen Ordnung des Twist beitragen, konnen als die Momente der Shapefunktion
interpretiert werden. Im Rahmen einer entsprechenden Entwicklung erhélt man fiir die
fithrende Shapefunktion folgendes Ergebnis [60]:

() = 6(0) - 22
Durch die Verwendung der Shapefunktionen werden also die Deltafunktionen des Spek-
trums der 1/m,-Entwicklung aufsummiert. Dadurch erhélt das Spektrum eine glatte Form
und zeigt auch im Endpunktbereich ein physikalisch sinnvolles Ergebnis [61,62,63,64,58,
60]. In der kinematischen Situation, die durch das Powercounting der Lichtkegelentwick-
lung beschrieben wird, sind Terme aus verschiedenen Ordnungen der !/m,-Entwicklung
von der gleichen Groflenordnung und somit entscheidend fiir den Verlauf des Spektrums,
so dass hohere Ordnungen nicht vernachlissigt werden diirfen. Die Lichtkegelentwicklung
resummiert die Beitrage der 1/m,-Entwicklung gemiB des Twists so, dass im Endpunkt-
bereich die Grofenverhéltnisse richtig wiedergegeben werden.

5" (W) — %5/’/(@ +.. (2.50)

Im letzten Berechnungsschritt muss noch der Imaginérteil der Produkte aus Wilsonkoeffi-
zienten und Matrixelementen der Operatoren gebildet werden. Hierzu erinnert man sich,
dass A aus dem Propagator des u-Quarks stammt. In diesem Propagator steht auch ein
infinitessimaler Imaginérteil der bisher nicht beriicksichtigt wurde und somit auch zu A
hinzuaddiert werden muss. Dadurch lésst sich der Imaginérteil des gesamten Ergebnisses
mit Hilfe von (2.35) relativ einfach berechnen. Da die durch diesen Schritt entstande-
nen Deltafunktionen die kinematischen Variablen, hier P_ und P, , sowie die Variable w
enthalten, kann eine Phasenraumintegration sofort ausgefiihrt werden.

2.4 Soft Collinear Effective Theory

Bei der Untersuchung von Strahlungskorrekturen zu den Ergebnissen, die mittels der
HQET und der Lichtkegelentwicklung errechnet wurden, wurde offensichtlich, dass Bei-
tréage einer weiteren Skala beachtet werden miissen, damit die effektive Theorie das Stan-
dardmodell bei kleinen Energien richtig beschreibt. Diese Skala liegt zwischen der Masse
des b-Quarks und der Skala der starken Wechselwirkung Agep und tritt auf Grund von
Teilchen, deren Impuls parallel zu dem des hadronischen Zerfallsprodukts ausgerichtet
ist, in Erscheinung. Diese kollinearen Moden werden in einer weiteren effektiven Theorie
mit dem Namen Soft Collinear Effective Theory beriicksichtigt [65, 66,67, 68]. In dieser
Theorie tritt damit im Vergleich zur HQET eine weitere Gréflenordnung auf. Die iibliche
Notation verwendet die skalierte GroBe A? = Aecp/m,, so dass die Skalen O(1),0O()\) und
O(\?) betrachtet werden miissen. Die zusitzliche Gréfienordnung tritt in Erscheinung,
da die hadronisch invariante Masse im Endpunktbereich von der Ordnung O()\?) ist. Im
Allgemeinen gilt fiir diese Masse

pP=ppi+p. . (2.51)
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Unter Verwendung des Powercountings (2.43) mit p* = myv* — ¢ miissen die Komponen-
ten p'|, die senkrecht auf die Lichtkegelvektoren stehen, von der Grofenordnung A sein,
wodurch das Auftreten einer weiteren Ordnung deutlich wird. Auf die Ergebnisse dieser
Arbeit hat diese Tatsache allerdings keine Auswirkungen, da durch die Vernachléssigung
von Strahlungskorrekturen immer ein Koordinatensystem gefunden werden kann, in dem
die senkrechten Komponenten p/| verschwinden. In Analogie zur HQET und der Lichtke-
gelentwicklung erhélt man in SCET Koeffizienten, welche den hochenergetischen Anteil
des Prozess beschreiben, und Shapefunktionen. Durch die Erweiterung um die dritte Skala
treten bei der Verwendung der SCET auch so genannte Jetfunktionen auf, die perturbativ
berechnet werden konnen und die Auswirkungen der kollinearen Teilchen repréisentieren.

Die Soft Collinear Effective Theory ist besonders erfolgreich bei der Beweisfithrung der
Faktorisierung. So konnte in allen Ordnungen der Storungstheorie gezeigt werden, dass
zwischen den Endzustdnden im Zerfall B — Dm keine niederenergetischen Wechsel-
wirkungen stattfinden [69]. Dadurch koénnen die Zerfallsprodukte unabhéngig betrach-
tet und beispielsweise als Zerfallskonstanten definiert werden. Auflerdem ist es gelungen
die néchstfithrenden Korrekturen von semileptonischen Prozessen, bei denen ein schwe-
res Quark in leichte Teilchen zerféllt, zu ermitteln [70]. Die Ergebnisse dieser Publikation
zeigen, dass bei der Beriicksichtigung von Strahlungskorrekturen eine Vielzahl von Shape-
funktionen betrachtet werden miissen. In der fithrenden Ordnung der Stérungstheorie re-
duziert sich die Anzahl der Funktionen. Diese Funktionen stimmen bis auf den Beitrag
eines Operators mit vier Quarkfeldern mit den in der vorliegenden Arbeit verwendeten
Shapefunktionen iiberein. Da in dieser Arbeit keine Strahlungskorrekturen betrachtet wer-
den, konnen die Resultate als Modell einer Rechnung in der SCET angesehen werden.
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Kapitel 3

Das hadronische Spektrum im
Zerfall B — X v

In den vorangegangenen Kapiteln wurde erldautert, dass die Berechnung von inklusiven
Zerfallsspektren fiir die Bestimmung der nicht-perturbativen Parameter der HQET von
Bedeutung sind. Die genaue Kenntnis dieser Parameter ist unbedingt notwendig um eine
prazise Ermittlung der CKM-Matrixelemente V,;, und V,;, zu ermoglichen. Dadurch kann
im Detail gepriift werden, ob sich die Messgrofien zu dem Unitaritédtsdreieck kombiniert
werden kénnen. Ist eine solche Konstruktion mit experimentelle Daten nicht méglich, wére
dies ein konkreter Hinweis auf neue Physik jenseits des Standardmodells.

Die hadronischen Parameter werden mit Hilfe der an den Experimenten gemessenen Mo-
menten der Zerfallsspektren bestimmt. Der experimentelle Fehler dieser Momente kann
reduziert werden, wenn an Stelle des gesamten Spektrums nur ein Intervall in die Er-
mittlung eingeht. Solche physikalischen Schnitte verursachen allerdings Probleme bei der
Berechnung der theoretischen Vorhersage. Da die Spektren, die durch die 1/m,-Entwicklung
ermittelt wurden, einen physikalisch nicht interpretierbaren Verlauf besitzen, fiihrt die Be-
trachtung von Teilintervallen zu hohen Ungenauigkeiten. Eine Losung fiir dieses Problem
bietet die Lichtkegelentwicklung. Durch ein modifiziertes Powercounting, das die kinema-
tische Situation im Endpunktbereich beschreibt, erhédlt man ein glattes Spektrum in dem
zuverldssig Schnitte gesetzt werden konnen.

Zwei der moglichen Spektren fiir semileptonische Zerfélle sind das Energiespektrum des
geladenen Leptons und das hadronische Massenspektrum. Die Experimente, die speziell
zur Untersuchung der Physik von B-Mesonen gebaut worden sind, haben im Laufe der
Jahre eine grole Menge von Daten sammeln kénnen [1]. Somit verbesserte sich auch die
Genauigkeit der Messungen von hohen Momenten des Spektrum, die wiederum Aufschluss
auf Parameter der HQET geben [71]. Der Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und
Leptonpaar hat das grofite Verzweigungsverhéltnis der semileptonischen Prozesse. Dies
ist hauptséachlich auf die Grofle des CKM-Matrixelementes V., zuriickzufithren. Wahrend
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dieser Zerfall bei der Extraktion des Elements V,;, als storender Hintergrund angesehen
wird, stellt gerade der dominierende Charakter dieses Prozesses sehr grole Datenmengen
zur Verfiigung mit denen V., und die hadronischen Parameter sehr préizise bestimmt
werden konnen.

Im Energiespektrum des Leptons treten unphysikalische Deltafunktionen durch die 1/m,-
Entwicklung bei hohen Energien, also im Endpunktbereich des Spektrums, auf. Dies ist
besonders fiir die Bestimmung von V,;, problematisch, da nur in diesem Bereich keine
Hintergrundereignisse des Prozesses b — cfv auftreten. Die gleiche kinematische Situa-
tion findet man im hadronischen Spektrum bei kleinen Massen und auch hier bricht die
1/m,-Entwicklung zusammen. Die Rate ist an dieser Stelle hauptséichlich durch die zwei
dominierenden Resonanzen der D- und D*-Mesonen gegeben. Die Analyse von inklusiven
Zerfillen kann zwar diese Struktur nicht genau nachbilden, da iiber die Einzelheiten der
Zerfallsprodukte summiert wird, aber der Grofiteil des Spektrums befindet sich in diesem
Bereich. Der Verlauf des Spektrums an dieser Stelle ist hauptsédchlich durch die Effekte
der Lichtkegelentwicklung gegeben, da das Powercounting auf die kinematische Situation
in diesem Intervall abgestimmt ist.

Dieses Kapitel ist wie folgt untergliedert: Zuerst werden die Ergebnisse fiir die hadro-
nisch invariante Masse, die sich aus dem partonischen Zerfall ergeben, berechnet. Obwohl
das Spektrum der partonischen Masse durch eine Deltafunktion beschrieben wird, findet
man fiir die hadronische Masse eine endliche Verteilung. Danach wird die Lichtkegelent-
wicklung fiir den Prozess vorgestellt. Nach der Ermittlung der Matrixelemente mit den
Zusténden der B-Mesonen, die zur Beschreibung des Resultats bendtigt werden, werden
die auftretenden Shapefunktionen diskutiert. Das darauf folgende Unterkapitel prisen-
tiert das Spektrum der hadronisch invarianten Masse. AbschlieSfend wird anhand einer
Entwicklung der Shapefunktionen gezeigt, dass die berechneten Ergebnisse mit denen der
1/m,-Entwicklung kompatibel sind.

3.1 Partonisches Ergebnis

Die einfachste Methode eine theoretische Vorhersage fiir das Massenspektrum zu erhal-
ten, ist die Betrachtung des partonischen Prozesses. Hierbei wird das B-Meson durch ein
b-Quark ersetzt, dass durch den effektiven Hamiltonoperator (2.22) zerfillt. Das c-Quark,
das in diesem Prozess entsteht, kann nach der Produktion mit anderen Quarks hadro-
nisieren. Dies stellt eine sehr grobe Vereinfachung der Problematik dar, ist aber fiir das
prinzipielle Verstédndnis der Vorgénge niitzlich. Man unterscheidet zwischen der partonisch
invarianten Masse, die durch das Quadrat des Impuls des c-Quark gegeben ist

c
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und der hadronisch invarianten Masse, die durch das Quadrat des Impulsvektors des
hadronischen Zerfallsprodukts definiert ist.

sg = P? = (mp—q)? (3.2)

Das Spektrum der partonisch invarianten Masse ist, wie nachfolgend diskutiert, durch eine
Deltafunktion gegeben, welche die kinematische Bedingung (3.1) beschreibt. Die doppelt
differentielle Rate fiir den semileptonischen Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark lautet

4
dl' = —T (6" = ¢°9"™) Wa(a- = :)°0(¢-)0(¢+ — ¢-)dgrdg- . (3.3)
b

Die Groflen gy und ¢_ stellen die Projektionen auf die Lichtkegelvektoren n* und n*,
sieche Kapitel 2.3, des Impulsiibertrags zwischen b-Quark und den Leptonen, ¢*, dar,
wéhrend W, den partonischen Zerfallsprozess beschreibt. Die Groie I'y représentiert
eine Kombination von Konstanten

_ GEVal*m}
19273

Zur Herleitung der differentiellen Rate wurden einige Annahmen iiber den Zerfall getrof-
fen, die aber die Allgemeinheit des Resultats nicht einschrinken. Das Koordinatensystem
wurde so gedreht, dass der Impulsiibertrag ¢* nur durch die zwei Lichtkegelvektoren n*
und 72# ausgedriickt wird. Bei der Wahl dieser Vektoren wie in (2.39) kann dies durch eine
Rotation erreicht werden, welche die z-Achse in Richtung des Impulsiibertrags ausrichtet.
Da im partonischen Grenzfall nur ein Zerfallskanal existiert, kann die Rate mit Hilfe der
Methoden fiir die Berechnung von inklusiven Zerfillen ermittelt werden. Damit ist der
Tensor W, gegeben durch [43]

W — —%[m (—i / d4:z:e‘iQ'$<b|T[JT“(x)J”(O)]|b)> | (3.5)

Der Strom J* beschreibt die Wechselwirkung der Quarks und ist bis auf Konstanten mit
dem effektiven Hamiltonoperator aus (2.22) identisch. Da in dieser Arbeit die Korrekturen
von héheren Ordnungen der Storungstheorie vernachlissigt werden, kann (3.5) durch ein
einziges Feynmandiagramm dargestellt werden. Dieses Diagramm wird in Abbildung 3.1
gezeigt. Dabei sind auch die Anteile der Leptonen eingezeichnet. Uber diese Freiheitsgrade
wurde bei der Berechnung der differentiellen Rate bereits integriert, so dass nur noch der
Impulsiibertrag ¢* iiber die Lorentzindizes an den Tensor W# koppelt. Entfernt man die
Leptonen vom Diagramm erhélt man
1 Pe — Me 1

ﬂwué(l - 75)]302 . 16%5(1 — Y5 )Uyp : (3.6)

Lo (3.4)

Die Diracmatrizen des Ausdrucks (3.6) kénnen in eine Summe von bilinearen Kovarianten
umgeschrieben werden. Dabei entstehen nur Terme proportional zu v3 und v57vs.

1

1 1 1 1
'ywwug(l —Y5) = ZTT 75%%%5(1 - 75)1 VB — ZTT [757[3%%%5(1 — %) | 1578
(3.7)
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Die Kombination der Diracmatrizen 573 représentiert zwischen den Spinoren w;, den Spin
des b-Quarks. Da keine Polarisationsanalyse erfolgt und damit {iber sdmtlich Spinkonfi-
gurationen summiert wird, verschwindet dieser Term. Die verbleibende Kombination aus
Diracmatrix g und den Spinoren kann mit Hilfe der Gordonidentitét vereinfacht werden.

uy(p, )7 up(p, €) = 2p; = 2mp” (3.8)

Da im partonischen Fall ein freies b-Quark zerféllt, ist dessen Impuls durch die Masse my,
und die Geschwindigkeit v* gegeben. Eingesetzt erhilt man

1 D2 1 1
Wy =——Im| —" T |y varn=(1 — v5) | 2mp” : 3.9
p - m(pcz_mc”%él 7‘{7 VYo ( 75)} mbv) (3.9)

Das einzige imaginédre Objekt dieses Terms ist der infinitessimale Parameter . Dadurch
ist die Ermittlung des Imaginérteils mittels (2.35) eine einfache Aufgabe. Man erhilt eine

Deltafunktion, die das Quadrat des Impuls mit dem Quadrat der Masse des c-Quarks
verbindet.

1 1
Wi = pcaé(pCQ - mCQ)ZTT {767/170/71/5(1 - '75)} 2myv” . (3.10)

Dieser Term wird nun in die differentielle Rate eingesetzt und mit den Vektoren des
Impulsiibertrags ¢ kontrahiert. Auf Grund der Identitdt (3.1) kann das Quadrat des
Impuls des c-Quarks als die partonisch invariante Masse sg geschrieben werden.

4
dl' = —To3(s9 = me’)(pe - 0" + 2pe - qv - 4)(q- — ¢4)°0(a-)0(a+ — ¢-)dgydg- (3.11)
b

Mit Hilfe der Impulserhaltung kénnen die Komponenten des Impulsiibertrags ¢* durch
den Impuls des b-Quarks und des c-Quarks p# ausgedriickt werden. Da der Impulsiibertrag
nur durch die Lichtkegelvektoren geschrieben werden kann und der Impuls des b-Quarks

b

Abbildung 3.1: Feynmandiagramm fiir den semileptonischen Zerfall eines b-Quarks
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auch nur von der Geschwindigkeit v# und damit von einer Kombination der Lichtkegel-
vektoren abhédngt, ist auch der Impuls der c-Quarks eine Summe von n* und n* mit
entsprechenden Vorfaktoren. Dadurch ist die partonisch invariante Masse durch das Pro-
dukt der Projektionen von p# auf den Lichtkegel gegeben. Im Folgenden wird der Impuls
des c-Quarks als p* bezeichnet.

gy = (myv —p) -n=my—n-p=my—py

q- = (myv —p)-n=mp —N-p=my —p_

S0
Py =— (3.12)
L

Durch diese Variablentransformation erhélt die differentielle Rate folgende Form:

2T (s0 —p2)? 3 2 2 4 2,3
= — 7 (sg(3p— — 2my) + so(p> — 8mypp—_~ + 3myp_) — 2mpp” + 3mp- )
b —

ar

S

8(s9 — m2)0(my — p_ )0 (my — p—)Q(p_ - p—o) dsodp— . (3.13)

Eine Integration iiber die Lichtkegelkomponente /sy < p_ < m liefert das Spektrum der
partonisch invarianten Masse.

2 S0
dr 8sy 12splog <W> 8ss 5
—— =Tyd(sg —m?) | 1 — - ’ 90 3.14
dsg 09(s0 = me) mp2 mp? + my ( )

Das Spektrum zeigt eine Abhéngigkeit von einer Deltafunktion, welche den Wert der
partonisch invariante Masse auf das Quadrat der Masse des c-Quarks fixiert. Die restlichen
Terme sind Ausdriicke, die auf Grund der Kinematik auftreten. Das Resultat ist identisch
mit dem Ergebnis aus [49].

Aus diesem Resultat ldsst sich das Spektrum der hadronisch invarianten Masse sy im
partonischen Grenzfall ermitteln. Die hadronisch invariante Masse ist definiert durch das
Quadrat des Impuls P* eines Mesons, das ein c-Quark enthélt. Damit die differentielle
Rate in Abhéngigkeit von spy geschrieben werden kann, wird der partonische Impuls p*
durch P* ersetzt. Hierzu wird der Zerfall eines B-Mesons betrachtet, bei dem, auf Grund
der Impulserhaltung, der Impuls des B-Mesons pg der Summe des Impuls der Leptonen ¢
und P* entspricht. Der Massenunterschied zwischen Meson und Quark kann in der HQET
berechnet werden und dadurch kann der Impuls des B-Mesons mit dem des b-Quarks in
Verbindung gebracht werden.

Py = mpvt = (my, + A)o* = pi + Av* (3.15)

Der Impuls des Mesons unterscheidet sich also nur durch den Vektor Av* von dem Impuls
des b-Quarks. Da die Verschiebung nur in Richtung der Geschwindigkeit v* geschieht,
besitzt auch der Impuls des hadronischen Jets keine Komponenten, die senkrecht auf den
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Lichtkegelvektoren stehen. Damit erhélt man fiir die Aufspaltung von P* in Lichtkegel-
komponenten

P, =(mpv—q)n =my+A—q.=py +A

P =(mpv—q)-n =mpy+A—q_=p_+A . (3.16)

In (3.13) kann nun die partonisch invariante Masse sq = pip_ durch die hadronisch
invariante Masse sy = P, P_ ersetzt werden.

2T (sg — P?)? s
Q(HP5 Ys(p- = M5 = A) = md) {s53(P- — A) — 2m)]

my,
+sP_[3m? + my(12A — 8P_) + 3(P_ — 3A)(P_ — A)]
+P2[3(P- — 2A)mj + 2(P? — 6AP- + 6A*)my, + 3(P- — 2A)(P- — A)A]}
0(my — P_ + N)O(my — ‘;—H + AP — ‘;—H) dsydP_ (3.17)

al' =

Im Vergleich zu (3.13) enthélt das Argument der Deltafunktion die Variablen sy und
P_ und somit verschwindet die Deltafunktion durch eine Integration iiber P_. Dadurch
erhélt das Spektrum der hadronisch invarianten Masse einen kontinuierlichen Verlauf. Die-
ses Ergebnis wird spéter mit dem Resultat der Lichtkegelentwicklung verglichen. Da dieser
Entwicklung ein bestimmtes Powercounting zu Grunde liegt, macht es Sinn im Folgen-
den das partonische Resultat ebenfalls unter den Annahmen der Lichtkegelentwicklung zu
untersuchen. Wie in Kapitel 2.3 beschrieben, wird bei dieser Entwicklung eine bestimm-
te kinematische Situation betrachtet. In dieser Situation besitzen die Zerfallsprodukte
die maximal mogliche Energie. Der Wert der hadronisch invarianten Masse ist in diesem
Fall von der Ordnung myAgcep. Genau wie bei der !/m,-Entwicklung kann auch hier das
Problem in zwei Groflenordnungen, m;, und Agep, eingeordnet werden. Diese Ordnun-
gen beschreiben das Verhéltnis der Lichtkegelkomponenten P_ und P,. Die hadronisch
invariante Masse ist durch das Produkt der beiden Komponenten definiert und somit gilt
sy = P_P. ~ O(mpAgep). Dies ist keine neue GroBenordnung des Zerfalls sondern le-
diglich eine Konsequenz der kinematischen Verhiltnisse. Da das b-Quark relativ schwer
ist, kann der Quotient dieser Ordnungen als Entwicklungsparameter verwendet werden.
Das Powercounting fiir die Lichtkegelentwicklung wird deshalb mit skalierten Gréflen be-
schrieben. Aquivalent zu (2.43) sind die Projektionen des Impulsvektors des hadronischen
Zerfallsprodukt von verschiedenen Gréflenordnungen.

1 “
P=—P =(1+ANv—¢ -7 ~ O)

my

1 A
L S I O( QCD)

mp mp

A
=2~ (’)( QCD) (3.18)

Eine besondere Rolle spielt die Masse des c-Quarks, die im Argument der Deltafunktion
auftritt. Wie bereits erwahnt, ist es auf Grund der Struktur der starken Wechselwirkung
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nicht moglich, die Masse eines Quarks direkt im Experiment zu messen. Die theoretischen
Vorhersagen fiir diese Werte basieren auf perturbativen Rechnungen, die je nach verwen-
detem Schema von einander abweichen. Das Intervall der moglichen Werte fiir die Masse
des c-Quarks befindet sich in einem Bereich, der zwischen der Skala der starken Wech-
selwirkung und der Masse des D-Mesons liegt. Der numerische Wert von m? ist genau
wie die hadronisch invariante Masse von der GroBenordnung myAgep und damit ist m?
vergleichbar mit dem Entwicklungsparameter O (Aacp/m,). Das Powercounting wird somit
um einen Eintrag erweitert:

2 A
m? = ZQ ~O ( %if’) . (3.19)
b

Nun kann das Ergebnis in (3.17) geméafi des Powercountings entwickelt werden. In fithren-
der Ordnung ergibt sich

2T
"y

dl = =26(sig — m? — P_AN)0(my — P_)O(P_)P?(3my — 2P_)dsydP- .  (3.20)
Die Integration tiber die Impulskomponente P_ kann mit Hilfe der Deltafunktion durch-
gefiithrt werden. Eine bessere Ubersicht kann erreicht werden, indem die hadronisch inva-
riante Masse durch die GroBe S = sy — m? ersetzt wird. Das Spektrum lautet dann in
fithrender Ordnung

ar 2y

— = — A —28)0(m,A — S)0 . 21
Wird S als die hadronisch invariante Masse ohne Verschiebung um m? definiert, stimmt
das Ergebnis mit der partonischen Rechnung aus [62] fiir den semileptonischen Zerfall
eines b-Quarks in ein u-Quark iiberein.

3.2 Lichtkegelentwicklung

Der partonische Grenzfall des betrachteten Prozesses, der Zerfall eines b-Quarks, fiihrte,
wie im vorangegangenen Unterkapitel gezeigt, zu einen kontinuierlichen Spektrum. Dieses
Resultat stellt den Verlauf des Spektrums in einer groben Niherung dar. Vorallem das
abrupte Ende des Spektrums an der oberen Grenze sy = m?2 + myA entspricht nicht der
physikalischen Situation. Zwar wurde gezeigt, dass sich das Spektrum durch das Einbe-
ziehen von perturbativen Korrekturen auch auf hohere Werte der hadronisch invarianten
Masse ausdehnt, doch auch dann bleibt an dieser Stelle ein unphysikalischer Sprung [72].
Die Lichtkegelentwicklung beseitigt durch ein verdndertes Powercounting diesen Umstand
und liefert ein glattes Spektrum.

In diesem Unterkapitel wird das Spektrum der hadronisch invarianten Masse berechnet.
Ausgangspunkt ist wie oben bei der Betrachtung des partonischen Grenzfalls die doppelt
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differentielle Rate

dr = migFo (¢"d" = ") Wi (a- — 4+)°0(q-)0(q+ — ¢-)dgrdg— . (3.22)
Hierbei wurde wieder das Koordinatensystem so definiert, dass der Impulsiibertrag ¢
lediglich Komponenten in Richtung von n* und n* besitzt. Im Gegensatz zur Definition
bei der Betrachtung des partonischen Grenzfalls (3.5), beschreibt der hadronische Tensor
WH” den inklusiven Zerfall eines B-Mesons und ist somit abhéngig von den Zustdnden
dieser Mesonen.

W = —%[m (—i / d'r e—iQ'x<B|T[JW(x)J”(0)]\B>) (3.23)
Der Austausch der Zusténde fithrt zu folgender Komplikation. Da das B-Meson einen
aus Quarks und Gluonen zusammengesetzten Zustand darstellt, kann das Matrixelement
des Produkts der Operatoren T'[JT#(x)J"(0)] nicht mehr innerhalb der Stérungsrechnung
bestimmt werden. Deshalb wird das Produkt mit Hilfe der Lichtkegelentwicklung in Wil-
sonkoeffizienten, die mit der Storungsrechnung ermittelt werden kénnen, und Operatoren,
welche die Bindungseffekte innerhalb des Mesons beschreiben, aufgespalten. Die verwende-
te Methode ist eine Operatorproduktentwicklung und stellt damit eine Relation zwischen
Operatoren dar. Die konkrete Berechnung der Wilsonkoeffizienten ist somit unabhéngig
von dem betrachteten Prozess und kann auch im partonischen Grenzfall durchgefiihrt
werden. Dies vereinfacht das weitere Vorgehen erheblich. Zuerst wird eine Operatorbasis
bestimmt, welche die Operatoren der Lichtkegelentwicklung darstellen. Danach werden
die Wilsonkoeffizienten ermittelt, indem das partonische Matrixelement des Operatorpro-
dukts aus (3.23) mit den Matrixelementen der Operatorbasis verglichen werden. Wie in
vorangegangene Arbeiten [62,64], die sich mit Lichtkegelentwicklungen im Bereich der
Zerfille von B-Mesonen beschéftigen, wahlt man folgende Operatorbasis:

O(w)  =b,6(1Dy + W)y Tb,

O w) = /dw1dw25(w —en) 70w w2)5v5(2D+ + w2 )1tD"6(1Dy. + w1)Ty*Th,

w1 — Wy
O3 (w) = /dwldwgd(w — wui) — i(w — w2)5v5(zD+ + wy) (1D 1)? 6(eDy + w1 )T Th,
1 — W2
Oj(w) =
9 / dondin 2 =) =W =)y 5 hy ) (e : G) 51D + w1) Py sTh,
2 w1 — Wy 1
OMNw) =b, {1D",6(1Dy + w)} T Tb,
OMw) =b,1D", 61Dy + w)] Ty ysIb,, (3.24)

Genau wie in Kapitel 2.3 stellt e- G = €uap®n’GM die Kontraktion des Gluonfeldstérke-
tensor mit dem Levi-Civita Tensor dar. Im Gegensatz zu der Operatorbasis, die im voran-
gegangenen Kapitel definiert wurde, befindet sich nun ein weiterer Operator, O'f)‘(w) in der
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Aufzdahlung. Dieser Operator muss in der Rechnung auf Grund der Groflenordnung der in-
varianten Masse des c-Quarks beriicksichtigt werden. Er tritt nur bei inklusiven Zerféallen
auf, bei denen ein c-Quark beteiligt ist, da die Massen der restlichen Quarks entweder we-
sentlich kleiner oder groer sind. Bei der Berechnung des Leptonenergiespektrums in [64]
fiir den hier betrachteten Prozess, ist neben dem hier aufgefithrten noch ein weiterer Ope-
rator notig, um das Spektrum komplett beschreiben zu kénnen. Die neu hinzugefiigten
Operatoren haben Auswirkungen auf das Ergebnis des Leptonenergiespektrums im Zer-
fall B — X,fv. Da in [64] nicht der Propagator des c-Quarks sondern ein Diagramm mit
einer Schleife entwickelt wurde, werden die Ergebnisse momentan noch hinsichtlich ihrer
Giiltigkeit diskutiert, z.B. [73,63]. In der vorliegenden Arbeit wird fiir die Ermittlung des
Spektrums der hadronisch invarianten Masse der Propagator des c-Quarks entwickelt und
diese Methode hat bereits in anderen Prozessen richtige Ergebnisse geliefert, z.B. [61]. Als
weiteren Beleg dafiir, dass dieser Operator in der Entwicklung auftritt, ist die Tatsache
zu werten, dass der Wilsonkoeffizient des Operators, wie weiter unten zu sehen ist, eine
Proportionalitiat zur Masse des c-Quarks aufweist. Somit ist das Auftreten nur auf Zerfille
beschrénkt, in denen die Quarkmasse des Zerfallsprodukt nicht vernachléssigt wird. Die
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit reproduzieren daher die publizierten Ergebnisse des
Spektrums der hadronisch invarianten Masse fiir den Zerfall B — X, (v [62], falls die
Masse des c-Quarks vernachléssigt wird.

3.2.1 DMatrixelement ohne Gluonabstrahlung

Zur Berechnung der Wilsonkoeffizienten der Operatoren in (3.24) wird also wie im Unter-
kapitel zuvor der Zerfall eines b-Quarks betrachtet. In Kapitel 2.3 wurde das prinzipielle
Vorgehen bei dieser Operatorproduktentwicklung bereits beschrieben. Da die Operator-
produktentwicklung unabhéngig von den Zustédnden ist, kann ein beliebiges Diagramm
betrachtet werden, dass durch den hadronischen Tensor (3.23) definiert ist. Das einfach-
ste Diagramm ist ein Vorgang ohne die Abstrahlung von Gluonen, das in Abbildung 3.1
gezeigt ist. Genau wie zuvor erhélt man durch Anwenden der Feynmanregeln

1 Pe — Me 1

ﬂb%§(1 —75) %5(1 — Y5)Up : (3.25)

Im néchsten Schritt wird dieser Term entwickelt um aus den entstehenden Summanden
die Wilsonkoeffizienten zu bestimmen. Zuerst werden dazu die Vektoren in Anteile par-
allel und senkrecht zu den Lichtkegelvektoren n* und n* aufgespalten. Aulerdem wird
der Impuls des c-Quarks p# als die Differenz aus dem Impuls des b-Quarks pj und des
Leptonpaars ¢* geschrieben. Der Impuls des b-Quarks kann daraufthin wie in (2.1) durch
die Geschwindigkeit v* und den Restimpuls £* ausgedriickt werden. Man erhélt dadurch

l( k) + 2 + k + 1
5\P )t 2(p+ i+ kL

Yo=(1—7 3.26
o Tp (p, + k,)(p + k ) + k2 — me2 + 1€ 2( 5)ub ( )

mit p* = myv* — ¢*. Dieser Term wird nun geméfl des Powercountings der Lichtkegelent-
wicklung bearbeitet. Wie oben bereits erwahnt, liegen die Werte der skalierten Masse des

D — M2 + 1€
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c-Quarks 7, = m¢/m? in einem Bereich, der von der gleichen Grélenordnung wie der Ent-
wicklungsparameter Aecp/m, ist. Somit lautet das Powercounting in der hier verwendeten
Notation:

1
Ai = —PpD_ = — n ~ O 1
P (v—q)-n (1)
. 1 . A
pr=—pr=@W—=q¢ n ~ O( QCD)
myp mp
bt — iku ~ O Agcp
mp mp
2= e O(AQCD)
my my
A A A
A=— ~ o( QCD) . (3.27)
my my

Die hier gezeigte Rechnung wird nicht mit skalierten Groflen durchgefithrt um spéter die
Ergebnisse mit Hilfe einer Dimensionsanalyse priifen zu kénnen. Die Entwicklung ergibt
somit folgendes Resultat:

A it 1
2p_ (A — m2 + 1e) A —m2 + e

k_m?+p_k% 1
- - N e A € 3.28
Q(A . mz + 26)2%_‘_ 7 2( 75)’&1, ( )

_ -
“Tu 2(A —m2 + ze)% * ke

mit A = p_(p, + k). Damit die Bestimmung der Wilsonkoeffizienten der Operatoren in
(3.24) gelingt, muss das Ergebnis noch leicht modifiziert werden. Hierzu wird die +-Kom-
ponente des Restimpuls anhand einer Integration iiber eine Deltafunktion durch die Grofie
w ersetzt. Dadurch wird A zu A, = p_(p+ — w).

A, 1
7+
2p_(A, — m? + e) A, —m?2 4 1€

ub/dwé(w+k‘+)w{ b "+ I

2(A, — m2 + )
km?+p_k?

1
T3, —mz e T Wt e (3.29)

Bei der Berechnung des partonischen Resultats wurden zuerst die Matrixelemente und
danach deren Imaginérteil ermittelt um so ein Ergebnis fiir den Tensor W* zu erhal-
ten. Zur Bestimmung der Wilsonkoeffizient wird nun zuerst der Imaginérteil der Terme
betrachtet. Damit erhélt man

_ A,

[ b+ b |G 225+ RO, - i)
k_m? _k? 1

P (A = ) [ g (L= 3w (3:30)
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Diese Terme miissen mit den partonischen Matrixelementen der Operatorbasis in Verbin-
dung gebracht werden. Nun wird der Vorteil der Betrachtung des partonischen Grenzfalls
deutlich. Die Matrixelemente der Operatoren in (3.24) kénnen mit den Zusténden von
freien Quarks relativ einfach berechnet werden. Die Entwicklung des Diagramms wird
sich als eine Summe aus Matrixelementen

<b|OA( )|b> = 6(ky +w)u Ty T,

B0y = — k76 (k. + wy)u [y Ty

(|03 (w)|b) = — /ﬁé’(w+ ki )Ty Ty

(0|03 (w)[b) =

(b|ONw)|b)= 2/&5(1@+ + w) @Dy Ty,

(b|OF (w)|b)= (3.31)

mit geeigneten Wilsonkoeffizienten schreiben lassen. Dies ist moglich nach einer partiellen
Integration der Terme proportional zu &' (A, — m?) beziiglich der Integrationsvariable w.

%/ﬁw&Aw—m@mL¢§w+éiﬁ+¢n&w+kg

kem?+p k3 1

Durch den Vergleich mit (3.31) sieht man, dass mit dem Diagramm die Koeffizienten der
Operatoren, deren Matrixelement nicht verschwindet, bestimmt werden kénnen. Damit
erhélt man fiir einen Teil der Operatoren aus (3.24) die Wilsonkoeffizienten.

CMw) = (&m + ﬁr_f‘) 5(A, —m?)

2 2p_
—K 2
O (w) = —= e §(A, — m2)
1
C’?’,\(w) = —én’\d(Aw — mz)
1
C5M(w) = 5970(Ay —my) (3.33)

Dabei stellt g7 dle senkrechten Komponenten des metrischen Tensors dar, die definiert
sind als a§ = ¢g7*ay mit der Definition von af aus (2.37).

3.2.2 Matrixelement mit Gluonabstrahlung

Mit dem verwendeten Diagramm konnte nur ein Teil der Wilsonkoeffizienten bestimmt
werden. Deshalb muss noch das Matrixelement mit der Abstrahlung eines Gluons be-
trachtet werden, da die noch nicht bestimmten Koeffizienten zu Operatoren gehoren, die
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antisymmetrische Kombinationen der kovarianten Ableitung beinhalten. Die starke Wech-
selwirkung beruht auf einer nicht-abelschen Symmetriegruppe und somit tritt in diesen
Operatoren zumindest einmal das Quantenfeld des Gluons auf. Diese Operatoren tragen
dadurch aber nur zu Prozessen bei, die ein Gluon im Endzustand aufweisen. Deshalb muss
das gleiche Vorgehen wie im letzten Abschnitt noch einmal fiir das Diagramm in Abbil-
dung 3.2 durchgefiihrt werden. Hierzu erhdlt man durch Anwenden der Feynmanregeln

W(pe + me)(—rgf)e(pe + ) +me) 1
p2—mZ 1) ((pe + D7 — m2 +16) "2
Der Impuls und die Polarisation des Gluons werden mit [* bzw. e* bezeichnet. Die Ab-
strahlung des Gluons darf dabei die kinematischen Voraussetzungen des Powercountings
nicht verdndern. Wie in dem Diagramm in Abbildung 3.2 zu sehen ist, wird das Gluon
von dem c-Quark emittiert. Das Quark tragt in der kinematischen Situation, die durch
das Powercounting beschrieben wird, einen Impuls der Gréflenordnung m,. Daher muss
das Gluon mit einer Energie der Ordnung Agcp abgestrahlt werden, damit der Impuls
des c-Quarks seine Groflenordnung beibehilt. Somit wird das Powercounting in (3.27) um
eine Bedingung erweitert

51— 70); IS CE )

| A
=it~ 0 (%{)D) . (3.35)

Nun werden wieder die Vektoren durch ihre Komponenten parallel und senkrecht zu der
Lichtkegelvektoren ausgedriickt. Die anschliefende Entwicklung anhand des erweiterten
Powercountings liefert folgendes Resultat:

_ tg 2
du (e + & 2427, +p L, —2
“b/ WO k) A T (B s L ) TRl = 2m)

. 1
+2(e-m? +p-(2k +11) - €L )b+ p_e” (2aeprrs + 2 earss) + - } Tz (1= 75)us
(3.36)

b b

Abbildung 3.2: Feynmandiagramm des Prozesses b — cfv mit Abstrahlung eines Gluons
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Wie zuvor wird der Imaginérteil dieses Ausdrucks bestimmt. Da der einzige imaginére
Term wie oben durch die infinitessimale Grofle e gegeben ist, gilt

; 1 1 S(Ay —m2) = (A, +p_ly —m})
TNas T mE o) Bl —m2 ) R |
(3.37)

Die imaginéren Terme von (3.36) konnen nun mit den Matrixelementen der Operatoren
aus (3.24) verglichen werden um so die Wilsonkoeffizienten ermitteln zu koénnen. Die
Matrixelemente lauten

(b|Og (w)[bg) =0

0wt ky) = 0w+ ke +14)

(b|OT|bg) = — ge 5 0y Ty
+
) cN SwAky) —d(wH k1) -
(b|O3 (w)|bg) = —QEL'(QIC-FZ)L ( +) ZA( hs +)ubF7’\Fub
_l’_

o\ S(wHk)—(wtke 41 -

0OYw)bg) = — & (e-¢) TR AR E L g p
Jr

(O (w)[bg)= — ge"(6(w + k) + 6w + k. + 14)) @Iy Tuy
O W)lbg)= — g (5w + k) — 8w + ky + L)) @I sluy . (3.38)

Diese Resultate enthalten auch Matrixelemente von Operatoren deren Wilsonkoeffizient
schon durch die Berechnung des Diagramms ohne Gluonabstrahlung bestimmt wurden.
Diese Koeffizienten miissen fiir beide Diagramme identisch sein und so kann das Ergebnis
(3.33) des ersten Diagramms aus Abbildung 3.1 iiberpriift werden. Durch Umformen der
Deltafunktionen kann das entwickelte Diagramm in die Form der Matrixelemente gebracht
werden, da

S(w+k)6(Au +p_ly — m2) = 6(w + ky + 1,)6(Ay — m?2) (3.39)

Cc

gilt. Mit Hilfe von
(e-G), =26leg (3.40)

konnen die restlichen Wilsonkoeffizienten extrahiert und die bereits bekannten iiberpriift
werden. Der Anteil des Tensors W#, der durch das Diagramm mit Gluonabstrahlung
reprasentiert wird, lautet somit

ab / dw §(A, — m?)’yu% [—2¢(6(w + k) + 0(w + k. + 14))

ki) — k l ki) — k [
+2€_m§7/b5(w+ +) = 0w+ ki + +)+27L(2/€L—|—ZL)-€L6(W+ +) = 0w+ ki +15)
p-ly s
) ky)—o k [
+2€iﬁla€g7/ry5 (w+ k) Z(C‘H‘ )
+
o 1
P26 eysn (6w + ) = 6w+ ha A L))+ wg( b (341)
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Durch den Vergleich mit den Matrixelementen erhélt man die noch fehlenden Wilson-
koeffizienten. Die Terme in den ersten zwei Zeilen entsprechen den Matrixelementen der
Operatoren (’)f’\(w), 03 (w) und O (w). Die Wilsonkoeffizienten, die sich dabei ergeben,
stimmen mit den bereits zuvor ermittelten Koeffizienten iiberein und bestétigen somit die-
ses Resultat. Die letzten zwei Terme in der Klammer werden verwendet um die noch un-
bekannten Koeffizienten der Operatoren O} (w) und O%*(w) zu bestimmen. Daraus erhilt
man

Chw) = — 55 — )

1
CMw) = Ezeﬁ’\é(Aw —m?) . (3.42)

C

3.2.3 Resultat

Mit diesem Ergebnis sind die Operatoren und die dazugehorenden Wilsonkoeffizienten
bis zur néchstfithrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung bestimmt. Damit kann der
Tensor W als eine Summe von Matrixelementen der Operatoren aus (3.24) geschrieben
werden. Da die Lichtkegelentwicklung, wie jede Operatorproduktentwicklung, eine Relati-
on zwischen Operatoren darstellt, sind die Ergebnisse nicht von den Zustdnden abhéngig
und es kann fiir den betrachteten Prozess geschrieben werden

L (_@- / d' eiQ-w<BrT[J*“<x>J”<o>]rB>) - / A (B] [Cor(@) O} (w)

01 (@) O @) + Coa(@) O3 (W) + Cur(@)O)w) + Cs n (@) OF ()
O @OR@)]1B) . (343)

Die Operatoren sind dabei mit den Quarkfeldern b, definiert, die sich von denen des Stan-
dardmodells lediglich durch eine Phasentransformation (2.3) unterscheiden. Damit die
Vorteile der HQET genutzt werden konnen, werden die Felder b, durch die der HQET,
h,, ersetzt. Dadurch vereinfacht sich die Diracstruktur der Operatoren erheblich, da (2.32)
verwendet werden kann. Somit treten nur noch Operatoren auf, die als Diracmatrix entwe-
der die Einheitsmatrix oder 4,75 besitzen. Die hierzu notwendigen Spuren der urspriing-
lichen Matrixstruktur werden in den Wilsonkoeffizienten absorbiert. Der Wechsel von
den Feldern b, zu den Feldern der HQET bewirkt, dass weitere Operatoren im Ergebnis
beriicksichtigt werden miissen. Wie schon in (2.33) gesehen, stimmen die Felder nur in
fithrender Ordnung iiberein. Dies hat zur Folge, dass der fiihrende Operator Korrekturen
durch die Entwicklung der Felder bzw. der Spinoren erhilt. Da im Operator Oy (w) da-
bei entweder auf der linken bzw. rechten Seite eine kovariante Ableitung eingefiigt wird,
konnen diese Terme in den Wilsonkoeffizienten der Operatoren O (w) und O (w) auf-
genommen werden. Eine weitere Verdnderung des bisherigen Ergebnisses wird auf Grund
der Korrekturen zur Lagrangedichte der HQET (2.13) notwendig. Die Terme enthalten
mindestens zwei kovariante Ableitungen und somit treten bis zur néchstfithrenden Ord-
nung der Lichtkegelentwicklung nur Korrekturen zum Operator der fithrenden Ordnung
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auf. Da die Korrekturterme der Lagrangedichte wie Wechselwirkungen behandelt werden,
erhélt man

O3 (w) =i / dy T[(h,0(iDs + w)TyTh,)(0) 0L(y)] . (3.44)

Dieser Term stellt eine Korrektur des fithrenden Operators dar und dadurch erhélt der
Operator O3 (w) den gleichen Wilsonkoeffizienten wie der Operator O} (w). Zusammenge-
fasst erhélt man folgendes Ergebnis der Lichtkegelentwicklung:

~Lm (—i / d'r e—iQ~m<B|T[JW(x)JV(0)]|B>) - / dw (B [C’O(w) (Op(w) + Or(w))

+C1a(@)0F (@) + Co(w)O3(w) + Cafw)Oa(w) + Cisx6)O5(w) + Can(w) 05 ()
+Cor(@) (P() + PA()) + Crma (@) PP (@) + G () P(w)
+Cir ()P (@) + Cs (@) PRw) + Ca (@) PR W)| 1B) . (3.45)

Die Operatoren sind bis auf die Matrizenstruktur identisch mit den Operatoren (3.24).
Die mit O benannten Operatoren besitzen anstelle der Diracmatrizen die Einheitsmatrix
1, wihrend die Operatoren, die durch P gekennzeichnet sind, an dieser Stelle die Kom-
bination 75 aufweisen. Die Wilsonoperatoren unterscheiden sich nur durch die Spur
iiber die Diracmatrizen bzw. ein Vorzeichen von den bisher genannten Koeffizienten. Die
Abhéngigkeit des Ausdrucks von den Lorentzindizes u, v befindet sich in den Diracma-
trizen I'.

Co(w) = Tr[P,Ty,I <%n>‘ + —

S K2
B e n (A, — m?)
2p

CT(w) = =Tr[PIT]

_ 1
Cs(w) = —TT[PJFF%\F]én)‘(S(AW —m2)

Cy(w) = —TT[PJFF%\F]%n)‘é(Aw —m?)

_ 1 1
Ci(w) = <TT[P+F’)/)\F]2 + 8—T7‘[P+7 [y + P TyIy" ]p— ’\> 5(A, —m?)

2
_ 1 1
Ohw) = (Trmmr]zzq + g Tr{Py Tl ~ Pl ) 5(Ay — m?)
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_ - A,
C’é(w) = —Tr[v’\%ryaf] <p—n°‘ + —no‘) (A, — mg)

Koy 2

_ nm
CMNw) = Triy 50T o CnS(A, —m?)

O (w) = Tr[y’\fy5F7AF]%n’\6(Aw _ m?)
_ 1
CHw) = Triy Pl ans(A, — m?)

K. T 1 e 1 KT T K p* «@
CMw) = — (T r M Ival] 291 + —Tr[y 57 Tyl + v 0aly |5 )

2 Smb
§(A, —m?)

C

. S H_ o
CR(w) = - (TT[VAVBFVaF]ﬁzeL o T Tyl = vl al ] 5o )

§(A, —m?)  (3.46)

Das Ergebnis (3.45) stellt die Operatorproduktentwicklung des Tensors W bis zur Ord-
nung O(AQQC p) dar. Weitere Operatoren, die durch Einfligen von kovarianten Ableitungen
bzw. Deltafunktionen §(:D 4+ w) entstehen, sind mindestens um einen Faktor Agep un-
terdriickt. Bei dem Einsetzen einer kovarianten Ableitung ist dies leicht nachzuvollziehen,
da die Ableitung selbst von der Ordnung Agcp ist. Die Deltafunktionen sind zwar propor-
tional zu O(Y/Agep), doch kénnen sie nur in Verbindung mit einer Integration auftreten
und das Integrationselement dw ist von der Ordnung Agcp. Somit fiihrt das Einfligen
einer Deltafunktion samt Integration nicht zu einem weiteren Faktor Agcp. Trotzdem
ist die in (3.24) vorgestellte Operatorbasis ausreichend um den betrachteten Prozess zu
beschreiben. Von dieser Basis abweichende Operatoren wiirden im Diagramm mit Gluon-
abstrahlung andere Kombinationen aus Deltafunktionen mit Quark- und Gluonimpulsen
im Argument erzeugen. Da aber alle auftretenden Terme auf die Matrixelemente von
(3.24) abgebildet werden konnten, sind in dieser Ordnung der Lichtkegelentwicklung alle
Operatoren und Wilsonkoeffizienten gefunden.

3.3 Matrixelemente und Shapefunktionen

Das Produkt der Operatoren, das den semileptonischen Zerfall beschreibt, wurde anhand
der Lichtkegelentwicklung durch Wilsonkoeffizienten und der Operatorbasis (3.24) ausge-
driickt. Diese Trennung von Koeffizienten und Operatoren hat zwei Vorteile. Zum einen
konnen die Wilsonkoeffizienten mit Hilfe der Stérungsrechnung ermittelt werden, wodurch
die Prézision der Berechnung kontrollierbar wird. Die Matrixelemente der Operatoren,
die in den hadronischen Tensor W eingehen, konnen dagegen nicht prézise im Stan-
dardmodell bestimmt werden. Allerdings héngen sie lediglich von dem Anfangszustand,
der in diesem Fall ein B-Meson ist, ab und treten dadurch in verschiedenen inklusiven
Zerfillen auf. Dieser universelle Charakter kann ausgenutzt werden um die Werte der
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Matrixelemente aus experimentellen Daten zu ermitteln. Dadurch erhélt man sowohl fiir
die Wilsonkoeffizienten als auch fiir die Matrixelemente Werte, die sich durch akzeptable
und abschétzbare Fehlerbalken auszeichnen.

Die Operatoren der Lichtkegelentwicklung fiir den semileptonischen Zerfall eines B-Mesons
sind im letzten Abschnitt gezeigt worden. Diese Operatoren ersetzen den Tensor WH”

B]/dw

é
+Cl,{ (w +é
—i—C’o,\(w) (Pg(w) +

Oo(w) + Or(w))

(w)O3(w) + Ca(w)Os(w) + Cs (W) O%5(w) + Ca (W) O (w)
Pp(w)) + C1a (W) PP (w) + Ca(w) Py (w) + Cua(w) PP (w)
O (W) P W) + Cam(@) PP w)] [BY . (3.47)

Es gilt somit die Matrixelemente der Operatoren zu bestimmen um die Phasenrauminte-
grationen ausfithren und das Spektrum der hadronisch invarianten Masse berechnen zu
konnen. Die Operatoren beschreiben, wie bereits erldutert, eine unendliche Anzahl von
Beitrdgen eines bestimmten Twists, die entlang des Lichtkegels dieselbe Groflenordnung
besitzen. Diese Beitrage konnen als Momente einer Funktion interpretiert werden. Aus
diesem Grund stellen die Matrixelemente im Gegensatz zur 1/m,-Entwicklung Funktionen
dar, die bereits in Kapitel 2.3 mit dem Namen Shapefunktionen kurz erldutert wurden.
Das Matrixelement des Operators der fithrenden Ordnung definiert die Funktion f(w)

(B|Oo(w)|B) = (Blh,0(tDs + w)he| B) = f(w) . (3.48)

Dies ist in fiihrender Ordnung die einzige Funktion, da das Matrixelement bzgl. Py(w)*
verschwindet. Dies ist dadurch zu erklaren, dass bei der Parametrisierung keine geeignete
Kombination von Lorentztensoren zur Verfiigung steht um die Eigenschaften des Ma-
trixelements zu représentieren. Ahnlich verhalten sich die Matrixelemente der Operato-
ren PfNw), P (w), O4(w), PEMNw), O%(w) und Pp(w). Sie verschwinden durch das Fehlen
geeigneter Groflen zur Parametrisierung oder auf Grund der Bewegungsgleichungen der
HQET. Eine detaillierte Beschreibung hierzu befindet sich im Anhang A. Die restlichen
Matrixelemente kénnen mit Hilfe der zur Verfiigung stehenden Vektoren und Tensoren
und durch Definition neuer Shapefunktionen bestimmt werden.

(B|O%(w)|B) = / dionduo, 2 =) ZOL = 92) gy D DD, + ) B)

= —(wf(@)(n" —v") + ri(w)n")
(B|Os(w)|B) =

/ diondioy 2 =) ZOW = W) pp S0D ) (1D 54D, + w1 Vho B

w1 — Wy
= G3(w)
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(B|P}'(w)|B) =

. g/dwldw26<w - ”:}3 — ii“ =) Blh (D, + w) (e - é)l 5D + wy)s*hy|B)
= (v = n®)Hy(w)

(Blhy {:D",6(1Dy +w)} hy| B)

= (n" = n"wf(w)

(B|hy, 2D, 51D, + w)] s*h,| B)

Kapo

(B|O5(w)|B) =

<B|PZ°‘(w)|B>

—i€" " v,nhi(w)

(BOr(@)|B) = (Bli [ dyTI(R,5GD: + )P Th)O)SL)B) = 1) (349)

Das Matrixelement des Operators OF (w) wurde durch eine Ableitung zweier Shapefunktio-
nen definiert, da auf diese Weise eine Verbindung zur fithrenden Shapefunktion hergestellt
werden konnte. Auch das genaue Betrachten des Matrixelements von O%(w) zeigt, dass
sich die Definition von f(w) nutzen lésst.

Die Shapefunktion f(w) beschreibt das Verhalten der differentielle Rate in der fithrenden
Ordnung der Lichtkegelentwicklung. Der Operator Oy(w), dessen Matrixelement f(w) re-
prasentiert, ist durch eine Deltafunktion zwischen den Feldern des b-Quarks definiert.
Das Matrixelement liefert somit nur einen Beitrag, falls die +-Komponente des Restim-
puls, der durch die Anwendung der kovarianten Ableitung auf h, entsteht, genau mit w
iibereinstimmt. Da die Integration der Shapefunktion iiber w auf Grund der Deltafunk-
tion auf eins normiert ist, kann f(w) als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden.
Physikalisch beschreibt die fiihrende Shapefunktion somit die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir das Existenz eines b-Quarks innerhalb des B-Mesons, das gerade in Richtung
des Vektors n* den Restimpuls w besitzt. Damit wird klar, dass in der Shapefunktion die
entscheidenden Anteile der Bindungseffekte kodiert sind. Allerdings repréisentieren die
Shapefunktionen Objekte, die nicht perturbativ berechnet werden kénnen. Informationen
iiber diese Funktionen konnen nun entweder durch Methoden, die nicht auf der Stérungs-
reihe basieren, oder mit Hilfe von experimentelle Daten ermittelt werden. So ist z.B. das
Energiespektrum des Photons im seltenen Zerfall B — X7 in fiihrender Ordnung direkt
durch f(w) gegeben [60]. Somit kann die fithrende Shapefunktion aus einer Messung dieses
Prozesses ermittelt werden um sie dann fiir die Berechnung des hadronischen Spektrums
zu verwenden. Das Spektrum der hadronisch invarianten Masse kann nicht so einfach fiir
die Extraktion der Shapefunktion herangezogen werden, da das Spektrum, wie weiter un-
ter bei der Prasentation des Resultats zu sehen ist, durch eine Faltung dieser Funktion
entsteht.

Die Auswirkungen durch die Shapefunktion auf die hadronisch invariante Masse konnen
bereits abgeschitzt werden. In der 1/m,-Entwicklung ist die hadronische Masse durch eine
Deltafunktion festgelegt, die durch die Entwicklung des Propagators und die Ermittlung
des Imaginérteils entsteht. Die gleiche Deltafunktion tritt auch in (3.17) der partonischen
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Rechnung auf, die bei Ersetzung von sy = P_P, in
§(sg — AP+ Py) + A* —m?) (3.50)

iibergeht. Durch eine dhnliche Rechnung erhélt man auch eine Deltafunktion fiir die Licht-
kegelentwicklung

S(A, —m2) =8(sg — AN(P_+ P,) —w(P. —A)+A*—m?) . (3.51)

Die Gréflen w und £, unterscheiden sich geméfl der Definition lediglich im Vorzeichen. Der
Term proportional zu w beschreibt eine partonischen Impulskomponente P- — A = p_.
Auf Grund der Wahl des Koordinatensystems, die dazu fiithrt dass P* nur Lichtkegel-
komponenten besitzt, ist diese Komponente positiv, da die hadronisch invariante Masse
und die hadronische Energie positiv sind. Somit nimmt die hadronisch invariante Masse
ab, wenn die +-Komponente des Restimpuls einen positiven Wert annimmt. Wie nach-
folgend in Kapitel 4 zu sehen ist, hat die fithrende Shapefunktion keinen symmetrischen
Verlauf sondern ist leicht zu positiven k; verschoben. Dadurch wird sich das Maximum
der partonischen Rechnung zu kleineren Werten von sy verschieben.

3.4 Resultate

Mit den Ergebnissen der letzten beiden Abschnitte kann das Spektrum der hadronisch
invarianten Masse angegeben werden. Der Tensor W# wird durch eine Summe aus Shape-
funktionen und Wilsonkoeffizienten ausgedriickt. Die Wilsonkoeffizienten enthalten eine
Spur iiber die Diracstruktur und somit die Kopplungen an den Leptonsektor iiber die
Lorentzindizes p und v. Zur Berechnung des Spektrums miissen daher die Spuren er-
mittelt und die hadronischen Anteile mit den leptonischen kontrahiert werden. Dadurch
erhélt man die differentielle Rate in Abhéngigkeit von zwei Phasenraumvariablen und der
zusétzlich eingefiithrten Variable w.

Ausgangspunkt ist wieder die doppelt differentielle Rate aus (3.3)

4
d0 = —To (¢"¢" = ¢°") Wu(a- = n-@)*0(q-)0(qy —q-)dn-qdg- . (3.52)
b

Damit das Powercounting der Lichtkegelentwicklung angewandt werden kann, werden
die leptonischen Impulskomponenten ¢, und ¢_ in die Impulskomponenten des c-Quarks
p_ und p, mittels ¢ = my — p4 transformiert. Die Groflenverhéltnisse dieser Varia-
blen sind im Powercounting (3.27) angegeben. Da die Lichtkegelentwicklung mit diesem
Powercounting durchgefiihrt wurde, ist es sinnvoll die gleiche Entwicklung auch auf den
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leptonischen Anteil anzuwenden.

(¢"¢" —d°9") (¢ —q.)* = % {(my —p_)n* + myn®} {(my — p_)n” +myn”}

—4my(my — p_)g""]

+ p_f+ [ﬁ“ {(p% + myp_ — 2mi)n” — 2my(my +p_)ﬁ”}
(i — p ) {2y — p I+ (2my 4 p)R) + Ay — p)(2my + g + ..

(3.53)

Diese Terme werden nun geméfl ihrer Groéflenordnung mit den Wilsonkoeffizienten der
Lichtkegelentwicklung kontrahiert. Dabei wird nur der Koeffizient der fiihrenden Shape-
funktion mit dem gesamten Resultat (3.53) kontrahiert, fiir die Terme der néchstfithrenden
Funktionen sind die Beitrége der fithrenden Ordnung von Bedeutung. Dadurch erhélt man
ein Ergebnis fiir die doppelt differentielle Rate. Aus Griinden der Ubersicht wird fiir die
Erlauterung der weiteren Schritte die fithrende Ordnung des Spektrums verwendet, bevor
das Resultat einschliellich der nédchstfithrenden Funktionen présentiert wird.

dl' 2(3my —2p_)p°

T = ot 0(p—(py —w) —md) f(w)0(my, — p_)0(p- — py) dp_dpydw (3.54)

Eine Dimensionsanalyse, die zur Uberpriifung des Resultats dient, zeigt auf beiden Seiten
eine dimensionslose Grofle. Auf der rechten Seite kommt dieses Ergebnis zustande, da die
Deltafunktion und die Shapefunktion zusammen die Massendimension [M]| = —3 besit-
zen, die gerade durch dp_, dp, und dw wieder aufgehoben wird. Das in (3.54) gezeigte
Resultat ist identisch mit dem des partonischen Grenzfalls (3.13), wenn man die Shape-
funktion durch ihr erstes Moment, §(w) siehe Anhang B, ersetzt und das Powercounting,
also sy ~ mpAgep, angewandt wird. Das Spektrum der hadronisch invarianten Masse
kann errechnet werden, nachdem hadronische Variablen eingesetzt wurden. Deshalb wird
wiederum eine Variablentransformation durchgefiihrt, die die Variablen des partonischen
Prozesses durch die des Mesonzerfalls ersetzt.

p-=(mpyuv—q) - n=mpv—Av—q)-n=P_.—AN  p.=(mpw—gq)-n=P,—A (3.55)

Die Masse mp beschreibt die Masse eines B-Mesons und die hadronisch invariante Mas-
se sy ist durch das Quadrat des Impuls P*, sy = P, P_, gegeben. Das Spektrum der
hadronisch invarianten Masse lautet mit einer Verschiebung in der Variable w

1 dl 2(3my+2A — 2P_)(P_ — A)3

F_OdsH - P_mzl flo=»)
5((P. — A)(;—fj — w) —m2)f(mp — P_)O(P- — ;—fj> dP_dw . (3.56)

Durch eine Integration iiber die Impulskomponente P_ erhilt das Spektrum seine ab-
schliefende Form. Die Deltafunktion, die zur Integration ausgewertet werden muss, besitzt
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dabei zwei Losungen fiir die Ersetzung von P_. Dies entspricht der Wahl im Powercoun-
ting, welche Komponente, P, oder P_, von der Gréflenordnung Agep ist. Somit ist hier
diejenige Ersetzung zu verwenden bei der P_ von der Ordnung m;, ist. Nach der Integration
sind nicht alle Terme des Spektrums von der gleichen Gréflenordnung, da das Argument
der Deltafunktion nicht entwickelt wurde. Deshalb wird wieder das Powercounting an-
gewandt um die Terme der fithrenden Ordnung zu identifizieren. Die Thetafunktionen
werden von dieser Entwicklung ausgenommen. Der Grund hierfiir basiert darauf, dass das
Argument der Thetafunktion eine Wurzel enthélt, die laut Powercounting vernachléssigt
werden miisste. Diese Wurzel sorgt aber durch die Bedingung, dass die Variable P (3.58)
reell sein muss, zu einer weiteren Einschrinkung bei der Integration iiber die Variable
w. Wie sich bei den Korrekturen der néchsten Ordnung der Lichtkegelentwicklung zeigen
wird, sind diese Bedingungen wichtig, damit man ein physikalisch sinnvolles Spektrum

erhilt. In fiihrender Ordnung ergibt sich mit S = sy — m?

1dl 2(3myw — 29)5? e )
_—— = —A — P))(P — —= . )
5 = e o - )0 — PIOP ) do (3.57

Die GréBe P ist dabei die Kombination aus S = sy + m2 und w bei der das Argument
der Deltafunktion verschwindet.

S+ Aw + /(S — Aw)? — 4m2Aw

2w

pP= (3.58)

Da P eine reelle GroBe darstellen muss, ist das Argument der Wurzel eine positive Zahl.
Aus dieser Bedingung folgt dann:

s > (me+VAw)?: (3.59)

Der partonische Grenzfall ergibt sich aus der Lichtkegelentwicklung, wenn die Shapefunk-
tion durch eine Deltafunktion f(w — A) — d(w — A) ersetzt wird. Durch diese Ersetzung
beschreibt (3.59) die physikalische Bedingung, dass die hadronisch invariante Masse min-
destens so grofl wie m2, = (m. + A)? sein muss. Dies ist aus physikalischer Sicht der Be-
schrinkungen der entwickelten Thetafunktionen, sy > m? vorzuziehen, da das D-Meson

das leichteste, im Experiment auftretende Teilchen mit einem c-Quark ist.

Die Korrekturen zur nédchsten Ordnung werden in der gleichen Vorgehensweise ermittelt.
Der einzige Unterschied ergibt sich bei den Shapefunktionen des Operators Of (w). Dessen
Matrixelement ist durch eine Ableitung von Funktionen gegeben. Diese Terme werden
durch eine partielle Integration iiber w und eine anschliefende partielle Integration iiber
die Impulskomponente P_ umgeschrieben. Dadurch erhélt man auch Terme mit zwei
Deltafunktionen, die durch die partielle Integration aus den Thetafunktionen 6(mp — P-)
und O(P_ — P,) entstehen. Im ersten Fall ergibt sich die Deltafunktion §(mp — P_),
die P_ auf die Masse des B-Mesons fixiert. Die zweite Deltafunktion lautet §(P_ — Py)
und beschreibt den Zustand, dass beide Impulskomponenten von gleicher Grofle sind. Da
das Produkt der Komponenten die hadronisch invariante Masse ergibt und diese von der
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Groflenordnung myAgep ist, sind P_ und Py von der Ordnung +/myAgep. Der Vorfaktor
der Deltafunktion ist unter dieser kinematischen Bedingung allerdings vernachléssighar
gegeniiber den anderen Termen und somit tritt nur die Deltafunktion §(mp — P_) im
Resultat auf. Mit dem gleichen Vorgehen, wie zuvor bei der Ermittlung der fithrenden
Ordnung, erhélt man nun das Spektrum der hadronisch invarianten Masse mit S = sy —
m? bis zur néichstfiihrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung.

1 dr 2
Tods A |
—(6mjw® + 8mymw(w — A))S — 6mym2Aw?] f(w — A)
+ [2mywS? — 3mpw®S] G3(w — A) — [2myw®S® — mpw? S| Hy(w — A)
+ [2mpS® + mpwS? — 2mjw?S] hy(w — A) — 2m} [3mjw® — 4mywS] ri(w — A)

[(4(w — A) = 2my)S* + (Bwmj — w(w — TA)my, + 3mw)S”

— [mpS® — ;mgw52] t(w — A)} 0(mp — P)o(P — & —;jmz) dw
2me (g 25 A A)+2 A
2 (o — 25)((0 = AV (0 — ) + 2 = 1)

-~ S+m?
Oms — PYO(P — =) du (3.60)

Dieses Resultat kann mit dem publizierten Ergebnis fiir den Zerfall B — X, /v verglichen
werden. Man erhélt durch die Ersetzung m. = 0 genau die gleichen Terme wie in [62].

3.5 Vergleich mit der /m,-Entwicklung

Eine Moglichkeit das Resultat (3.60) zu testen, bietet der Vergleich mit dem bekann-
ten Ergebnis der /m,-Entwicklung. Wie schon in Abschnitt 2.3 beschrieben, kénnen die
Shapefunktionen durch eine Entwicklung in ihren Momenten mit den Parametern der
1/m,-Entwicklung ausgedriickt werden. Die dabei verwendete Entwicklung lautet

—1)"M,
1) = 32 (3.61)
mit den Momenten
M, = /dww"f(w) : (3.62)
Damit konnen die Shapefunktionen in (3.60) durch die Parameter Aj, Ao, ... geschrieben

werden. Dies liegt an der Struktur der Operatoren, welche die Shapefunktionen definie-
ren. Diese Operatoren sind proportional zu Deltafunktionen, welche die Variable w mit
kovarianten Ableitungen verkniipfen. Damit kénnen Ausdriicke der Form w” durch die
entsprechende Anzahl von kovarianten Ableitungen ersetzt und die Integration iiber w
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ausgefithrt werden. Die verbleibenden Matrixelemente beinhalten nur noch die Quark-
felder und Ableitungen und kénnen mit den Parametern der HQET (2.14) geschrieben
werden. Fiir die fithrende Shapefunktion f(w) ergibt sich, siehe (2.50) und Anhang B

A1

" P1 e
f(w) :5(w)—g5 (w)—E5 (w)+...

Damit erhdlt man die erste Ordnung der 1/m,-Entwicklung durch die Ersetzung von f(w)
durch §(w). Die erste Ordnung ist jedoch das Ergebnis des partonischen Grenzfalls. Er-
setzt man in (3.60) die fithrenden Shapefunktion durch é(w —A) und damit auch w mit A,
so erhilt man das partonische Resultat. Dies ist identisch mit dem Resultat aus (3.21),
falls auch fiir letzteres das Powercounting (3.27) beachtet wird. Fiir die weiteren Shape-
funktionen ergeben sich folgende Entwicklungen:

- —ﬂé”(w) +... ) (3.63)

Durch die Ersetzung der Shapefunktionen durch diese Terme kann die Integration iiber
w ausgefithrt werden. Durch partielle Integrationen kann das Ergebnis auf Summanden
proportional zu Thetafunktionen und Deltafunktionen reduziert werden. Die entstandenen
Terme miissen nun mit Hilfe des Powercountings (3.27) entwickelt werden, damit die
fithrenden Ordnungen ermittelt werden kénnen.

1 dr o [208g —m2)? . .
sy = O = o =)0 — i) [%m —2(8m — )

C

+—(208u — M) (5 — M)A +m2) +m2(5u(8u — 4A) + mﬁ))]

+2(A +m2)6(A — (51 — m?))

. < RV o [4(8g —m2)? . . o

+ M OAN = (g —m2)0(Sy — m2) T(E)A —10(8g —m3))
1

Tt (857(568% — 12955 A + 36A%) — 312 (2045 — 210A)
(2403, — 81A) 92A6)] + ( 2 . 11) (A — (3 AQ))}
m Sg— —92m - ~ — (g —m;
e ¢ 3A2 3 "
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N o 1 o «
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Der Resultate der 1/m,-Entwicklung sind in [74,44] veroffentlicht worden. Diese geben die
differentielle Rate in den partonisch invarianten Masse und der partonischen Energie an.
Durch eine Variablentransformation und Integration iiber die partonische Energie erhélt
man ein Resultat fiir das Spektrum der hadronisch invarianten Masse. Schliellich wird das
Ergebnis noch geméf des Powercountings (3.27) entwickelt. Durch diese Schritte erhélt
man genau (3.64), wodurch die Richtigkeit des Resultats der Lichtkegelentwicklung gezeigt
ist.



Kapitel 4

Diskussion der Resultate

Das Spektrum der hadronisch invarianten Masse wurde im letzten Kapitel mit Hilfe der
Lichtkegelentwicklung berechnet. In diesem Kapitel wird dieses Resultat nun numerisch
ausgewertet. Wie in (3.60) zu sehen, beinhaltet das Spektrum eine Integration iiber die Va-
riable w, die bis auf ein Vorzeichen die +-Komponente des Restimpuls beschreibt. Damit
diese Integration durchgefiihrt werden kann, miissen die Shapefunktionen bekannt sein.
Diese Funktionen stellen aber Objekte dar, die nicht mit den Methoden der Stérungs-
theorie ermittelt werden konnen. Eine Moglichkeit zur quantitativen Betrachtung der
Auswirkungen der Shapefunktionen, stellt die Verwendung von Modellfunktionen dar.
Dieses Vorgehen fithrt zwar zu einer Abhéngigkeit von einem bestimmten Modell, doch
diese Abhéngigkeit kann durch experimentelle Ergebnisse und theoretische Abschétzun-
gen eingeschrankt werden. Das Spektrum wird von der Shapefunktion der fithrenden Ord-
nung, f(w), dominiert. Diese Funktion kann, wie im letzten Abschnitt des vorangehenden
Kapitel gesehen, mit den Parametern der 1/m,-Entwicklung geschrieben werden. Diese Pa-
rameter wurden bereits in den Experimenten bestimmt. Zwar sind die Werte auch auf
Grund von theoretischen Ungenauigkeiten nicht hochprézise, doch die Messungen eig-
nen sich um die moglichen Modellfunktionen einzuschranken. In [58] wurde beschrieben,
dass die fithrende Shapefunktion eine ungefahre Breite von 200-300 MeV besitzt, um den
Wert w = 0 zentriert und leicht zu negativen Werten von w verschoben ist. Der Defi-
nitionsbereich der Funktion ist durch das Intervall —A < w < oo gegeben. Durch diese
Kenntnisse lassen sich nun einfache Modellfunktionen erstellen, die sich an diesen Eck-
punkten orientieren. Zusétzlich zu diesen Bedingungen muss die Modellfunktion auch die
gleichen Momente liefern, wie die fiihrende Shapefunktion. Ein Blick auf die Momenten-
entwicklung dieser Funktion (2.50) zeigt, dass das nullte Moment eins ergeben und das
erste Moment verschwinden muss. Die Proportionalitdt des zweiten Moments zum Pa-
rameter A\; wird verwendet, um die Modellfunktion an die Ergebnisse der Experimente
anzupassen. Mit diesen Bedingungen kénnen einfache Modellfunktionen entwickelt wer-
den. Zwei der moglichen Funktionen werden nun im folgenden verwendet. Sie sind in den
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Publikationen [58,72] vorgeschlagen worden.

P = oy (14 5) 0 (14) D
P = gt (14 D) 00 (145) 2

Die erste Funktion besitzt nur einen Parameter, A, durch den experimentelle Resultate
einfliefen konnen. Die zweite Funktion hingt dagegen von drei Parametern ab. Die Grofien
a und b werden so gewihlt, dass das erste Moment der Funktion verschwindet und das
zweite Moment mit den experimentellen Daten iibereinstimmt. Die ersten Momente der
Funktionen lauten

1 1
MM =1, MMN =0, M = g(?m —8)A? , MMN = g(16 — 5m)A®

12
MY =1 MY = (p— 1A, Y = WO
a?(b—1)3 + 3ab(b — 1) + 2b

2

a

MY = A (4.3)

a

Die Momente der ersten Funktion entsprechen den Erwartungen. Aus dem zweiten Mo-
ment kann der Wert von A; in diesem Modell ermittelt werden, A\; = —3£(37 — 8)A?,
sowie p; mit Hilfe des dritten Moments, p; = —35(16 — 57)A%. Da A von der Grofen-
ordnung Agcp ist, besitzen die Parameter in diesem Modell die richtige Gréfenordnung.
Die Momente der zweiten Funktion entsprechen noch nicht den Forderungen und so muss
b = 1 gesetzt werden, damit das erste Moment verschwindet. Im zweiten Moment sind
damit noch die Parameter a und A vorhanden. Die Beziehung dieses Moments mit \;
wird genutzt um a durch A; auszudriicken. Somit wird a = % gesetzt. Damit ist diese
Funktion von den zwei hadronischen Parametern A und \; abhéngig. Die beiden Modell-
funktionen werden in Abbildung 4.1 gezeigt. Die Funktionen unterscheiden sich in ihrem
Verlauf, so dass die Modellabhéngigkeit deutlich zu erkennen ist. Die nédchste Ordnung
der Lichtkegelentwicklung beinhaltet fiinf weitere Shapefunktionen, die auch modelliert
werden miissen. Die Operatoren, welche die Funktionen definieren, sind gegeniiber dem
fiithrenden Operator um die Gréfenordnung Agep unterdriickt und damit befinden sich
die Korrekturen, die durch diese Funktionen beschrieben werden, im Bereich von 10%
bis 15%. Dadurch ist es gerechtfertigt im Rahmen der Modellabhingigkeit die Shape-
funktionen der néchstfithrenden Ordnung durch Ableitungen der fithrenden Ordnung und
entsprechenden Vorfaktoren zu beschreiben, so dass die so entstandenen Modellfunktionen
die ersten Momente richtig reproduzieren. Da der erste Term in der Momentenentwick-
lung der fithrenden Shapefunktion eine Deltafunktion ist, sieht man in der nachfolgender
Aufzidhlung, dass die ersten Momente der Modellfunktionen identisch mit (3.63) sind. Mit
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Abbildung 4.1: Modellfunktionen fiir die fithrende Shapefunktion. Die schwarze Linie be-
schreibt den Verlauf des ersten Modells, die graue Linie die des zweiten Modells.

diesem Verfahren werden die Shapefunktionen modelliert zu

w) = Ao f'(w)

Gs(w) = ~221 ()

h1<
(w) =

H4(w) —)\2f( )
(w) =
(w) =

f'(w)
()\1 + 3X2) f'(w) . (4.4)

Durch dieses Vorgehen sind damit alle Shapefunktion, die bis zur betrachteten Ordnung
der Lichtkegelentwicklung auftreten, modelliert. Fiir die nachfolgenden Auswertungen
wurden fiir die zwei Modellfunktionen unterschiedliche Parameterséitze verwendet. Die
erste Modellfunktion ist nur von einem Parameter abhingig. Wird also A = 0.5 GeV
gesetzt, so folgen daraus durch (2.50) die Parameter A; und p;. Deren Werte werden
dann auch fir die Modellierung (4.4) der weiteren Shapefunktionen verwendet. Die zwei-
te Modellfunktion besitzt eine Abhéngigkeit von zwei Parametern, A und \;. Fiir die
Berechnung des Spektrums anhand dieser Modellfunktion muss somit A und auch \; vor-
gegeben werden. Der Parameter p; kann dann aus dem dritten Moment der fithrenden
Shapefunktion ermittelt werden. Dieses Vorgehen hat zur Folge, dass sich die Parame-

r\w

t(w
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Abbildung 4.2: Zulassige Bereiche fiir die Integration iiber w. Die graue Fliche zeigt die
erlaubten Werte fiir entwickelte Thetafunktionen, die schwarze gilt fiir die kompletten
Thetafunktionen

ter fiir die zwei Modellfunktionen unterscheiden. A stimmt fiir beide Funktionen iiberein,
wéahrend A; und p; in den zwei Modellen unterschiedliche Werte annehmen, wobei sich
die Parameter in beiden Modellen stets innerhalb der von experimentellen Messungen
vorgegebenen Gréflenordnung befinden. Die Parameter \; und p, kénnen mit Hilfe des
Massenunterschieds von B- und B*-Mesons bestimmt werden [46]. Damit nehmen diese
Parameter die Werte Ay = 0.12 GeV? und p, = —0.05 GeV? an.

Bevor das Spektrum gezeichnet werden kann, muss noch eine Integration iiber die Variable
w in (3.60) erfolgen. Die Thetafunktionen des Resultats bestimmen dabei die Integrations-
grenzen. Diese Funktionen bzw. ihre Argumente wurden nicht geméf des Powercountings
(3.27) entwickelt. Obwohl einige Terme im Argument der Thetafunktionen um einen Fak-
tor der Ordnung Agcp unterdriickt sind, spielen diese Terme eine entscheidende Rolle bei
der Bestimmung der Integrationsgrenzen von w. Dies liegt daran, dass einer der Terme
eine Wurzel enthélt, die zusétzlich zu einer Einschrinkung von w fiithrt , da das Argument
der Wurzel positiv sein muss. Durch die Entwicklung der Thetafunktionen erhélt man
6(S)0(w — S). Der Vergleich der moglichen Werte von w bei der Integration zeigt Abbil-
dung 4.2. Dabei wird nur ein Ausschnitt des gesamten Bereichs gezeigt. Dieser Abschnitt
ist entscheidend, da auf Grund der Form der fithrenden Shapefunktion, die Beitrdge von
hohen Werten von w nicht beitragen. Dabei wird deutlich das sich der schwarze Bereich,
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Abbildung 4.3: Spektrum der hadronisch invarianten Masse in der fithrenden Ordnung der
Lichtkegelentwicklung. Die schwarze Kurve zeigt das Spektrum, das durch die Verwendung
der ersten Modellfunktion entsteht, die graue Kurve beschreibt den Verlauf geméafl der
zweiten Modellfunktion

der durch die kompletten Thetafunktionen beschrieben wird, wesentlich von dem Be-
reich der entwickelten Funktionen unterscheidet. Der Bereich, der von den entwickelten
Thetafunktionen stammt, fithrt bei der Integration iiber w zu einem stark negativen Spek-
trum bei kleinen invarianten Massen. Dies ist aus physikalischer Sicht nicht akzeptabel
und somit miissen die kompletten Argumente der Thetafunktionen verwendet werden,
damit ein sinnvolles Resultat entsteht. Ein weiterer Grund der gegen eine Entwicklung
der Thetafunktionen spricht, ist in (3.59) gezeigt. Man erhélt im partonischen Grenzfall
mit dem kompletten Argument das Quadrat der D-Mesonmasse als untere Grenze fiir die
hadronisch invariante Masse. Im Vergleich hierzu liefert das entwickelte Argument der
Thetafunktionen als untere Grenze das Quadrat der Quarkmasse.

Mit diesem Integrationsintervall kann das Spektrum der hadronisch invarianten Masse
in fithrender Ordnung, wie in Abbildung 4.3, dargestellt werden. Fiir die Erzeugung
dieser Spektren wurde fiir die hadronischen Parameter die Werte A = 0.5 GeV und
A = —0.27 GeV? verwendet. Eine wichtige GroBe fiir das Spektrum ist das Quadrat der
Masse des D-Mesons, da das Spektrum an dieser Stelle einen dominierenden Peak besitzt.
Das D-Meson ist das Teilchen mit der kleinsten Masse, das in dem betrachteten Prozess
auftreten kann. Die Masse nimmt den Wert mp = 1.87 GeV [1] an und somit befindet
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Abbildung 4.4: Spektrum der hadronisch invarianten Masse mit Korrekturen der
néchstfithrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung. Erneut zeigt die schwarze Kurve
den Verlauf geméafl der ersten Modellfunktion und die graue Kurve, die der zweiten Mo-
dellfunktion

sich diese Resonanz im Spektrum der hadronisch invarianten Masse bei sy = 3.50 GeVZ.
Die beiden Modellfunktionen besitzen ihr Maximum im Rahmen der Modellabhéngigkeit
an dieser Stelle. Fiir groflere Massen ergibt sich ein exponentiell abfallendes Spektrum,
dass den experimentellen Ergebnissen entspricht, z.B. [75].

Nach dem gleichen Prinzip kénnen nun auch die Korrekturen der néchsten Ordnung der
Lichtkegelentwicklung betrachtet werden. Das Spektrum mit diesen Beitrdgen zeigt Ab-
bildung 4.4. Daraus wird ersichtlich, dass die gezeigten Spektren eine Modellabhéngigkeit
im Bereich von 10 - 20% aufweisen. Bei kleinen Massen zeigen die Modellfunktionen einen
negativen Abfall in unterschiedlicher Auspriagung. Dies ist ausschliellich der Effekt der
Beitriage des Operators O;(w). Das Matrixelement dieses Operators besteht unter ande-
rem aus Termen, die proportional zu Deltafunktionen sind und es zeigt sich, dass diese
Terme fiir das Auftreten des negativen Verlaufs verantwortlich sind. Das Modell, das bei
der zweiten Funktion verwendet wird, verstirkt das Auftreten von negativen Werten. Die
Ursache fiir diesen Verlauf bei kleinen invarianten Masse wird weiter unten bei der Diskus-
sion der Modellabhéingigkeit erliutert. In Abbildung 4.5 sind die Anderungen, die durch
die Korrekturen der nédchsten Ordnung der Lichtkegelentwicklung entstehen, gezeigt. Es
ist deutlich zu erkennen, dass die grofiten Anderungen bei kleinen Massen auftreten. Dies
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Abbildung 4.5: Effekte der néchstfithrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung. Die
schwarze Kurve stellt die Korrekturen beziiglich der ersten Modellfunktion dar, wahrend
die graue Kurve die Korrekturen der zweiten Modellfunktion zeigt

ist der Bereich in dem die Shapefunktionen ausschlaggebend fiir den Verlauf des Spek-
trums sind. Das Powercounting (3.27) wurde gerade so ausgelegt, dass die Entwicklung
dort besonders sensitiv ist.

Die Lichtkegelentwicklung liefert somit, auch im Fall der hadronisch invarianten Masse
fiir den Zerfall B — X lv, ein glattes Spektrum. Dies muss mit dem Ergebnis der 1/m,-
Entwicklung verglichen werden. Das Resultat der 1/m,-Entwicklung zeichnet sich durch
das Auftreten von Deltafunktionen bei hadronischen Massen sy = m2 + myA aus. Diese
Stelle, die etwas grofler ist als die Resonanzen der D- und D*-Mesonen, befindet sich mit-
ten im Intervall der moglichen invarianten Massen, das im Experiment gemessen wird [75].
Zusétzlich endet das Spektrum der 1/m,-Entwicklung genau an dieser Stelle. Das Resultat
der Lichtkegelentwicklung stellt im Vergleich dazu ein physikalisch sinnvolles Spektrum
dar. Obwohl die Betrachtung von inklusiven Zerfdllen nicht die Resonanzstruktur bei
kleinen Masse nachbilden kann, befindet sich das Maximum der Verteilung im richtigen
Bereich und auch Prozesse mit grofien Massen werden verniinftig dargestellt. Durch die
Lichtkegelentwicklung erhélt man somit ein physikalisch sinnvolles Spektrum des inklusi-
ven Zerfalls mit dem verlassliche Berechnungen von Momenten moglich sind.

Die Modellabhéngigkeit der Funktionen (4.1) kann untersucht werden, indem die Para-
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Abbildung 4.6: Die Abhéngigkeit des Spektrums von der c-Quarkmasse bzw. A. Diese
Abbildung zeigt das Spektrum, das mit der ersten Modellfunktion berechnet wurde, fiir
Werte von A zwischen 0.2 GeV < A < 0.7 GeV im Abstand von AA = 0.1 GeV. Die
Spektren mit den groflen Breiten gehoren dabei zu den hohen Werten von A.

meter A und A; leicht verdndert werden. Die erste Modellfunktion ist von nur einem
Parameter, A, abhéngig. Dieser Parameter legt auch, durch den Zusammenhang zwischen
der Hadron- und Quarkmasse (2.15), den Wert der Masse des c-Quarks fest. Somit ist die
Betrachtung der Modellabhéngigkeit der Funktion gleichbedeutend mit der Untersuchung
der Abhéngigkeit des Spektrums von der Masse des c-Quarks. Der Wert der Masse des
D-Mesons wird dabei konstant gehalten. Anders stellt sich die Situation bei der zweiten
Modellfunktion dar. Sie besitzt zwei Parameter, A und A;, und somit kann eine getrenn-
te Untersuchung der Massenabhéngigkeit durch verschiedene Werte von A und der Mo-
dellabhéngigkeit durch Variation von \; stattfinden. Die jeweiligen Resultate sind in den
Abbildungen 4.6, 4.7 und 4.8 zu sehen. Fiir die Abbildungen der zweiten Modellfunktion
wurde jeweils ein Parameter variiert, wahrend der zweite Parameter konstant gehalten
wurde. Die beiden Schaubilder, die in den Abbildungen 4.6 und 4.7 zu sehen sind, zei-
gen folgendes Verhalten: Fiir einen relativ kleinen Wert von A und damit einer grofien
Masse des c-Quarks erhélt man fiir beide Modellfunktionen ein schmales Spektrum. Dies
ist damit zu erkléren, dass bei diesem Parameterwert die Bindung auf Grund der starken
Wechselwirkung, die mit A umschrieben wird, eine untergeordnete Rolle spielt. Fiir klei-
ne Werte von A verschwinden die Unterschiede zwischen partonischen und hadronischen
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Abbildung 4.7: Die Abhéngigkeit des Spektrums von der c-Quarkmasse. Diese Abbildung
zeigt das Spektrum, das mit der zweiten Modellfunktion berechnet wurde, fiir Werte von
A zwischen 0.2 GeV < A < 0.7 GeV im Abstand von AA = 0.1 GeV. Genau wie zuvor
gehoren die Spektren mit den grofien Breiten zu den hohen Werten von A.

Groflen und das Spektrum néhert sich dem Spektrum der partonisch invarianten Masse
im partonischen Grenzfall an, welches, wie in Abschnitt 3.1, durch eine Deltafunktion an
der Stelle sy = m? bzw. im Grenzfall A — 0 bei sy = m?% gegeben ist. Die Kurve mit
der kleinsten Breite in beiden Abbildungen gehort zu dem Parameterwert A = 0.2 GeV.
Da die Masse des D-Mesons auf den experimentell gemessenen Wert fixiert wurde, erhélt
damit die Masse des c-Quarks den Wert m,. = 1.67 GeV. Besonders im Schaubild der
zweiten Modellfunktion féllt auf, dass der Ausschlag zu negativen Werten bei kleinen in-
varianten Masse stérker wird. Dies liegt an der Parametrisierung des Matrixelements des
Operators Of (w). Dieses Matrixelement wird durch die Ableitung zweier Shapefunktionen
beschrieben. Im Grenzfall A — 0 néhert sich das Spektrum einer Deltafunktion an und
durch die Definition des Matrixelements durch die Ableitung von Shapefunktionen treten
auch Anteile proportional zu der Ableitung einer Deltafunktion auf. Vergréfiert man den
Parameter bis zu A = 0.7 GeV, so nimmt die Masse des c-Quarks ab. Die Bindungseftekte
nehmen wieder eine stérkere Rolle ein. Da nun mehr kinematische Moglichkeiten beste-
hen aus Quarks ein Meson zu bilden, vergroflert sich der Phasenraum und man erhélt
ein breiteres Spektrum. Auflerdem fallt auf, dass die Position des Maximums des ersten
Schaubildes stabil gegeniiber der Variation von A ist, widhrend sich das Maximum des
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Abbildung 4.8: Abhéingigkeit des Spektrums der zweiten Modellfunktion von A;. Der Pa-
rameter \; wurde dabei innerhalb des Intervalls —0,35 GeV? < \; < —0,15 GeV? mit
einem Abstand von A)\; = 0,04 GeV? variiert. Die dunklen Kurven entsprechen den
niedrigen Werten von \;

zweiten Spektrums verschiebt.

In Abbildung 4.8 wird die Abhéngigkeit des Spektrums von dem Parameter \; fiir die
zweite Modellfunktion gezeigt. Es ist zu sehen, dass die Ungenauigkeit auf Grund der
unprizisen Kenntnis dieses Parameters etwa 10% ausmacht. Die Abbildung wurde durch
Variation von ); innerhalb des Intervalls —0, 35 GeV? < \; < —0,15 GeV? erreicht, wo-
bei die dunklen Kurven die Spektren mit kleinen Werten von A; kennzeichnen. Bei diesen
Werten von A; erhélt man einen grofleren negativen Ausschlag bei kleinen invarianten
Massen. Dies liegt daran, dass der Faktor, der das Matrixelement des Operators O;(w)
multipliziert, negativ ist. Bei kleineren Werten von \; wird der Beitrag der fithrenden Sha-
pefunktion zu diesem Vorfaktor grofler, wodurch sich ein stéirkerer Ausschlag zu negativen
Werten ergibt.

Mit diesen Modellfunktionen kénnen nun auch die Momente des Spektrums berechnet
werden, die fiir die Bestimmung der hadronischen Parameter eine wichtige Rolle spielen.
Zur Uberpriifung der Resultate werden die Momente mit Modellfunktionen numerisch
bestimmt, um diese dann mit den im Experiment gemessenen Daten bzw. anderen Publi-
kationen zu vergleichen. Auf Grund von experimentellen Einschrankungen sind nur Daten
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verfiighar, die nicht den gesamten Phasenraum einbeziehen. So werden in den Experimen-
ten die Momente mit Hilfe von Messungen bestimmt, bei denen der Impuls des geladenen
Leptons eine vorgegebene Schwelle iibersteigt. Damit die Ergebnisse mit den errechneten
Momenten verglichen werden kénnen, miissen die experimentellen Daten extrapoliert wer-
den, so dass das Resultat das gesamte Intervall der moglichen Leptonimpulse beinhaltet.
Mit Hilfe von [76] erhilt man so fiir das erste Moment (sy) ~ 4.6 + 0.1 GeV? und fiir
das zweite Moment (s%) ~ 24 + 1.5 GeV*. Die angegebenen Fehler beziehen sich dabei
auf die publizierten Werte bei einem Schnitt des Leptonimpuls bei p; .. = 0.9 GeV. In
fithrender Ordnung der Lichtkegelentwicklung ergibt sich in Abhéngigkeit von dem Para-
meter A fiir die beiden Modellfunktionen die Werte in Tabelle 4.1. Durch die Beachtung

A 04 | 05 0.6 0.7 0.8

N () (sy) | 411 | 426 | 442 | 458 | 4.74
(s3) | 17.37 | 18.95 | 20.65 | 2248 | 24.44

) (sy) | 437 | 440 | 446 | 455 | 467
(s3) | 20.67 | 20.83 | 21.44 | 2236 | 23.52

Tabelle 4.1: Momente des Spektrums in fithrender Ordnung der Lichtkegelentwicklung

der néchstfithrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung werden diese Werte, wie in Ta-
belle 4.2 gezeigt, leicht nach unten korrigiert. Die Momente der beiden Modellfunktionen

A 04 | 05 0.6 0.7 0.8

PN () (sp) | 3.90 | 4.00 | 410 | 421 1.32
(s3) | 15.78 | 16.83 | 17.97 | 19.22 | 20.61

N w) (sy) | 379 | 382 | 3.96 | 4.16 | 4.38
(s3) | 14.61 | 15.44 | 16.86 | 18.67 | 20.72

Tabelle 4.2: Momente des Spektrums in néchstfithrender Ordnung der Lichtkegelentwick-
lung

zeigen eine leichte Modellabhéngigkeit und stimmen im Rahmen dieser Abhéangigkeit gut
iiberein. Die geringen Anderungen der Momente bei der Variation von A bzw. m, ist dar-
auf zuriickzufiihren, dass die Masse des D-Mesons mp = m.+ A konstant gehalten wurde
und in guter Niherung (sg) ~ m% bzw. (s%) ~ m%, gilt. Die Momente entsprechen den
gemessenen Daten mit einer zufriedenstellenden Genauigkeit. Die errechneten Momente
(s%) weichen von den gemessen Daten stéirker ab, da sie sehr sensitiv auf die Korrekturen
der Lichtkegelentwicklung reagieren und somit eine gréflere Modellabhéangigkeit aufweisen.
Zwei Argumente sind fiir die Erlduterung der Differenz zu den experimentellen Werten zu
beachten. Das errechnete Resultat enthélt keinerlei Korrekturen der néchsten Ordnung
der Storungstheorie. Die Strahlungkorrekturen zu dem partonischen Prozess sind bereits
errechnet worden und koénnten in einem weiteren Schritt eingebaut werden. Bei Beriick-
sichtigung dieser Korrekturen wird das Auftreten von groflen Massen verstiarkt, wodurch
die Momente zu gréfleren Werten verschoben werden. Der zweite Punkt bezieht sich auf
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das Powercounting (3.27). Auf Grund der theoretischen Abschidtzungen der Masse des
c-Quarks besitzt das Quadrat dieser Masse die GroBenordnung ms/agep. Dies hat zu Fol-
ge, dass die Faktoren, die aus der Kinematik des Zerfalls stammen, auch in der Masse
entwickelt werden. Wenn die Korrekturen zu beiden Punkten in einer weiteren Rechnung
hinzugefiigt werden, wird sich der Unterschied zwischen Experiment und Theorie weiter
verringern.

Auch mit publizierten Resultaten der !/m,-Entwicklung kénnen die oben genannten Ergeb-
nisse verglichen werden. In [71] wurden die ersten Momente des Spektrums der hadronisch
invarianten Masse berechnet. Verwendet man fiir die dort angegebenen Resultate die Wer-
te der hadronischen Parameter aus dieser Arbeit und vernachléssigt die Korrekturen der
néchsten Ordnung der Storungstheorie, so erhilt man die Werte aus Tabelle 4.3. Die

A 0.4 05 0.6 0.7 0.8
(su) | 413 | 426 | 441 | 456 472
(s%) | 17.62 | 1882 | 20.15 | 21.59 | 23.16

Tabelle 4.3: Momente des Spektrums aus [71]

recht gute Ubereinstimmung der Werte der fithrenden Ordnung mit den publizierten Er-
gebnissen ist zuféllig. Die Resultate der nichstfithrenden Ordnung stimmen bis auf einige
Prozent mit den Werten aus [71] iiberein. Auch hier muss beachtet werden, dass eine Ent-
wicklung in der Masse des c-Quarks durchgefiihrt wurde, wéhrend die publizierten Werte
die komplette Massenabhéngigkeit enthalten.

Eine weitere Priifung des Resultats kann durch die Bestimmung des Verzweigungsverhélt-
nisses eines exklusiven Zerfallskanals erfolgen. Das Spektrum wird bei kleinen invarianten
Massen durch die exklusiven Zerfille in D- bzw. D*-Mesonen dominiert. Die Resonanz des
D-Mesons hat eine sehr scharfe Signatur und ist somit klar getrennt von dem restlichen
Teil des Spektrums. Im berechneten Spektrum finden sich auch im Bereich unterhalb der
invariante Masse des D-Mesons Beitrage. Dies kommt durch die Verschmierung der Re-
sonanz des D-Mesons im Zusammenhang mit der Betrachtung von inklusiven Zerfallen
zustande. Somit entspricht ein Vergleich des prozentualen Verhéltnisses des Spektrums
von der kleinsten auftretenden Masse bis zur Masse des D-Mesons gerade dem gemesse-
nen Verzweigungsverhéltnis. Eine Integration des Spektrums von der kleinsten invarianten
Masse bis zum Quadrat der Masse des D-Mesons, mp = m. + A, ergibt im Verhéltnis zur
totalen Rate die in Tabelle 4.4 gezeigten Werte. Der experimentelle Wert des Verzwei-
gungsverhéltnisses lasst sich aus [1] ermitteln. Aus diesen Zahlen ergibt sich ein Verzwei-

gungsverhiltnis von
FB—)DKV

Dieses Ergebnis weicht von den errechneten Werten ab. Besonders auffillig ist das un-
terschiedliche Verhalten der beiden Modellfunktionen. Die Erklarung hierfiir ist in den
Abbildungen 4.6 und 4.7 zu sehen. Wihrend die Position des Maximum der ersten Mo-
dellfunktion keine Abhéngigkeit von der Wahl des Parameters A besitzt, verschiebt sich
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A 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
filhrende 18.03 | 19.00 | 19.05 | 19.11 | 19.16

MN

U@ senstfiihrende Q"M | 3089 | 30.03 | 30.86 | 30.60 | 30.44

) firende " 2449 | 2406 | 2242 | 20.13 | 1887
néchstfithrende & 1 4921 | 4413 | 37.65 | 3095 | 24.86

Tabelle 4.4: errechnetes Verzweigungsverhéltnis des Zerfalls B — D/lv

das Maximum der zweiten Funktion fiir groe Werte von A deutlich zu grofleren invarian-
ten Massen. Da die Masse des D-Mesons in diesen Berechnungen konstant gehalten wurde,
verdndert sich das Integrationsintervall nicht. Auf Grund der Abhéingigkeit der zweiten
Modellfunktion von A verschiebt sich das Maximum der Funktion in Richtung der obe-
ren Integrationsgrenze m%. Dadurch nimmt das Verzweigungsverhiltnis fiir grofie Werte
von A ab. Bei der Diskussion der Modellabhéngigkeit, die in Abbildung 4.7 zu sehen ist,
wurde erldutert, dass sich das Spektrum im Grenzfall A — 0 einer Deltafunktion an der
Position sg = m% annihert. Dadurch sind die hohe Werte des Verzweigungsverhiltnisses
der zweiten Modellfunktion bei kleinen Werten von A zu erkliren. Der Ubergang zu einer
Deltafunktion geschieht bei der ersten Funktion dagegen durch eine Umverteilung der
Fléache unter der Kurve, so dass sich das Verzweigungsverhéltnis nur minimal &ndert.

Die Diskrepanz zwischen den errechneten und den gemessenen Werten lassen sich durch
folgende Punkte erkldren: Bei der Betrachtung von inklusiven Zerfillen werden die Ei-
genschaften der hadronischen Zerfallsprodukte nicht beriicksichtigt. Die Resonanzen ein-
zelner Teilchen werden durch die Faltung mit der Shapefunktion iiber einen Bereich der
Grofle Agep gemittelt. Dadurch werden auch Anteile der Resonanz des D*-Mesons in
dem Integrationsbereich auftreten, wodurch das berechnete Verzweigungsverhéltnis einen
zu groflen Wert erhélt. Zudem liegt die untersuchte Resonanz gerade in dem Bereich der
kleinen invarianten Massen, der stark von den Effekten der Shapefunktionen abhéngt. Die
Auswirkungen der Variation des Parameter A wird besonders bei der zweiten Modellfunk-
tion deutlich. Aulerdem wiirde die zusétzliche Betrachtung von Strahlungskorrekturen das
Auftreten von grofien invarianten Massen verstéirken, wodurch sich der Wert des Verzwei-
gungsverhéltnis weiter verringert. AbschlieBend wurden im Spektrum Massenterme auf
Grund der Entwicklung in m? vernachliissigt, die sich ebenfalls auf das errechnete Ergeb-
nis auswirken. Unter diesen Umstanden wurde das Verzweigungsverhéltnis der Resonanz
des D-Mesons innerhalb der Ungenauigkeit richtig bestimmt.

Die Diskussion der berechneten Resultate zeigt, dass die Lichtkegelentwicklung im Fall des
Spektrums der hadronisch invarianten Masse im Zerfall B — X .fv sehr gute Ergebnisse
liefert. Unter Beriicksichtigung der Modellabhéngigkeit und der Moglichkeit das Spektrum
durch Strahlungskorrekturen weiter zu verbessern, fiithrt der Vergleich mit experimentellen
Daten und theoretischen Rechnungen zu einer iiberzeugenden Ubereinstimmung. Die ge-
naue Kenntnis des Verlaufs auch bei kleinen invarianten Massen kann nun dazu verwendet
werden, die Genauigkeit der hadronischen Parameter zu steigern. Hierzu konnen zuerst
mit Hilfe von Modellfunktionen die Auswirkungen von Schnitten im Spektrum untersucht



76 Kapitel 4 DISKUSSION DER RESULTATE

werden. Durch diese Analyse kann einen grofle invariante Masse so als Schnitt gewahlt
werden, dass sowohl die experimentellen als auch die theoretischen Fehler moglichst klein
sind. Ohne Verwendung von Modellfunktionen kann das Spektrum auch iiber die invari-
ante Masse in Abhéngigkeit von einer oberen Grenze integriert werden. Durch die The-
tafunktionen ergeben sich hierfiir verschiedene Integrationsintervalle beziiglich sy, die von
dem Wert von w abhéngen. In dieses Resultat kann nun die Momentenentwicklung der
Shapefunktionen eingesetzt werden, welche die Variable w auf einen bestimmten Wert
fixiert. Damit erhélt man eine theoretische Vorhersage fiir die Momente des Spektrums in
Abhéngigkeit der hadronischen Parameter, die dadurch bestimmt werden konnen. Sdmt-
liche Informationen gehen dann in die Berechnung der totalen Zerfallsraten ein mit deren
Hilfe die CKM-Matrixelemente V., und V,,;, ermittelt werden konnen.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Das Standardmodell der Teilchenphysik blickt einer interessanten und aufschlussreichen
Zukunft entgegen. Auf der einen Seite zeigen die Prézisionsrechnungen eine erstaunliche
Ubereinstimmung mit den im Experiment gefundenen Daten. Dies lisst darauf schlie-
Ben, dass dieses theoretische Modell die Natur der Elementarteilchen sehr gut beschreibt.
Auf der anderen Seite existieren Argumente, die belegen, dass das Standardmodell bei
hoheren Energien seine Giiltigkeit verlieren wird. Somit wird das Standardmodell als eine
effektive Beschreibung einer hoherwertigen Theorie verstanden. Die Effekte einer iiberge-
ordneten Theorie werden kleine Diskrepanzen zwischen den experimentellen Daten und
den theoretischen Vorhersagen erzeugen. In den letzten Jahren wurden deshalb einige
Schritte unternommen um verschiedene Bereich des Standardmodells genau unter die Lu-
pe zu nehmen. Einer dieser Bereiche, der dabei stark in den Vordergrund getreten ist, ist
die Physik der B-Mesonen. Von besonderem Interesse ist in diesem Bereich die Vermes-
sung der CKM-Matrix, die sowohl entscheidend fiir die Verletzung der CP-Symmetrie ist,
als auch die Effekte der Flavourmischung im Standardmodell beschreibt. Aus Zerfallen
und Ostzillationen von B-Mesonen kénnen wichtige Daten iiber die Struktur dieser Ma-
trix gesammelt werden. Damit ist eine Uberpriifung des Ansatzes, der zum Auftreten
der unitdren CKM-Matrix fithrt, moglich. Die Auswertung der experimentellen Daten ist
allerdings auf Grund der Struktur der starken Wechselwirkung problematisch. Im Expe-
riment treten nicht die elementaren Teilchen, die Quarks und Gluonen, auf sondern es
sind Hadronen, die Bindungzustéinde von Quarks und Gluonen darstellen, zu beobachten.
Die theoretische Beschreibung dieser Bindungszustéande ist auflerordentlich kompliziert
und momentan im Rahmen des Standardmodells nicht méglich. Einen Ausweg aus dieser
Situation bietet nur eine verniinftige Parametrisierung oder die Verwendung von Nihe-
rungsverfahren, die allerdings nur eine grobe Berechnung zulassen. Fiir die Uberpriifung
des CKM-Ansatzes sind aber gerade die Auswirkungen der Bindungszustéinde entschei-
dend und deshalb miissen die einzelnen Verfahren verfeinert werden um eine Moglichkeit
zu erhalten, Physik jenseits des Standardmodells zu finden.

Die Elemente der CKM-Matrix konnen beispielsweise in inklusiven Zerfillen von B-
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Mesonen bestimmt werden. Die Betrachtung von inklusiven Zerféllen hat aus Sicht der
theoretischen Beschreibung den Vorteil, dass die Details der Zerfallsprodukte nicht be-
kannt sein miissen. Dadurch kann diese Methode eine hohere Prézision bei den Vorher-
sagen dieser Zerfille liefern. Da bisher beim CKM-Ansatz keine Abweichungen zwischen
dem Standardmodell und der Natur gefunden wurden, miissen sowohl die theoretischen
Vorhersagen als auch die experimentellen Messungen noch genauer werden. Die Bestim-
mung der Matrixelemente V;, und V,;, wird anhand der totalen Zerfallsraten durchgefiihrt.
Diese besitzen eine Abhéngigkeit von den hadronischen Parametern A, Ay, ... . Eine prézi-
se Ermittlung eines Matrixelements ist somit nur méglich, wenn auch die Parameter mit
einer hohen Genauigkeit bekannt sind. Da die Parameter nicht mit den Methoden der
Storungstheorie berechnet werden konnen, erfolgt deren Bestimmung durch experimentel-
le Daten. Dazu werden neben der totalen Zerfallsrate auch Momente von Zerfallsspektren
an den Experimenten extrahiert. Durch die Kombination von theoretischen Vorhersagen
und gemessenen Daten dieser Momente konnen die hadronischen Parameter bestimmt
werden. Auf Grund des universellen Charakters treten die Parameter in vielen inklusiven
Zerfallen auf und konnen dadurch auch aus dem Zerfall B — X v bestimmt werden.
Fiir diesen Zerfall wurden auf Grund des hohen Verzweigungsverhéltnisses und der kla-
ren Signatur der Leptonen schon eine grofle Menge an Daten gesammelt, wodurch eine
hohe experimentelle Prazision méglich ist. Die theoretische Genauigkeit wird durch die in
dieser Arbeit verwendeten Lichtkegelentwicklung gewéhrleistet. Diese Methode liefert ein
physikalisch sinnvolles Spektrum der inklusiven Zerfille. Dadurch kénnen die Momente
auch fiir einen Ausschnitt des Phasenraums berechnet werden, wodurch die theoretische
Vorhersage besser der experimentellen Situation angepasst werden kann.

Die vorliegende Arbeit zeigt das Spektrums der hadronisch invarianten Masse des se-
mileptonischen Zerfalls B — X v. Die Berechnung dieses Resultats wurde mit Hilfe
der Heavy Quark Effective Theory, einer effektiven Theorie fiir Quarks mit einer grofien
Masse, und der Lichtkegelentwicklung, die als eine Operatorproduktentwicklung die An-
teile des Zerfalls mit hoher Energie von den niederenergetischen Terme trennt, berechnet.
Durch die Verwendung dieser Methode kénnen die Bindungseffekte des Mesons durch uni-
verselle Funktionen, so genannte Shapefunktionen, beschrieben werden. Diese Funktionen
liefern ein glattes und somit physikalisch sinnvolles Spektrum, das fiir die Berechnung von
Momenten geeignet ist. Durch die Verwendung von Modellfunktionen wurde der Verlauf
des Spektrum abgebildet. Mit Hilfe einer Entwicklung der Shapefunktionen konnte ge-
zeigt werden, dass das Resultat mit publizierten Ergebnissen, die eine andere Form der
Operatorproduktentwicklung verwenden, vertréglich ist. Obwohl bei der Berechnung des
Spektrums keine Strahlungskorrekturen betrachtet wurden, zeigen die ermittelten Mo-
mente eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen anderer Arbeitsgruppen sowie
mit den experimentellen Daten. Das Spektrum erlaubt die theoretische Vorhersage von
Momenten, die ein beliebiges Teilintervall der invarianten Masse beinhalten. Damit wird
die Prézision bei der Bestimmung der hadronischen Parameter A, Ay, ... sowie der CKM-
Matrixelemente V,, und V,; verbessert und die Unitaritdtsbedingung der CKM-Matrix
kann genauer auf mogliche Effekte neuer Physik untersucht werden.



Anhang A

Matrixelemente der
Lichtkegeloperatoren

In den vorrangegangenen Kapiteln wurde das Spektrum der hadronisch invarianten Masse
errechnet. Der Verlauf dieses Spektrums ist dabei hauptséchlich durch die Shapefunktio-
nen gegeben, die durch die Matrixelemente der Lichtkegeloperatoren definiert sind. In den
folgenden Abschnitten wird die Definition aus (3.49) detaillierter erléutert.

In fithrender Ordnung erhélt man aus der Lichtkegelentwicklung zwei Operatoren, Op(w)
und P (w). Wie bereits gesehen, definiert das Matrixelement von Op(w) die fiithrende
Shapefunktion f(w)

(B|Oo(w)|B) = (Blhyo(:D+ + w)hy|B) = f(w) . (A.1)

Der Unterschied der Operatoren Ogy(w) und PJ'(w) ist lediglich durch die Matrixstruktur

gegeben. B
P (w) = hyo(eDy 4+ w)y*vs5hy (A.2)

Auf Grund der Diracmatrix ~#~; transformiert der Operator unter der Paritit wie ein

Pseudovektor. Diese Eigenschaft muss bei der Parametrisierung des Matrixelements beriick-
sichtigt werden. Ein Pseudovektor kann durch die Kontraktion eines Vektors mit dem

Levi-Civita-Tensor konstruiert werden. Damit dieser Tensor aber einen Beitrag liefert,

muss er mit vier linear unabhéngigen Vektoren kontrahiert werden. Das Matrixelement

von P¢(w) héngt aber nur vom Anfangszustand, der in diesem Fall ein B-Meson ist, und

damit von einer Kombination der Vektoren v# und n* ab. Somit stehen nur zwei Vektoren

zur Verfiigung und es kann kein Pseudovektor konstruiert werden. Dadurch steht keine

passende Grofle zur Parametrisierung bereit und der Beitrag des Matrixelements muss

verschwinden

(BIPFW)B) =0 . (A.3)

In der né&chstfithrenden Ordnung der Lichtkegelentwicklung treten 12 weitere Opera-
toren auf, deren Matrixelement bestimmt werden muss. Die ersten Operatoren geméfl
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der Aufzéhlung (3.24) sind Of (w) und P{"*(w). Diese Operatoren treten nach bisherigem
Kenntnisstand nur auf, wenn die Masse des Quarks, welches bei dem Zerfall entsteht, nicht
vernachlissigt wird. Das Matrixelement des Operators O} (w) besitzt eine Abhéngigkeit
zu der fithrenden Shapefunktion. Dieser Zusammenhang kann gezeigt werden, wenn der
Operator mit dem Vektor n* kontrahiert wird.

(5(&1 — Wl) - 5(0‘) — w2)BU5(2D+ + w2)ZD+5(ZD+ + Wl)hv (A4)

n- Ol(w) = /dwldwg

W1 — W2

Durch eine Variablentransformation (wq,ws) — (h,ws) mit h = w; — wy und die anschlie-
Bende Integration erhélt man

n-O1(w) = / dh i, S =2 = hf)b ZOW @) 50D, 4 wn)wnd(1Ds + wn + By

- /dh dwy (0= h)olw = w ; h) = wilw = wo) ho6(1Dy + wq)d(h)h,

/dh 3 (w—h)d(w+ 1Dy ; h) —wé(w+1Dy)
= —hy(wd(w + D)) A, (A-5)

5(h)h,

Das Matrixelement des Operators entlang n#* ist somit proportional zu der Ableitung
des Produkts aus fithrender Shapefunktion und w. Genau wie zuvor bei der fithrenden
Ordnung stehen zur Parametrisierung nur die Vektoren v* und n* zur Verfiigung. Die
restlichen Beitrage miissen somit proportional zu v* sein. Die Kontraktion des Operators
mit v# fithrt zu keinen weiteren Vereinfachungen und so wird dieser Anteil mit einer neuen
Shapefunktion parametrisiert. Analog wird dieser Beitrag durch die Ableitung der neuen
Shapefunktion definiert.

(B|Oy(w)[B) = —(wf(w)(n* = v") + 11 (w)n”)’ (A.6)

Der Operator P{"“(w) unterscheidet sich vom Operator O (w) nur durch das Auftreten der
Diracmatrix v#vs5. Prinzipiell kann das Matrixelement des Operators unter Beriicksichti-
gung der Transformationseigenschaften unter der Paritdt durch den Levi-Civita-Tensor
parametrisiert werden.

(BIP ()| B) ~ " (A7)

Dabei gilt €” = e vg. Der Wilsonkoeffizient zu diesem Operator, der durch die
Operatorproduktentwicklung entsteht, enthélt nur den Vektor n*. Das Matrixelement
von P/"*(w) konnte also mit einer neuen Shapefunktion reprisentiert werden, jedoch ver-
schwindet dieser Beitrag bei der Kontraktion mit dem Wilsonkoeffizient und spielt somit
fiir den hier betrachteten Fall keinerlei Rolle. Damit die Ubersicht erhalten bleibt, wurde
deshalb fiir diesen Term in (3.49) keine neue Shapefunktion definiert.

Der Operator O3(w) verhélt sich wie ein Lorentzskalar und somit kann das Matrixelement
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einfach als eine weitere Shapefunktion definiert werden.

(B|Os(w)|B) =

/ duondio, 2 = “’:jz - ii“’ =) BIRS (D, + ws) (1D,)? 51D + w)h|B) = Gs(w)
(A.8)

Das Pendant dieses Operators, P§'(w), verhélt sich unter einer Paritétstransformation
wie ein Pseudovektor und damit genau wie der Operator P§'(w). Somit kann das Matri-
xelement von P§*(w) aus dem oben genannten Grund nicht parametrisiert werden und
verschwindet deshalb.

Auch bei dem Matrixelement des Operators O4(w) spielt das Verhalten unter Paritétstrans-
formationen die entscheidende Rolle. Auf den ersten Blick kann das Matrixelement genau
wie (B|Os(w)|B) parametrisiert werden. Die Definition von O4(w) enthélt aber bereits
einen Levi-Civita-Tensor, der bei einer Parititstransformation ein zuséitzliches Minus-
zeichen erzeugt. Das Matrixelement verhélt sich daher wie ein Pseudoskalar. Dies kann
aber mit den zur Verfiigung stehenden Grofien nicht parametrisiert werden. Deshalb ver-
schwindet auch dieser Beitrag. Fiir das Matrixelement des Operators Pj(w) kann die
gleiche Argumentationskette verwendet werden um zu zeigen, dass es einen Beitrag zum
Prozess liefert. Die Kombination des Levi-Civita-Tensors mit v#v5 bewirkt, dass das Ma-
trixelement unter der Paritéit wie ein Vektor transformiert. Es wird deshalb durch eine
Shapefunktion und die Vektoren n* und v* beschrieben. An dieser Stelle gilt es zu beach-
ten, dass y*7v; den Spin des b-Quarks représentiert. Da das Skalarprodukt des Spins mit
dem Impuls des b-Quarks bzw. der Geschwindigkeit v* verschwindet, muss auch dasselbe
fiir das Matrixelement gelten.

(BIP{(w)B) =

- g /dwldwg(s(w — ) = 0w = ws) (BIhd(1Dy + wo) <e : CAJ)L 01Dy 4 w1)s“h|B)

W1 — W2

= (v* = n%)Hy(w) (A.9)

Der Operator O%(w) stellt unter Paritétstransformationen einen Vektor dar. Deshalb kann
das Matrixelement des Operators mit einer Kombination der Vektoren n* und v* geschrie-
ben werden. Es muss aber keine neue Shapefunktion definiert werden, da das Matrixele-
ment, dhnlich wie fiir den Operator O;(w), von der fithrenden Shapefunktion abhéngig
ist. Dies kann durch eine Kontraktion mit n* gezeigt werden.

n-Og(w)=h{aD;, 00Dy +w)} h = —2whd(1Dy + w)h (A.10)
Mit diesem Resultat lautet das Matrixelement

(B|O%(w)|B) = (B|h {2D",5(1Dy + w)} h|B) = (n* — ")w f(w) : (A.11)



82 Anhang A MATRIXELEMENTE DER LICHTKEGELOPERATOREN

Das Matrixelement des Operators P5®(w) trégt nicht zum Ergebnis bei, da alle Momente
des Matrixelements und somit auch das Matrixelement selbst verschwindet. Fiir das nullte
Moment ist dies leicht nachzuvollziehen, da in diesem Fall die Bewegungsgleichung der
HQET angewandt werden kann.

M, = / dw(B|h {1D",§(1D; + w)} s*h|B) = 2({B|hD"s*h|B) = 0 (A.12)

Fiir die Berechnung von hoheren Momenten wird in das oben stehende Integral der Fak-
tor w™ eingefiigt. Auf Grund der Deltafunktion konnen diese Terme dann als kovariante
Ableitungen geschrieben werden. Da der Operator mit einem Antikommutator definiert
ist, entstehen dadurch symmetrische Kombinationen von Ableitungen.

M, = / dww(B|h{1D",6(1Dy + w)} s*h|B) = —(B|h {sD" 1D, } s*h| B) (A.13)

Die dabei entstehenden Matrixelemente miissen, damit das richtige Verhalten unter Pa-
ritdtstransformationen erhalten bleibt, mit einem Levi-Civita-Tensor definiert werden.
Dadurch wird ein antisymmetrisches Objekt mit einen symmetrischen kontrahiert und
auch die hoheren Momente tragen nicht bei. Somit verschwindet das gesamte Matrixele-
ment des Operators P§®(w).

Die zwei folgenden Operatoren, O’ (w) und P4“(w), unterscheiden sich von den vorange-
gangenen nur durch die Ersetzung des Antikommutators durch einen Kommutator. Das
Verhalten der Matrixelemente verdndert sich allerdings grundlegend. Der Operator O (w)
muss sich, genau wie O%(w), geméf den Bewegungsgleichungen der HQET verhalten und
das Matrixelement ist somit proportional zu

(B|O%(w)|B) = (B|h iD", (D4 +w)] h|B) = (v" — n")A(w) . (A.14)

Die Funktion A(w) kann extrahiert werden, indem das Matrixelement mit n* kontrahiert
wird. Auf Grund des Kommuntators tragt diese Kombination aber nicht zum Ergebnis
bei und daher muss auch das Matrixelement von O%(w) nicht weiter betrachtet werden.

n-0s(w) = hlw, 60Dy +w)h=0 (A.15)

Das Matrixelement des Operator P4“(w) kann unter Beriicksichtigung der Transforma-
tionseigenschaften durch eine weitere Shapefunktion beschrieben werden.

(B|P{*(w)|B) = (B|h D", §(1Dy + w)] s“h|B) = —ie"**"v,n,h;(w) (A.16)

Schliefflich bleiben noch die Operatoren zu betrachten, welche die Korrekturterme der La-
grangedichte der HQET beinhalten. Diese Operatoren treten immer in der gleichen Weise
in Verbindung mit den fithrenden Operatoren auf. Zudem besitzen sie die jeweils glei-
chen Transformationseigenschaften wie Op(w) und P§(w). Mit der gleichen Begriindung,
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die auch zu den Ergebnissen dieser Operatoren fiihrte, werden die Matrixelemente der
Operatoren Op(w) und P (w) parametrisiert. Man erhélt

(BOr@IB) = (Bli [ dyTI(R3GD. + )7 Th) (0) 5L |B) = 5t(w)
(BlPp(w)|B) = 0 (A.17)



84

Anhang A MATRIXELEMENTE DER LICHTKEGELOPERATOREN




Anhang B

Momente der Shapefunktionen

Die Moglichkeit die Shapefunktionen in Momente zu entwickeln, verdeutlicht die Tatsache,
dass die Lichtkegelentwicklung Terme der /m,-Entwicklung resummiert, die in einer be-
stimmten kinematischen Situation von derselben Gréflenordnung sind. Diese Entwicklung
wird hauptséchlich dazu verwendet die Resultate der Lichtkegelentwicklung mit denen
der /m,-Entwicklung zu vergleichen. Es wird gleichzeitig sichergestellt, dass die Shape-
funktionen abseits der speziellen kinematischen Situation die gleichen Ergebnisse liefern.

Die Berechnung der Momente ist durch das Auftreten der Deltafunktion é(w + ¢D,) in
den meisten Operatoren der Lichtkegelentwicklung relativ einfach. Die Faktoren w, die
bei der Ermittlung der hoheren Momente auftreten, kénnen so durch kovariante Ablei-
tungen ersetzt werden. Die Integration iiber die verbleibende Deltafunktion ergibt ein
Matrixelement, das mit Hilfe der HQET parametrisiert werden kann. Die Entwicklung
der Funktionen ist durch

flw) = 32 s (B.1)

n!
n

definiert.

Fiir die fithrende Shapefunktion f(w) ist die Berechnung der ersten Momente sehr iiber-
sichtlich. Die Funktion ist durch das Matrixelement des fithrenden Operators Oy(w) defi-
niert.

fw) = (Blh0 (D + w)hy| B) (B-2)

Daraus ergeben sich die Momente

My, = w (Blhy0(1Dy + w)hy|B) = (B|h,h,|B) =1

M, = / W Bhd (1D + w)h|B) = —(BlhwiDyh|B) = 0
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h ; 1
s /dww2<B|h”5(ZD++w)hv’B>:(BlthD+zD+hv|B):—§>\1
h ; 1
My = /dww3<B|hy5(zD++w)hu|B>:—<B|hsz+zD+zD+hv|B>:gpl (B.3)

Eine wichtige Eigenschaft der Shapefunktion f(w) ist das Verschwinden des ersten Mo-
ments. Durch das Theorem von Luke [47] wurde gezeigt, dass inklusive Raten in der HQET
keine Korrekturterme proportional zur inversen Masse besitzen. Das Ergebnis des ersten
Moments ist also eine grundlegende Bedingung an die fithrende Shapefunktion, welche die
Menge der moglichen Modellfunktionen einschréankt. Die Entwicklung der Funktion f(w)
lautet somit
. /\1 17 P1 o

flw)=0(w)— Eé (w) — Eé (w)+... : (B.4)
Die néchstfithrende Shapefunktion G5(w) entsteht durch das Matrixelement des Operators
Os(w). Auch hier ist der Ausgangspunkt ein skalarer Operator, wodurch die Funktion
direkt proportional zu dem Matrixelement ist.

d(w—wp) — d(w — wy)

W1 — W2

(Blhy6 (1D 4 ws) (1D ) 6(2Dy + wy)hy|B)

(B.5)
In Anhang A wurde fiir den Operator O;(w) gezeigt, dass durch die Integration iiber w;
und wo eine Ableitung der Deltafunktion 6(:Dy + w) entsteht. Damit das Integral iiber
diese Ableitung einen Beitrag liefert, muss also mindestens ein Faktor w vorhanden sein.
Somit verschwindet das nullte Moment M,. Das erste Moment lautet

M, = /dww

/ dondioy 2 =) ZOW = W) g 0D ) (1D ) 54D, + w1 Vho B

Wy — w2

Gg((x)) = /dWldWQ

- —/dww<B\hv§'(zD++aJ) (:D1)* hy|B)

- 2

= (B|h, (1D.)? hy|B) = M (B.6)
Der Vorfaktor des hadronischen Parameters entsteht durch ¢/ g,,, = 2. Der néchste Term
in der Entwicklung verschwindet, da in dem zu berechnenden Matrixelement die mittle-
re kovariante Ableitung nur senkrechte Komponenten enthélt. Die Parametrisierung der
HQET (2.14) lasst aber nur Komponenten parallel zu der Geschwindigkeit v zu. Die
Entwicklung der Shapefunktion G3(w) lautet damit bis zur betrachteten Ordnung

2)\

Gs(w) = 3 8 (w)+ ... : (B.7)

Eine dhnliche Situation ergibt sich bei den Momenten der Funktion Hy(w). Die Defini-
tion der Shapefunktion erhidlt man, wenn man das Matrixelement mit dem Vektor n®
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kontrahiert.

H4(w) = —g / dwldw25(w _ Wl) _ 5((«0 _ WQ)

2 W1 — Wy

(Blhy8(:Ds + ws) (e : é)L 5D +wi)n - shy|B) (B.8)
Durch die gleiche Vorgehensweise wie bei G3(w), ergibt sich
— 9Bl (c-G) n- _
My = —=5(Blh, <e G)Ln shoBY = Ay . (B.9)

Der darauf folgende Term trégt, genau wie zuvor, nicht bei, da auch der Gluontensor G*”
nur senkrechte Komponenten vorweist und die Entwicklung lautet

Hi(w) = X' (w) +... . (B.10)

Eine dhnlich Struktur wie die letzten beiden Operatoren, besitzt auch der Operator O, (w).
Das Matrixelement dieses Operators wird durch die Ableitungen der Funktionen f(w) und
r1(w) dargestellt. Da die Momentenentwicklung von f(w) bereits bekannt ist, verbleiben
noch die Momente von ri(w) zu berechnen. Die Ableitung dieser Funktion erhilt man
durch Kontraktion des Matrixelements mit v*.

M (w) = — /dmdmé(w —wy) — 6w — wo)

W1 — W2

(B|hy6(1D + wy)w - DS(1Dy + wy)hy| B)

(B.11)
Da durch diese Kontraktion der Term v - D entsteht, verschwinden das nullte und erste
Moment auf Grund der Bewegungsgleichung der Felder h,. Das zweite Moment tragt auch
nicht bei, da das Integral iiber die Ableitung der Deltafunktion verschwindet. Das dritte
Moment von 77 (w) lautet

_ 1
M3 = —(B|hytDiw - DiD,h,|B) = 3P : (B.12)

Die Entwicklung von rj(w) beginnt somit mit dem dritten Moment. Daraus ergibt sich
fiir r1(w)
o P1 oy
ri(w) = —1—8(5 (W) +... : (B.13)
Die Shapefunktion h(w) ist definiert durch das Matrixelement des Operators P§*(w)
hi(w) = 1€ (B|h, (D", 6(1Dy + w)] s%hy|B) . (B.14)

Das nullte Moment dieser Funktion verschwindet auf Grund der Bewegungsgleichung der
HQET. Die Berechnung der nidchsten Momente ergibt

M, = Zeia/dww<B|Bv [2D",0(2Dy + w)] s%h,|B)

= —zeia/ dw (B|h, [1D",2D.] s*h,|B)
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My — 1k / dw (B [1D", 51D + w)] s°ho| B)

= Zeia/dw (B|hy [1D",2D 2D, ] s*h,|B)

Damit lautet die Momentenentwicklung der Funktion h;(w)

hi(w) = Xod' () + %5"(@ T (B.16)

In einem letzten Schritt bleibt nun noch die Entwicklung der Funktion ¢(w). Diese Funk-
tion ist definiert durch den Operator Op(w), der durch die Korrekturterme der Lagran-
gedichte der HQET aus dem fithrenden Operator Og(w) entsteht.

tw) = 2(Bli / dy T[(hu0(iDy + w)h,)(0) L(y)]| B) (B.17)

Der erste Term in der Entwicklung ist proportional zur Deltafunktion §(w). Da w die
Massendimension eins besitzt, ist dieser Term antiproportional zur Masse. Diese Korrek-
turterme diirfen allerdings laut Luke’s Theorem nicht auftreten. Somit muss das nullte

Moment dieser Funktion verschwinden. Das erste Moment errechnet sich aus folgendem
Ausdruck:

M, :2<B|¢/ dy T[(haD1h,)(0)SL(Y)]|B) . (B.18)

Die einzige Moglichkeit ein Matrixelement eines lokalen Operators zu erhalten, ist ge-
geben durch die Verkniipfung des Zeitordnungsoperator 7" mit den Quarkfeldern. Diese
Kombination ergibt den Propagator S(y) des Feldes h,,.

M, = 2(B|i/ d%y hy(0)2D415(0 — )6 L(y)| B) (B.19)

Dabei beschreibt 0L (y) = e (1D)* hy(y) + 325" G hy(y). Damit ein lokaler Operator
entsteht muss die kovariante Ableitung auf den Propagator wirken. Diese Berechnung kann
am einfachsten im Ruhesystem des Mesons durchgefiihrt werden. Der Vektor n* wird so
gewihlt, dass 1D, = 1(Jy — 03) gilt. Der Propagator kann im Impulsraum bestimmt

werden.
~ 1 1

Sk)=——F=— B.20
0= = (B.20)
Die Ableitung dy auf S(y) ist somit proportional zu
1
80/ d4kzelk'yk— ~ 6*(y) . (B.21)
0

Dieses Resultat bestétigt, dass der Propagator S(y) die Greensche Funktion des Differen-
tialoperators w - D = 19y der Bewegungsgleichung von h, ist. Bei dem zweitem Term, der
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durch die Ableitung 105 entsteht, ist es ausreichend nur die Komponente g, zu betrachten.

9y / d%é’wki ~ 0(y0) — 0(—y0) (B.22)
0

Die Ableitung ist somit proportional zum Vorzeichen von y,. Die Felder h, besitzen auf
Grund der Bewegungsgleichung 1v- D = 10yh,, = 0 keine Zeitabhéngigkeit und das Integral
in (B.17) reduziert sich auf

/ dyo(6(y) — O(—y0)) = 0 (B.23)

Damit erhélt man eine Deltafunktion, die nur Quarkfelder an der gleichen Ortskoordinate
miteinander verkniipft. Das erste Moment kann dadurch aus folgendem Matrixelement
ermittelt werden:

M, = 2(B|SL|B) = A + 3X (B.24)

Die Entwicklung fiir die Funktion ¢(w) lautet somit

tw) =—(\1 +3\)d (W) + ... : (B.25)
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Anhang C

Herleitung der Zerfallsrate

Die differentielle inklusive Zerfallsrate fiir den Prozess B — X v ist gegeben durch

dp d’p,
I = ot ey S Xt Moy | B) P2 00~ = =) (C)
p( p[/ X,

mit dem effektiven Hamilton-Operator
4G R
W cb
Das Matrixelement des effektiven Hamilton-Operator ergibt

4G 4G
(Xclv|Heps| B) = T;Vcb(ﬂﬂauu)(XJ(E%VPL’))\B> = T;Vcb(ﬂﬂauu)<Xc|J§|B>
(C.3)

Dadurch kann die Zerfallsrate in einen rein leptonischen und einen hadronischen Term
aufgeteilt werden.

Hepp = (6Ya PLD) ((y*PLv) . (C.2)

dl' = 167 G2| V|2 LW, 5 d'g (C.4)
Der leptonische Teil L®? ist dabei definiert als

o8 _ / : dpy d’p,

277)32]?0 (271')32]90 5((] — Pe — pu)(ﬂé’)/auy)(l_by’}/ﬂlw) . (C5)
y4 v

Summiert man iiber alle Spineinstellungen der Leptonen und vernachléssigt man deren
Massen, muss folgendes Integral gelost werden

70 = / d'pe d'pud(p7)0(0?)0(p2)0(1)0(q — pe — p) Tx [py*Pupy®Pr] . (C.6)

Aufgrund der Eigenschaften der Spur und der Tatsache, dass iiber beide Leptonimpulse
integriert wird, ist das Integral total symmetrisch beziiglich der Indizes o und 3. Es muss
also folgende Form haben.

I% = Ag*® + B¢°¢° (C.7)
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Die Variablen A und B koénnen bestimmt werden, indem C.7 mit g, bzw. g,qs kontrahiert
wird.

9ap I°° = 4A + ¢*B = — 2¢° / d'pe d'p,(p})0(p})3(P})0(P))6(q — pe — pu) = —24°T
413 I°" = *A+¢*B=0 (C.8)

Die noch zu bestimmende Phasenraumintegration 16st man im Ruhesystem des Impuls-
iibertrags ¢ = py + po.

Z:/( e 5(‘1_]’4_79”):/( b b §(E, — 50— )6+ )

2m)32p; (2m)32p)) 2m)32py (2m)32p))

dp 0 0y _ d’ o 1
:/(QW)GZpgé(Eq_pé_p”)_ﬂ/(gﬂfﬁ(s((Eq_pr)_4(27T)5 (C.9)

Die Losung des Gleichungssystem ergibt fiir den leptonischen Anteil

L8 = 6(217T)5 (qaqﬁ — q29aﬁ) ) (C.10)
Damit erhélt man fiir die Zerfallsrate
dl' = 1—65Fo (¢°d" — ¢*9*°) Wagd'y (C.11)
™,
mit [y = %. Fiir die Lichtkegelentwicklung werden zwei Lichtkegelvektoren n und

n benotigt. Sie haben die Eigenschaften n-n =2 und v = %(n—i—ﬁ), wobei v die Geschwin-
digkeit des B-Mesons ist. Zur Vereinfachung der Terme wird das Koordinatensystem so
gedreht, dass der Impulsiibertrag ¢ gerade in Richtung von n zeigt. Mit der Bedingung
q* # 0 besitzt ¢ Komponenten in n- und - Richtung.

1_ 1 _

¢ ==n-gn'+=n-qgn" (C.12)

2 2
Somit kann die Integration iiber d%y durch eine Integration iiber dn-q und dn-q geschrieben
werden. Zur Vereinfachung wird in das Bezugssystem gewechselt indem die rédumliche
Komponenten von ¢ = (g, 0,0, g3) gerade in z-Richtung zeigen. Dies kann erreicht werden
indem man die Lichtkegelvektoren n = (1,0,0,1) und 7 = (1,0,0, —1) w#hlt. Damit gilt

d'q = |q1? dgodS2sd|q]
= 47 ¢2 dqodqs : (C.13)

In diesem speziellen Koordinatensystem gilt aulerdem
L
0 =5-q+n-q

Q3=1(ﬁ-q—n-Q) (C.14)

2
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Nach Berechnung der Funktionaldeterminante erhélt man

m

Allerdings muss man wegen der bestimmten Wahl des Koordinatensystems noch Bedin-
gungen an n - ¢ und 7 - ¢ stellen. So muss die invariante Masse des Leptonpaars ¢ > 0
sein. Auflerdem sollte das Koordinatensystem so gewahlt sein, dass ¢ = (0,0, ¢3) in die
Richtung von 7 zeigt. Somit muss g3 < 0 gelten. Hieraus ergibt sich

¢ >0=0(¢—q3) =
g3 < 0= 0(—qs) =

((q0 — a3)(q0 +q3)) = O(n - qn - q)
(n-q—mn-q) : (C.16)

Damit erhélt man fiir die Integration iiber den Impulsiibertrag

™

dq 2(ﬁ-q—n-q)29(ﬁ-q)@(n-q—ﬁ-q)dn-qalﬁ-q ) (C.17)

Fiigt man alle Teile zusammen, lautet das Ergebnis fiir die differentielle Zerfallsrate

8

dl' = —Ty (¢°¢° — ") Was(R-q—n-q)*0(R-q)0(n-q—n-q)dn-qdn-q . (C.18)
b



94

Anhang C HERLEITUNG DER ZERFALLSRATE




Literaturverzeichnis

[1] S. Eidelman et al. (Particle Data Group), Phys. Lett. B592, 1 (2004). 1, 12, 16, 39,
67, 74

[2] M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to quantum field theory (Reading,
USA: Addison-Wesley, 1995). 1, 22

[3] S. Weinberg, The Quantum theory of fields. Vol. 1: Foundations (1995), cambridge,
UK: Univ. Pr. (1995) 609 p. 1

[4] S. Weinberg, The quantum theory of fields. Vol. 2: Modern applications (1996), cam-
bridge, UK: Univ. Pr. (1996) 489 p. 1

[5] J. F. Donoghue, E. Golowich, and B. R. Holstein, Dynamics of the standard model
(Cambridge Monogr. Part. Phys. Nucl. Phys. Cosmol., 1992). 1

[6] P. Renton, Elektroweak Interactions: An introduction to the physics of quarks and
leptons (Cambridge, UK: Univ. Pr., 1990). 1, 25

[7] N. Schmitz (1997), stuttgart, Germany: Teubner (1997) 478 p. 2
[8] N. Schmitz (2002), www.mppmu.mpg.de/english /ns_maria_laach_web.pdf. 2

9] J. D. Bjorken and S. D. Drell, Relativistische Quantenmechanik (Bibliogr. Inst.,
1966), ISBN 3-411-00098-8, 3-411-0098-8f. 2

[10] K. G. Wilson, Phys. Rev. 179, 1499 (1969). 4, 22

[11] S. L. Glashow, Rev. Mod. Phys. 52, 539 (1980). 7

[12] A. Salam, Rev. Mod. Phys. 52, 525 (1980). 7

[13] S. Weinberg, Rev. Mod. Phys. 52, 515 (1980). 7

[14] N. Cabibbo, Phys. Rev. Lett. 10, 531 (1963). 9

[15] M. Kobayashi and T. Maskawa, Prog. Theor. Phys. 49, 652 (1973). 9

[16] Z. Maki, M. Nakagawa, and S. Sakata, Prog. Theor. Phys. 28, 870 (1962). 9



96 LITERATURVERZEICHNIS

[17] L. Wolfenstein, Phys. Rev. Lett. 51, 1945 (1983). 10

[18] J. Charles et al. (CKMfitter Group), Eur. Phys. J. C41, 1 (2005), updated results
and plots available at: http://ckmfitter.in2p3.fr, hep-ph/0406184. 10, 14

[19] H. Kalka and G. Soff (1997), stuttgart, Germany: Teubner (1997) 444 p. 11
[20] H. K. Dreiner (1998), hep-ph/9902347. 11

[21] Y. Fukuda et al. (Super-Kamiokande), Phys. Rev. Lett. 81, 1562 (1998), hep-
ex/9807003. 11

22] Q. R. Ahmad et al. (SNO), Phys. Rev. Lett. 87, 071301 (2001), nucl-ex/0106015. 11
23] Q. R. Ahmad et al. (SNO), Phys. Rev. Lett. 89, 011301 (2002), nucl-ex/0204008. 11

[24] T. Yanagida (1979), in Proceedings of the Workshop on the Baryon Number of the
Universe and Unified Theories, Tsukuba, Japan, 13-14 Feb 1979. 11

[25] H. V. Klapdor-Kleingrothaus et al. (2004), hep-ph/0404062. 11
[26] LEP-collaboration (LEP) (2003), hep-ex/0312023. 11
[27] B. Aubert et al. (BABAR), Phys. Rev. Lett. 87, 091801 (2001), hep-ex/0107013. 12

[28] A. J. Buras and R. Fleischer, Adv. Ser. Direct. High Energy Phys. 15, 65 (1998),
hep-ph/9704376. 12

[29] Belle Kollaboration (1994), http://belle.kek.jp/. 13
[30] BaBar Kollaboration (1995), http://www.slac.stanford.edu/BFROOT. 13
31] M. Battaglia et al. (2003), hep-ph/0304132. 14

[32] 1. 1. Y. Bigi, M. A. Shifman, and N. Uraltsev, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 47, 591
(1997), hep-ph/9703290. 16, 20

[33] E. Eichten and B. Hill, Phys. Lett. B234, 511 (1990). 16

[34] D. Benson, I. I. Bigi, T. Mannel, and N. Uraltsev, Nucl. Phys. B665, 367 (2003),
hep-ph/0302262. 17

[35] N. Isgur and M. B. Wise, Phys. Lett. B232, 113 (1989). 20
[36] N. Isgur and M. B. Wise, Phys. Lett. B237, 527 (1990). 20
[37] M. A. Shifman and M. B. Voloshin, Sov. J. Nucl. Phys. 47, 511 (1988). 20

[38] B. Grinstein, Nucl. Phys. B339, 253 (1990). 20



97

[39]
[40]

[41]
[42]
[43]

[44]
[45]

[46]

[47]
[48]
[49]

[50]
[51]

[52]

[53]

[54]

[55]
[56]
[57]

[58]

H. Georgi, Phys. Lett. B240, 447 (1990). 20

A. F. Falk, H. Georgi, B. Grinstein, and M. B. Wise, Nucl. Phys. B343, 1 (1990).
20

M. Neubert, Phys. Rept. 245, 259 (1994a), hep-ph/9306320. 20
T. Mannel, Rept. Prog. Phys. 60, 1113 (1997). 20

A. V. Manohar and M. B. Wise, Heavy quark physics (Cambridge Monogr. Part.
Phys. Nucl. Phys. Cosmol., 2000). 20, 26, 41

M. Gremm and A. Kapustin, Phys. Rev. D55, 6924 (1997), hep-ph/9603448. 21, 62

A. F. Falk, M. E. Luke, and M. J. Savage, Phys. Rev. D49, 3367 (1994), hep-
ph/9308288. 21, 28

C. W. Bauer, Z. Ligeti, M. Luke, and A. V. Manohar, Phys. Rev. D67, 054012 (2003),
hep-ph/0210027. 21, 66

M. E. Luke, Phys. Lett. B252, 447 (1990). 22, 86
J. Chay, H. Georgi, and B. Grinstein, Phys. Lett. B247, 399 (1990). 30

A. V. Manohar and M. B. Wise, Phys. Rev. D49, 1310 (1994), hep-ph/9308246. 30,
43

T. Mannel, Nucl. Phys. B413, 396 (1994), hep-ph/9308262. 30

I. I. Y. Bigi, N. G. Uraltsev, and A. I. Vainshtein, Phys. Lett. B293, 430 (1992),
hep-ph/9207214. 30

I. I. Y. Bigi, M. A. Shifman, N. G. Uraltsev, and A. I. Vainshtein, Phys. Rev. Lett.
71, 496 (1993), hep-ph/9304225. 30

I. I. Y. Bigi, B. Blok, M. A. Shifman, and A. I. Vainshtein, Phys. Lett. B323, 408
(1994a), hep-ph/9311339. 30

I. I. Y. Bigi, R. D. Dikeman, and N. Uraltsev, Eur. Phys. J. C4, 453 (1998), hep-
ph/9706520. 30

M. Neubert, Phys. Rev. D49, 4623 (1994b), hep-ph/9312311. 31
M. Neubert, Phys. Rev. D49, 3392 (1994c), hep-ph/9311325. 31

I. I. Y. Bigi, M. A. Shifman, N. G. Uraltsev, and A. I. Vainshtein, Int. J. Mod. Phys.
A9, 2467 (1994b), hep-ph/9312359. 31

T. Mannel and M. Neubert, Phys. Rev. D50, 2037 (1994), hep-ph/9402288. 31, 36,
63, 64



98

LITERATURVERZEICHNIS

[59]

[60]
[61]
[62]

[63]
[64]

[65]

[66]

[67]

[68]
[69]

[70]

[71]
[72]
[73]
[74]

[75]

[76]

T. Mannel, Effective field thories in flavour physics (2004), berlin, Germany: Springer
(2004) 175 P. 33

C. W. Bauer, M. E. Luke, and T. Mannel (2001a), hep-ph/0102089. 33, 36, 56
C. W. Bauer, M. Luke, and T. Mannel (2002a), hep-ph/0205150. 36, 47

C. N. Burrell, M. E. Luke, and A. R. Williamson, Phys. Rev. D69, 074015 (2004),
hep-ph/0312366. 36, 45, 46, 47, 60

F. J. Tackmann, Phys. Rev. D72, 034036 (2005), hep-ph/0503095. 36, 47

T. Mannel and F. J. Tackmann, Phys. Rev. D71, 034017 (2005), hep-ph/0408273.
36, 46, 47

C. W. Bauer, S. Fleming, D. Pirjol, and I. W. Stewart, Phys. Rev. D63, 114020
(2001b), hep-ph/0011336. 36

C. W. Bauer, D. Pirjol, and I. W. Stewart, Phys. Rev. D65, 054022 (2002b), hep-
ph/0109045. 36

M. Beneke, A. P. Chapovsky, M. Diehl, and T. Feldmann, Nucl. Phys. B643, 431
(2002), hep-ph/0206152. 36

M. Beneke and T. Feldmann, Phys. Lett. B553, 267 (2003), hep-ph/0211358. 36

C. W. Bauer, D. Pirjol, and I. W. Stewart, Phys. Rev. Lett. 87, 201806 (2001c),
hep-ph/0107002. 37

M. Beneke, F. Campanario, T. Mannel, and B. D. Pecjak, JHEP 06, 071 (2005),
hep-ph/0411395. 37

A. F. Falk and M. E. Luke, Phys. Rev. D57, 424 (1998), hep-ph/9708327. 39, 74
F. De Fazio and M. Neubert, JHEP 06, 017 (1999), hep-ph/9905351. 45, 64
K. S. M. Lee and I. W. Stewart, Nucl. Phys. B721, 325 (2005), hep-ph/0409045. 47

A. F. Falk, M. E. Luke, and M. J. Savage, Phys. Rev. D53, 2491 (1996), hep-
ph/9507284. 62

S. E. Csorna et al. (CLEO), Phys. Rev. D70, 032002 (2004), hep-ex/0403052. 68,
69

B. Aubert et al. (BABAR), Phys. Rev. D69, 111103 (2004), hep-ex/0403031. 73



Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Thomas Mannel bedanken, der
mich mit dieser interessanten und anspruchsvollen Aufgabe betraute. In zahlreichen Dis-
kussionen profitierte ich von seinem Wissen und seiner Erfahrung auf dem Gebiet der
theoretischen Physik. Er ermdglichte mir auflerdem einen Teil dieser Arbeit auflerhalb
seiner Arbeitsgruppe anzufertigen, indem er mich auch iiber die rdumliche Distanz bei
Problemen unterstiitzte.

Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Dr. Hans D. Dahmen fiir die Ubernahme des Korreferats.

Ein Dank gilt der Fakultét fiir Physik der Universitidt Siegen fiir die Moglichkeit diese
Arbeit einreichen und die Priifung in Siegen abhalten zu kénnen. Ich danke den Mitarbei-
tern des Instituts ,, Theoretische Physik I fiir die Unterstiitzung wéhrend der Erstellung
dieser Dissertation. Die anregenden Diskussionen zu den verschiedensten Themen werden
mir in guter Erinnerung bleiben. Besonders mochte ich dabei Martin Melcher und Heike
Boos fiir den freundschaftlichen Umgang und die netten Abende danken.

Ich bedanke mich bei Prof. Dr. Johann H. Kiihn, Prof. Dr. Hans-Martin Staudenmaier
und Prof. Dr. Matthias Steinhauser vom , Institut fiir Theoretische Teilchenphysik“der
Universitit Karlsruhe fiir deren Unterstiitzung. Durch die Bereitstellung eines Arbeits-
platzes und die Integration in das Institutsleben konnte ich meine beruflichen und privaten
Bediirfnisse auf einander abstimmen. Ich danke allen Mitarbeitern des Instituts fiir die
nette Atmosphére. Besonderer Dank gilt dabei Dr. Michael Faisst, Dr. Bernd Jantzen
und Dr. Christian Sturm, die mich {iber fast die komplette Zeit am Institut begleitet
haben und fiir meine Probleme und Sorgen stets ein offenes Ohr hatten. Ich danke zudem
Prof. Dr. Robert Harlander und Burkhardt Zittel fiir die interessanten Diskussionen iiber
physikalische und private Themen.

Ein Dank gilt der Landesgraduiertenférderung des Landes Baden-Wiirttemberg, die meine
Arbeit {iber zwei Jahre hinweg finanziell unterstiitzte.

Ein grofler Dank gilt meiner Lebenspartnerin Jasmin Weber ohne deren Unterstiitzung
diese Arbeit nicht zustand gekommen wire. Durch ihre Lebensfreunde und ihren Taten-
drang schaffte sie einen Kontrast zu meiner theoretischen Arbeit. Sie zeigte Verstéindnis
fiir meine Situation und motivierte mich stets in schwierigen Phasen.

Dariiber hinaus danke ich Jasmin und Martin fiir das Korrekturlesen meines Manuskripts.

Abschlielend bedanke ich mich bei meiner Familie sowie der Familie meiner Lebenspart-
nerin fiir deren Unterstiitzung. Besonders hervorheben mochte ich dabei meine Eltern,
die durch die Finanzierung meines Studiums mir die Moglichkeit eréffneten diese Arbeit
anzufertigen und mir dariiberhinaus bei materiellen und geistigen Problemen zur Seite
standen.



	Zusammenfassung
	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Das Standardmodell
	Flavourphysik
	Motivation

	Theoretische Grundlagen
	Heavy Quark Effective Theory
	Operatorproduktentwicklung
	Effektive Theorie schwacher Zerfälle
	Lokale 1mb-Entwicklung

	Lichtkegelentwicklung
	Soft Collinear Effective Theory

	Das hadronische Spektrum im Zerfall BXc
	Partonisches Ergebnis
	Lichtkegelentwicklung
	Matrixelement ohne Gluonabstrahlung
	Matrixelement mit Gluonabstrahlung
	Resultat

	Matrixelemente und Shapefunktionen
	Resultate
	Vergleich mit der 1mb-Entwicklung

	Diskussion der Resultate
	Zusammenfassung
	Matrixelemente der Lichtkegeloperatoren
	Momente der Shapefunktionen
	Herleitung der Zerfallsrate
	Literaturverzeichnis



