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Zusammenfassung

Der Ansatz von Susskind und Glogower fiir das quantenmechanische Phasenproblem de-
finiert hermitesche Operatoren, die als Kosinus- und Sinusoperatoren interpretierbar sind.
Deren Eigenzustidnde in der Fock-Darstellung sind die Chebyshev-Polynome zweiter Art.
Auf dieser Grundlage werden allgemeinere Kosinus- und Sinusoperatoren eingefiihrt, deren
Eigenzustinde in der Fock-Darstellung mit beliebigen Polynomen gebildet sind, die im In-
tervall [—1, 4+1] beziiglich einer Gewichtsfunktion ein Orthogonalsystem bilden. Jedem Satz
Polynome ist ein Paar Kosinus- und Sinusoperatoren zugeordnet. Je nachdem ob die Ge-
wichtsfunktionen symmetrisch oder unsymmetrisch sind, wird zwischen verallgemeinerten
und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren unterschieden. Es werden auch korrespondie-
rende Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren vom verallgemeinerten und erweiterten Type
eingefiihrt. Die Eigenzustinde der trigonometrischen und inversen trigonometrischen Opera-
toren werden untersucht und dazu verwendet, um Darstellungen beliebiger Quantenzustéin-
de sowie entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu definieren. Fiir die klassischen
orthogonalen Polynome werden Beispiele explizit angegeben.

Weiterhin werden Exponentialoperatoren als Verallgemeinerung der exponentiellen Pha-
senoperatoren von Susskind und Glogower eingefiihrt, die mit den verallgemeinerten bzw.
erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren in Beziehung stehen. Die Eigenzustinde der als
Absteigeoperatoren wirkenden Exponentialoperatoren sind innerhalb des Einheitskreises de-
finiert und bilden, sofern sie die Darstellung des Einheitsoperators ermoglichen, verallgemei-
nerte kohdrente Zustédnde. In diesem Fall konnen damit zweidimensionale Wahrscheinlich-
keitsverteilungen innerhalb des Einheitskreises und daraus resultierende Phasenverteilungen
definiert werden. Im Fall der klassischen orthogonalen Polynome haben die Eigenzustinde
der verallgemeinerten und erweiterten Exponentialoperatoren als Normierungsfunktionen
die hypergeometrischen 5Fi- bzw. 4F3-Funktionen. Die Darstellung des Einheitsoperators
erfordert eine spezielle Grenzbetrachtung.

Schlieklich werden die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren, die mit den klassischen
orthogonalen Polynomen im Zusammenhang stehen, erweitert, indem verallgemeinerte hy-
pergeometrische Zustinde eingefiihrt werden, deren Normierungsfunktionen die verallgemei-
nerten hypergeometrischen Funktionen ,F sind. In Abhéngigkeit vom Konvergenzradius der
verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen wird zwischen verallgemeinerten hyper-
geometrischen Zustinden in der gesamten Ebene, innerhalb des Einheitskreises und auf dem
Einheitskreis unterschieden. Diejenigen verallgemeinerten hypergeometrischen Zustédnde, die
die Darstellung des Einheitsoperators ermdoglichen, werden als kohérente verallgemeinerte
hypergeometrische Zustinde definiert. Diese konnen als Basis zur Darstellung beliebiger Zu-
stdnde im Bargmann- bzw. Hardy-Raum verwendet werden und definieren verallgemeinerte
hypergeometrische Husimi-Verteilungen und daraus resultierende Phasenverteilungen.
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Abstract

The approach of Susskind and Glogower to the quantum phase problem defines Hermitian
operators, which may be interpreted as cosine and sine operators. Their eigenstates in the Fock
representation are the Chebyshev polynomials of the second kind. On the basis of this approach
more general cosine and sine operators are introduced, whose eigenstates in the Fock representation
are given by arbitrary orthogonal polynomial sets on the interval [—1, 41] with respect to a weight
function. To every polynomial set there corresponds a pair of cosine and sine operators. Depending
on the symmetry of the weight function one distinguishes between generalized and extended cosine
and sine operators. Corresponding arccosine and arcsine operators of the generalized and extended
type are introduced. The eigenstates of the trigonometric and inverse trigonometric operators are
studied and used to define corresponding representations of an arbitrary quantum state as well as
corresponding probability distributions. Explicit examples are given for the classical orthogonal
polynomials.

Further, exponential operators generalizing the Susskind-Glogower exponential phase opera-
tors are introduced in terms of the cosine and sine operators. The eigenstates of the lowering
exponential operators are defined on the unit disk and yield generalized coherent states if they
admit a resolution of unity. In this case they can be used to define two-dimensional probability
distributions (Q-functions) on the unit disk and corresponding phase distributions as marginal
distributions. In the case of the classical orthogonal polynomials the eigenstates of the generalized
(extended) operators are normalized to the hypergeometric functions o Fy (4F3); the resolution of
unity needs a special treatment as a limiting case.

Finally, extending the class of states encounted above, generalized hypergeometric states nor-
malized to the generalized hypergeometric functions ,Fj are introduced. Depending on the radius
of convergence of ,F;, one distinguishes between generalized hypergeometric states on the (whole)
plane, on the unit disk and on the unit circle. The states yielding a resolution of unity define the
generalized hypergeometric coherent states. They can be used to define representations of an arbi-
trary state in the appropriate Bargmann and Hardy spaces, respectively, as well as corresponding
generalized hypergeometric Husimi distributions and (marginal) phase distributions.
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1 Einleitung

In der klassischen Physik sind die Amplitude und Phase des harmonischen Oszillators be-
kannte und einfache Grofsen. Ebenso sind in der klassischen Optik die Amplitude und Phase
des Strahlungsfeldes auf einfache Weise darstellbar. Die Intensitdt des Lichtes entspricht dem
Quadrat der Amplitude des elektromagnetischen Feldes [T}, 2]. Im klassischen Phasenraum
werden das Amplitudenquadrat und die Phase durch die Wirkungsvariable I bzw. Winkel-
variable ¢ beschrieben, die zueinander kanonisch konjugiert sind. Die Wirkungsvariable [/
und Winkelvariable ¢ erfiillen die klassische Poisson-Klammer-Beziehung {I, ¢} = 1.

Dem klassischen Amplitudenquadrat entsprechen in der Quantenoptik der Photonenzahl-
operator und in der Quantenmechanik der Teilchenzahloperator des harmonischen Oszilla-
tors. Hier wird stets der Begriff des Photonenzahloperators verwendet, wobei der Sachverhalt
auch fiir alle Teilchenzahloperatoren von bosonischen Oszillatoren gilt.

Es ist jedoch kein geeigneter quantenmechanischer Ausdruck bekannt, der der klassischen
Phase entspricht und der befriedigende Eigenschaften aufweist [3, . Bl 6 [ K]. Insbeson-
dere ist es unmoglich, einen Phasenoperator gg zu definieren, der die Kommutatorbeziehung
[N , (]3]7 — il erfiillt. Seit dem Beginn der Quantenmechanik in den zwanziger Jahren des
vergangenen Jahrhunderts wurden zahlreiche Versuche unternommen, einen Phasenoperator
zu definieren |7, §).

Beispielsweise wurde von Dirac [9] ein Phasenoperator eingefiihrt, indem der Abstei-
geoperator a und der Aufsteigeoperator af des harmonischen Oszillators jeweils in einen
Amplitudenanteil und einen Phasenanteil zerlegt wurden. Dabei wurde der Phasenwinkel
im Argument der beiden Exponentialfunktionen als Phasenoperator interpretiert.

Eine #ihnliche Zerlegung der Operatoren @ und a' wurde von London [T0] durchgefiihrt.
Dabei wurden jedoch die beiden Exponentialfunktionen als Exponentialoperatoren interpre-
tiert, die zueinander hermitesch konjugiert sind. Diese Exponentialoperatoren wirken eben-
falls als Absteige- und Aufsteigeoperatoren [I], deren Anwendung auf einen Fock-Zustand
diesen um Fins vermindert bzw. erhoht.

Unabhéngig von Londons fritherer Arbeit [IT]| wurden in den sechziger Jahren des ver-
gangenen Jahrhunderts die Exponentialoperatoren so definiert, indem die von Dirac einge-
fiihrte Zerlegung des Aufsteige- und Absteigeoperators umgestellt wurde. Dadurch wurden
die Exponentialoperatoren durch den Aufsteige- bzw. Absteigeoperator und eine Funktion
des Photonenzahloperators dargestellt. Von Louisell [I2] wurde die Moglichkeit erwéhnt,
aus den Exponentialoperatoren hermitesche Kosinus- und Sinusoperatoren zu konstruieren.
Unabhéingig davon wurden von Susskind und Glogower [T3] mit Verwendung der beiden
Exponentialoperatoren hermitesche Kosinus- und Sinusoperatoren eingefiihrt.

In den achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts wurde von Pegg und Barnett [15]
ein Phasenoperator eingefiihrt, der in einem endlich-dimensionalen Fock-Raum definiert
ist. Dabei wird die vollstindige Berechnung der Erwartungswerte innerhalb des endlich-
dimensionalen Fock-Raumes durchgefiihrt. Sobald diese Berechnung abgeschlossen ist, wird
eine Grenzbetrachtung durchgefiihrt, so dass die Anzahl der Dimensionen des Fock-Raumes
gegen Unendlich geht. Auf der Grundlage dieser Operatordefinition lassen sich auch Pha-
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senverteilungen fiir beliebige normierte Zustinde angeben, die stets positiv-definit sind.

Weiterhin wurden bekannte Verteilungen und Quasiverteilungen im Phasenraum, wie
zum Beispiel die Husimi-Verteilung und die Wigner-Funktion, verwendet, um daraus Pha-
senverteilungen [I6] zu bestimmen. Dabei wurde die Phasenraumverteilung in Polarkoor-
dinaten, d.h. in eine radiale Variable und eine Winkelvariable, transformiert. Anschlieffend
wurde {iber die radiale Variable integriert und so die Phasenverteilung erhalten.

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit sind die Kosinus- und Sinusoperatoren sowie die Ex-
ponentialoperatoren von Susskind und Glogower [I3]. Die Eigenzustinde der Kosinus- und
Sinusoperatoren in der Fock-Darstellung sind durch die Chebyshev-Polynome zweiter Art
darstellbar. Diese Polynome gehoren zu einer grofseren Klasse von Polynomen, die ebenfalls
in dem Intervall [—1, +1] ein Orthonormalsystem beziiglich einer Gewichtsfunktion bilden.
Bei den Eigenzusténden der Kosinus- und Sinusoperatoren werden an Stelle der Chebyshev-
Polynome zweiter Art allgemeinere Polynome im Intervall [—1, +1] verwendet. Es werden
verallgemeinerte Kosinus- und Sinuszustédnde eingefiihrt, die orthonormierte Polynome mit
symmetrischen Gewichtsfunktionen aufweisen, sowie erweiterte Kosinus- und Sinuszusténde,
die orthonormierte Polynome mit unsymmetrischen Gewichtsfunktionen aufweisen.

Einen Schwerpunkt bilden dabei die sogenannten klassischen orthogonalen Polynome
im Intervall [—1,+1]. Die allgemeinsten klassischen Polynome im Intervall [—1,+1] sind
die bekannten Jacobi-Polynome, deren Gewichtsfunktionen im Allgemeinen unsymmetrisch
sind. Der Spezialfall der Jacobi-Polynome mit symmetrischen Gewichtsfunktionen sind die
bekannten Gegenbauer-Polynome. Es werden entsprechende verallgemeinerte und erweiter-
te Kosinus- und Sinusoperatoren definiert, deren Eigenzustinde die verallgemeinerten bzw.
erweiterten Kosinus- und Sinuszustinde sind. Deren Eigenschaften werden untersucht und
deren Erwartungswerte bestimmt. Auferdem werden Arcuskosinus- und Arcussinusopera-
toren und deren Eigenfunktion eingefiihrt.

Weiterhin werden verallgemeinerte und erweiterte Exponentialoperatoren eingefiihrt, die
mit den verallgemeinerten bzw. erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren in Beziehung ste-
hen. Von den als Absteigeoperatoren wirkenden Exponentialoperatoren werden die Eigen-
zustande bestimmt und untersucht. Um im Fall der klassischen Polynome die Darstellung
des Einheitsoperators zu ermoglichen, werden modifizierte Exponentialzustinde konstruiert.
Deren Modulquadrat ergibt in Analogie zur Husimi-Verteilung eine zweidimensionale Ver-
teilung innerhalb des Einheitskreises. Daraus lassen sich Phasenverteilungen fiir beliebige
Zustinde bestimmen.

Schlieflich werden die Eigenzustédnde der als Absteigeoperator wirkenden Exponential-
operatoren, die mit den klassischen orthogonalen Polynomen im Zusammenhang stehen,
weiter verallgemeinert, indem als Normierungsfunktionen die verallgemeinerten hypergeo-
metrischen Funktionen verwendet werden. Diese Zustinde werden als verallgemeinerte hy-
pergeometrische Zustande (VHG-Zusténde) bezeichnet. Die VGH-Zustdnde ermoglichen die
Definition allgemeinerer Husimi-Verteilungen und daraus resultierender Phasenverteilungen.

Die Erwartungswerte fiir die obigen Operatoren und die Verteilungen werden insbeson-
dere fiir die Fock-Zustdnde und die kohédrenten Zustédnde angegeben.



2 Die Operatoren von Susskind und Glogower

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der Kosinus- und Sinusoperatoren von Susskind
und Glogower [I3| untersucht. Von zentraler Bedeutung ist dabei das Eigenwertproblem der
Kosinus- und Sinusoperatoren. Die Eigenwerte und Eigenzustinde werden ausschlieflich
durch die Werte der Kosinusfunktion ¢ bzw. Sinusfunktion s gebildet. Die Phase 6 selbst ist
im Eigenwert nicht enthalten. Auf die Einfiihrung einer Phase 0, ¢ = cosf, s = sinf wird
vorerst verzichtet. Die Eigenzustédnde der Kosinus- und Sinusoperatoren von Susskind und
Glogower sind in der Fock-Darstellung durch bekannte orthogonale Polynome darstellbar.

2.1 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Eigenschaften des quantenmechanischen har-
monischen Oszillators zusammengefasst. Die Hamilton-Funktion des klassischen harmoni-
schen Oszillators

H= 3@+ (1)

mit der Ortsvariable ¢ und der Impulsvariable p korrespondiert mit dem Hamilton-Operator
des quantenmechanischen harmonischen Oszillators

A~

o= 5 @+ 7) )

mit dem Ortsoperator ¢ und dem Impulsoperator p. Der Hamilton-Operator des quanten-
mechanischen harmonischen Oszillators

N N 1.
H = N+l (3)

ist auch durch den Photonenzahloperator darstellbar
N = d'a =) nn)n|. (4)
n=0

Die Eigenzustinde des Photonenzahloperators N|n) = n|n) sind die Fock-Zusténde |n) mit
n=20,1,2,..., welche die Orthonormalitatsrelation

(nn') = 6w (5)
und die Vollstandigkeitsrelation

> In)n| = 1 (6)

erfiillen. Die Fock-Darstellungen der Eigenzustéinde des Orts- und Impulsoperators in (&)
enthalten jeweils ein Hermite-Polynom

(nlg) = hulq) = —=—== Haulq) e 2, (7a)

(nlp) = i" hy(p) = —=——== H.(p) e~ (7b)
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Deren konjugiert komplexe Ausdriicke sind die Ortsdarstellungen bzw. Impulsdarstellungen
fiir die Fock-Zustinde und somit fiir die Eigenzustéinde des quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillators.

Der Absteigeoperator @ und der Aufsteigeoperator a' in (@) sind durch deren Wirkung
auf die Fock-Zustidnde definiert

aln)y =+n|n—1), atn) =vn+1|n+1). (8)
Die Eigenzusténde des Absteigeoperators
i |a) = o fa) (9)

sind die koharenten Zustiande

) = e ij ), (10)

die durch einen komplexen Verschiebungsparameter o = |ale'¥> charakterisiert sind. Der
Betrag |a| des Verschiebungsparameters beschreibt die Verschiebungsintensitit und dessen
Phase ¢, die Verschiebungsrichtung im quantenmechanischen Phasenraum, wobei ¢, dem
Winkel zwischen der g-Achse (Ort) und der Verschiebungsrichtung entspricht. Der Spezialfall
a = 0 entspricht dem Vakuumzustand.

2.2 Eigenschaften der Operatoren von Susskind und Glogower

Der Ansatz von Susskind und Glogower [I3| basiert auf der Zerlegung des Absteige- und
Aufsteigeoperators (B) des quantenmechanischen harmonischen Oszillators in jeweils einen
Amplitudenanteil und einen Phasenanteil

i =\ N+1e" at =6\ /N +1 (11)

in Analogie zur Zerlegung einer komplexen Zahl. In den Gleichungen ([[Tl) ist nicht die Phase
0 selbst als Operator definiert, sondern die beiden exponentiellen Funktionen der Phase 6
werden als Exponentialoperatoren betrachtet

Bsg = = (N +1) 24, El,=e"=al(N+1)2. (12)

Die beiden Exponentialoperatoren wirken ebenfalls als Absteige- und Aufsteigeoperator.
Deren Matrizen in der Fock-Darstellung

((n|Escln')) = ((n|ElsIn')) =

o O O O
oS O O =
S O = O
S = O O
S O = O
o = O O
_ o O O
o O O O



2.2 Figenschaften der Susskind-Glogower-Operatoren D

verdeutlichen, dass die Exponentialoperatoren nicht hermitesch sind

Esq # Elg. (13)
Die Matrizen der Exponentialoperatoren Esc und Eg,c haben die gleiche Struktur wie die
Matrizen des Absteigeoperators a bzw. des Aufsteigeoperators a' des harmonischen Os-
zillators. Samtliche nicht-verschwindenden Matrixelemente befinden sich auf jeweils einer
Nebendiagonalen. Im Gegensatz zum Absteigeoperator G und Aufsteigeoperator ' haben

jedoch alle nicht-verschwindenden Matrixelemente der Exponentialoperatoren FEsg und EgG
den gleichen Wert. Der Vergleich der Produkte der beiden Exponentialoperatoren

BsEl, =1, ElEsq =1-10)(0]. (14)
zeigt, dass die Exponentialoperatoren von Susskind und Glogower nicht unitir sind
EsqEly, # EliFsa. (15)
Die Fock-Darstellungen der Matrizen fiir die Operatorprodukte (4]
1000 0000
0100 ... 0100
0001 0001

verdeutlichen, dass die Vakuumkomponente die Unitaritiat zerstort. Da die Exponentialope-
ratoren nicht unitir sind, kann die im Exponenten auftretende Phase 6 auch kein hermite-
scher Operator sein, so dass 6% #* etid,

Auf der Grundlage der klassischen Beziehungen zwischen den trigonometrischen und

exponentiellen Funktionen

1 . . 1 . :
cosf) = 3 (e™? 4 e71), sinf = 5% (et0 —710), (16)
i
wurden mit Verwendung der Exponentialoperatoren ([[2) ein hermitescher Kosinusoperator
R 1, - . 1 R . 1
Csa = 5(Bse + El)) = ———a + al —= (17)
2V N +1 2V N +1
und ein hermitescher Sinusoperator
. 1 - . 1 1
Ss¢ = o(Bsa—Elg) = ———a — & ——— (18)
2i 21V N +1 21V N +1

eingefiihrt [I3]. Deren nicht-verschwindende Matrixelemente im Fock-Raum befinden sich
ausschlieflich auf den beiden Nebendiagonalen, wie die Matrixdarstellungen fiir den Kosi-
nusoperator und Sinusoperator verdeutlichen

010 0 -3 0 0

) ; ; ; 0 ) +5 0 -5 0
((nlCsaln)) =1 0 3 0 3 ((nlSsaln)) =1 0 +3 0 —3
0050 0 0 +i 0
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Hinsichtlich der nicht-verschwindenden Matrixelemente haben die Matrizen des Kosinus-
und Sinusoperators von Susskind und Glogower die gleiche Struktur wie die Matrizen des
Orts- und Impulsoperators.

Der Kommutator des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind und Glogower

A oA A oA A oA i
[Csa, Ssa]_ = CsaSsa — SsaCse = B 0)(0] (19)
korrespondiert nicht mit der entsprechenden klassischen Poisson-Klammer
{cosf,sinf} = 0. (20)

Die Poisson-Klammer zweier Variablen A und B ist definiert durch

(A py - DAOB _ 040D

dq dp  9p g’ (21)

wobei A = A(q,p) und B = B(q,p) Funktionen von Ort ¢ und Impuls p im klassischen

Phasenraum sind. Die Kosinus- und Sinusfunktion im klassischen Phasenraum sind gegeben

durch

q s P
sinf =

VE+p? VE+p?

Die Fock-Darstellung der Matrix fiir den Kommutator des Kosinus- und Sinusoperators

cosf = (22)

((nl[Csa, Ssc]_In)) =

S O O
o O O O
o O O O
o O O O

enthélt ein einziges nicht-verschwindendes Matrixelement, ndmlich den Erwartungswert fiir
den Kommutator im Vakuumzustand.

Dagegen korrespondieren die Kommutatoren des Photonenzahloperators (Hl) einerseits
und des Kosinusoperators () bzw. Sinusoperators ([¥) andererseits

[N, Csc]_ = —i Ssa, [NV, Ssc]_ =1 Csa (23)
mit den entsprechenden klassischen Poisson-Klammern
{H,cosf} = —siné, {H,sin0} = cos¥. (24)

Die Hamilton-Funktion ([l) des klassischen harmonischen Oszillators entspricht dem Photo-
nenzahloperator (#l) des quantenmechanischen harmonischen Oszillators (B]).
Die klassische trigonometrische Beziehung

cos’f + sin*0 = 1 (25)
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und die entsprechende Beziehung der Quadrate des Kosinus- und des Sinusoperators von

Susskind und Glogower

. A A 1
Cl + Sk = 1 — 5 o)l (26)

korrespondieren ebenfalls nicht miteinander. Wie die Fock-Darstellung der Matrix fiir die
trigonometrische Beziehung (20)

000
0100
((n|Ce + SEaln)) = | 0 0 10
0001

zeigt, weicht auch in diesem Fall lediglich das Matrixelement fiir den Vakuumzustand vom
klassischen Wert ab. Das Matrixelement fiir den Vakuumzustand ist sowohl beim Kom-
mutator ([9) des Kosinus- und Sinusoperators als auch bei der obigen trigonometrischen
Beziehung (28) der einzige Grund, dass die entsprechenden quantenmechanischen und klas-
sischen Ausdriicke nicht miteinander korrespondieren.

Die von Susskind und Glogower [I3] eingefiihrten Kosinus- und Sinusoperatoren sind
auch durch die Fock-Zustiande |n) darstellbar

Cso = 5 3 (Idn+1] + n+1)nl), (27a)
Sse = % (Inytn+1] — In+1yinl). (27b)

Die Exponentialoperatoren von Susskind und Glogower sind ebenfalls durch Fock-Zustinde
|n) darstellbar

Esa = Y In)(n+1], (28a)
n=0

Ele = > In+1)n]. (28h)
n=0

Weitere Eigenschaften der Kosinus- und Sinusoperatoren von Susskind und Glogower werden
in den nachfolgenden Abschnitten untersucht. In einem spiteren Kapitel werden auch die
Exponentialoperatoren von Susskind und Glogower ndher untersucht.

2.3 Eigenzustinde des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind
und Glogower

Die Eigenwertprobleme des Kosinus- und des Sinusoperators von Susskind und Glogower

ésc; lc)se = ¢ |o)sa, SSG |s)sa = s [5)sa (29)
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sind Gegenstand dieses Abschnitts. Die Eigenwerte ¢ und s werden stets als eigenstidndige
Variablen oder Koordinaten im Phasenraum betrachtet. Die Phase wird dabei nicht beriick-
sichtigt.

Die Eigenzustinde |c)sq des Kosinusoperators werden nach Fock-Zusténden entwickelt

[e.e]

e)sa = Y _(nle)sa |n), (30)

n=0

mit den zunichst unbekannten Koeffizienten (n|c)sg. Die Anwendung des Kosinusoperators
([7a) auf einen angeregten Fock-Zustand |n) ergibt eine lineare Uberlagerung zweier Fock-
Zustande

R 1 1
Cs(;‘ﬂ) = 5 \n—l} + 5 \n+1>. (31)

Das Einsetzen der entwickelten Zusténde (B0) in die Eigenwertgleichung (29) und die an-
schliefende Anwendung des Operators (BI) fithrt auf die Gleichung

1 [e's]
—Z 7’L| SG |TL—1
n=0

Die Projektion der Gleichung (BZ) auf einen Fock-Zustand (n’| ergibt eine Rekursionsbezie-

o0 [e.9]

Z n|chsg n+1) = CZ<TL|C>SG In) . (32)

n=0 n=0

o
wl»—‘

hung fiir drei aufeinanderfolgende Fock-Komponenten der Eigenzustéinde des Kosinusopera-
tors

%(n— lle)se = ¢ (nle)sc - (33)

Auf dhnliche Weise ldsst sich aus der Wirkung des Kosinusoperators auf den Vakuumzustand
Csc|0) = 1|1) eine Startbedingung (1]c)sc = 2¢(0|c)sq ableiten, welche die Beziehung zwi-

1
5(” + 1|C>SG +

schen den beiden niedrigsten Fock-Komponenten der Eigenzustédnde des Kosinusoperators
definiert.

Sowohl die Rekursionsbeziehung (B3)) als auch die vorgenannte Startbedingung werden
von den bekannten Chebyshev-Polynomen zweiter Art U, (x) erfiillt, so dass die Eigenzustin-
de des Kosinusoperators in der Fock-Darstellung mit Verwendung der Chebyshev-Polynome
zweiter Art gebildet werden konnen. Die bekannten Chebyshev-Polynome erster Art 7,,(x)
erfiillen zwar auch die Rekursionsbeziehung (B3)), aber nicht die Startbedingung,.

Zur Losung der Eigenwertgleichung (29) fiir die Eigenzusténde |s)sg des Sinusoperators
werden diese nach Fock-Zustdnden entwickelt

[e.9]

[s)sc = D_(nls)sc |n) (34)

n=0

mit den zunéchst unbekannten Koeffizienten (n|s)sg. Die Anwendung des Sinusoperators
[@7H) auf einen angeregten Fock-Zustand |n) ergibt eine lineare Uberlagerung zweier Fock-
Zustande

N 1 1
Ssaln) = > n—1) — % In+1). (35)
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Entsprechend der obigen Vorgehensweise fiithrt das Einsetzen der entwickelten Zusténde (B4)
in die Eigenwertgleichung (29) und die anschliefende Anwendung des Operators (B3) auf
die Gleichung

1 — 1
— —1) — =
5 nZ:O<”|S>SG In —1) 5

Die anschliefiende Projektion auf einen Fock-Zustand (n’| ergibt eine Rekursionsbeziehung

o0

(nls)sc In+1) = s> (n|s)sa |n). (36)

n=0

NE

Il
o

n

fiir drei aufeinanderfolgende Fock-Komponenten der Eigenzustinde |s)sg des Sinusoperators

1 1
5% (n+1|s)sa — 5% (n—1|s)sa = s (n|s)sq- (37)

Ebenso lisst sich eine Beziehung zwischen den beiden niedrigsten Fock-Komponenten der Ei-
genzusténde des Sinusoperators (1|s)sg = 2is(0|s)sg ableiten. Die Rekursionsbheziehung (B17)
und die Startbedingung werden von Chebyshev-Polynomen zweiter Art U, (x) erfiillt, die je-
weils zusétzlich den Faktor i” aufweisen. Die mit dem Faktor i" beaufschlagten Chebyshev-
Funktionen zweiter Art u,(z) sind somit als Fock-Darstellung der Sinuszustéinde geeignet.

2.4 Eigenschaften der Chebyshev-Polynome zweiter Art

Die wesentlichen Eigenschaften der Chebyshev-Polynome zweiter Art werden in diesem Ab-
schnitt zusammengefasst. Die Chebyshev-Polynome zweiter Art sind beispielsweise mittels
trigonometrischer Funktionen definiert

sin[(n 4 1) arccos x]

U, = 38
(z) sin(arccos z) (38)
Es gilt fiir n > 1 die Rekursionsbeziehung

1 1

2 Uny1(z) + B Un1(z) = 2 Uy(7), (39)

auf die bereits oben hingewiesen worden ist. Mit Verwendung der Konvention U_;(z) = 0
geht die Rekursionsbeziehung fiir n = 0 in die Startbedingung

1
5 Ui(z) = x Uy(x) (40)
iiber. Die Chebyshev-Polynome zweiter Art bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem
+1
/ do w(z) Up(x) Uy (z) = g%/ (41)

-1

beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) = /1 — 2?2 im Intervall zwischen —1 und +1. Der

Normierungsfaktor 7 ist unabhéngig vom Grad n des Polynoms. Im Allgemeinen ist der

Normierungsfaktor orthogonaler Polynome eine Funktion des Grades n. Die orthonormierten
Funktionen

up () = \/g V1—22 Uy,(x) (42)
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werden als Chebyshev-Funktionen zweiter Art bezeichnet. Die Orthogonalititsrelation fiir
die Chebyshev-Funktionen zweiter Art hat eine besonders kompakte Form

+1

/dx Up () U/ (T) = O - (43)

-1

Die orthonormierten Chebyshev-Funktionen zweiter Art erfiillen die Vollstindigkeitsrelation

Z Un () U () = 0(x — ') (44)

und ebenfalls die Rekursionsbeziehung

1 1
) Upy1(T) + ) Up-1(T) = T up() (45)
und die Startbedingung
1
5 ui(z) = x up(z). (46)
Die Definitionsbereiche der orthonormierten Chebyshev-Funktionen n = 0,1,2,... und

—1 < 2 < 41 entsprechen den Eigenwertspektren der Fock-Zustinde bzw. der Kosinus-
und Sinuszustéinde.

2.5 Fock-Darstellung der Kosinus- und Sinuszustinde sowie der
Kosinus- und Sinusoperatoren

Die Eigenschaften der orthonormierten Chebyshev-Funktionen zweiter Art w,(z) erfiillen
die Anforderungen an die Eigenzustéinde des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind und
Glogower. Somit sind die Fock-Darstellungen der Eigenzustinde des Kosinusoperators

(nlc)sa = up(c) = \/g V1—c2Uy,lc) (47)

und des Sinusoperators

(n|s)sa = 1" uy(s) = i”\/g V1—52U,(s) (48)

von Susskind und Glogower durch die Chebyshev-Funktionen zweiter Art w,(z) darstell-
bar, wobei die Sinuszustinde den zusitzlichen Faktor i" aufweisen. Die Eigenzustinde
des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind und Glogower werden nachfolgend auch als
Kosinus- und Sinuszustdnde nach Susskind und Glogower bezeichnet.

Es besteht eine Analogie zu den Fock-Darstellungen der Eigenzustinde des Orts- und
Impulsoperators (). Die Eigenzustinde des Orts- und Impulsoperators sind in der Fock-
Darstellung orthonormierte Hermite-Funktionen, wobei die Impulszustinde ebenso wie die
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Sinuszustdnde mit einem Faktor i beaufschlagt sind. Die darin auftretenden Hermite-
Polynome H,(x) bilden ein System orthogonaler Polynome in dem Intervall [—oo, 400],
das dem Spektrum der Orts- und Impulsoperatoren entspricht.

Der Kosinus ¢ und der Sinus s spielen im klassischen Phasenraum eine dhnliche Rolle
wie der Ort ¢ und der Impuls p. Jedoch reicht die alleinige Angabe von ¢ und s nicht
aus, um einen Punkt im Phasenraum eindeutig festzulegen. Dazu wére beispielsweise die
zusitzliche Angabe des Abstands r zwischen dem Punkt und dem Koordinatenursprung des
Phasenraums erforderlich. Dagegen kann durch die Angabe des Ortes ¢ und des Impulses p
ein Punkt im Phasenraum eindeutig bestimmt werden. Es besteht jedoch die Md&glichkeit,
durch die Angabe des Koordinatenpaares ¢ und p einen Punkt im Phasenraum eindeutig
festzulegen. Auch durch die Angabe des Koordinatenpaares s und ¢ kann ein Punkt im
Phasenraum eindeutig festgelegt werden.

Mit Verwendung der orthonormierten Chebyshev-Funktionen sind die Matrixelemente
von Funktionen des Kosinusoperators im Fock-Raum

+1
(IF(Csalln'y = [ de (alehsc Fle) saleln) (19)
]
und des Sinusoperators im Fock-Raum
+1
(P (Ssl) = [ ds {alshsa (o) salsl) (50)

-1

durch Integration iiber ¢ bzw. s bestimmbar. Insbesondere konnen die Matrixelemente von
Potenzen des Kosinusoperators im Fock-Raum

+1

(nlChol') = [ de tnle)se ¢ salel) (51)
—1
und des Sinusoperators im Fock-Raum
+1
(wlSkelnt) = [ ds (nls)so o satsl) (52

-1

auf diese Weise bestimmt werden. Dieses Verfahren ist eine effiziente Alternative zur k-
maligen Anwendung des Kosinus- bzw. Sinusoperators auf Fock-Zustédnde.

Die nacheinander ausgefiihrte k-malige Anwendung der Rekursionsbeziehung (fH) ergibt
den Ausdruck

o u(z) = QL’“Z: (’;) b2 (), (53)

wobei auf der rechten Seite auch Chebyshev-Funktionen negativer Ordnung n < 0 auftre-
ten kénnen. Gemék der Definition (BY) verschwindet zwar das Chebyshev-Polynom U_; (),



12 2 DIE OPERATOREN VON SUSSKIND UND GLOGOWER

aber die iibrigen Chebyshev-Polynome negativer Ordnung mit n < —2 verschwinden da-
gegen nicht. Da die Chebyshev-Funktionen zweiter Art mit n > 0 geméf () ein voll-
standiges System bilden, miissen die Chebyshev-Funktionen negativer Ordnung auch durch
die Chebyshev-Funktionen positiver Ordnung darstellbar sein. Zwischen den Chebyshev-
Polynomen bzw. -Funktionen positiver und negativer Ordnung bestehen die Beziehungen

U_n(z) = — U,—a(x), U_p(x) = — Up_o(x). (54)

Mit Verwendung von (BE3) und (B4 und lassen sich aus (BI) und (E2) die Erwartungswerte
der k-ten Potenz des Kosinusoperators im Fock-Raum

A 1 k 1 k
k AN
Chl) = 57 () = 37 (s 1) (53
und des Sinusoperators im Fock-Raum
h o i’ k i’ k
ol = S (apss) = g (s 4 ) (50

bestimmen, wobei fiir die beiden Terme auf der rechten Seite in (B3) bzw. (Bl die Auswahl-
regeln

4k "+ k
% —0,1,2,....k  baw. %Jﬂ = 1,2,3,....k (57

zu beriicksichtigen sind. Wird eine der beiden Auswahlregeln (5Z) nicht erfiillt, so verschwin-
det der entsprechende Term in (B3) bzw. (BH). Werden beide Auswahlregeln (E1) nicht erfiillt,
so verschwindet das Matrixelement (B3) bzw. (B4).

2.6 Kosinus- und Sinuszustande als Basis

Aus der Orthogonalitétsrelation ([E3]) der Chebyshev-Polynome zweiter Art lassen sich die
Darstellungen des Einheitsoperators ableiten

+1 +1
/dC |C>SG Sg<C| = /dS |3>SG SG<5| = 1, (58)
—1 —1

die durch Kosinus- bzw. Sinuszusténde nach Susskind und Glogower gebildet sind. Weiterhin
gelten fiir die Kosinus- und Sinuszustinde nach Susskind und Glogower die Vollstindigkeits-

relationen
SG<C|C>SG = (5(0—0/), sg(S‘S)SG = 5(8—8’). (59)
Dies lasst sich durch Einsetzen der nach Fock-Zustidnden entwickelten Kosinus- und
Sinuszustande
2 . x [oe)
= — V1 -2 U, = " , 60
hso = /2 VT3 > G = 3wl (60a)

s)sg = ER i Un(s)n) = > i"ua(c)|n) (60b)

™
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in (B8)) verifizieren. Die Kosinus- und Sinuszustédnde nach Susskind und Glogower sind so-
mit als Basis fiir beliebige quantenmechanische Zustinde geeignet. Insbesondere bilden die
konjugiert komplexen Ausdriicke der Zusténde ([{7) und #8) die Fock-Zusténde in der Ko-
sinusdarstellung

2
= \/j V1—c2Uy(c) (61)
T
bzw. Sinusdarstellung

sa(s|n) = (—i)"\/g V1 =352 U,(s) (62)

nach Susskind und Glogower. Die Fock-Zustinde weisen in der Sinusdarstellung, ebenso

" auf. Jeder beliebige quantenmechanische

wie in der Impulsdarstellung, den Faktor (—i)
Zustand [1), dessen Fock-Darstellung (n|¢)) bekannt ist, ist auch in der Basis der Kosinus-

und Sinuszustdnde nach Susskind und Glogower darstellbar

sa{cly) = Z sa(c|n) (n|y), (63a)
sa(sly) = sa (s|n)(n|). (63b)

2.7 Kosinus- und Sinusverteilungen

Die Modulquadrate quantenmechanischer Zusténde stellen eine Wahrscheinlichkeitsdichte
dar. Die Kosinus- und Sinusverteilungen nach Susskind und Glogower

Py (@ = lsclel)l, (642)
Poy (s) = lsalslv)? (64b)
geben fiir einen Zustand |¢)) die Wahrscheinlichkeit an, den Wert der Kosinusfunktion ¢ bzw.
Sinusfunktion s vorzufinden. Fiir einen beliebigen quantenmechanischen Zustand |1), dessen

Fock-Darstellung (n|y) bekannt ist, sind die Kosinus- und Sinusverteilungen im Allgemeinen
mittels zweier unendlicher Summen darstellbar

Py () = ZZ (ln) (nlehsa saleln’) (n|0), (652)

P\(S)G)(S) = ZOZ_ (Wln) (n|s)sa sa(sin) (n'[1). (65h)

Bei einigen wichtigen Zustdanden weist die Fock-Darstellung eine besondere Form

Yo = (n|)) = [(n|y)| ™ = b ™ (66)

auf, die eine Vereinfachung der Kosinusverteilungen

0o n—1

P (€)= D b un(@ +2D > b u()un (c) cos|(n —n')] (67)

n=0
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und der Sinusverteilungen

o) oco n—1

POV (s) = S un ()2 + 23 S 650, () (s) cosl(n — ') (y — g)] (68)

n=0 n=1n/=0

ermoglicht. Diese Darstellungsform der Kosinus- und Sinusverteilungen weist nur noch eine
unendliche Summe pro Term auf und ist beispielsweise fiir die kohdrenten und gestauchten
Zusténde geeignet.

2.7.1 Kosinus- und Sinusverteilungen fiir Fock-Zustinde

Die Kosinus- und Sinusdarstellungen fiir Fock-Zustédnde sind derart normiert, dass deren
Modulquadrate als Kosinus- bzw. Sinusverteilungen

+1 +1

/ de PEV(e) = / de Jsa (clm)2 = 1, (692)
21 ]
+1 +1
[as P06 = [astsotsmp = 1 (690)
21 ]

fiir Fock-Zustidnde geeignet sind. Dagegen sind die Modulquadrate keine normierten Photo-
nenzahlverteilungen fiir einen bestimmten Kosinus- bzw. Sinuszustand

YoPnl@ = Y lmldsal # 1, (70a)
n=0 n=0

o0

Y oPs) = D lnls)sal? # L. (70b)

Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Kosinus- und Sinuszusténde nicht normierbar sind.
Fiir einen Kosinus- oder Sinuszustand, der einem Eigenwert ¢ bzw. s zugeordnet ist, ist des-
sen Modulquadrat somit keine normierte Photonenzahlverteilung. Es besteht eine Analogie
zu den bekannten Skalarprodukten (g|n) und (p|n). Deren Modulquadrate sind zwar eine
normierte Ortsverteilung bzw. Impulsverteilung fiir einen Fock-Zustand, aber keine nor-
mierte Photonenzahlverteilung fiir den Orts- oder Impulszustand, der einem bestimmten
Eigenwert g bzw. p zugeordnet ist.

Die Kosinus- und Sinusverteilungen nach Susskind und Glogower fiir einen bestimmten
Fock-Zustand

PEOE) = [l = 2 V=& [ (71a)
PO = [uF = = VI=3 U)F (710)

sind identisch, da die komplexen Kosinus- und Sinuszustinde sich lediglich in der Phase
unterscheiden. Die Kosinus- und Sinusverteilungen hingen von der Anregung des Fock-
Zustands |n) und damit von der Energie des quantenmechanischen Oszillators ab. Dagegen
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sind die Kosinus- und Sinusverteilungen des klassischen harmonischen Oszillators [29)

1 1 1 1
Pale) = T = Pals) = 2 =

(72)

unabhéngig von der Energie des Oszillators. Die klassischen Kosinus- und Sinusverteilungen
sind ebenfalls miteinander identisch.

Die Kosinusverteilungen und auch die damit identischen Sinusverteilungen fiir die Fock-
Zusténde [0), 1), |2), |3), |5) und |10) sind im Vergleich mit der klassischen Kosinus- bzw.
Sinusverteilung in der Abbildung [0 dargestellt. An den Stellen ¢ = +1 bzw. s = +1 ver-
schwindet der Wert der quantenmechanischen Verteilungen, wihrend der Wert der klassi-
schen Verteilungen an diesen Stellen gegen Unendlich geht. Die Anzahl der Maxima bei den
quantenmechanischen Verteilungen hingt von der Anregung des Zustands ab und betrigt
n+ 1, und die Anzahl der Nullstellen betrigt n+ 2. Die Konturen der quantenmechanischen
Verteilungen ndhern sich fiir hohe Anregungen n denen der klassischen Verteilungen.

Sowohl die klassischen als auch die quantenmechanischen Kosinus- und Sinusverteilun-
gen weisen Parallelen zu den bekannten klassischen bzw. quantenmechanischen Orts- und
Impulsverteilungen des harmonischen Oszillators auf. In beiden Féllen oszilliert die quanten-
mechanische Wahrscheinlichkeitsverteilung um die klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung
und néhert sich dieser mit zunehmender Anregung n.

2.7.2 Kosinus- und Sinusverteilungen fiir kohéirente Zustinde

Die Anwendung des Verschiebungsoperators [22]
D(a) = e*'—o"a, (73)

auf den Vakuumzustand D(a)|0) = |) ergibt die kohsrenten Zustiinde (IT).
Die Fock-Darstellung der kohérenten Zusténde ist in der Form (E6) darstellbar

(nla) = bgf‘)ei”“"a, b = e_# o

n T (74)

so dass die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die kohédrenten Zustinde durch die Glei-
chungen (E7) bzw. (E8) mit der Abkiirzung b aus (@) gegeben sind. Die Abbildung
zeigt die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die kohédrenten Zustdnde mit den Parameter-
konstellationen |a] = 1 und ¢, = 0, ¢, = 1 bzw. ¢, = 2 im Vergleich mit der Kosinus-
bzw. Sinusverteilung fiir den Vakuumzustand. Bei den Kosinus- und Sinusverteilungen fiir
die kohérenten Zustinde bildet sich bei hinreichend grofem |a| ein Maximum an der Stelle
¢ = oS P, bzw. s = sin p,. Je groker die Verschiebungsintensitit |«| ist, umso deutlicher
bildet sich ein Peak an diesen Stellen.



16 2 DIE OPERATOREN VON SUSSKIND UND GLOGOWER
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Abbildung 1: Kosinusverteilungen (Sinusverteilungen) fiir die Fock-Zustéinde |0), |1), |2),
13), |5) und |10) im Vergleich mit der Kosinusverteilung (Sinusverteilung) des klassischen
harmonischen Oszillators.
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Abbildung 2: Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die kohérenten Zusténde |a) mit o = 1

und ¢, =0, ¢, = 1, p, = 2 sowie fiir den Vakuumzustand |0).
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2.7.3 Kosinus- und Sinusverteilungen fiir gestauchte Zustinde
Der quantenmechanische Stauchoperator [23], 24, 26| ist gegeben durch
S(€) = exp{j(&atal - &raa)}

(
= exp{3(e* tanh |£|)aTaT} exp{—[In(cosh ‘5‘)]( fa+ 1)} (75)
p{-

x exp{—1(e - tanh )aa}

mit dem komplexen Parameter & = |£|e!¥=. Mit z = el¥= tanh @ ergibt die Anwendung des
Stauchoperators ([[J) auf den Vakuumzustand S(z)|0) = |z) die gestauchten Zusténde

VI(2n+1)
mz Tln + 1) <2> [2m), (76)

die durch den komplexen Stauchparameter z = |z|e'** mit 0 < |z| < 1 charakterisiert sind.

) =

Der Betrag |z| beschreibt die Stauchintensitdt im quantenmechanischen Phasenraum. Die
Phase ¢, des Parameters z ist ein Maf fiir die Stauchrichtung, wobei der Wert £= dem Winkel
zwischen der p-Achse (Impuls) und der Stauchrichtung im quantenmechanischen Phasen-
raum entspricht. Da im Stauchoperator ([Z2) der Absteigeoperator @ und Aufsteigeoperator
al jeweils paarweise auftreten, sind bei der Stauchoperation stets zwei Photonen involviert,
so dass die gestauchten Zustinde lineare Uberlagerungen geradzahliger Fock-Zustinde sind.
Der Spezialfall z = 0 entspricht dem Vakuumzustand.

Die Fock-Darstellung des gestauchten Zustands liegt ebenfalls in der oben genannten
Form (B6) vor

be) T =0,2,4,...
(n|z) = 0, n=135,...

—~
s
N
~

|

so dass die Kosinus- und Sinusverteilungen nach Susskind und Glogower fiir die gestauchten
Zustande ebenfalls durch die Gleichung (67) bzw. (68)) gegeben sind, wobei die Abkiirzung

ren+1) (3"
Cin+1) /1|22

verwendet wird. Da die ungeradzahligen Fock-Komponenten der gestauchten Zustédnde stets
verschwinden, wird bei den Kosinus- und Sinusverteilungen (67) bzw. (B8] ausschlieflich

b = (77)

iber die geradzahligen Indizes n und n’ summiert.

Die Abbildung B zeigt Kosinus— und Sinusverteilungen fiir die gestauchten Zustinde mit
der Stauchintensitiat |z] = 3 und den Stauchrichtungen ¢, = 0, ¢, = 1 und ¢, = 2 im
Vergleich mit den Kosinus- bzw. Sinusverteilungen fiir den Vakuumzustand. Im gestauchten
Zustand bilden sich bei hinreichender Stauchintensitit |z| zwei Maxima an den Stellen ¢ =
+cos % bzw. s = % sin %>, Im Grenzfall der totalen Stauchung |z| — 1 entstehen an den
vorgenannten Stellen deutlich ausgebildete Peaks.
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Abbildung 3: Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die gestauchten Zusténde |z) mit |z| = 3

und ¢, =0, ¢, = 1, p, = 2 sowie fiir den Vakuumzustand |0).
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3 Verallgemeinerung der Kosinus- und Sinuszustinde

Die Eigenzustinde des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind und Glogower werden
in diesem Kapitel verallgemeinert. An Stelle der Chebyshev-Polynome zweiter Art U, (x)
werden allgemeinere orthogonale Polynomsysteme in dem Intervall ze[—1,+1] verwendet.
Diese Verallgemeinerung gilt im Prinzip fiir beliebige orthonormierbare Polynome in dem
Intervall x € [—1, +1]. Schwerpunktméifig werden Resultate fiir die sogenannten klassischen
orthogonalen Polynome im Intervall x € [—1, +1] angegeben.

3.1 Eigenschaften der orthogonalen Polynome

In diesem Abschnitt werden die relevanten Eigenschaften der orthogonalen Polynome zusam-
mengefasst. Es sei w(z) eine nicht-negative reellwertige Gewichtsfunktion in dem Intervall
€ [—1,+1], deren Momente alle existieren und endlich sind

+1
Wy = /dxw(:p)x” < o0, n=20,1,2,.... (78)

-1

Weiterhin sei P,(z) ein reellwertiges Polynom des Grades n. Ein Satz oder System von
Polynomen {P,(x)} mit n = 0,1,2,... ist beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) orthogonal,

wenn
+1

/ dz w(z) Pa(x) Pu(z) = dy uom, (79)

“1
wobei d,, > 0 eine endliche Normierungskonstante und ,, ,,, das Kronecker-Symbol sind. Die
Gewichtsfunktion w(z) bestimmt den Satz von Polynomen { P, (x)} bis auf einen konstanten
Faktor in jedem Polynom P,(z). Folglich werden verschiedene Polynomsysteme durch die
Wabhl verschiedener Gewichtsfunktionen erhalten. Jeder Satz von Polynomen {P,(z)} wird
aus dem vollstindigen Satz der Potenzen {1,z,z? x™, ...} durch das Orthogonalisie-
rungsverfahren von Gram und Schmidt erhalten. Die Vollstédndigkeitsrelation fiir orthogo-
nale Polynome lautet

| , Oz — ')

HZ:O d_n P.(2) = Tw(@) (80)
Alle Polynomsysteme erfiillen eine Rekursionsbeziehung fiir drei aufeinanderfolgende Poly-
nome der Form [I§]

Popi(z) = (on +260)Bn(z) — mPooa(x), (81)
fiir n = 0,1,2,... und per Definition mit 7y = 0. Die iibrigen Rekursionskoeffizienten sind
gegeben durch

a, = QAp1 bn+1 o b_n 7 ﬁn _ An1 o an—l—lan—ldn (82)

) n 2 )
Gpn " Apia Qn G andn—l
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wobei a,, und b,, die Koeffizienten der beiden héchsten Potenzen 2™ und 2"~ ! in dem Polynom
Pu(z) = ap,a" + bya" 't + ... (83)

sind. Von besonderem Interesse sind diejenigen Polynome, die von symmetrischen Gewichts-
funktionen w(x) = w(—=x) erzeugt werden. In diesem Fall verschwinden die Momente ([Z8)
mit ungerader Ordnung n, was zur Folge hat, dass die Polynome von geradem Grad n
ausschlieklich geradzahlige Potenzen von x und umgekehrt die Polynome von ungeradem
Grad n nur ungeradzahlige Potenzen von x enthalten. Auferdem gilt fiir die Polynome mit
w(z) = w(—x) die Paritétsbeziehung

P,(—x) = (=1)"P,(x). (84)
Es werden normierte Polynome eingefiihrt
_ 1

P,(z) = Vi

in denen die Normierungskonstante d,, implizit enthalten ist. Aufserdem werden orthonor-

Bu(w), (85)

mierte Funktionen eingefiihrt

Pu(z) = Pu(z) = vw(x) Pu(z), (86)

die sowohl die Normierungskonstante d,, als auch die Gewichtsfunktion w(x) implizit enthal-
ten und die im Allgemeinen keine Polynome sind. Die orthonormierten Funktionen erfiillen
die Orthonormalitétsrelation

+1

dx pn Pm ) = 5n,m7 (87)

die Vollstindigkeitsrelation

Y pal) pule’) = 8(a— ') (88)

und die Rekursionsbeziehung in orthonormierter Form

& fn—l
2 2
Letztere gilt auch fiir die normierten Polynome (3. Die Rekursionsbeziehung (89) enthélt

pn+1(9€) + pnfl(x) + gn pn(x> = xpn(x)a ffl =0. (89)

lediglich zwei unabhingige Rekursionskoeffizienten

Qp, dn bn bn
fo= 22 S o= (90)
n+ n n n+

Fiir diejenigen Polynome, die von symmetrischen Gewichtsfunktionen w(z) = w(—=z) er-
zeugt werden, verschwindet der zweite Rekursionskoeffizient g, in (@), so dass in diesem
Fall die Beziehung zwischen drei aufeinanderfolgenden Polynomen durch den einen Rekur-
sionskoeffizienten f,, charakterisiert ist.
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3.2 Verallgemeinerung der Kosinus- und Sinuszustinde

In diesem Abschnitt werden die orthogonalen Polynome P,(x) im Intervall xe[—1,+1]
fiir quantenmechanische Zustinde verwendet. Die im vorhergehenden Abschnitt dargestell-
ten Eigenschaften verdeutlichen, dass die orthonormierten Funktionen p,(z) im Intervall
xe[—1,+1], ebenso wie die orthonormierten Chebyshev-Funktionen der zweiten Art u,(z),
als Zustédnde verwendet werden konnen. Aufserdem konnen diese Zustdnde auch als Ba-
sis zur Darstellung beliebiger anderer Zustdnde verwendet werden. Die Zustdnde, in denen
Un(x) durch ein allgemeineres Polynom im Intervall xze[—1,+1] ersetzt wird, werden als
Kosinus- bzw. Sinuszustinde bezeichnet. Die Resultate in den néchsten Kapiteln werden
verdeutlichen, dass diese Bezeichnungen berechtigt sind.

Dabei werden diejenigen Kosinus- und Sinuszustinde, bei denen die Polynome symme-
trische Gewichtsfunktionen w(x) = w(—xz) aufweisen, als verallgemeinerte Kosinus- und
Sinuszustinde bezeichnet. Die Kosinus- und Sinuszusténde, bei denen die Polynome unsym-
metrische Gewichtsfunktionen w(x) # w(—z) aufweisen, werden als erweiterte Kosinus- und
Sinuszustdnde bezeichnet.

Die orthonormierten Funktionen p,(x) werden als Kosinus- und Sinuszusténde in der
Fock-Darstellung interpretiert

ey = mle) = [52 P) = Va@ R (912
(nls) = i"pa(s) = 1" w;j) Pu(s) = 1" v/u(s) Puls), (91b)

wobei die Sinuszustinde ebenfalls mit dem Faktor i" beaufschlagt sind. Die dazu kon-
jugiert komplexen Ausdriicke (c|n) und (s|n) sind Kosinus- und Sinusdarstellungen der
Fock-Zustidnde. Die darstellungsunabhéngigen Kosinus- und Sinuszustidnde sind nach Fock-
Zustanden mit den orthonormierten Funktionen p, () als Koeffizienten entwickelbar

o0

le) = pal(0)ln), ) = D 1" pals)In). (92)

n=0
Aus der Vollsténdigkeitsrelation (88) folgt, dass die Kosinus- und Sinuszusténde ein ortho-
gonales System bilden
{c|d)y =d(c =), (s]sy =d(s —§'). (93)

Aus der Orthogonalititsrelation (81) folgt, dass der Einheitsoperator durch die Kosinuszu-
stande und Sinuszusténde (@2)) darstellbar ist

+1 +1

/dc o] = /ds 1) (s] = 1. (94)

5 |

Die Kosinus- und Sinuszusténde (22) sind iiber eine Transformation miteinander verkniipft

s) =" 3% [lo)] o) =5 [1)] (95)

C=sS S=C



3.2 Verallgemeinerung der Kosinus- und Sinuszustidnde 23

Dies verdeutlicht den obigen Faktor i bei den Sinuszustdnden. Die Transformationen (B)
entsprechen jeweils einer Drehung um 7 im Phasenraum. Die bisherigen Beziehungen in
diesem Abschnitt gelten fiir alle orthonormierbaren Polynome in dem Intervall z e [—1, +1].
Nachfolgend werden die sogenannten klassischen orthogonalen Polynome in dem Intervall
x €[—1,+1] ndher untersucht.

Die allgemeinsten klassischen orthogonalen Polynome in dem Intervall z e [—1, +1] sind

die bekannten Jacobi-Polynome [19]

AL m n—m
m=0

P (g) = 155(”+“>(”+”>@—4wﬂ%x+nm, (96)

die durch zwei Parameter p, v > —1 charakterisiert sind. Diese umfassen sdmtliche klassi-
schen orthogonalen Polynome in dem Intervall x e [—1, +1]. Die wesentlichen Eigenschaften
der Jacobi-Polynome pi) (x) sind in der Tabelle [[l zusammengefasst.

Tabelle 1: Gewichtsfunktion w(z), Normierungskonstante d,, und Rekursionskoeffizienten f,,
und g, fiir die Jacobi-Polynome P (x).

Py(LM’V)(ZL‘) : (p>-1v>-1)

w(z) = (1—x)* (142)"

2 (n+ 4+ 1)T(n+ v+ 1)

dy = , n=0,1,2,...
n@2n+p+v+D)T(n+p+v+1)
ro= 2 m+1l)n+p+)n+rv+1)n+p+v+1) " 0.1.9
" 2n+p+v+2 Cn+p+v+1)2n+p+v+3) ’ T
V2 — 2
n = s n:1,2,3,...
I = ntp+)2n+ptv+2)
_v—n

do = EEY

In dem Fall p = v verschwinden die Koeffizienten g, fiir alle n = 0,1,2,... und im
Fall 4 = —v verschwindet g, fiir n = 1,2,3,..., abgesehen von gy = v. In dem beson-

deren Fall p = v ist die Gewichtsfunktion symmetrisch w(x) = w(—=x). Es besteht da-

her ein Zusammenhang zwischen dem Verschwinden der Koeffizienten g, und der Symme-

trie der Gewichtsfunktionen w(z). Fiir die Jacobi-Polynome gilt auferdem die Beziehung

P (—z) = (=1)"P{"*)(z), die in dem Fall 1 = v in die Parititsbeziehung (&) iibergeht.
Der Fall 4 = v entspricht weiterhin den bekannten Gegenbauer-Polynomen |19

F2X+n)
I'(n+ 1)T(2))

11—

); (97)
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die durch einen Parameter A mit A > —% und A # 0 charakterisiert sind. Der Parameter A
wird als Gegenbauer-Parameter bezeichnet. Zwischen den Jacobi-Polynomen (6] und den
Gegenbauer-Polynomen ([@7) besteht der Zusammenhang [T9]

C(n+ 200N+ 3) -1l

O () = LA (n+ A+ 1) Fn (). (98)

n

Alle klassischen orthogonalen Polynome im Intervall ze[—1,41] mit symmetrischer Ge-
wichtsfunktion sind als Gegenbauer-Polynome darstellbar.

Die Gegenbauer-Polynome wiederum enthalten weitere bekannte orthogonale Polynome
als Spezialfille. Die Gegenbauer-Polynome mit A = % sind die bekannten Legendre-Polynome
P.(x).

Zwischen den Chebyshev-Polynomen erster Art 7,,(x) und den Gegenbauer- bzw. Jacobi-
Polynomen besteht die Beziehung [I8]

! _1_1
Tu@) = 5 Jim £ CV() = F("'i\fl)p; 2 D), n=123.... (99)
n =
2

Fiir den Fall n = 0 gilt dagegen

To(z) = lim CP (@) = P72 (y). (100)

A—0

Schliefslich entspricht der Spezialfall A = 1 den Chebyshev-Polynomen zweiter Art U, (z).
Somit sind auch die Eigenzustinde der Kosinus- und Sinusoperatoren von Susskind und
Glogower ein Spezialfall dieser Verallgemeinerung.

Die charakteristischen Eigenschaften der klassischen Polynome, die aus den Jacobi-
Polynomen p ’V)(x) mit gleichen Parametern (x4 = v) hervorgehen, sind in der Tabel-
le ] zusammengefasst. Bei diesen Polynomen verschwindet stets der Koeffizient g, = 0 fiir
n=20,1,2,..., so dass deren Rekursionsbeziehungen (§Tl) jeweils nur einen Rekursionskoef-
fizienten f, aufweisen.

Die konkreten Resultate betreffen stets die klassischen Polynome. Daher werden die
verallgemeinerten Kosinus- und Sinuszusténde (g, = 0) durch den Gegenbauer-Parameter
A charakterisiert. Die erweiterten Kosinus- und Sinuszusténde (g, # 0) werden durch die
beiden Parameter » und v, die in den Jacobi-Polynomen P (z) auftreten, charakterisiert.

Die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinuszustdnde kénnen zur Darstel-
lung beliebiger quantenmechanischer Zustiande [1), deren Fock-Darstellungen 1, = (n|¢)
bekannt sind, verwendet werden

O (e) = (cl) = pule) ¥, O (s) = (sly = (= Un. (101)

Die Ausdriicke ¥(“)(c) und ¢®)(s) werden als Kosinus- bzw. Sinusdarstellung des Zustands
|1)) bezeichnet.
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Tabelle 2: Gewichtsfunktion w(x), Normierungskonstante d, und Rekursionskoeffizient
£, fiir die Jacobi-Polynome P (x), Gegenbauer-Polynome e (x), Legendre-Polynome
P,(x) und Chebyshev-Polynome erster Art T,,(x) und zweiter Art U, (x).

Polynom: w(z) : d, : fo:

P(M’M)(:E) (1 _1,2)u 22u+1[r(n—|—,u,—}— 1)]2 m+1)(n+2u+1)
" n!l(2n +2u+ DI'(n+2p + 1) n+p+n+p+2)
) g1 T2 RD(n 4 2)) (n+2X)(n+1)

ARy OV E \/ CESYSICESY

2 n+1

Po(x) 1 T \/(n+ Y

T () 1-a)3  Zm (=2mea=1) V@

Ua) (-2 2 1

3.3 Verallgemeinerte und erweiterte Kosinus- und Sinusverteilun-
gen

Fiir einen beliebigen normierten Zustand |¢) sind die Modulquadrate [1/(%)(c)|? und [/ (s)|?
der Darstellungen (I{I]) dessen verallgemeinerte bzw. erweiterte Kosinus- und Sinusvertei-
lungen. Die Kosinus- und Sinusverteilungen geben die Wahrscheinlichkeiten an, den Wert ¢
bzw. s in dem Zustand |¢) vorzufinden. Allgemein haben die Kosinus- und Sinusverteilungen
fiir ein System, das durch den Dichteoperator p beschrieben wird, die Form

Pic) = D pum pmlc) pal0), (102a)
Ps) = D (=)™ pum pm(s) pals). (102b)

Das Integral iiber diese Verteilungen ist stets auf Eins normiert. Da der Ausdruck p,, (z)p,(x)
symmetrisch beziiglich m und n ist, tragen nur die symmetrischen Anteile der verbleiben-
den Faktoren zu der Doppelsumme in ([IZ) bei. Die Beriicksichtigung der Hermitezitit
der Dichtematrix ergibt die symmetrischen Anteile R|p,, .| fiir die Kosinusverteilungen und
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R[(—1)"™ " pm.n] fiir die Sinusverteilungen

PO) = > punpilc)+2 Z [Pm.n] P (€)pn(€) (103a)
n=0 m>n=0

P;(;S)(S> = Z pn,npn ) +2 Z [pm,n € ialm n)] Pm(8)pn(s) - (103b)
n= m>n=0

Formal ergeben sich die Sinusverteilungen aus den Kosinusverteilungen, indem der Realteil
der Dichtematrixelemente p,,,, durch den Realteil der phasenverschobenen Dichtematrix-
elemente py,,, = pmn exp[—ig(m — n)] ersetzt wird. Fiir zahlreiche Zusténde, insbesondere
die kohérenten und gestauchten Zustinde, haben die Dichtematrixelemente p,,,, eine Pha-
senabhéngigkeit der Form exp[i(m — n)p]. In diesem Fall ergeben sich die Sinusverteilungen
durch die Ersetzungen ¢ — s und ¢ — ¢ — 7 aus den Kosinusverteilungen.

3.3.1 Kosinus- und Sinusverteilungen fiir Fock-Zustinde

Die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die Fock-Zusténde

Pi(0) = pile) = wie) [P = = [Pa(], (104a)
PG = ) = uls) BEP = S R (1011)

geben die Wahrscheinlichkeiten an, den Wert ¢ bzw. s in dem Fock-Zustand |n) vorzufinden.
Fiir die Fock-Zusténde sind die Kosinusverteilungen mit den Sinusverteilungen identisch und
stimmen exakt mit den quadratischen orthonormierten Funktionen p2(c) bzw. p?(s) iiber-
ein, wobei der Grad des Polynoms dem Fock-Zustand entspricht. Falls die Polynome geméaf
Py(z) = 1 definiert sind, ist die Verteilung fiir den Vakuumzustand durch die normierte
Gewichtsfunktion w(z)/dy gegeben. In diesem Fall sind die Verteilungen fiir die angereg-
ten Zustinde n # 0 mit doP?(x)/d, moduliert. Die Verteilungen verschwinden bei den n
Nullstellen des jeweiligen Polynoms P, (x) und oszillieren mit n + 1 Peaks.

Die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusverteilungen sind fiir Fock-Zustidnde symme-
trisch, wihrend die erweiterten Kosinus- und Sinusverteilungen fiir Fock-Zustinde unsym-
metrisch sind. Die Symmetrie ergibt sich aus der Paritéitsbeziehung (84). Das Verhalten an
den Stellen ¢ = £1 bzw. s = 1 héngt ausschlieflich von der Gewichtsfunktion w(=£1) ab,
da das Polynom an diesen Stellen P,(£1) stets einen endlichen Wert hat.

Die Abbildung Ml zeigt die Kosinusverteilungen und die damit identischen Sinusverteilun-
gen fiir die Fock-Zustéinde |0), |1) und |5) mit dem negativen Gegenbauer-Parameter A = —1
im Vergleich mit der klassischen Kosinus- und Sinusverteilung (). Die klassische Kosinus-
und Sinusverteilung entspricht einer gleichférmigen Phasenverteilung [29]. An den Endpunk-
ten ¢ = £1 und s = £1 divergieren die Werte der quantenmechanischen und klassischen
Verteilung. Die Anzahl der Peaks und Nullstellen bei den quantenmechanischen Verteilungen
héngt von der Anregung des jeweiligen Fock-Zustandes |n) ab. Die quantenmechanischen

Verteilungen haben n + 1 Peaks und n Nullstellen fiir n > 1.
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Abbildung 4: Kosinusverteilungen (Sinusverteilungen) 79|(0(§) (), P‘(S) (¢) und 77‘(5?)(0) fir die
Fock-Zusténde |0), |1) und [5) mit A = —1 sowie die Kosinusverteilung (Sinusverteilung)
P (c) fiir den Klassischen Oszillator.

In der Abbildung B sind die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir die gleichen Fock-
Zustinde wie in der Abbildung [l jedoch mit dem positiven Gegenbauer-Parameter A = 1
dargestellt. Zum Vergleich ist auch die klassische Kosinus- und Sinusverteilung ([2) darge-
stellt. An den Endpunkten ¢ = £+1 und s = £1 verschwinden die Werte der quantenmechani-
schen Verteilungen, wihrend die Werte der klassischen Verteilung an den Endpunkten gegen
Unendlich gehen. Die quantenmechanischen Verteilungen mit A = 1 haben n + 1 Peaks und
n + 2 Nullstellen. In den beiden Abbildungen B und Bl oszillieren die quantenmechanischen
Verteilungen um die klassische Verteilung. Dabei werden die Konturen der quantenmechani-
schen Verteilungen bei hohen Anregungen n der Kontur der klassischen Verteilung dhnlich.
Der Vergleich zwischen den klassischen und quantenmechanischen Kosinus- und Sinusvertei-
lungen ist d&hnlich dem bekannten Vergleich zwischen klassischen und quantenmechanischen
Orts- und Impulsverteilungen fiir die Zustdnde des harmonischen Oszillators. In allen diesen
Fillen oszilliert die quantenmechanische Verteilung um die entsprechende klassische Vertei-
lung.

Als néchstes wird der Einfluss des Gegenbauer-Parameters A untersucht. Die Abbildung [l
zeigt die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir den Vakuumzustand |0) mit den Gegenbauer-
Parametern A = —i, A— 0, A = i, A= %, A =1und A = 2 im Vergleich mit den
klassischen Kosinus- und Sinusverteilungen. Bei den Gegenbauer-Parametern A < % di-
vergieren die Kosinus- und Sinusverteilungen an den Stellen ¢ = +1 bzw. s = £1. Das
einzige Minimum dieser Kosinus- und Sinusverteilungen befindet sich an der Stelle ¢ = 0

1

bzw. s = 0. Bei dem Gegenbauer-Parameter A = 3 ist die Kosinus- und Sinusverteilung

fiir den Vakuumzustand eine Gleichverteilung. Bei den Gegenbauer-Parametern \ > % ver-
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Abbildung 5: Kosinusverteilungen (Sinusverteilungen) 79|(0(§) (), P‘(S) (¢) und 77‘(5?)(0) fir die
Fock-Zusténde |0), |1) und |5) mit A = 1 sowie die Kosinusverteilung (Sinusverteilung)
PIEIC)(C) fiir den klassischen Oszillator.

schwinden die Kosinus- und Sinusverteilungen an den Stellen ¢ = 41 und s = £1, die auch
die einzigen Nullstellen sind. Diese unterschiedliche Verhalten ist auf die Gewichtsfunkti-
on w(z) = (1 — 22)* 2 der Gegenbauer-Polynome zuriickzufiihren, die insbesondere vom
Gegenbauer-Parameter \ abhéngt. An den Stellen ¢ = 0 und s = 0 nehmen die Werte der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit zunehmendem Gegenbauer-Parameter A\ zu.

Die Verteilungen mit dem Gegenbauer-Parameter A = 0 sind nicht definiert. Es besteht
jedoch der Zusammenhang (@9) bzw. ([00) zwischen den Gegenbauer-Polynomen im Grenz-
fall A\ — 0 und den Chebyshev-Polynomen erster Art, so dass die Verteilungen fiir diesen
Grenzfall durch die Chebyshev-Polynome erster Art darstellbar sind. Die Verteilung fiir den
Vakuumzustand |0) in dem Fall A\ — 0 ist mit der klassischen Verteilung identisch.

Einige beispielhafte erweiterte Kosinus- und Sinusverteilungen (u # v) zeigt die Ab-
bildung [@ Es sind die Kosinus- bzw. Sinusverteilungen fiir den Vakuumzustand |0) mit
den Jacobi-Parameterpaaren (p,v) = (=3, —1), (=3, 1), (3, —3), (3, 3) dargestellt. Die Ver-
teilungen sind unsymmetrisch, was fiir Fock-Zustinde ein unerwartetes Resultat ist. Das
Verhalten an den Stellen ¢ = +1 bzw. s = +1 wird von der Gewichtsfunktion w(z) =
(1 —z)"(1+x)” der Jacobi-Polynome bestimmt, wobei der Faktor (1 —z)* das Verhalten an
der Stelle ¢ = +1 bzw. s = +1 und der Faktor (1 + x)” das Verhalten an der Stelle ¢ = —1

bzw. s = —1 bestimmt.
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Abbildung 6: Kosinusverteilungen (Sinusverteilungen) 73|(0(;) (¢) fiir den Vakuumzustand |0)
mit A = —i, A — 0, A= i, A= %, A = 1 und A = 2 sowie die Kosinusverteilung

(Sinusverteilung) Pﬁ?)(c) fiir den klassischen Oszillator.
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Abbildung 7: Kosinusverteilungen (Sinusverteilungen) P|(o(§) (c)
mit den Jacobi-Parameterpaaren (p,v) = (—3,—1),(—3.3): (3, —3
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fiir den Vakuumzustand |0)
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3.3.2 Kosinus- und Sinusverteilungen fiir kohirente Zustinde

Die Kosinus- und Sinusverteilungen fiir kohdrente Zustéinde sind gegeben durch

P = 3 B +2 > b pa(c)pw(c) cosl(n — n')pal, (105a)
n=0 n>n'=0

P (s) = b, (s 219 bﬁf‘)b(?) n(8)pn (8) cosl[(n —n' T_ o)]. (105b

0 = 2 b)) Z ! Pu($)pur () cos[(n — ') (5 — @a)]. (105D)

Die Sinusverteilung ([030) ergibt sich formal aus der Kosinusverteilung (I5al) durch die
Ersetzungen ¢ — s und ¢ — ¢ — 7. Die Abbildung B zeigt die Kosinusverteilungen fiir die

kohérenten Zusténde | = 1), |o = i) und | = 1 4 i) im Vergleich mit den Kosinusvertei-

1
49

A— 0, A= % und A = 1. Die Sinusverteilungen fiir die vorgenannten kohérenten Zustidnde
mit den gleichen Parametern sind in der Abbildung @ dargestellt.

lungen fiir den Vakuumzustand |a = 0), jeweils mit den Gegenbauer-Parametern A\ =

™

In den Bereichen um die Stellen ¢, = 0 (¢ = 1), o = § (¢ = 0) und ¢, = § (¢ =

) haben die Kosinusverteilungen fiir die kohiirenten Zustinde in der Abbildung B mit

V2
den Gegenbauer-Parametern A > 0 und A — 0 erwartungsgeméf ein Maximum. Auch die

Sinusverteilungen fiir die kohédrenten Zustinde in der Abbildung @ haben in den Bereichen
um die Stellen ¢, =0 (s =0), oo =5 (s =1) und g = § (c = %) mit den Gegenbauer-
Parametern A > 0 und A — 0 das erwartete Maximum. Dagegen bildet sich an diesen Stellen
mit den Gegenbauer-Parametern A < 0 ein ungewohnliches Gefille. Von einer Verteilung
fiir einen kohérenten Zustand wird erwartet, dass sie sich mit zunehmender Verschiebung
|a| den entsprechenden klassischen Resultaten nidhert. Die Kosinus- und Sinusverteilungen
fiir die kohédrenten Zustédnde sind ein Indiz dafiir, dass die verallgemeinerten Kosinus- und
Sinuszustdnde mit einem nicht-negativen Gegenbauer-Parameter A > 0 bzw. A — 0 als

Kosinus- und Sinuszustinde geeignet sind.

3.4 Bestimmung der Kosinus- und Sinusoperatoren

In diesem Abschnitt werden Verallgemeinerungen der Kosinus- und Sinusoperatoren von
Susskind und Glogower eingefiihrt. Dabei werden verallgemeinerte und erweiterte Kosinus-
und Sinusoperatoren so definiert, dass deren Eigenzustinde die im vorhergehenden Kapi-
tel eingefiihrten verallgemeinerten bzw. erweiterten Kosinus- und Sinuszustdnde sind. Die
Eigenschaften und Erwartungswerte der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Si-
nusoperatoren werden untersucht. Auferdem werden die Kosinus- und Sinusoperatoren mit
den Operatoren von Lerner et al. [27, 28] verglichen, die ebenfalls eine Verallgemeinerung
des Kosinus- und Sinusoperators von Susskind und Glogower sind.

Die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren werden so definiert,
dass deren Eigenzustinde durch die im Abschnitt eingefiihrten verallgemeinerten und
erweiterten Kosinuszustéinde (@Ia)) und Sinuszustinde (@IL) gegeben sind

Cley = ¢le), —1<e<+1, (106a)
Sls) = s|s), —1<s<+1. (106b)
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Abbildung 8: Kosinusverteilungen P‘(a(;)(c) fiir die kohérenten Zusténde | = 1), |a = i) und
oo = 1 + 1) sowie die Kosinusverteilungen 73|(OC>)(C) fiir den Vakuumzustand |0), jeweils mit

den Parametern A\ = —%, A—0, A= % und \ = 1.
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2.0 , 4.0

o= 1)

ja=1)
—— — ‘a:1> _— ‘O‘:1>

1.6 ——__ la =141) / ’ 3.2+ ____ la=141)

Abbildung 9: Sinusverteilungen 77|(§>)(5) fiir die kohdrenten Zusténde | = 1), |a = i) und

|l =1+ i) sowie die Sinusverteilungen 73|(OS>)(3) fiir den Vakuumzustand |0), jeweils mit den
Parametern A\ = —i, A—0, A= % und \ = 1.
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Die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren miissen so beschaffen
sein, dass deren Einsetzen in die Eigenwertgleichungen ([0Gal) bzw. (I06H) und die anschlie-
fende Projektion auf den Fock-Zustand (n| die Rekursionsbeziehungen

%<n+1\c> + f”2‘1 (n—=1]¢) + g (nle) = ¢ (n)e), (107a)
Bt tls) = 22—ty + gatals) = s tul) (107b)

ergeben. Der Vergleich mit der Bestimmung der Eigenzustédnde der Kosinus- und Sinusope-
ratoren von Susskind und Glogower im Abschnitt fiihrt auf die verallgemeinerten und
erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren

C = ZO % (|n><n—|—1|—|—|n+1><n|) + ZO gn |n)(n], (108a)
S = Z; % (|n><n+1\ . |n+1><n\) + Z‘B gu In)(n]. (108b)

Die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) bestehen jeweils aus zwei
nicht-diagonalen Termen, die als Absteige- bzw. Aufsteigeoperatoren wirken. Die erweiterten
Kosinus- und Sinusoperatoren (g, # 0) haben zusitzlich einen diagonalen Term, der fiir
Kosinus- und Sinusoperatoren ungewohnlich ist.

Die Eigenzustinde der verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) weisen
die Polynome mit den symmetrischen Gewichtsfunktionen w(z) = w(—=) auf. In diesem Fall
gilt fiir die Polynome auch die definierte Paritat (84]). Die Kosinus- und Sinusoperatoren von

Susskind und Glogower (27al) und (27H) werden erhalten, indem in ([08al) bzw. (I08H) die
Rekursionskoeffizienten f,, =1 und g, = 0 fiir alle n = 0,1, 2, ... gesetzt werden.

Eine weitere Moglichkeit zum Bestimmen der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus-
und Sinusoperatoren ist die Berechnung von deren Matrixelementen im Fock-Raum durch
Integration iiber die Kosinus- bzw. Sinuszustinde in der Fock-Darstellung

(n|C|ny = /dc (n|e) ¢ (c|n'), (109a)
(n|S|n'y = /ds (n|s) s (s|n'). (109Db)

-1

Dazu ist die Kenntnis der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren
([08) nicht erforderlich. Die entsprechenden Kosinus- bzw. Sinuszustéinde reichen aus, um
die Matrixelemente der Operatoren zu berechnen. Die Matrix fiir den Kosinusoperator in
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der Fock-Darstellung ist gegeben durch

290 fo O 0

1 Jo 20 f1 O

<<n|é’|n’>> =3 0  fi 22 [
0 0 fo 2¢3

und die Matrix fiir den Sinusoperator durch

290 —ifo 0 0

| +ifo 291 —ifi 0

(<n\é\n'>) = 3| 0 HA 20 —if
0 0 +ifs 293

Aus den Matrixelementen lassen sich die Fock-Darstellungen fiir den Kosinusoperator ([Sal)
und fiir den Sinusoperator ([[O8D) unmittelbar ableiten.

Weiterhin sind die Operatoren ([[08a)) und (IO8L) auch durch den Absteigeoperator ¢ und
den Aufsteigeoperator a' sowie durch Funktionen des Photonenzahloperators darstellbar

. f(N) . (V) .

C = LU AP N), 110
2 N+1a+a2\/1\7+1+g( ) (1102)

S ) ({\U o -t ({\U + g(N). (110b)

2iv N +1 2iV N +1

Dabei hiingen die Funktionen f(N) und g(N) in derselben Weise vom Photonenzahloperator
N ab wie die Rekursionskoeffizienten f, bzw. g, vom Index n. Der Spezialfall f(N) =1 und
g(N) = 0 ergibt den Kosinus- und Sinusoperator von Susskind und Glogower.

3.5 Kosinus- und Sinusoperatoren nach Lerner

In diesem Abschnitt werden die Kosinus- und Sinusoperatoren von Lerner [27, 28] unter-
sucht und mit den verallgemeinerten sowie den erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren
verglichen. Die Operatoren von Lerner sind ebenfalls eine Verallgemeinerung der Operato-
ren von Susskind und Glogower und werden als Lerner-Operatoren bezeichnet. Die Lerner-
Operatoren sind definiert durch

e = %;gnﬂ(mxmu+|n+1><n|), (111a)
g, = %;gnﬂ(\nxmu_|n+1><n|), (111D)

mit den Nebenbedingungen
& = 41— Xn1)Xn, (112)
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wobei
0<xo0<1, 0<xn <1, n=1,2,3,.... (113)

Die Nebenbedingungen ([T3) mit ([T2) sind eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass sich das Spektrum von Cj, nicht iiber das Intervall [—1,+1] hinaus erstreckt.
Die Lerner-Operatoren ([TTal) und (IIID)) sind durch eine unitire Transformation [28] mit-
einander verkniipft

A .EA A 7.£A A 7.£A A .EA
SL = e+‘2N CLG 12N, CL = e N SL e+l2N. (114)

Folglich befindet sich auch das Spektrum von Sy, innerhalb des Intervalls [—1, +1].

Die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren ([{8al) und ([[OSD)
werden nun mit den entsprechenden Lerner-Operatoren ([[ITal) bzw. ([[I1L) verglichen. Die
erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren ([08a) und (I08D]) unterscheiden sich aufgrund
gn 7 0 durch den Diagonalterm von den Lerner-Operatoren ([ITal) und (IIID)). Somit exis-
tieren keine erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren, die zugleich auch Lerner-Operatoren
sind.

Dagegen umfassen die Lerner-Operatoren ([1Tal) und ([11L)) sémtliche verallgemeinerten
Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0). Da die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusope-
ratoren mit den Gegenbauer-Polynomen im Zusammenhang stehen, konnen sie durch den

1

Gegenbauer-Parameter A mit A > —3 und A # 0 charakterisiert werden. Mit Verwendung

der Koeffizienten f, fiir die Gegenbauer-Polynome e (x) aus der Tabelle Bl und der Be-
ziehung (IT3)) ergibt sich der Zusammenhang zwischen &, und dem Gegenbauer-Parameter

A
n(n+ 2\ —1)

2 -2 = : 115
Der Vergleich des Ausdrucks ([I3) mit der Nebenbedingung ([I2)) ergibt
1 n
X 2n+ A X (116)

Daraus folgt, dass die Nebenbedingungen ([I3) fiir die verallgemeinerten Kosinus- und Si-
nusoperatoren ([[08al) und ([08L) mit g,, = 0 erfiillt werden. Das Spektrum der verallgemei-
nerten Kosinus- und Sinusoperatoren ist somit auf das Intervall [—1, +1] beschréinkt.

Die Operatoren von Susskind und Glogower (27a) und (R7L) sind ein Spezialfall der

Lerner-Operatoren ([Ta) und ([I1H) mit &, = 1 und x,, = 3.
Weiterhin kénnen auch der Orts- und Impulsoperator

i = S Vn+l (|n><n+1|+|n+1><n|), (117a)

po= Vet (In)(n+ 1= In+ 1nl) (117b)

als Spezialfille der Lerner-Operatoren ([ITal) und ([[TIH) mit &, = v/n + 1 aufgefasst werden.
Jedoch erfiillen die Orts- und Impulsoperatoren erwartungsgemif nicht die Nebenbedingung
([[T2), da sich deren Spektren iiber das Intervall [—oo, +00] erstrecken und nicht auf das
Intervall [—1, +1] beschrénkt sind.
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3.6 Eigenschaften der Kosinus- und Sinusoperatoren

In diesem Abschnitt werden Operatorbeziehungen angegeben, welche die Kosinus- und Si-
nusoperatoren sowie den Photonenzahloperator betreffen. Die Operatorbeziehungen werden
fiir die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, # 0) explizit angegeben. Fiir die
verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren werden daraus die entsprechenden Opera-
torbeziehungen erhalten, indem g,, = 0 gesetzt wird.

Der quadratische erweiterte Kosinusoperator

¢ = iz (fx +f3—1+49721)|”><”|+%anfn+1(|n><n+2|+|n—|—2>(n|)
+5 an (9n + gos1) (In)(n + 1] + [n + 1) (n]). (118)

n=0

und der quadratische erweiterte Sinusoperator

= I B ARl — 3 Fufuer (mdn 20+ n 4 2)(nl)
n=0 n=0

,.p

- —an (90 + gusr) (In){m + 1] = n + 1) (n]). (119)

umfassen sowohl diagonale als auch nicht-diagonale Matrixelemente. Dies gilt auch fiir die
Summe der quadratischen erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren

X X 1 o 1—F. 00
G480 = 33 UR+ I+t + 5 23" g+ guin) ln+ 1) (]
n=0 n=0
1—1

an G+ G In) (0 + 1] (120)

In dem Fall g, = 0 verschwinden die nicht-diagonalen Matrixelemente fiir C? + 52 Es ist
jedoch nicht moglich, die Operatorbeziehung C? + 52 = 1, die mit der trigonometrischen
Beziehung cos?# + sin?f = 1 korrespondiert, durch eine geeignete Wahl von f, und g,
zu erhalten. Es besteht zwar die Méglichkeit, mit den Rekursionskoeffizienten fo, = v/2,
fons1 = 0und g, = 0 (n = 0,1,2,...) das Resultat C? + 52 = 1 zu erhalten, aber diese
erfiilllen nicht die Rekursionsbezichung (89). Die Differenz der quadratischen erweiterten
Kosinus- und Sinusoperatoren

.00

¢ - o+ gut)l + 0]+ S g+ g + 1
n=0
%Z Fuur )42+ 5 fufuan In+2)(nl (121)
n=0 n:O

enthélt dagegen keine diagonalen Matrixelemente.



3.6 FEigenschaften der Kosinus- und Sinusoperatoren 37

Der Kommutator der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren

5 =1y

n

oo 1 oo
(72~ ] = 33" Falgn — guer) (1] = [+ 1) (n]

=0 n=0

i o
= 52 falgn = gna) (Im)(n 4 1 + [ (n + 1)) (122)

n=0

weist ebenfalls diagonale und nicht-diagonale Matrixelemente auf. Fiir die verallgemeinerten
Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) hat der Kommutator dagegen nur diagonale Matrix-
elemente. Es ist jedoch nicht moglich, durch eine geeignete Wahl der Koeffizienten f,, und g,
die Kommutatorbeziehung [C’ ,S]_ = 0 zu erhalten, die mit der klassischen Poisson-Klammer
{cosf,sinf@} = 0 korrespondiert. Auch der Antikommutator der erweiterten Kosinus- und
Sinusoperatoren

€3], = 2Zgi\n (] — 237 Ffua(m)n -+ 2] — o+ 2)(nl)
n=0

+ QZ fn(gn+1+gn)(|n><n+1| + |n+1><n|) (123)

_ %Z Fa (g1 + g0) (Jn)(n + 1] — [0+ 1)(n])

hat sowohl diagonale als auch nicht-diagonale Matrixelemente, wahrend der Kommutator
der verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) nur diagonale Matrixelemente
aufweist. Die Kommutatorbeziehungen der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren mit
dem Photonenzahloperator

[N, C]_=—i5 + i Y galn)(nl, [N,S]_ =iC — i Zgn\n (124)
korrespondieren nicht mit den entsprechenden klassischen Poisson-Klammern

{H,cosf} = —siné, {H,sinf} = cos¥. (125)

Dagegen erfiillen die Kommutatoren ([24]) der verallgemeinerten Kosinus- und Sinusopera-
toren (g, = 0) dieses Korrespondenzprinzip. Die Kommutatorbeziehungen (24 mit N als
Hamilton-Operator fiihren auf die Bewegungsgleichungen

C+C=> guln)nl, S+8=) guln)(n|. (126)
n=0 n=0

Dies sind die Bewegungsgleichungen fiir einen verschobenen harmonischen Oszillator mit der
Gleichgewichtsposition Y > g, |n)(n| in dem Fall g,, # 0. Dagegen befindet sich in dem Fall
gn = 0 die Gleichgewichtsposition im Ursprung. Dies ermdglicht die physikalische Interpre-
tation der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren als Koordinaten
fiir eine normale bzw. verschobene Schwingungsmode.
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Die Antikommutatorbeziehungen der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren mit dem
Photonenzahloperator sind gegeben durch

N,C, = 22”2“fn (Inyn+1] = [+ 1)nl) + 23 nga Inhinl,  (127)
N5, = 22”;1% (I +1] = o+ 1)n]) + 23 nga [)(nl.  (128)

Schlieflich werden fiir die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren noch die folgenden
Kommutatorbeziehungen mit dem Photonenzahloperator angegeben

FCST = 23 falon—gwan) [(m) -+ 11+ I+ Dy

+ inaom (n+1] - n+1)(n|)], (129)
WG+ 80 = 13 falant gen) [(m) -+ 11+ In + D]

4 1n(\0n> (n+ 1] — |n+ 1y{n])]. (130)

Fiir die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) verschwinden die Kom-

mutatorbeziehungen ([29) und (I30).
Die Kosinus- und Sinusoperatoren ([[08al) und (IO8M) sind durch die unitiren Transfor-

mationen miteinander verkniipft
S = eMEN ¢ e iEN, C = e 15N G etiEN, (131)

Diese Transformationen entsprechen einer Drehung im Phasenraum um den Winkel 7. Der
Photonenzahloperator NV erzeugt dabei die Drehung.

3.7 Erwartungswerte der Kosinus- und Sinusoperatoren

In diesen Abschnitt werden Erwartungswerte der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus-

und Sinusoperatoren fiir beliebige quantenmechanische Zustinde angegeben. Insbesondere

die Erwartungswerte fiir die Fock-Zusténde und fiir die kohdrenten Zustinde untersucht.
Der Erwartungswert eines Operators A ist auch durch

(4), = Sp(pd) (132)

gegeben, wobei p der Dichteoperator des Systems ist. Fiir geeignet definierte Funktionen

~

F(C) und F(S) der Operatoren ([08a) und (I0RH), kénnen deren Erwartungswerte auch
durch Integration iiber die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- bzw. Sinusverteilung
berechnet werden

+1 +1

(F(C)), = / de F(c) PY9(c), (F(S)), = / ds F(s) P (s). (133)

-1 -1
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Die Mittelwerte des Kosinus- und Sinusoperators sind gegeben durch

() = D fa R(pusrn) + D Gn Pum (134a)
n=0

n=0

(S = D fu Spurin) Zgn P (134D)
n=0

wobei 8 und & den Realteil bzw. Imaginérteil einer komplexen Zahl darstellen. Die Mittel-
werte der verallgemeinerten (g, = 0) und erweiterten (g, # 0) Operatoren unterscheiden
sich durch einen additiven Term, der vom Zustand abhéngt. Die Erwartungswerte der qua-
dratischen Kosinus- und Sinusoperatoren sind gegeben durch

oo

<02>p = ! Z (f2 + fi 1 + 4gn) pnn + Z fnfn+1 pn+2,n>
n=0
+ Z fn (gn + gn+1) §R(pn—I—l,n) 3 (135)
<g2>p = i%(f +fn 1 +4gn Pnn — anfn—i—l pn+2,n)
+ Z fn (gn + gn+1) %(anrl,n) ; (136)

wobei f; = 0. Mit (I34a) und (3H) bzw. ([[34D) und (I36) lassen sich insbesondere die

Schwankungsquadrate der Kosinus- und Sinusoperatoren bestimmen
te = (C% = (O) b5 = (5%, — (5)2 (137)
Occo P P’ Oss p p°

Fiir die Summe und Differenz der quadratischen Kosinus- und Sinusoperatoren sind die
Erwartungswerte gegeben durch

o 1
(2485, = 5> (fat fia+402) pan
n=0

+ 3 fal9n 4 gns1) [R(onr1n) + Spniin)], (138)

n=0

(C* =587, = > fafort R(put2n)
n=0

+ 3 fal9n 4 gn1) [R(ons1n) = S(pnsin)], (139)

n=0

wobei f_; = 0. Die Erwartungswerte von Funktionen gemischter Terme sind gegeben durch
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PP A A 1 o
<CS—SC>/) = 52 f _fn 1 Pn.n
—i Z fn In gn+1 [%(anrl,n) + %(anrl,n)] ’ (1403)

(CS+5C), = 2" g2 pun) +Z fa Farr S(pnsan)
n=0 n=0

+ > (90— gns1) [R(oni10) + S(pnsrn)] (140b)
n=0

wobei f_; = 0. Die Gleichung ([40al) entspricht dem Erwartungswert des Kommutators der
Kosinus- und Sinusoperatoren. Die Gleichung ([400) kann insbesondere fiir die quantenme-
chanische Korrelation der Kosinus- und Sinusoperatoren verwendet werden

1 A =x ~ A ~ N
Ués = 2 (CS + SC>p - <C>p<5>p' (141)

Die Erwartungswerte von Kommutatorbeziehungen der Kosinus- und Sinusoperatoren
mit dem Photonenzahloperator sind gegeben durch

((N.C), = —i Z Fo S(Pnt1n); (142a)
(9,8, = i OO o Rpnir). (1421)
(1,06, 80), = i Ful6n — )R () — Slonna)ls (1420
(0G0 = 13 ot o) Riprn) = Saaal. (1420

Die in diesem Abschnitt untersuchten Erwartungswerte enthalten ausschlieflich die benach-
barten Dichtmatrixelemente py, ,,, ppy1,, und ppyo,. Dies ergibt sich aus der tridiagonalen
Struktur der Kosinus- und Sinusoperatoren sowie aus der Tatsache, dass die Terme in den
obigen Erwartungswerten meist quadratische oder zwei gemischte Operatoren enthalten.
Auch die Unschérfebeziehung zwischen dem erweiterten Kosinus- und Sinusoperator

[e.o]

2
1
Ué‘C JgS 2 1_6 (Z [(fQ n— 1) Pnn — 2fn(gn - gTLJrl)[éR(pTLJan) - %(anrl,n)]]) (143)
n=0
enthilt sowohl Diagonalelemente p, ,, als auch Nebendiagonalelemente p,,;, der Dichte-
matrix. Fiir die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren treten in der Unschéarfe-
beziehung ([43) sdmtliche Diagonalelemente p,,,, der Dichtematrix auf, wéhrend bei den
Operatoren von Susskind und Glogower die rechte Seite in ([[Z3) nur das Vakuumelement
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poo der Dichtematrix enthélt. Die Unschéirfebeziehungen zwischen dem Photonenzahlope-
rator einerseits und dem erweiterten Kosinus- bzw. Sinusoperator andererseits

2

2
1 [« 1«
NN Ote = (Z fo %(pn+1,n>> . ORwobs 2 ] (Z fo %(pnﬂ,a) (144)
n=0

n=0

sind unabhéngig von g, und den Diagonalelementen p, , der Dichtematrix. Die Ausdriicke
auf den rechten Seiten von ([[Z4]) enthalten stets die Mittelwerte des verallgemeinerten Sinus-
bzw. Kosinusoperators.

3.7.1 Erwartungswerte der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren fiir Fock-
Zustande

Fiir die Fock-Zusténde p = |n)(n| entsprechen die Mittelwerte der erweiterten Kosinus- und
Sinusoperatoren

(n|Cln) = (n[Sln) = g, (145)

dem Rekursionskoeffizienten g,,, wihrend die Mittelwerte der verallgemeinerten Kosinus- und
Sinusoperatoren verschwinden. Dies sind auch die erwarteten Resultate fiir den normalen
bzw. verschobenen Oszillator. Fiir hohe Werte von n geht der Rekursionskoeffizient g,, gegen
Null.

Die Schwankungsquadrate der Kosinus- und Sinusoperatoren fiir die Fock-Zustidnde sind
sowohl fiir die verallgemeinerten als auch fiir die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren
identisch und hiangen von dem Rekursionskoeffizienten f, ab

n n ]-
oo = 055 =12+ fi). (146)

Auch fiir die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren sind die Schwankungsquadrate un-
abhéingig von dem Rekursionskoeffizienten g,. Fiir grofse n gehen die Schwankungsquadrate
gegen den klassischen Wert %

Die quantenmechanische Korrelation zwischen den Kosinus- und Sinusoperatoren fiir
Fock-Zusténde a‘gg = 0 verschwindet sowohl fiir die verallgemeinerten als auch fiir die
erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren.

Die Erwartungswerte im Fock-Raum fiir den Kommutator der Kosinus- und Sinusope-
ratoren sind gegeben durch

(lC.8) In) = L(2— 20) (147)

Fiir groke n verschwindet der Kommutator ([Z7) und korrespondiert dann mit der entspre-
chenden klassischen Poisson-Klammer. Die Kommutatoren der Kosinus- und Sinusoperato-
ren mit dem Photonenzahloperator sowie die entsprechenden quantenmechanischen Korre-
lationen verschwinden fiir alle Fock-Zusténde

(|[N,C]_[n) = (n|[N,8] |n) = 0,  ont=oms=0. (148)



42 3 VERALLGEMEINERUNG DER KOSINUS- UND SINUSZUSTANDE

Die Erwartungswerte der trigonometrischen Beziehung fiir Fock-Zustinde sind gegeben
durch

A A 1
(nlC% + S%n) = S(fa+ faor +4g7)- (149)

Bei den verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) entsprechen die Erwar-

tungswerte ([ZJ) den doppelten Schwankungsquadraten (n|C2 + S2|n) = 2012, = 2517,

Fiir grofe n gehen die Erwartungswerte der trigonometrischen Beziehung (I[49) gegen den
klassischen Wert Eins.

Die Abbildung [[0 zeigt die Schwankungsquadrate a‘ggj und UL@ der verallgemeinerten
Kosinus- und Sinusoperatoren fiir die Fock-Zustiande |0), |1), |2) und |3) als Funktion des

Gegenbauer-Parameters A. Bei den niedrigeren Fock-Zustinden ist der Einfluss des Para-

meters A auf die Schwankungsquadrate O"é% und agg grofer als bei den hoheren Fock-

Zustianden.
In dem Fall A = 1, der den Kosinus- und Sinusoperatoren von Susskind und Glogower

entspricht, haben die Schwankungsquadrate fiir alle angeregten Fock-Zusténde |1),|2),. ..

den gleichen Wert, nédmlich alcmc = UL"S) = 1, und fiir den Vakuum-Zustand |0) den Wert

ot =0l =1
In dem Fall A — 0, der den Chebyshev-Polynomen erster Art entspricht, haben die

Schwankungsquadrate fiir alle Fock-Zustinde aufler dem ersten angeregten Fock-Zustand
|1) ebenfalls den gleichen Wert, ndmlich a‘ggj = agg = %, und fiir den ersten angeregten

Fock-Zustand |1) den Wert a‘g()] = agg = 2. In allen anderen Fillen A # 0 und A # 1 haben
die Schwankungsquadrate fiir unterschiedliche Fock-Zustéinde bei einem festgehaltenen A
verschiedene Werte.

In dem Bereich A > 1 sind die Schwankungsquadrate fiir alle Fock-Zustinde stets kleiner
als % Bei einem festgehalten A\ in dem Bereich A > 1 nehmen die Schwankungsquadrate alé%
und agg mit zunehmenden n zu. Fiir sehr grofe A\ gehen die Schwankungsquadrate J‘C"é und

agg gegen Null.

Die Schwankungsquadrate J‘C"é und UL"S) fiir den zweiten angeregten Fock-Zustand |2) und

hohere Fock-Zustiande haben ein Maximum in dem Bereich 0 < A < 1, wobei das Maximum

fiir grofe n gegen % geht. Fiir diese Zusténde liegt der Wert der Schwankungsquadrate alcmc

und agg in dem Bereich 0 < A < 1 oberhalb von % und in dem Bereich A < 0 unterhalb

von % Ist der Wert der Schwankungsquadrate a‘ggj und agg grofer als %, so sind auch die

Erwartungswerte der trigonometrischen Bezichung (n|C?+52|n) grofer als 1. Ist dagegen der
Wert der Schwankungsquadrate J‘C"é und UL"S) kleiner als %, so sind auch die Erwartungswerte

der trigonometrischen Beziehung (n|C? 4+ $2|n) Kleiner als 1.
3.7.2 Erwartungswerte der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren fiir ko-
hérente Zusténde

Fiir die kohérenten Zustinde (I{) sind die Mittelwerte der Kosinus- und Sinusoperatoren
gegeben durch

(a|Cla) = Fy cos pa + G, (a|S]a) = Fysin @ + Gy. (150)
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Abbildung 10: Schwankungsquadrate des Kosinusoperators a‘gg] und des Sinusoperators U‘S”g

fiir die Fock-Zustéande |0), 1), |2) und |3) als Funktion von A\ im Vergleich mit dem klassi-
schen Wert 1.

Deren Schwankungsquadrate und quantenmechanische Korrelation sind:

o F.—F
a‘cé = (Fy— F?)cos® p, + +T2 + (G4 — 2F,Gy) cos o + Gy — G, (151a)
F.—F
0y = (Fo— Ff)sin oo + == 4 (G —2RC))sing, + G2 — G, (151b)
a . G, —2F\G .
a'cg = (Fy — F})cos @, sin p, + +—11(COS Yo +sinpy) + Gy — GT. (151c)

2

Die darin verwendeten Abkiirzungen Fj, F5 und F. sind sowohl fiir die verallgemeinerten
als auch fiir die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren relevant

Jaf? o0 |a|2n+1
Fi(la]) = e nzzofnm, (152)
By(la]) = e"“ifnfnﬂ o : (153)
o nly/(n+1)(n+2)
1 5 ©° 2n
Pala) = 3¢S (2520 (154)

Die weiteren Abkiirzungen G, G5 und G4 verschwinden fiir die verallgemeinerten Kosinus-
und Sinusoperatoren und sind somit ausschliefslich fiir die erweiterten Kosinus- und Sinus-
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operatoren von Bedeutung

N N

Gi(la)) = ") g—r, (155)
n=0 ’

Gollal) = olof§ 2l 156

al) = el 3 g2l (156)
n=0 ’

Oé|2n+1

n'vn+1

In dem klassischen Grenzfall || — oo gehen die Mittelwerte ([20) der Kosinus- und Sinus-
operatoren (g, = 0)

Ge(la)) = e > fu(gn £ gni1) (157)
n=0

‘ l|im (a|Clar) = cos @, | l‘im (a|S]a) = sin @, (158)
gegen den Wert der Kosinus- bzw. Sinusfunktion der Verschiebungsrichtung ¢, da in diesem
Grenzfall Fi(|a|) — 1 und G1(Ja|) — 0. Fiir die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusope-
ratoren (g, = 0) ist der Ausdruck Fi(Ja|) ein Faktor, der den quantenmechanischen mit
dem entsprechenden klassischen Erwartungswert verkniipft. Die Mittelwerte der erweiterten
Kosinus- und Sinusoperatoren (g,, # 0) sind gegeniiber denen der verallgemeinerten Kosinus-
und Sinusoperatoren (g, = 0) um den Wert der Funktion G;(|a|) verschoben.

Weitere Erwartungswerte fiir kohdrente Zustinde sind gegeben durch

(a][C,S8]_|a) = i[F. — G_(cosp, + sinpy)], (159)
(a|C? + S2|a) = Fy+2Gs+ Gy(cosp, +sinp,), (160)
(a|[N,C]_|o) = —iFysing,, (161)
(a|[N,S8]_|a) = iF)cosep,. (162)

Die rechte Seite der Kommutatoren ([[61]) und (I62) enthilt den Mittelwert (Ih0) des verall-
gemeinerten Sinus- bzw. Kosinusoperators. Somit korrespondieren die Kommutatoren (1)
und (I62) der verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) fiir alle |a| und
die der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, # 0) erst im klassischen Grenzfall
|a] — oo mit den entsprechenden klassischen Poisson-Klammern (24]).

Die Abbildung [Tl zeigt den Ausdruck F(|a|) als Funktion der Verschiebungsintensitit
|a] mit den Gegenbauer-Parametern A = —i, A= %, A = 1und A = 5. Der Ausdruck
Fi(Ja) ist der Quotient zwischen den quantenmechanischen Mittelwerten der verallgemei-
nerten Kosinus- und Sinusoperatoren und deren klassischen Grenzwerten. Die Abbildung
[T verdeutlicht, wie sich die quantenmechanischen Mittelwerte mit zunehmender Verschie-
bungsintensitét |«| den entsprechenden klassischen Grenzwerten nidhern. Die quantenme-
chanischen Erwartungswerte verschwinden im Vakuumzustand (|a] = 0) und gehen mit
zunehmender Verschiebungsintensitéit |«| gegen den klassischen Grenzwert.

Bei den positiven Gegenbauer-Parametern A > 0 sind die Funktionen beziiglich |«/| streng
monoton steigend. Bei den Funktionen mit negativem Parameter A < 0 ist dies nicht der
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Abbildung 11: Fi(]a|) als Funktionen der Verschiebungsintensitét |«| mit den Gegenbauer-
Parametern A\ = —i, A= %, A=1und A =5.
Fall. Wie das Beispiel fiir A = —1 zeigt, nimmt die Funktion zunéchst mit steigendem || zu,
weist ein Maximum und anschlieffend ein Minimum auf, und geht schlieflich gegen die Eins.
Bei den positiven Gegenbauer-Parametern A nihert sich die Funktion F (|cr|) mit niedrigeren
A-Werten schneller dem klassischen Grenzfall als die Funktion F} (]ar|) mit héheren \-Werten.
Je hoher die Gegenbauer-Parameter A sind, umso grofer ist die Abweichung zwischen
korrespondierenden quantenmechanischen und klassischen Erwartungswerten. Dies wird ins-
besondere bei den kohédrenten Zustinden deutlich. Fiir grofe positive A ist ein relativ hoher
Verschiebungsparameter |a| erforderlich, damit die Abweichung zwischen den quantenme-
chanischen und klassischen Erwartungswerten sehr klein wird. Fiir kleine positive Parameter
A reicht dagegen ein relativ niedriger Verschiebungsparameter |«| aus, damit sich die quan-
tenmechanischen Erwartungswerte den klassischen Erwartungswerten nihern.
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4 Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren

In diesem Kapitel werden hermitesche Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren eingefiihrt,
die mit den verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren im Zusam-
menhang stehen. Die Eigenzustdnde der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren werden
untersucht und als Basis fiir die Darstellung beliebiger Zustinde verwendet. Auferdem wer-
den Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen fiir Fock-Zustinde und kohérente Zustinde
angegeben.

4.1 Definition der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren

Die Arcuskosinus- und die Arcussinusfunktion sind als Potenzreihen der Kosinus- bzw. Si-
nusfunktion entwickelbar. Da der Konvergenzradius dieser Potenzreihen mit den Eigen-
wertspektren der Kosinus- und Sinusoperatoren iibereinstimmt, sind die Arcuskosinus- und
Arcussinusoperatoren durch Potenzreihen der Kosinus- bzw. Sinusoperatoren ([[08al) und

([ORD)) darstellbar

. . R 2 (=1D)kF =1

0. = arccosC = gl — Z 2(]{_31 ( k;2 ) O+t (163a)
k=0

. A = (=1)F =L\ .

O, = arcsinS = Z Q(kj < k:2 ) SR (163b)

Die Kombination der Gleichungen ([63al) und ([I63D) zeigt, dass zwischen der Arcuskosinus-

und Arcussinusfunktion der trigonometrischen Operatoren die Beziehungen
arccos C' = 1 — aresinC, (164)

arccos S = 1 — arcsin S, (165)

N0

bestehen, die mit der klassischen Beziehung arccosz = 7 — arcsin z iibereinstimmen.
Sowohl die verallgemeinerten als auch die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren sind
geeignet, um entsprechende Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren zu definieren. Die Ei-
genwertspektren der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren gehen
nicht iiber die Konvergenzradien —1 < ¢ < +1 und —1 < s < +1 der Reihen in (IG3)) hinaus.
Die beiden Arcusoperatoren 0. und O, kommutieren zwar nicht miteinander, aber jeweils

mit dem korrespondierenden trigonometrischen Operator C bzw. S
[6.,C]_ =0, [6,,5]_ = 0. (166)

Daraus folgt, dass die Kosinus- und Sinuszusténde |c) und |s) ebenfalls Eigenzusténde von
0. bzw. O, mit den Eigenwerten arccos ¢ bzw. arcsin s sind

O, |c) = arccos ¢ |c), O, |s) = arcsin s |s). (167)

Werden ¢ = cosf,. und s = sin 6, gesetzt und die Hauptwertbereiche geméfs

0<6, <, —g <9, < +g, (168)
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gewihlt, dann sind die Zusténde

0.y = +/siné. [|C>] N \V/sin 6, E pn(cosb,) (169a)
C=CO0Ss n=0

|0s) = +/cosb [|s)} o V/cos b, g i" p,(sinby) |n) (169Db)
S=s1n n—0

die Eigenzustidnde der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren éc und @s mit den Eigen-
werten 0, bzw. 6,

éc |ec> = ec |90>7 és ‘68> = 95 ‘68>7 (170)

wobei die Eigenwerte durch 6, = arccos(c) und 6, = arcsin(s) gegeben sind. Die Zusténde
([E9al) und (I69L) werden als Arcuskosinus- bzw. Arcussinuszustinde bezeichnet. Auferdem
sind die Arcuskosinus- und Arcussinuszustéinde ([[69al) und (I69H) auch die Eigenzustinde
der trigonometrischen Operatoren C und S mit den Eigenwerten cos 6. bzw. sin 6

C'16.) = cos,6.), S16,) = sin#, |6,). (171)
Die Arcuskosinus- und Arcussinuszustinde ([69al) und ([€30) sind vollstindig

und ermdoglichen Darstellungen des Einheitsoperators

us
™ +3

/ a6, 10.) (6] = / a6, 10.) (6, = 1. (173)

0 _

(NE]

Somit konnen die Arcuskosinus- und Arcussinuszustinde ([63a) und ([[690) auch zur Dar-
stellung eines beliebigen normierten Zustands |¢)) verwendet werden

w(ec)(ec)

(0:]) = +/sinb, an(cosec) U, (174a)
YON0,) = (0.) = VeosOy Y (=) pa(sind,) . (174b)

Der Arcuskosinusoperator 6, und der Arcussinusoperator O, sind durch eine unitére Trans-
formation miteinander verkniipft

A

0, = e+i%N[gi - éc} e 13N, O, = e i3V [2 i @] +ig (175)

Dies ergibt sich aus den Transformationsbeziehungen ([[31) zwischen dem Kosinusoperator
und dem Sinusoperator. Wihrend die trigonometrischen Operatoren direkt unitir trans-

A

formierbar sind, ergibt die Transformation der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren O,
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und @S die Ausdriicke gi — és bzw. %1 — @c. Auch die Eigenzustinde des Arcuskosinus-
und Arcussinusoperators sind durch eine unitire Transformation verkniipft

0.) = [*3V)0,)] 6) =[5V 10,)] (176)

5 .
Gc:%_as Gs:%_ac

Diejenigen Arcuskosinus- und Arcussinuszustinde, die mit dem Kosinus- bzw. mit dem
Sinusoperator von Susskind und Glogower im Zusammenhang stehen, haben eine besonders
einfache Form 13|

fse = 23 snl(n+1) 6 ).
fase = /230 sinftn + 15 - 0] ),

da die Chebyshev-Polynome zweiter Art gemif Gleichung (BS)) mit der Sinusfunktion dar-
stellbar sind.

4.2 Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen

Die Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen fiir ein System mit dem Dichteoperator p
sind durch die Kosinus- und Sinusverteilungen (2 darstellbar

PEI0.) = sinbe [PE()],_ ey, (177a)
P§@s>(95) = cosb, [Pés)(s)}szsines. (177b)

Die stets positiven Vorfaktoren ergeben sich aus der Transformation von ¢ und s nach 6,
bzw. 0,. Die Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen sind auf Eins normiert. Fiir geeig-
nete Funktionen F(6,) und F(8,) der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren (I63a) und
([[63D) konnen deren Erwartungswerte mit der entsprechenden Arcuskosinus- bzw. Arcussi-

nusverteilung bestimmt werden

m +1

(F(8,)), = /d9C F(0.) 79590(90) = /dc F(arccos ¢) P;C)(c), (178a)
0+§ _1+1

(F(6,), = /d@s F(6;) P§@s>(95) = /ds F(arcsin s) 79[()8)(3). (178Db)

Auch die Kosinus- und Sinusverteilungen kénnen zur Bestimmung der Erwartungswerte

A A

von Funktionen F(6,.) und F(6;) der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren ([63al) und
([630)) verwendet werden.
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4.2.1 Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen fiir Fock-Zustinde

Die Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen fiir Fock-Zusténde |n) sind mit den ortho-
normierten Funktionen darstellbar

PI(GC)(Qc) = sin 6. p2 (cos ) , ,P\(TSS)(QS) = cos 0, py (sinb,) . (179)

n)

Aufgrund der Transformationsbeziehungen ([Z0)) gehen die Arcussinusverteilungen fiir Fock-
Zustinde |n) durch die Substitution §. = § — 6, aus den entsprechenden Arcuskosinusver-
teilungen hervor.

Die Arcuskosinusverteilungen fiir Fock-Zustidnde, die mit den Kosinus- und Sinusopera-
toren von Susskind und Glogower im Zusammenhang stehen, haben eine besonders einfache
Form

PE(0,) = % sn?((n+ 1)), PO6,) = % sin?[(n -+ 1)~ 6.)]. (180)
Dabei ist die orthonormierte Funktion in (IZT9) die Gegenbauer-Funktion mit A = 1 oder
die Chebyshev-Funktion zweiter Art.

Die Abbildung [[2 zeigt die Arcuskosinusverteilungen, die mit den Kosinus- und Sinus-
operatoren von Susskind und Glogower im Zusammenhang stehen, fiir die Fock-Zustinde
|0), [1), |2) und |3) im Intervall zwischen 0 < . < 7. Die entsprechenden Arcussinusver-
teilungen sind explizit nicht dargestellt. Diese sind im Intervall zwischen —%3 < 0, < +7
definiert und weisen die gleichen Konturen auf. Die Arcuskosinusverteilungen oszillieren zwi-
schen den Werten 0 und % und die Anzahl der Peaks betrigt n+ 1. Auferdem verschwinden
die Arcuskosinusverteilungen an den Endpunkten 6. = 0 und 6. = 7 und weisen n Minima
auf, die Nullstellen sind.

Im Gegensatz dazu sind die bekannten Phasenverteilungen nach Pegg-Barnett, Wigner
und Hussimi fiir sémtliche Fock-Zusténde stets Gleichverteilungen [16]

PEO) = PIVO) = POO) = o (181)
in einem Intervall der Breite 27. Jedoch handelt es sich bei den Verteilungen ([ZZal) und
(D) um keine echten Phasenverteilungen, da deren Definitionsbereiche lediglich die Breite
7 aufweisen.

Bei den Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren, die aus den verallgemeinerten Kosinus-
und Sinusoperatoren hervorgehen, sind die Mittelwerte fiir die Fock-Zustdnde unabhingig
von der Anregung n und von dem Gegenbauer-Parameter A

T A

(n]Ocfn) = 5, (n|Osln) =0 (182)
Die Mittelwerte sind stets das Zentrum des entsprechenden Intervalls, da die Arcuskosinus-
und Arcussinusverteilungen in diesem Fall symmetrisch sind. Dagegen sind bei den jeweiligen
Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren, die aus den erweiterten Kosinus- und Sinusope-
ratoren hervorgehen, die Mittelwerte fiir die Fock-Zustinde von der Anregung n und von
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Abbildung 12: Arcuskosinusverteilungen 73|0C;)C)(96), PS)C)(QC), PS)C)(@C) und P‘(CSC)(HC) fiir die
Fock-Zusténde [0), 1), |2) bzw. |3) mit dem Gegenbauer-Parameter A = 1.

Jacobi-Parametern 4 und v abhéngig. Je grofker die Abweichung zwischen p und v, desto
unsymmetrischer sind die Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen und desto grofer ist
die Abweichung der Mittelwerte von den zentralen Werten 7 bzw. 0.

Zwischen entsprechenden Matrixelementen des Arcuskosinus- und Arcussinusoperators
im Fock-Raum besteht die Beziehung

A i / A
(n]G|n") = B O — 1" (n|On). (183)

Zwischen den Erwartungswerten von Potenzen der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren
mit ganzzahligen Exponenten fiir einen bestimmten Fock-Zustand besteht der Zusammen-
hang

&1y = (5) "+ i(—l)l( G) T méln, (184)

: : : : . :
der sich aus (IZ8al) und ([Z8H) mit der klassischen Beziehung arccosz = § — arcsin« und

dem binomischen Satz ergibt. Fiir £ = 1 und k = 2 bestehen die Zusammenhénge

(n]€cn) = 3 = (nl6.n), (185)
ml&2m) = (2) — {nlBuln) + (| 62In). (186)

Daraus ergeben sich gleiche Schwankungsquadrate fiir den Arcuskosinus- und Arcussinus-
operator fiir Fock-Zustande.

Die Abbildung [3 zeigt die Schwankungsquadrate fiir die Fock-Zusténde |0), |1), |2) und
|3) als Funktionen des Gegenbauer-Parameters A im Vergleich mit dem klassischen Wert
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Abbildung 13: Schwankungsquadrate des Arcuskosinus Ug?ec und Arcussinus ag:é,s fiir die

Fock-Zusténde |0), |1), |2) und |10) als Funktion des Gegenbauer-Parameters A im Vergleich
mit dem klassischen Wert 7{—;

7{—; = 0.8225. Bei einem festen Wert A und mit zunehmendem n nihern sich die Schwan-
kungsquadrate von oben oder von unten dem klassischen Wert 7{—; Die Schwankungsquadrate
der Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren zeigen ein dhnliches Verhalten wie die Schwan-
kungsquadrate der Kosinus- und Sinusoperatoren fiir die Fock-Zustinde, wie ein Vergleich
der beiden Abbildungen [[3 und [0 verdeutlicht.

Nachfolgend wird der Einfluss des Gegenbauer-Parameters A auf die Arcusverteilungen
fiir Fock-Zustidnde untersucht. Die Abbildung [[4 zeigt die Arcuskosinusverteilungen fiir den
Vakuumzustand |0) mit den Parametern A = —i, A— 0, A\ = i, A= %, A =1 und
A = 2 im Vergleich mit der entsprechenden klassischen Gleichverteilung. Die entsprechenden
Arcussinusverteilungen sind nicht explizit dargestellt. Diese haben die gleiche Kontur und
liegen im Intervall —7 < 0, < +73. Der Parameter A beeinflusst insbesondere das Verhalten
der Verteilungen an den Endpunkten 6. = 0 und 6. = 7 bzw. 6, = =7 und 0, = +7. In
den Fillen A < 0 divergieren die Verteilungen an den Endpunkten, wihrend in den Féllen
A > 0 die Verteilungen an den Endpunkten verschwinden. In dem Fall A — 0, der auch dem
klassischen Fall entspricht, liegen Gleichverteilungen mit dem konstanten Wert % Vor.

Die Abbildung zeigt die Arcuskosinusverteilungen fiir den ersten angeregten Fock-
Zustand |1) mit den Parametern A\ = —i, A= i, A= % und A = 1. Die entsprechenden
Arcussinusverteilungen sind nicht explizit dargestellt. Die Arcussinusverteilung geht mit der
Verschiebungstransformation 6, = 0.+7% aus der entsprechenden Arcuskosinusverteilung her-
vor. Folglich haben die Arcussinusverteilungen die gleiche Kontur wie die entsprechenden
Arcuskosinusverteilungen. Die Arcusverteilungen oszillieren. Die Anzahl ihrer Peaks hingt

von der Anregung des jeweiligen Fock-Zustands ab und betrigt n + 1. Die Arcuskosinus-
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Abbildung 14: Arcuskosinusverteilungen 79|0C;)C)(96) fiir den Vakuumzustand |0) mit den
Gegenbauer-Parametern A\ = —i, A— 0, A = i, A= %, A =1und A = 2 sowie die
Arcuskosinusverteilung Py (6.) fiir den klassischen Zustand.

verteilung weist n Nullstellen im Intervall 0 < 6. < 7 auf. Bei einem positiven Parameter
A > 0 verschwinden die Arcuskosinusverteilungen an den Stellen 6. = 0 und 6. = 7 und die
Arcussinusverteilungen an den Stellen f; = —% und 6, = 7. Bei einem negativen Parameter
A < 0 gehen beide Verteilungen an diesen Stellen gegen Unendlich. Dieses Verhalten ergibt

sich aus den Eigenschaften der Gewichtsfunktion.

4.2.2 Arcuskosinus- und Arcussinusverteilungen fiir kohérente Zustinde

Die Arcuskosinusverteilungen fiir kohédrente Zustinde werden durch die Kombination der
Gleichungen (IT7Zal) und ([0Ral) erhalten. Die Abbildung [[@ zeigt die Arcuskosinusverteilun-
gen fiir die kohérenten Zustinde |o = 1), & = i) und | = 1 + i) sowie fiir den Vaku-
umzustand |0) mit den Gegenbauer-Parametern A\ = —i
Arcussinusverteilungen mit den gleichen Parametern sind in der Abbildung [ dargestellt.

und A = 1. Die entsprechenden

Die Arcussinusverteilungen fiir kohérente Zustinde ergeben sich durch die Kombination der

Gleichungen ([ZZD) und (IO2L).

Das Verhalten der Verteilungen mit dem Parameter A = —1

1 ist ungewdhnlich, da der
Wert der Verteilungen im Bereich der Stelle 6. = ¢, = 0 mit einer zunehmenden Ver-
schiebungsintensitét || abnimmt. Dieses ungew6hnliche Verhalten tritt bei allen negativen
Parametern A\ < 0 auf. Die Verteilungen mit dem Parameter A = 1 entsprechen dagegen den
Erwartungen, ebenso wie alle solche Verteilungen mit einem positiven Parameter A > 0. Dies
ist ein weiteres Indiz dafiir, dass die Operatoren, die mit den Gegenbauer-Polynomen im Zu-
sammenhang stehen, dann auf erwartete Resultate fithren, wenn der Gegenbauer-Parameter
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mit den Gegenbauer-Parametern \ = —i, = i, A= % und A = 1.

A nicht negativ ist.
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Abbildung 16: Arcuskosinusverteilungen PSC)(QC) und 73‘(0(?0)(06) fiir die kohérenten Zustén-
de | = 1), | = i) und | = 1 + i) sowie fiir den Vakuumzustand |0), jeweils mit den

Gegenbauer-Parametern \ = —i und A = 1.
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Abbildung 17: Arcussinusverteilungen PSS)(QS) und 77‘(0?5)(93) fiir die kohérenten Zustin-
de [ = 1), | = i) und | = 1 + i) sowie fiir den Vakuumzustand |0), jeweils mit den

Gegenbauer-Parametern \ = —% und A = 1.
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5 Exponentialoperatoren

Es werden in diesem Kapitel verallgemeinerte und erweiterte Exponentialoperatoren einge-
fiihrt, die mit den verallgemeinerten bzw. erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren (IS
und damit auch mit den (klassischen) orthogonalen Polynomen in dem Intervall z e [—1, +1]
im Zusammenhang stehen. Wéhrend bei den verallgemeinerten und erweiterten Kosinus-
und Sinusoperatoren zuerst deren Eigenzustinde eingefiihrt und anschliefend daraus die
Kosinus- und Sinusoperatoren bestimmt worden sind, wird bei den Exponentialoperatoren
in umgekehrter Weise vorgegangen. Die verallgemeinerten und erweiterten Exponentialope-
ratoren werden auf der Grundlage der verallgemeinerten bzw. erweiterten Kosinus- und
Sinusoperatoren ([08) definiert. Dazu wird die klassische Beziehung ([6l) zwischen den tri-
gonometrischen und exponentiellen Funktionen verwendet. Die Eigenzustinde werden an-
schlieffend aus der Eigenwertgleichung der Exponentialoperatoren bestimmt.

5.1 Verallgemeinerte und erweiterte Exponentialoperatoren

Die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0) haben, ebenso wie die Kosinus-
und Sinusoperatoren von Susskind und Glogower (1 [X) sowie von Lerner et al. (1),
in der Fock-Darstellung keine Diagonalelemente. Deren Matrixelemente befinden sich aus-
schlieflich auf den beiden Nebendiagonalen. Daher besteht zwischen den verallgemeinerten
Exponentialoperatoren und den verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren der gleiche
Zusammenhang (1) und (I§) wie zwischen den Exponentialoperatoren und dem Kosinus-
und Sinusoperator von Susskind und Glogower.

Dagegen weisen die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, # 0) in der Fock-
Darstellung auch Diagonalelemente auf. Dabei stellt sich die Frage, welche Rolle der Dia-
gonalteil fiir die erweiterten Exponentialoperatoren spielt. Beispielsweise kénnte der Diago-
nalteil einen Bestandteil der erweiterten Exponentialoperatoren bilden oder ein separater
zusitzlicher Operator sein. Um beide Mdoglichkeiten zu untersuchen, werden zwei verschie-
dene Sitze Exponentialoperatoren definiert, die als Exponentialoperatoren erster Art E, Ef
und als Exponentialoperatoren zweiter Art £ , ET bezeichnet werden.

Zunichst wird der Diagonalteil der erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren ([08) als
ein neutraler Exponentialoperator definiert

By = 3 galn)(nl. (187)

Der neutrale Exponentialoperator kommutiert mit dem Photonenzahloperator
[N,Eg]_ = 0. (188)

Somit sind die Fock-Zustéinde |n) Eigenzustinde des neutralen Exponentialoperators Ey mit
dem Eigenwert g,

Eyln) = galn). (189)



o6 5 EXPONENTIALOPERATOREN

Zwischen den klassischen Exponential-, Kosinus- und Sinusfunktionen besteht die Bezie-
hung:

et? = cosf +isind. (190)

Die verallgemeinerten Exponentialoperatoren erster Art sind wie folgt definiert:

E = C+iS = ) fuln)n+1], (191a)
n=0

Et = C=iS = ) fuln+1)(n|. (191b)
n=0

Die erweiterten Exponentialoperatoren erster Art sind definiert gemafs:

E = (C—E)+i(S—Ey) = Y_ fuln){n+1], (192a)
n=0

Et = (C—E)—i(S—Ey) = ) faln+1){nl (192b)
n=0

Bei den verallgemeinerten Exponentialoperatoren verschwindet der neutrale Exponential-
operator E;. Die rechten Seiten der Gleichungen (T3T) und ([ verdeutlichen, dass die ver-
allgemeinerten und erweiterten Exponentialoperatoren erster Art die gleiche formale Struk-
tur aufweisen. Jedoch unterscheiden sich die Koeffizienten f,,, die bei den verallgemeinerten
Exponentialoperatoren mit symmetrischen und bei den erweiterten Exponentialoperatoren
mit unsymmetrischen Gewichtsfunktionen im Zusammenhang stehen. Die Fock-Darstellung
der verallgemeinerten und erweiterten Exponentialoperatoren erster Art enthélt ausschlief-
lich Matrixelemente auf jeweils einer der beiden Nebendiagonalen. Die Matrix hat somit die
gleiche Struktur wie die der Exponentialoperatoren von Susskind und Glogower (I2), die ein
Spezialfall der Exponentialoperatoren erster Art mit f, = 1 sind. Die Gleichungen ([92a))
und ([92h) verdeutlichen, dass die Beziehungen zwischen den erweiterten Kosinus- und Si-
nusoperatoren (g, # 0) und den erweiterten Exponentialoperatoren erster Art nicht mit
den entsprechenden klassischen Beziehungen ([90) korrespondieren. Dagegen korrespondie-
ren die Beziehungen zwischen den verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren (g, = 0)
und den verallgemeinerten Exponentialoperatoren erster Art mit den klassischen Beziehun-
gen (C0).
Die Kommutatoren des Photonenzahloperators (l) und der Exponentialoperatoren erster
Art E bzw. Et
IN,E]_ =E, [N,Ef_ = —Ef (193)

korrespondieren jedoch mit den entsprechenden klassischen Poisson-Klammern
{H, e = +iet? (194)

wobei H die Hamiltonfunktion (0l) des klassischen harmonischen Oszillators ist. Die expo-
nentiellen Funktionen der Phase 6 in ([34)) im klassischen Phasenraum sind durch den Ort
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q und den Impuls p darstellbar

oo 4T o0 471 (195)

Der Kommutator der beiden Exponentialoperatoren erster Art E und ET
(B EN. = > (fo—fi)m)nl,  fa=0 (196)
n=0

korrespondiert dagegen nicht mit der entsprechenden Poisson-Klammer-Beziehung
{et 7} = 0. (197)

Fiir zahlreiche Polynomsysteme verschwindet jedoch der Ausdruck auf der rechten Seite von

([[98) fiir groke n
hm (fZ=f2y) =0, (198)

so dass der Erwartungswert des Kommutators ([36]) sich mit zunehmender Anregung n des
Fock-Zustandes dem Wert der klassischen Poisson-Klammer ([I7) néhert
lim (n|[E,ET_|n) = 0. (199)
n—oo
Die Exponentialoperatoren erster Art E und E' zeichnen sich insbesondere dadurch aus,
dass die Kommutator-Beziehungen ([33) und ([90) entweder exakt oder zumindest im klas-
sischen Grenzfall mit den entsprechenden Poisson-Klammern ([34) bzw. ([[d7) korrespon-
dieren. Dagegen stimmen die Beziehungen ([[32) zwischen den erweiterten Kosinus- und
Sinusoperatoren und den erweiterten Exponentialoperatoren erster Art nicht mit den ent-
sprechenden klassischen Beziehungen ([[H]) iiberein.
Die Exponentialoperatoren zweiter Art sind definiert wie folgt:

£ = C+i5 = ) falmyn+1] + (1+1)D_ galn)(nl, (200a)
Eh = C—iS = D fun+1)n] + 1—-1))_ galn)(n|. (200Db)
n=0 n=0

In der Fock-Darstellung befinden sich bei den Exponentialoperatoren zweiter Art die Ma-
trixelemente sowohl auf der Diagonalen als auch auf der Nebendiagonalen. Der neutrale
Exponentialoperator (I8Q) ist implizit in den erweiterten Exponentialoperatoren zweiter
Art enthalten. Die Kommutatoren des Photonenzahloperators (Hl) und der Exponentialope-
ratoren zweiter Art € bzw. &1

A ~

[Naé]sz 7& 57 [N’(C:‘T]iz _ET 7£ _éT (201)

korrespondieren nicht mit den entsprechenden Poisson-Klammern ([[34)). Zwischen den Ex-
ponentialoperatoren erster Art £ und ET und zweiter Art £ und £' bestehen die Beziehungen

£ = E +(1+i)E, = E' 4 (1-1)E,. (202)
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Die erweiterten Exponentialoperatoren zweiter Art zeichnen sich insbesondere dadurch aus,
dass die Beziehungen (200) zwischen den erweiterten Kosinus-, Sinus- und Exponentialope-
ratoren mit den entsprechenden klassischen Beziehungen () exakt iibereinstimmen.

Die erweiterten Exponentialoperatoren E und E' sowie £ und & zeigen beide sowohl
erwartete als auch ungewohnliche Eigenschaften, so dass weder der ersten Art noch der zwei-
ten Art von Exponentialoperatoren eine bevorzugte Rolle zugewiesen werden kann. In dem
Spezialfall g, = 0 verschwindet der neutrale Operator Ey und die Exponentialoperatoren
erster und zweiter Art sind identisch

. £ = E
b=V = gn =10 = Ey=0 = {ST:ET.
Bei den verallgemeinerten Exponentialoperatoren (g, = 0) ist es somit nicht erforderlich,
zwischen den Exponentialoperatoren erster und zweiter Art zu unterscheiden.

5.2 Eigenzustinde der Exponentialoperatoren

Die Eigenzusténde der als Absteigeoperatoren wirkenden Exponentialoperatoren erster Art
E werden in diesem Abschnitt bestimmt. Die als Aufsteigeoperatoren wirkenden Expo-
nentialoperatoren ET haben keine normierbaren Eigenzustinde, wihrend diejenigen der als
Absteigeoperatoren wirkenden Exponentialoperatoren E normierbar sind. Es besteht eine
Analogie mit dem Absteigeoperator a des harmonischen Oszillators, dessen Eigenzustinde
die kohirenten Zustinde sind, und dem Aufsteigeoperator a' des harmonischen Oszillators,
der ebenfalls keine normierbaren Eigenzustinde hat. Der Vollstindigkeit halber werden auch
die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren zweiter Art £ angegeben. Die Eigenzustinde
der Exponentialoperatoren E und & werden auch als Exponentialzustiinde erster Art |€)
bzw. zweiter Art |e) bezeichnet.

Zur Losung der Eigenwertgleichung fiir die verallgemeinerten und erweiterten Exponen-
tialoperatoren erster Art

Ele) = €le), (203)
werden die Eigenzustdnde nach Fock-Zustidnden entwickelt

o0

&) = Y (nle)ln), (204)

n=0

mit den zunéchst unbekannten Koeffizienten (n|e). Der Wirkung des Exponentialoperators
erster Art E auf einen Fock-Zustand ist gegeben durch

Eln) = fualn—1), E|0) = 0. (205)
Das Einsetzen der entwickelten Eigenzustdnde (£204) in die Eigenwertgleichung (203) und
die anschliekende Anwendung [0H) des Exponentialoperators E ergibt die Gleichung

o0 [e.o]

Y a1 (nle) In—1) = €Y (nle) |n). (206)
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Deren Projektion auf den Fock-Zustand (n’| fithrt auf eine Beziehung zwischen zwei aufein-
anderfolgende Fock-Komponenten der Eigenzustinde

fn (n+1le) = € (nle). (207)

Durch n-fache Anwendung der Gleichung (201 ist der n-te Entwicklungskoeffizient durch
dessen Vakuumkomponente darstellbar
en
(nle) = === (Ole). (208)
szo J

Damit sind die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren erster Art E bis auf die Vakuum-

komponente bestimmt

o0 n

&) = (> H—f|n> (209)

n=0
Die Exponentialzustinde erster Art haben die Form der verallgemeinerten kohérenten Zu-

stande
n

) = W3] 2y ——In), (210)

= V()
die von Klauder et al. [35] eingefithrt wurden. Die Parameterfunktion p(n) ist durch die
Rekursionskoeffizienten f,, darstellbar

pn) = [1/2 = (fofifo o farr)” = 4" 22 p(0) =1 (211)
j=0

und hingt somit ausschlieflich von den Eigenschaften der Polynome ab. In der Tabelle B sind
die Parameterfunktionen p(n) fiir die verallgemeinerten Exponentialzusténde aufgelistet, die
mit den entsprechenden klassischen Polynomen (y = v) im Zusammenhang stehen.

Die Normierungsfunktion A (|e|?) in (I0) bzw. das Modulquadrat der Vakuumkompo-
nente in (2009) ist durch die Normierungsbedingung (e|e) = 1 bestimmbar

o _ L e do (lePyn
NI = toar = Lom ~ 2ad, (5)" (212)

Fiir die verallgemeinerten Exponentialzustinde, die mit den klassischen Polynomen im Zu-
sammenhang stehen, ist die rechte Seite der Gleichung (2I2) eine hypergeometrische o F}-
Funktion. Die Reihe in der Gleichung (2I2) konvergiert fiir alle p(n) in Tabelle B innerhalb
des offenen Einheitskreises |¢| < 1 der komplexen e-Ebene. Die Tabelle H zeigt die durch
hypergeometrische oFj-Funktionen dargestellten Normierungsfunktionen N (|e|?), die aus-
schlieklich von den charakteristischen Parametern der jeweiligen Polynome abhidngen. Mit
Verwendung der Beziehung

2Fi(a,bicz) = (1—2)7"b yF(c—a,c—bc; 2). (213)
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Tabelle 3: Parameterfunktionen p(n), die mit den Polynomen nach Jacobi P (z), Gegen-
bauer CV (x), Legendre P,(x) und Chebyshev erster Art 7),(z) und zweiter Art U,(z) im
Zusammenhang stehen.

Polynom: p(n):
) D(p+3) D(p+3)n! T(n+2p+1) n! 2u+1),
By (x) - = . .
PEu+)Tn+p+3) Tntp+d)  (nt 3 (0t 3
| |
O () I'(A) (A +1) n! T'(n + 2)\) ol (2N,

T'(2)) Tn+A)Tn+A+1) (A, A+1),

Po(x) z (n)”

" 2 M(n+3)T(n+32)
T, (z) % (0 =2, Tu>1=1)
Un(z) 1

lassen sich die Normierungsfunktionen N '(|¢|?) auf eine Form bringen, durch die die Unter-
schiede zwischen den Normierungsfunktionen A (|¢|?) fiir die einzelnen Polynome verdeut-
licht werden. In der Tabelle B sind die Normierungsfunktionen fiir die verallgemeinerten
Exponentialzustinde dargestellt.
Das Skalarprodukt der Eigenzustéiinde ist durch die Normierungsfunktion N'(|e|?) aus der
Tabelle B darstellbar
N (e*e)

) = TR A (214)

Da das Skalarprodukt in dem Fall € # ¢’ nicht verschwindet, sind die Exponentialzustédnde
erster Art |e) nicht orthogonal.

Die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren Esc von Susskind und Glogower (fn=1)
haben eine besonders einfache Form

)sa = (L= [e))_€"ln). (215)

n=0
Der Vollstindigkeit halber werden auch fiir die erweiterten Exponentialzustinde erster
Art, die mit den Jacobi-Polynomen P (z) verschiedener Parameter (y # v) im Zusam-
menhang stehen, die charakteristischen Funktionen angegeben. Der Rekursionskoeffizient f,
fiir den Fall u # v ist aus der Tabelle [l bekannt. Die Parameterfunktion ist gegeben durch

nl (p+1), (v+1), (p+v+1), _F(a—i—n).

p(n) = (MErEL) "(erd2) S airis) C sy (a)n = ['(a)

(216)

Die Normierungsfunktion ist eine 4F3-Funktion

N(Mz) = 4I3(0, a9, as, ay; B, B2, Bs; |€\2) (217)



5.2 FEigenzustinde der Exponentialoperatoren 61

Tabelle 4: Normierungsfunktion N (|e|?), dargestellt durch , Fi-Funktionen oder analytische
Funktion, fiir die Polynome nach Jacobi PY"*) (z), Gegenbauer CS"(z), Legendre P, (x) und
Chebyshev erster Art 7,,(x) und zweiter Art U,(x).

Polynom:  N(|¢e[*):

PI(x) (L= ) eFipt gon— 520+ L) = oFi(u+ 3,0+ 520 + L)

e (z) (1= [e) "t aFi (M A= 12X [e]?) = 2F (A A+ 1:2X; |€f?)

Pu(z) (1_|€|2) 2F1(% ——71§|€|2) = 2F1(%,%;1§|€|2)
3 2 1L

T, () Q-1 -4 = 5%

Un() (T—1[e»)™ = 2F1(1,2;2;]ef?)

mit den Abkiirzungen

b= (v D)2, amas=(utv+2)/2,  as=(u+v+3)2,
fr=p+1, fr=v+1, Bz=p+v+1. (218)

Die Normierungsfunktion konvergiert ebenfalls nur innerhalb des Einheitskreises und diver-
giert auf dem Einheitskreis aufgrund n = a3 + ag +az +ay — f1 — B — B3 = 1.

Die Normierungsfunktionen fiir die Exponentialzustinde erster Art sind o F;-Funktionen
in dem Fall g = v und 4F3-Funktionen in dem Fall u # v. Im néchsten Kapitel werden ver-
allgemeinerte hypergeometrische Zusténde |p; g; z) eingefiihrt, deren Normierungsfunktionen
die verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen ,F7 sind.

Die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren zweiter Art

Ele) = ele). (219)

weisen ein endliches Produkt auf

11n) - (220)

Der Fall g; = 0 entspricht den Exponentialzustdnden erster Art (ZI0). In diesem Fall geht
das Produkt innerhalb der Summe von (220) in die Potenz & {iber. Aus der Normierungs-
bedingung (e|e) = 1 ergibt sich das Modulquadrat der Normierungskonstante cq

o = 2o TLlE- (gl (221)

Die Eigenzustinde der Exponentialoperatoren zweiter Art werden im Rahmen dieser Arbeit
nicht ndher untersucht.
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5.3 Photonenzahlstatistik der Exponentialzustinde erster Art

In diesem Abschnitt wird die Photonenzahlstatistik der Exponentialzustinde erster Art
untersucht. Dabei werden insbesondere die Photonenzahlverteilungen, die Mittelwerte und
Schwankungsquadrate der Photonenzahl und schlieflich die Mandel-Parameter angegeben.
Die Photonenzahlverteilungen sind die Modulquadrate der Exponentialzustéinde in der Fock-
Darstellung und durch die Normierungsfunktionen A (|e|?) und Parameterfunktionen p(n)

darstellbar
1 | € | 2n

Poln) = 1P = R oy

(222)

Die Normierungsfunktionen N(|¢|?) sind in der Tabelle @lund die Parameterfunktionen p(n)
in der Tabelle B fiir die entsprechenden Polynome aufgelistet. Die Erwartungswerte von
Funktionen des Photonenzahloperators sind durch eine unendliche Summe gegeben

o0 o0 2n
(AP = D2 F) Pal) = g > F s (223)
Mit Verwendung der Beziehung
dk
nn—1)---(n—k+1)¢" = ¢* d—CkC”. (224)
konnen auf einfache Weise die Momente der Photonenzahlverteilung berechnet werden
o0 ckodk
% [nn—=1)---(n—k+1)] Poln) = N Q) dck N () L:'GQ. (225)
Der Mittelwert der Photonenzahl
- d
W0 = g MO | (220

und Schwankungsquadrat der Photonenzahl

e = w5 (5eMO — g (V@) + €5 ©)

€| Ne) ’ (227)
¢=lel?

(=l
d
¢ ac (

sind durch die Normierungsfunktionen und deren Ableitungen darstellbar.

Die Abbildung [§ zeigt den Mittelwert der Photonenzahl fiir die Exponentialzustinde
als Funktion des Gegenbauer-Parameters A fiir vorbestimmte feste Werte von |e|. Die Ab-
bildung [[8 besteht aus zwei Abschnitten mit unterschiedlichen Mafstdben. Die Funktionen
haben ein Minimum, das sich mit zunehmendem |e| zu héheren A\-Werten hin verschiebt.
Erwartungsgeméf nimmt der Mittelwert der Photonenzahl mit zunehmendem e zu.

Die Abbildung[[9 zeigt den Mittelwert der Photonenzahl fiir die Exponentialzustinde als
Funktion von [e| fiir vorgegebene feste Werte des Gegenbauer-Parameters \. Der Mittelwert
der Photonenzahl nimmt mit zunehmenden |¢| zu.
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Abbildung 18: Mittelwert der Photonenzahl (¢|Nle) fiir die Exponentialzustéinde |e) als
Funktion des Gegenbauer-Parameters A mit |¢| = 0.3, |¢| = 0.5, |¢] = 0.7 und |e| = 0.9.
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Abbildung 19: Mittelwert der Photonenzahl (e|N|e) fiir die Exponentialzustinde |e) als
Funktion von |e| mit den Gegenbauer-Parametern A — 0, A =3, A =1und A = 5.
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Die Erwartungswerte (220) und ([227) haben lediglich fiir diejenigen Exponentialzustin-
de, die mit den Chebyshev-Polynomen erster und zweiter Art im Zusammenhang stehen,
eine besonders einfache Form

) l€]?

Un(z) : (e[ Ne) = e ONN = T2 ) (228)
I ol @—1dY
T AN =G ope e Y T Ao -ter P

Fiir die Eigenzustinde des Exponentialoperators Esc von Susskind und Glogower, der mit
den Chebyshev-Polynomen zweiter Art U(z) im Zusammenhang steht, ergibt sich eine be-
sondere Photonenzahlverteilung

(N
(el N]e) + 1)1

Pion) = (1= [el*)]e™ = (230)
Dabei handelt es sich um eine Bose-Einstein-Verteilung. Dies entspricht der Photonenzahl-
verteilung von thermischem Licht, obwohl es sich um einen reinen quantenmechanischen
Zustand |e) handelt. Auch in diesem Fall gilt fiir das Schwankungsquadrat und den Mittel-
wert

oy > (N, (231)
was einer Super-Poisson-Verteilung entspricht.
Der Mandel-Parameter [I]| fiir einen Zustand [|¢) ist durch den Mittelwert und das
Schwankungsquadrat der Photonenzahl definiert

) I N |)
g\\;p)) - onn — (WINY) _ _ 9NN 1 (232)

(W|N|) (W|N|)

Der Mandel-Parameter ist ein Mak dafiir, wie deutlich eine Photonenzahlverteilung fiir den
Zustand [¢) von der Poisson-Verteilung abweicht. Positive Werte des Mandel-Parameters

QE\ZM) > ( entsprechen einer Super-Poisson-Verteilung. Wenn der Mandel-Parameter Qg\‘? ) =
0 verschwindet, liegt eine Poisson-Verteilung vor. Negative Werte des Mandel-Parameters
QSJ}M < 0 entsprechen einer Sub-Poisson-Verteilung. Letztere ist ein Zeichen fiir nicht-
klassisches Verhalten. Fiir die Exponentialzustinde ist der Mandel-Parameter durch die
Normierungsfunktionen darstellbar

Gy _ (N"() N
o = <(Fae N<<>)‘<|52‘ (253)

Die Abbildung 0 zeigt den Mandel-Parameter g\‘;» fiir den Zustand |e) als Funktion
von A\ fiir vorgegebene feste Werte von |e|. Die Abbildung 20 besteht ebenfalls aus zwei
Abschnitten mit unterschiedlichen Mafsstdben. Der Mandel-Parameter hat ein Maximum in
dem Bereich A < 0, wobei sich das Maximum mit zunehmendem |e¢| zu hdheren A-Werten
verschiebt. Die Maxima in der Abbildung 20 verhalten sich dhnlich wie die Minima in der
Abbildung[[8 Fiir grofte A\ geht der Mandel-Parameter gegen Eins, und zwar umso schneller,
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Abbildung 20: Mandel-Parameter Q%'j» fiir die Exponentialzustéinde |e) als Funktion des
Gegenbauer-Parameters A mit |e| = 0.3, |¢] = 0.5, |¢] = 0.7 und |¢| = 0.9.

je niedriger der Wert von |e| ist. Die einzigen negativen Werte des Mandel-Parameters in
der Abbildung 2T treten in der Nihe von A = —3 auf.

Die Abbildung 211 zeigt den Mandel-Parameter Qg\‘;» als Funktion von |¢| fiir feste vor-
gegebene Gegenbauer-Parameter A. Der Mandel-Parameter nimmt mit steigendem || zu.

5.4 Eigenzustinde von E auf dem Einheitskreis

Neben den Eigenwerten innerhalb des Einheitskreises haben die Exponentialoperatoren ers-
ter Art E auch Eigenwerte auf dem Einheitskreis (|¢| = 1). Aus (203) ergibt sich mit ¢ = e’
die entsprechende Eigenwertgleichung

Ele?) = ¢’[e"), (234)

die von den Exponentialzustéinden erster Art [I0) mit e = € erfiillt wird. Wenn die Reihe
in (ZI0) fiir |¢| = 1 konvergiert, sind die Eigenzusténde normierbar.
Die normierbaren Eigenzustiinde werden aus (ZI0) durch die Ersetzung e = ¢! erhalten

) 1 > ein@
) = n). (235)
VN() ; Vp(n)
Bei den nicht-normierbaren Eigenzustinden
1 ein@
0) = n) (236)
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Abbildung 21: Mandel-Parameter Qg'j» fiir die Exponentialzusténde |e) als Funktion von |e|
mit den Gegenbauer-Parametern A — 0, A = %, A=1und A =5.

wird an Stelle der nicht-existierenden Normierungsfunktion A/ (1) der Ausdruck 27 verwen-

det. Aus der Beziehung
+m

a0 = > — il (237)

—T

folgt, dass die nicht-normierbaren Eigenzusténde (236]) im Allgemeinen keine Darstellung des
Einheitsoperators ermoglichen. Nur dann, wenn die Parameterfunktion p(n) unabhingig von
n ist, kann der Einheitsoperator durch die nicht-normierbaren Eigenzustéinde |6) dargestellt
werden. Dies trifft auf diejenigen Eigenzustinde zu, die mit den Chebyshev-Polynomen
zweiter Art U, (z) im Zusammenhang stehen. Wie aus der Tabelle Bl hervorgeht, ist in diesem
Fall die Parameterfunktion p(n) = 1 fiir alle n. Dabei handelt es sich um die bekannten
Phasenzustinde [10], die mit dem Exponentialoperator Esc von Susskind und Glogower im
Zusammenhang stehen

10)sq n0n). (238)

1 o0
= — ) ¢
V2m ;)
Daher konnen die Zustdnde geméf (Z36) als verallgemeinerte Phasenzusténde betrachtet
werden.

5.5 Darstellung des Einheitsoperators mit |¢)-Zustinden

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob mit Hilfe der Mellin-Transformation die Gewichts-
funktion fiir die Exponentialzusténde |e) auffindbar ist. Die Gewichtsfunktion ist beispiels-
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weise fiir die Darstellung des Einheitsoperators durch die Exponentialzustinde erforderlich

© [ @ewiep e = 1 (239)

D

Dabei wird iiber die Kreisfliche D = (e,|¢] < 1) in der komplexen e-Ebene integriert.
Fiir die verallgemeinerten kohérenten Zustéinde der Form (2I0) haben Klauder et al. |35
ein Verfahren zum Auffinden der Gewichtsfunktionen W(|¢|?) angegeben. Der wesentliche
Schritt bei diesem Verfahren ist die Mellin-Transformation, die die Beziehung zwischen
der Gewichtsfunktion W(|e|?) und der Parameterfunktion p(n) angibt. Das Einsetzen der
Zusténde (2I0) in (239) mit den Substitutionen ¢ = |e|* und n = s —1 ergibt die Form einer

Mellin-Transformation
1

/ A W) = pls — 1), (240)
mit
o W)
W) = NGO (241)

Fiir eine gegebene Parameterfunktion p(s) lasst sich die korrespondierende Gewichtsfunkti-
on unmittelbar aus den Tabellen iiber die Mellin-Transformationen ablesen. Solche Tabellen
wurden beispielsweise von Oberhettinger [36], Marichev [37] oder Prudnikov et al. [38] pu-
bliziert.

Fiir die klassischen Polynome ist die Mellin-Transformation des s-abhédngigen Anteils
der Parameterfunktion (ZI1l) durch die Gleichung 15.2 in der Tabelle [36] gegeben

1

B B ) T(s+v—a—0)
d¢ ¢ 1= ) oF(a, By 1= ¢) = D(y) — —,  (242)
0/ I'(s+v—a)l(s+v—0)
mit den Nebenbedingungen
R(y) >0,  R(s)>0,  R(s) > R(a+ B —1). (243)

Da jedoch v = 0, werden die Nebenbedingungen (243)) nicht erfiillt. Somit ist keine Ge-
wichtsfunktion fiir die Exponentialzustinde erster Art bekannt. Der Einheitsoperator kann
daher nicht durch die Exponentialzustéinde (Z2I0) dargestellt werden. Um dieses Problem
zu umgehen, werden im néchsten Abschnitt entsprechend modifizierte Exponentialzustinde
eingefiihrt.

5.6 Modifizierte Exponentialzustande

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass die Bestimmung der Gewichtsfunktion fiir
die Exponentialzustinde |e), die mit den klassischen Polynomen im Zusammenhang stehen,
mit Hilfe der Mellin-Transformation nicht méglich ist, da die erste Nebenbedingung in (243])
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nicht erfiillt ist. Um dieses Problem zu iiberwinden, werden in diesem Abschnitt modifizierte
Exponentialzustinde eingefiihrt, die die Nebenbedingungen (243) erfiillen.
Die modifizierten Exponentialzustinde sind definiert durch

n

i) = Wil 3 i) (244)

Fiir die modifizierten Exponentialzustinde (244, die mit den Gegenbauer-Polynomen im
Zusammenhang stehen, lauten die dazugehorige Parameterfunktion

') r'icy+1 I'r 2\
p(rin) = AN TA+1+7) n! I'(n + 2X) (245)
['(2)) Fn+AN)T(n+A+1+71)
und Normierungsfunktion
N(7:lel®) = s2FEAM A+ 1+ 7:2X ). (246)

Die modifizierten Exponentialzustinde (244) weisen einen zusétzlichen positiven Parameter
7 auf. Der Spezialfall 7 = 0 ist mit den urspriinglichen Exponentialzustéinden (2I0) iden-
tisch. Die modifizierten Exponentialzustéinde ([244]) sind somit eine Verallgemeinerung der
Exponentialzustinde erster Art (2I0). Dariiber hinaus kénnen die modifizierten Exponen-
tialzusténde (244)) als Eigenzusténde eines modifizierten Exponentialoperators

E(r) = Y falr) [n)(n+1] (247)

f(r) = \/( (n+1)(n+2X) ' (248)

n+An+A+1+7)

aufgefasst werden.
Mit Verwendung der Tabellen iiber die Mellin-Transformation in [36] wird die Gewichts-
funktion geméf Gleichung 5.50 (Seite 198) oder Gleichung 15.2 (Seite 160) erhalten

F'A)T(A+1471)
['(2\) (1)
X oF (1= XA+7,=X\7;1—|e]?) oFi( A A+ 14720 [e]?). (249)

WI(T:|el?) (1= e[

Die Nebenbedingungen (243)) sind fiir A > 0 und 7 > 0 erfiillt. Die zweite hypergeometrische
o Fi-Funktion in (249) ist mit der Normierungsfunktion N (7; |€|?) identisch. Die erste hy-
pergeometrische o Fj-Funktion in (249) ist zumindest abschnittsweise fiir den Fall 0 < A < 1
negativ. Um einerseits die Nebenbedingungen (243) zu erfiillen und andererseits auch eine
stets nicht-negative Gewichtsfunktion zu erhalten, muss der Gegenbauer-Parameter A > 1
sein. Die Darstellung des Einheitsoperators ist gegeben durch

1 .
lim — /d2€ W(r; |e]?) |m;e)(r;el = 1, (250)
T—04 77

D



5.7 Verteilungen aus den (modifizierten) Exponentialzustinden 69

wobei die Grenzbetrachtung 7 — 0 nach der Integration durchgefiihrt wird.

Die obigen Modifikationen der Zustinde mit o Fj-Funktionen lassen sich auf die Zustéinde
mit 4 F3-Funktionen, die mit den Jacobi-Polynomen im Zusammenhang stehen, iibertragen.
Dies ergibt mit den Abkiirzungen (2I8) die Parameterfunktion

n! (B1)n (B2)n (83)n

n) = 251
AT = T (@) (a2)n (@ + 7 (251)

und die Normierungsfunktion
N(T§ \€|2) = 4F3(061, Qg (g, a3 + T3 By, o, F3; |€‘2) . (252)

Die entsprechende Gewichtsfunktion enthélt die Meijer-G-Funktion

[(ay) T(ag) T(ag) T'(ag + 7)
L(B1) T'(B2) T'(5s)

—1 —1 —1 —1
XGj:Z |€|2 651 , Qg , Qg ,Oég+’7' ’
Bl_la ﬁQ_]-) 53_]-7 0

wobei die Mellin-Transformation geméf Gleichung 8.4.51.9 in [38| verwendet wurde.

W(r;lel?) = 1 Fs(an, oo, a0, a3 + 73 B1, B2, Bs; |€]?)

(253)

5.7 Verteilungen aus den (modifizierten) Exponentialzustinden

Die kohéirenten Zusténde |o) definieren gemif Q) () = 1 (a|¢)(¢|@) die bekannte Husimi-

Verteilung in der komplexen a-Ebene fiir einen beliebigen normierten Zustand [¢)). Analog

dazu konnen durch die Exponentialzustéinde |e) entsprechende Verteilungen innerhalb des
Einheitskreises der komplexen e-Ebene definiert werden

Quile) = = WUeP) (el 1) (254)

Auf dhnliche Weise werden modifizierte Husimi-Verteilungen durch die modifizierten Expo-
nentialzustande |7;€) definiert

Qui(7ie) = = Wirsle) (el (). (255)

Fiir beliebige normierte Zustidnde |¢)) ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung innerhalb des
Einheitskreises in der komplexen e-Ebene auf Eins normiert

[#eQuo = 1. (236)

D

Es ist zweckmiRig, die komplexe Variable ¢ = |e|e!’ in deren Modul und Phase zu zerlegen.
Die Integration iiber die Phase # fiihrt auf eine Radialverteilung

+
Puy(rilel) = Il / 46 Q) (+: |ele) (257)
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fiir das Intervall 0 < |¢| < 1. Die Integration iiber das Modul ergibt eine Phasenverteilung

1

Py (7:0) = / dle] [l Quuy (7 lele?) . (258)

0

Sowohl die Radialverteilungen als auch die Phasenverteilungen sind auf Eins normiert:

1 +7
/d|e| Pry(Ts le]) = 1, /d@ Py(m30) = 1. (259)
0 —T

Die Radialverteilungen und Phasenverteilungen kénnen beispielsweise verwendet werden,
um die Erwartungswerte von Funktionen der radialen Variablen und der Phase zu bestim-
men. Die Verteilungen und Erwartungswerte, die aus den urspriinglichen nicht-modifizierten
Zustidnden resultieren, werden durch die Grenzbetrachtung 7 — 0 erhalten. Bei der Radi-
alverteilung kann diese Grenzbetrachtung erst nach der Integration iiber das Modul |e|
durchgefiihrt werden. Bei der Phasenverteilung kann jedoch die Grenzbetrachtung 7 — 0
bereits in der Verteilung selbst durchgefiihrt werden.

5.8 Phasenverteilungen aus den Exponentialzustinden

Die Phasenverteilungen (Z58) fiir beliebige Zustinde |¢/) werden nachstehend bestimmt. Die
Integration iiber ¢ = |e|? ergibt gemiR (EZ40)

1

W(T5 Q) ment T.n—irn’
O/ € Jrd CF = ), (260)

Mit 7 — 0 ergibt dies die Phasenverteilungen fiir einen beliebigen normierten Zustand |¢)

Puy(0) = —Z U U Gnon') e = (nly) (261)
mit den Koeffizienten
G(n,n') = o) (262)
’ p(n) p(n')’

wobei die Parameterfunktionen p(n) in der Tabelle Bl und in (ZI6) angegeben sind. Die
Koeffizienten (262) sind symmetrisch G(n,n') = G(n’,n) und normiert gemak G(n,n) = 1.

Wird ein quantenmechanisches System durch die Dichtematrix p,, ,» beschrieben, kénnen
die Phasenverteilungen (2&1]) in der Form einer Fourier-Reihe dargestellt werden

P,(0) = % Z Z Gn+k,n) [R(pntr.n) cos(kB) + S(pnir.n) sin(k0)). (263)

k=1 n=0



5.8 Phasenverteilungen aus den Exponentialzustéinden 71

Daraus konnen beispielsweise die Erwartungswerte der trigonometrischen Funktionen der
Phase direkt abgelesen werden

(cos(k8), = Zg (n+ ) R(pnsin). (264)
), = 30690 +kin) Hninn). (265)

Deren Schwankungsquadrate sind gegeben durch

+

Ocosbcos

(cos 26), — (cos B)>, (266)

(cos 20), — (sin ). (267)

Osin @sin 6

N)IHI\DIH
[\Dll—wll—

Fiir die Phase selbst ergeben sich die Erwartungswerte

<‘9>p = -2 Z Z k‘ n + k n) (pn—l—k,n)v (268)

k=1 n=0
2 0o 0
m
<‘92>p - ? + 422 kQ g()\ n+k 7’L) §R(ﬂn—f—lﬂ,n)v (269)
k=1 n=0

woraus sich beispielsweise das Schwankungsquadrat o, = (6*), — (f)2 bestimmen lésst.
Bei einigen physikalisch wichtigen Zustdnden hat die Dichtematrix die Form p,it, =
|pnsrnle®®, so dass in diesem Fall die Phasenverteilungen nur von der Differenz 6 — ¢
abhingt

ZZQ n A+ k,n) |pnyrnl cosk(0 — o)]. (270)

k=1 n=

1
Pp(e) = % +

3 |-

Nachstehend werden die Phasenverteilungen Pﬁ‘)) (0) der Form (261]) untersucht, die mit
den Gegenbauer-Polynomen im Zusammenhang stehen. Die ausfiihrliche Darstellung der
dazugehorigen Koeffizienten (262) ist gegeben durch

T(m 4 1) T(25 + 2))
M5+ 0 TR+ A+ 1)

Fn+AN) T+ XN T(n+A+1) (" +A+1)
8 |/l D(n + 20) D(n/ + 20) '

G™ (n,n')

(271)

Die Phasenverteilungen (Z&1) haben die gleiche Struktur wie die bekannten Phasenvertei-
lungen von Pegg und Barnett 79|(5>B)(0), aus der Husimi-Verteilung 79|$)(0) und aus der

Wigner-Funktion 79@7;/)(9). Die Phasenverteilungen unterscheiden sich nur durch ihre Koef-
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fizienten |16, B4]

GE(nn') = 1 (272)
o) = % (273)
P
g(W) (TL, n') = Z(_l)ﬁ—m 2m+‘”_2”‘
m=0

NEIENE= =T
m p—m ) /ml (m—+|n—n])
mit = min(n,n’) und ¢ = max(n,n’). Die von A unabhingigen Faktoren von G™(n,n/) in
ET1T) entsprechen exakt dem Koeffizienten (273)) fiir die Phasenverteilung aus der Husimi-
Verteilung.

In dem Fall A = 1, der mit den Chebyshev-Polynomen zweiter Art U, (z) im Zusammen-

hang steht, wird der Koeffizient (271]) stets Eins und ist somit identisch mit den Koeffizienten
ET2) der Phasenverteilungen von Pegg und Barnett

Gty = G (arl) = 1. 27

Im Grenzfall A — 0, der mit den Polynomen T,,(x) im Zusammenhang steht, geht der
Wert des Koeffizienten (271]) gegen eine Konstante

. [T+ ]2 V2 (n=0),
™ i [ LN T
fm G n+ k) = lim [F(n+2)\)] - { 1

[\]

die unabhéngig von £k =1,2,3, ... ist.
Der Vollstéandigkeit halber werden auch die Koeffizienten fiir den Spezialfall A = %, der
mit den Legendre-Polynomen P,(z) im Zusammenhang steht, angegeben

2

GO=2)(n,n') =

m/@n+ D20 + 1) (2n — DI (20 — 1)1 [F(%”’ +1) (276)

2mt (n +n' 4+ 1) n! n'! [(mtztl)

Im Grenzfall A — oo geht der Koeffizient ([271]) gegen den Koeffizienten (273) der Husimi-
Phasenverteilungen
lim GM(n,n) = GY(n,n). (277)

A—00

Die Phasenverteilungen (273)) aus der Husimi-Verteilung sind somit ein Grenzfall der Phasen-
verteilungen (261]) mit dem Koeffizienten ([271]). Somit interpolieren die Phasenverteilungen
@6T) in dem Bereich 1 < A < oo zwischen den Phasenverteilungen von Pegg und Barnett
einerseits und denen aus der Husimi-Verteilung andererseits.

Die Abbildung B2 zeigt die Koeffizienten G (0,1) und GV (1,2) als Funktion von \. Im
Fall A > 1 sind die Koeffizienten stets GV (n,n/) < 1 und im Fall A < 1 stets GV (n, n’) > 1.
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Abbildung 22: Koeffizienten GV (0, 1), GM(0,2), GM(1,2) und GM(n,n) als Funktion des
Gegenbauer-Parameters \.

5.8.1 Phasenverteilungen fiir die kohirenten Zustinde

Die Phasenverteilungen fiir die kohéirenten Zustéinde sind durch (270)) gegeben mit den

Dichtematrixelementen
‘ a | 2n+k

ntkn — —r—— €
Prech nl(n + k)!

—lof?

eikea (278)

wobei ¢, die Phase des Verschiebungsparameters a = ||ei¥= ist.

Die Abbildung zeigt die Phasenverteilungen fiir die kohérenten Zustinde mit den
Parametern A = i, A= %, A = 1 und A = 5. Die Phasenverteilungen der kohirenten
Zustdande haben ein Maximum an der Stelle ¢, = 0. Die Hohe des Maximums nimmt mit
dem Wert der Verschiebungsintensitéit || zu. Weiterhin nimmt die Hohe des Maximums mit
dem Wert des Parameters A ab. Die Verteilungen mit niedrigeren A liegen dem klassischen
Grenzfall ndher als die Verteilungen mit hoheren A.

Die Abbildung 4] zeigt die Phasenverteilungen von Pegg und Barnett 73|(QP>B)(9), aus der

Husimi-Verteilung 73‘((?)) () und aus der Wigner-Funktion P‘(av;/) (0) fiir die kohérenten Zu-
stdnde mit dem Verschiebungsparameter a = 1. Die Phasenverteilungen fiir die kohdrenten
Zustinde haben ein Maximum an der Stelle ¢, = 0. Die Hohe des Maximums nimmt mit
dem Wert der Verschiebungsintensitét || zu. Weiterhin hiangt die Héhe des Maximums auch
von der Art der Phasenverteilung ab. Die Phasenverteilung aus der Wigner-Funktion hat
das hochste Maximum, wihrend die Phasenverteilung aus der Husimi-Verteilung das nied-
rigste Maximum hat. Die Phasenverteilung von Pegg und Barnett liegt dazwischen. Alle in
den Abbildungen 23 und B4 dargestellten Phasenverteilungen fiir die kohdrenten Zustédnde
sind nicht-negativ.
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Abbildung 23: Phasenverteilungen 77‘%) (0) mit den Parametern A = 1, A = 3, A = 1 und
A = b fiir die kohérenten Zusténde |a) mit |of = 1.

Abbildung 24: Phasenverteilungen nach Pegg-Barnett 77‘(;]3)(9), aus der Husimi-Verteilung
P(Q)(Q) und aus der Wigner-Funktion 77|(§>V)(0) fiir die kohérenten Zustinde |«) mit |a| = 1.

|}
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5.8.2 Phasenverteilungen fiir die iiberlagerten Fock-Zustinde |0,1) und |0, 2)

Fiir die gleichméiRige Uberlagerung von zwei Fock-Zustéinden

1
m,n)y = — (|m)+|n 279
oy = = (im) + ) 279)
sind die Phasenverteilungen gegeben durch
™ g = L 4 Lgw _ 5
Py (0) 5 T 5 G“W(m,n) cos[(m —n)b]. (280)

Um nicht-negative Phasenverteilungen fiir die iiberlagerten Fock-Zustinde zu erhalten, miis-
sen die Koeffizienten (271]) die Bedingung

¥ (m,n) < 1. (281)

erfiillen. Die Koeffizienten G (m, n) erfiillen diese Bedingungen stets dann, falls A > 1.

Die Phasenverteilungen von Pegg und Barnett sind stets nicht-negativ, da deren Ko-
effizient G'®)(m,n) = 1 fiir alle m,n ist. Auch die Phasenverteilungen aus der Husimi-
Verteilung sind nicht-negativ, da deren Koeffizient 0 < G(9Q)(m,n) < 1 ist. Dagegen sind die
Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion teilweise negativ, da deren Koeffizient sowohl
GW)(m,n) <1 als auch GWV)(m, n) > 1 sein kénnen.

Die Phasenverteilungen Pjo1y(#) und Pjg 2 () fiir die iiberlagerten Fock-Zusténde |0, 1)
und |0, 2) werden anschliefiend untersucht.

Die Abbildung 2ol zeigt die Phasenverteilungen fiir die {iberlagerten Fock-Zusténde |0, 1)
mit A = i, A= %, A =1 und A = 5. Die Phasenverteilungen mit A > 1 sind stets nicht-
negativ, wihrend die Phasenverteilungen mit A < 1 teilweise negativ sind.

Die Abbildung 28 zeigt die Phasenverteilungen fiir die iiberlagerten Fock-Zusténde |0, 1)
nach Pegg-Barnett, aus der Husimi-Verteilung und aus der Wigner-Funktion. Die Phasen-
verteilung nach Pegg-Barnett und die oben eingefiihrte Phasenverteilung mit A = 1 sind
identisch. Alle dargestellten Phasenverteilungen fiir den Zustand |0, 1) haben an der Stelle
¢ = £5 den gleichen Wert.

Die Abbildung 7 zeigt die Phasenverteilungen fiir die {iberlagerten Fock-Zusténde |0, 2)
mit \ = i, A= %, A =1 und A\ = 5. Die Phasenverteilungen fiir |0,2) zeigen hinsichtlich
der Abhingigkeit vom Gegenbauer-Parameter A ein dhnliches Verhalten wie die Phasenver-
teilungen fiir |0, 1).

Die Abbildung zeigt die Phasenverteilungen nach Pegg-Barnett, aus der Husimi-
Verteilung und aus der Wigner-Funktion fiir die Uberlagerung der Fock-Zustiinde |0,2).
Die Phasenverteilungen P‘(GV;/)((‘)) aus der Wigner-Funktion ist teilweise negativ. Daher sind

die Phasenverteilungen 738;/)(9) aus der Wigner-Funktion und auch die Phasenverteilungen

77|((i‘>)(0) mit A < 1 keine echten Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
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Abbildung 25: Phasenverteilungen 73‘(0%(0) fiir die iiberlagerten Fock-Zustdnde |0,1) mit

den Gegenbauer-Parametern \ = i, A= %, A=1und X =5.
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Abbildung 26: Phasenverteilungen nach Pegg-Barnett 73‘(01?5)(0), aus der Husimi-Verteilung

77‘(0% (f) und aus der Wigner-Funktion 77‘(0\?% (0) fiir die tiberlagerten Fock-Zustande |0, 1).
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Abbildung 27: Phasenverteilungen 73‘(0%(0) fiir die iiberlagerten Fock-Zustdnde |0,2) mit

den Gegenbauer-Parametern A = i, A= %, A=1und X =5.
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77|(0C;22)> (f) und aus der Wigner-Funktion 73|(0\g§ (0) fiir die tiberlagerten Fock-Zustiande |0, 2).

Abbildung 28: Phasenverteilungen nach Pegg-Barnett P, ..’ (#), aus der Husimi-Verteilung
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6 Verallgemeinerte hypergeometrische Zustinde

In diesem Kapitel wird eine weitere Verallgemeinerung der Eigenzustinde der Exponential-
operatoren erster Art F eingefiihrt. Fiir den Fall der klassischen Polynome haben die ver-
allgemeinerten Exponentialzustiande (g, = 0) als Normierungsfunktion die Gaufssche hyper-
geometrische o F1-Funktion, und die der erweiterten Exponentialzusténde erster Art (g, # 0)
die 4F3-Funktion. Dabei stehen die Parameter der 5F}-Funktion und der ,F5-Funktion in
fester Beziehung zueinander und sind eine Funktion des Gegenbauer-Parameters A bzw. der
Jacobi-Parameter u und v, da die Exponentialzustinde mit den Eigenschaften der Polynome
im Zusammenhang stehen.

Die Verallgemeinerung der Exponentialzustinde erster Art (2I0) erfolgt in zweifacher
Hinsicht. Einerseits wird die feste Beziehung zwischen den Parametern der 5 F}-Funktionen
bzw. 4F3-Funktionen aufgehoben, so dass die Parameter unabhéngig voneinander sind und
die Exponentialzustidnde im Allgemeinen nicht mit den Kosinus- und Sinusoperatoren im Zu-
sammenhang stehen. Andererseits werden als Normierungsfunktionen die verallgemeinerten
hypergeometrischen ,F,-Funktionen verwendet, die als Spezialfall die 5 F;-Funktionen und
+F3-Funktionen enthalten. Die so erhaltenen Zustédnde werden als verallgemeinerte hyper-
geometrische Zustinde (VHG-Zusténde) bezeichnet. Es sind jedoch spezielle Bedingungen
fiir die Parameter der ,F,-Funktionen erforderlich, um normierbare Zustidnde zu erhalten
und die Darstellung des Einheitsoperators zu ermoglichen. Diejenigen VHG-Zusténde, die
die Darstellung des Einheitsoperators ermoglichen, werden als kohédrente verallgemeinerte
hypergeometrische Zusténde (kohdrente VHG-Zusténde) bezeichnet.

6.1 Definition der verallgemeinerten hypergeometrischen Zustande

Die verallgemeinerten hypergeometrischen Zustinde (VHG-Zusténde) sind definiert durch

g 2) = Han oo ap b {br, o bg}s 2) gy = NG (1272 n), (282
nZ:O vV pPg(10)
mit den streng positiven Parameterfunktionen der diskreten Variablen n
b1)n - (bg)n
o) = ppglar, ... ap by, byin) = D(n+1) (ba)n - (b : (283)
(al)n : a'p n

wobei (a), = I'(a+n)/T'(a) das Pochhammer-Symbol ist. Die Normierungsfunktion ist durch
die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion gegeben

= (al a )n ¢"
pN:](C) = PFq(a'la'"aa'p;bla"'abq;C) = Z (bl) bp) g (284)
n=0 n q/n
mit ¢ = |z|%. Die verallgemeinerten hypergeometrischen Zustinde sind Funktionen der
komplexen Variable z sowie der Zéhler-Parameter ai,...,a, und der Nenner-Parameter

bi, ..., b, Die nicht-negativen ganzen Zahlen p und ¢ nehmen die Werte p = 0 und/oder
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q = 0 an, falls kein Zihler-Parameter bzw. kein Nenner-Parameter existiert. In der alterna-
tiven Schreibweise von (282)) wird beispielsweise der Fall ¢ = 0 durch eine leere geschweifte
Klammer gekennzeichnet

11:0;2) = Hak {}: 200 (285)

Die Parameterfunktionen ,p,(n) sind fiir die Eigenschaften der VHG-Zustédnde und der
daraus resultierenden Grofen von zentraler Bedeutung. Entsprechend der Anzahl p + ¢
der Parameter ay,...,a, und by,...,b, weisen die Parameterfunktionen ,p,(n) insgesamt
p + ¢ Pochhammer-Symbole auf. Die Zahler-Parameter a4, ..., a, der Parameterfunktionen
»Pq(n) sind untereinander vertauschbar. Ebenso sind deren Nenner-Parameter by, . .., b, un-
tereinander vertauschbar. Identische Zahler- und Nenner-Parameter heben sich weg. Falls
[ Zahler-Parameter und [ Nenner-Parameter sich paarweise wegheben, reduziert sich der
VHG-Zustand |p; ¢; z) auf einen VHG-Zustand |p — ;¢ — [; z) niedrigerer Ordnung. Die
konventionellen kohérenten Zusténde |«) sind spezielle VHG-Zustinde mit p = ¢ = 0. Ein
VHG-Zustand mit p = ¢ # 0, bei dem sich die p Zdhler-Parameter und die ¢ Nenner-
Parameter paarweise wegheben, ist ebenfalls ein konventioneller kohédrenter Zustand |«).
Durch die Normierungsfunktion wird auch das Skalarprodukt von zwei verschiedenen

VHG-Zustanden mit identischen Parametersitzen aq,...,a, und by, ..., b, bestimmt
N, (22
(prq;2lpiqs ) = : qg( ) PR (286)
\/qu(|2| ) WNa([2]?)

Daraus folgt, dass die VHG-Zustidnde zwar normiert, aber nicht orthogonal sind. Das Ska-
larprodukt ist dann definiert, wenn die darin enthaltenen verallgemeinerten hypergeometri-
schen Funktionen konvergieren.

Die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion ,F (a1, ..., ap; by, ..., by; () konvergiert
in den folgenden Féllen:

beliebige ( < oo falls p<q+1;
IC|<1 falls p=gq+1;

ICl=1 falls p=gq+1, n<O0; (287¢
ICl=1,(#1 falls p=qg+1, 0<n<1, (287d

wobei

p q
n %(ZaJ—Zb]). (288)
j=1 j=1
In allen anderen Féllen divergiert die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion [37]. Die
drei Félle der unbedingten Konvergenz gemif (287a R87H PR7d) entsprechen den VHG-
Zusténden in der Ebene (Z87al), innerhalb des offenen Einheitskreises (87D bzw. auf dem
Einheitskreis (287d). Die Bereiche innerhalb des offenen Einheitskreises (287D) und auf dem
Einheitskreis (287d) bilden zusammen den geschlossenen Einheitskreis.
Bei den Zustidnden (282) handelt es sich, ungeachtet der Normierungsfunktion, um ana-
lytische Funktionen der komplexen Variablen z. Neben den normierbaren Zustdnden gibt es
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auch bekannte nicht-normierbare Zustinde auf dem Einheitskreis, die die Bedingung n < 0
in Gleichung ([287d) verletzen.

Es werden nun die Bedingungen fiir die Werte der Parameter a;,...,a, und by, ..., b, zu-
sammengefasst. Die Null und ganzzahlige negative Werte fiir die Zahler-Parameter a4, ..., a,
werden ausgeschlossen, da diese zu nicht-definierten Parameterfunktionen ,p,(n) fithren.
Ebenso werden fiir die Nenner-Parameter by, ..., b, die Null und ganzzahlige negative Wer-
te ausgeschlossen, da diese nicht-definierte Normierungsfunktionen ,F;, zur Folge haben. Als
néchstes werden an die Parameterfunktionen ,p,(n) die Forderungen gestellt, dass sie reell
und streng positiv sind, was auf die Bedingungen fiihrt

(by +mn)---(by+n)

>0 fiir all =0,1,2,... 289
(a1 + 1) (ap+n) urafe  n=05L32.. (289)

die aus der offensichtlichen Rekurrenzbeziehung folgen

pPa(n+ 1) ppg(n) (by+n)---(bg+n)
n+1)! nl (ag+n)--(a,+n)

(290)

mit dem Anfangswert ,p,(0) = 1. Die Bedingungen (289) sind fiir alle n erfiillt, falls:
(i) alle Parameter reell und positiv sind,

(i) eine gerade Anzahl von Parametern reell und negativ ist, wobei sich jedes solche Pa-
rameterpaar stets im selben Intervall zwischen zwei ganzen Zahlen befinden muss,

(iii) eine gerade Anzahl von Zihler- oder Nenner-Parametern paarweise komplex konjugiert
zueinander sind.

Falls die Félle (ii) und/oder (iii) auftreten, miissen die iibrigen Parameter reell und positiv
sein.

Weiterhin wurden von Quesne [40)] Zustinde eingefiihrt, deren Normierungsfunktionen
ebenfalls durch verallgemeinerte hypergeometrische Funktionen gegeben sind. Diese Zustan-
de sind jedoch von den oben definierten (kohdrenten) VHG-Zusténden (282) verschieden. Die
Zustinde von Quesne [A0] sind nach Fock-Zustéinden der Form |kn + 1) entwickelbar, wobei
k und [ ganze Zahlen sind. Somit sind diese Zustiinde, abgesehen von den Spezialfiillen der
konventionellen kohirenten Zustinde, nur in einem Unterraum des Fock-Raums definiert.
Die konventionellen kohdrenten Zustidnde sind auch die einzigen gemeinsamen Spezialfille
der VHG-Zusténde ([282) und der Zustidnde aus [40)].

6.2 Koharente verallgemeinerte hypergeometrische Zustiande

Es werden in diesem Abschnitt kohérente verallgemeinerte hypergeometrische Zustiande (ko-
hérente VHG-Zusténde) eingefiihrt, wobei der Begriff "kohérent" im Sinne von Klauder et
al. [35] zu verstehen ist. Dementsprechend werden als kohdrente VHG-Zusténde ein Satz
solcher VHG-Zustdnde bezeichnet, der (iiber)vollstandig ist und die Darstellung des Ein-
heitsoperators mit einer nicht-negativen Gewichtsfunktion ermoglicht. Die Darstellung des
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Einheitsoperators wird einerseits zur Bestimmung der entsprechenden Gewichtsfunktion und
andererseits zur Einfiihrung einer neuen analytischen Darstellung fiir beliebige Quantenzu-
stdnde verwendet. Die Bestimmung der Gewichtsfunktion erfolgt auf dhnliche Weise wie bei
den Exponentialzustanden.

Zuerst werden die kohdrenten VHG-Zustédnde in der komplexen Ebene und innerhalb
des offenen Einheitskreises betrachtet, die den Konvergenzkriterien (287al) bzw. ([2870) ent-
sprechen. In diesen Féllen hat die Darstellung des Einheitsoperators die Form

1 -
> [ W e el = (291)

mit einer geeigneten positiven Gewichtsfunktion ,WW,(|z|?). Die Integration erfolgt iiber die
gesamte komplexe Ebene bzw. iiber die Fliche innerhalb des offenen Einheitskreises.

Das Einsetzen der Zustéinde ([282) in die Darstellung ([291]), die Substitution y = |z|? und
die anschliefende Durchfiihrung der Winkelintegration ergeben die Bedingungen

R
[y W = e, n=orz (292)
0

wobei ,W,(y) = ,W,(y)/pN,(y). Fiir die Zustiinde in der Ebene ist die obere Integra-
tionsgrenze R = oo, und fiir die Zustinde innerhalb des Einheitskreises liegt die obere
Integrationsgrenze bei R = 1. Die unbekannte Verteilung qu(y) ist durch die Losung eines
Momentenproblems nach Stieltjes im Fall R = oo und nach Hausdorff im Fall R = 1 mit
den Momenten geméifs Gleichung (283)) gegeben. Klauder et al. [35] haben gezeigt, dass die
Losung in beiden Féllen mit Hilfe der Mellin-Transformation gefunden werden kann. Durch
die Ersetzung n — s — 1 in Gleichung (232), wobei s eine komplexe Zahl ist, sind die Vertei-

lung ,WW,(y) und die Funktion ,p,(s — 1) mittels einer Mellin-Transformation miteinander

verkniipft
R

/ dy v Wy(y) = pouls — 1), s=1,23,... . (203)
0

In den Tabellen [36], [37] und [38] sind Funktionenpaare aufgelistet, die iiber eine Mellin-
Transformation miteinander verkniipft sind. Mit Verwendung der Gleichung 37 auf Seite 303
in [37] oder Gleichung 8.4.51.9 auf Seite 728 in [38] ldsst sich eine Transformationsbeziehung

finden
i 1 1
d sfleJrl,O ap —1,...,0p —
/ YU T\ Yy 1 b, — 1,0
0
I(s+b;—1)---T'(s+b,—1)
I'(s+a —1)---T'(s+a,—1)

= I'(s)

(294)

die die Meijer-G-Funktion enthilt und bei der die rechte Seite der von s abhingige Anteil
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von ,p,(s — 1) ist. Daraus folgt, dass die Gewichtsfunktion in (291]) gegeben ist durch

W (y) = Wylar,...,ap b1, ..., 05y)

F(al) oo F(a/p)
F, oo, ap by, by
F(bl)r(bq) p Q(a'l’ y Ap; 01, ’ Qay)

<] ) (255
Die Mellin-Transformation (294) ist giiltig, wenn entweder
p < q+l (296)
oder
p = q+1, n>1 (297)

erfiillt ist. Ein Vergleich zwischen den Gleichungen (298) und 2872l zeigt, dass die Ge-
wichtsfunktion ,W,(y) fiir alle VHG-Zusténde in der Ebene existiert. Dagegen ergibt der
Vergleich zwischen den Gleichungen (290) und (287H), dass die Gewichtsfunktion ,W,(y)
nur fiir solche VHG-Zustédnde innerhalb des offenen Einheitskreises existiert, fiir die n > 1
gilt.

Die Bedingungen (296) und £97) fithren jedoch nicht automatisch auf eine positive
Gewichtsfunktion ,)V,(y). Ob die Gewichtsfunktion ,W,(y) auch tatsdchlich positiv ist,
muss in jedem Einzelfall gepriift werden. Dadurch konnen zusétzliche Bedingungen fiir die
Parameter erforderlich werden.

Falls [ Zahler-Parameter mit [ Nenner-Parametern identisch sind, reduziert sich die Ge-
wichtfunktion ,WW,(y) auf eine mit entsprechend niedrigerer Ordnung ,_;WW,_;(y). Dies folgt
aus den Eigenschaften der ,F,- und Meijer-G-Funktionen sowie auch aus der Beziehung
23).

Die Darstellung des Einheitsoperators geméf Gleichung (291]) kann zur Einfithrung einer
neuen Darstellung fiir quantenmechanische Zustinde verwendet werden, indem die Darstel-
lung (B91) zwischen zwei beliebigen Zustandsvektoren (®| und |¥) eingefiigt wird. Das
resultierende Skalarprodukt hat dann die Form

@) = = [ @,0,) ,0,(c), (209)

wobel die Wellenfunktionen in der Basis der koharenten VHG-Zustande definiert sind

pVa(2) = \oWall2l?) (g 2¥) = (299)

N |]ZW

Diese Darstellung wird als kohédrente VHG-Darstellung des Zustands |¥) bezeichnet. Die
Reihe in Gleichung (299) definiert eine ganze analytische Funktion von z*, die als eine wei-
tere Darstellung des Zustands |W) betrachtet werden kann. Diese wird als verallgemeinerte
hypergeometrische analytische Darstellung von \\I/) bezeichnet

n|\I/>. (300)

Z oV pPq(n
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Das Skalarprodukt (298] ist damit darstellbar als

@) = [ i) B 204 (301)
mit dem Maf (12
1 W,(|z
dpg(z) = = 222 42, (302)
S ™ pNg([21?)
Die analytischen Darstellungen und Mafe hidngen explizit von der Parametern a4,...,aq,
und by, ..., b, ab. Fiir einen gegebenen Zustand |¥) existieren somit unendlich viele analy-

tische Darstellungen sowohl in der komplexen Ebene als auch innerhalb des Einheitskreises.
Die Darstellungen in der komplexen Ebene sind Elemente eines Bargmann-Raums, und die
innerhalb des Einheitskreises sind Elemente eines Hardy-Raums, jeweils mit dem Maf (B0Z).
Die iibliche Bargmann-Darstellung basiert auf den konventionellen kohirenten Zustinden
und entspricht somit dem Spezialfall p = ¢ = 0. Die einfachste Hardy-Darstellung basiert auf
den kohérenten Phasenzustinden [3T], die weiter unten in der Gleichung (BI7) angegeben
sind.

Als néchstes werden die VGH-Zusténde auf dem Einheitskreis mit z = el untersucht. Es
wird dabei zwischen zwei Zustandstypen unterschieden, die als normierte Zustinde auf dem
Einheitskreis |p; ¢;e?) und als nicht-normierbare Zustéinde auf dem Einheitskreis |p; ¢; )
bezeichnet werden, je nachdem ob das Konvergenzkriterium (287d) erfiillt wird oder nicht.
Fiir die normierten Zustinde auf dem Einheitskreis (n < 0)

1 K e

) = T 2 T

ist die Normierungsfunktion eine Konstante, die durch die verallgemeinerte hypergeometri-

|n) (303)

sche Funktion mit dem Argument Eins gegeben ist. Fiir n > 0 werden nicht-normierbare
Zustdnde auf dem Einheitskreis definiert

eimp

1 oo

Beide Zustandstypen ermdoglichen jedoch keine Darstellung des Einheitsoperators, da das
resultierende Hausdorffsche Momentenproblem

(304)

2

/dgp qu(SO) elln=mle — pPg(1) Onm (305)
0

fiir die Gewichtsfunktion ,W,(y) keine Losung hat. Die Gleichung (B{H) impliziert das Ver-
schwinden aller Fourier-Komponenten der Funktion ,W,(¢) fiir n # m, wodurch diese zu
einer Konstanten wird, die nicht die Werte auf der rechten Seite fiir alle n = m annehmen

kann. Der niedrigste mogliche Zustand |1;0;el®) ist nicht erlaubt, da sein einziger Parame-
ter a nicht gleichzeitig die Bedingungen (287d) und (289) erfiillen kann. Daher steht der
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niedrigste normierbare Zustand |2; 1; %) fiir n = a; +ag —b < 0 im Zusammenhang mit der
Gaufischen hypergeometrischen Funktion, die die Eins als Argument aufweist

P(b) F(b —a; — CLQ)
P(b — Cl,l) P(b — CLQ) ’

oFi (a1, a;b;1) = (306)

Der Einfachste der nicht-normierbaren Zusténde ist der Zustand |1;0; ), der im Grenzfall
a — 1 auf die Phasenzusténde von Susskind und Glogower [13] fiihrt

1 —
1;0; = = — e |n). 307
L0l = b = o= 2 @) (307

Diese Zustidnde basieren auf der Parameterfunktion 1po(n) = 1 mit n = 0,1,2,... in dem
Grenzfall @ — 1. Die Zusténde (B07) sind die einzigen nicht-normierbaren Zustinde, die den
Einheitsoperator gemif (B05) mit der Gewichtsfunktion ;W = 1/(27) darstellen kénnen.

Fiir einige Zusténde mit niedrigen Werten von p und ¢ werden jeweils die Parameterfunk-
tion ,p,(n), die Normierungsfunktion ,F,(¢) und die Gewichtsfunktion ,V,(]z|?) angegeben.
Fiir die VHG-Zustédnde in der Ebene (p < ¢ + 1) wird die komplexe Variable z als « be-
zeichnet, wobei |a| < oco. Fiir die VHG-Zusténde innerhalb des Einheitskreises (p = ¢ + 1)
wird die komplexe Variable z als ¢ bezeichnet, wobei |e| < 1.

6.2.1 Die Zustidnde |a) = [0;0; )

Die konventionellen kohirenten Zustidnde |o) = |0;0;«) entsprechen dem Spezialfall p =
q = 0. Fiir die konventionellen kohirenten Zusténde sind die Parameterfunktion, die Nor-
mierungsfunktion und die Gewichtsfunktion gegeben durch

opo(n) = nl, oFo(¢) =€, Wo(laf?) = 1. (308)
Dariiber hinaus werden die konventionellen kohédrenten Zustinde auch durch die VHG-
Zustédnde mit p = g und a; = b; fiir alle j = 1,2,...,p dargestellt.
6.2.2 Die Zustéinde |0;1;a)
Die Zusténde |0; 1; &) mit der Parameterfunktion
op1(b;n) = nl (b)y, (309)
fiir die aufgrund (£89) die Bedingung b > 0 gilt, haben die Normierungsfunktion
oF1(b:¢) = T(b) ¢ I1(21/0), (310)
und die Gewichtsfunktion geméf Gleichung 5.39 auf Seite 196 in [36]
Wi(; [af?) = 2 I (2]a]) Ky-1(2]al), (311)

wobei I,(y) und K, (y) die modifizierten Bessel-Funktionen sind. Da fiir v > —1 und y > 0
die modifizierten Bessel-Funktionen reell und positiv [I8] sind, ist die Gewichtsfunktion
oW (b; |a]?) dann positiv, wenn b > 0.
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6.2.3 Die Zustiinde |1;1;«)

Fiir die Zusténde |1;1; @) mit der Parameterfunktion

ip1(a;byn) = (312)
fordert die Bedingung (289), dass a und b entweder beide positiv oder beide negativ sind, wo-
bei im letzteren Fall die beiden negativen Zahlen den gleichen Integer-Anteil haben miissen.
Die Normierungsfunktion ist durch die Kummersche konfluente hypergeometrische Funkti-
on 1 Fi(a;b; ¢) gegeben. Die Gewichtsfunktion ergibt sich aus der Transformationsbeziehung
geméf Gleichung 9 auf Seite 716 in [38]

['(a)
'(b)

Wi(a; b;|af?) = 1Fi(a;b; o) e W(a — b2 — b;[al?), (313)

wobei U(a;b; ¢) die konfluente hypergeometrische Funktion nach Tricomi ist.

6.2.4 Die Zusténde |1;0;¢)

Die Zustdnde |1;0; €) basieren auf der Parameterfunktion

1po(a;n) = , (314)
(@)n
mit der Bedingung a > 0, die aus (Z89) folgt. Die Normierungsfunktion ist gegeben durch

tho(a; Q) = (1-¢), (315)
und die Gewichtsfunktion geméf Gleichung 5.35 auf Seite 195 in [36]

a—1

Wo(a; |e]?) = FESFRE

(316)
mit a > 1 aufgrund (Z97). In dem Fall @ > 1 ist die Gewichtsfunktion ;Wy(a;|a|?) stets
positiv.

193
27 ’ 99"
ten kohérenten Perelomow-Zustinde |z; k) der diskreten Reihe von SU(1,1)-Darstellungen
[45, 46]. Von besonderer Bedeutung sind die Zustidnde mit k = %, die auch als kohérente
Phasenzusténde [47] bekannt sind

Die Zustdnde |1; 0; €) ergeben in dem speziellen Fall a = 2k mit k = .. die bekann-

100,y =l = VIZ[E Y ¢ [n) (317)

Deren Gewichtsfunktion (BIf) verschwindet und der Einheitsoperator kann mit (BI7) nur
als Grenzfall dargestellt werden.
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6.2.5 Die Zustinde |2;1;¢)

Fiir die Zusténde |2;1;€) mit der Parameterfunktion

n! (b)n

2P1(a1, as; b; n) = (a1)n(a2)n (318)

ist die Normierungsfunktion die Gaufsche hypergeometrische Funktion o Fi(ay, as; b; ). Die
Bedingung (Z89) erlaubt nicht nur positive Parameterwerte ay, as, b, sondern auch paarweise
negative Parameterwerte mit gleichen negativen Integer-Anteilen. Ebenso sind zueinander
konjugiert komplexe Parameter-Paare erlaubt. Die Gewichtsfunktion ist gegeben durch Glei-
chung 5.50 auf der Seite 198 in [36]

I'(a1) I'(a2) a
T(6) D(ay +az —b—1)
X 2F1(a2—b,a1—b;a1+a2—b—1;1—|6|2), (319)

2W1(a1,a2; b; ‘€|2) = - |€‘2)a1+a2_b_2 2F1(a17a2; b; ‘€|2)

mit a; +ay —b > 1 aufgrund der Bedingung (291). Es ist nicht bekannt, ob die Bedingungen
([289) und (291) eine positive Gewichtsfunktion oW, (ay, as; b; |€|?) in allen Féllen garantieren.
Der Fall a; = b oder as = b umfasst die Ergebnisse fiir die Zusténde |1;0; €).

6.3 VHG-Zustande als Eigenzustiande von Absteigeoperatoren

In diesem Abschnitt werden Aufsteige- und Absteigeoperatorpaare eingefiihrt, wobei die
verallgemeinerten hypergeometrischen Zusténde ([282) die Eigenzustinde der Absteigeope-
ratoren sind. Diese Operatorpaare sind eine Verallgemeinerung der Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren des harmonischen Oszillators im Fall der VHG-Zustédnde in der Ebene,
sowie der exponentiellen Phasenoperatoren nach Susskind und Glogower T3] im Fall der
VHG-Zusténde innerhalb des Einheitskreises.

Die verallgemeinerten hypergeometrischen Absteige- und Aufsteigeoperatoren sind defi-
niert durch

g = ofa(n) In){n+1], Ui =Y pfaln) In+1)(nl. (320)

Die Koeffizienten , f, sind gegeben durch

ofa(1) = pfalar. - apibi,. . byn) = \/(n—i—l)((Zii;EZIZ?) (321)

wobei ¢ fo(n) = v/n + 1. Bei p = 0 werden die Produkte im Zahler und bei ¢ = 0 die Produkte
im Nenner gleich Eins gesetzt. Die Koeffizienten (BZI) sind reell und positiv aufgrund der
Beziehung (289). Die Absteige- und Aufsteigeoperatoren hingen explizit von den Zéhler-
und Nenner-Parametern ab

WUy =p Uylar, ... api by, ... by), WUl =, Ular, ... ayiby, .. by). (322)
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und erfiillen die Kommutatorbeziehung

[0 w03 ] = 3 (wfalm)? = pfaln=1)2) Inbnl, (323)
n=0
wobei ,, f,(—1) = 0 definiert ist, sich aber auch aus (BZ]l) ergibt.
Die Wirkung der Absteige- und Aufsteigeoperatoren auf Fock-Zustéinde

oUg In) = pfoln—1) In—1), pUS In) = pfo(n) In+1) (324)

rechtfertigt diese Bezeichnung. Es lisst sich einfach zeigen, dass die (kohdrenten) VHG-
Zustinde Eigenzustinde des Absteigeoperators mit den gleichen Eigenwerten z sind

o Ip54:2) = 2 |pigi 2). (325)

Die Parameterfunktionen ,p,(n) definieren die Eigenzustéinde und sind durch die Koeffizi-
enten ,f,(n) darstellbar

w00) = (510 pfo1) fo(@) - phaln— 1)) (326)

Insofern sind die kohdrenten VHG-Zustédnde auch Beispiele fiir die bekannten nicht-linearen
kohérenten Zusténde [32, B3|, 43]. Diese sind Eigenzustidnde von Absteigeoperatoren geméf
[B24)), wobei der Ausdruck ,f,(n) durch v/n + 1f(n) ersetzt ist und f(n) beliebige Funktio-
nen sind.

Fiir den Fall p < ¢ + 1 werden p/lq = pUq und pflf] = pUqT definiert, die als Verallge-
meinerungen des konventionellen Erzeugungsoperators a' bzw. Vernichtungsoperators a des
harmonischen Oszillators betrachtet werden kénnen. Insbesondere ergibt der Spezialfall

oAy = a = > Vntln)n+1]. (327)
n=0

den konventionellen Vernichtungsoperator. Es ist daher naheliegend, die Operatoren pflq
und pfl:fl als verallgemeinerte hypergeometrische Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren
zu bezeichnen. Die Eigenzustdnde von ,A, sind die (kohdrenten) VHG-Zusténde in der
Ebene, |p;¢; ), mit den komplexen Eigenwerten «, wobei |a| < oo. Diese Zustidnde sind
Verallgemeinerungen der konventionellen kohérenten Zustidnde |«), die die Eigenzustinde
des Vernichtungsoperators a sind.

In dem Fall p = ¢ + 1 werden die Operatoren als verallgemeinerte hypergeometrische
Exponentialoperatoren ,E, = ,U, und pE; = pU;f definiert. Die (kohiirentAen) VHG-
Zustande innerhalb des Einheitskreises sind die Eigenzusténde |p;q;e) von ,E, mit den
komplexen Eigenwerten €, wobei |¢|] < 1. Die (kohédrenten) VHG-Zustdnde auf dem Ein-
heitskreis sind entweder die normierten Zustéinde |p; ¢; ¢'¥) gemif Gleichung (B03) oder die
nicht-normierbaren Zusténde |p; ¢; ¢) geméf Gleichung (B04). Beide sind Eigenzusténde von
qu mit den komplexen Eigenwerten e'¥ und koénnen als Verallgemeinerung der sogenannten
kohérenten Phasenzustinde [A7] aufgefasst werden. Dies wird auch dadurch verdeutlicht,
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dass der Exponentialoperator Esc von Susskind und Glogower [13] ein Grenzfall des Ope-
rators 1 Fy ist

= FEyg = i|n><n+1\. (328)

Diese Beziehung steht mit den Grenzféllen fiir die entsprechenden Eigenzustinde (BI1) und
B07) im Zusammenhang.

Mit den nicht-hermiteschen Aufsteige- und Absteigeoperatoren lassen sich die hermite-
schen Operatoren

A 1 A A . i N "
qu = ﬁ (pAJ; + pAq)a qu = E (pAf; - pAq) (329)
sowie . ‘
~ ~ ~ ~ 1 ~ ~
qu = 5 (pE;r + qu)a qu = 5 (pE;r - qu) (330)

kombinieren. Wie die gewéhlte Terminologie bereits suggeriert, lassen sich die Operatoren
»Q, und P, als verallgemeinerte hypergeometrische Orts- bzw. Impulsoperatoren inter-
pretieren. Ebenso sind péq und pgq als verallgemeinerte hypergeometrische Kosinus- bzw.
Sinusoperatoren interpretierbar. Jedoch erfiillen diese Operatoren nicht die iiblichen Kom-
mutatorbeziehungen. Es ist nicht bekannt, ob diese Operatoren auch die geeigneten Spektren
aufweisen.

6.4 Photonenzahlstatistik der VHG-Zustande

In diesem Abschnitt wird die Photonenzahlstatistik der VHG-Zustédnde untersucht. Dabei
werden die Photonenzahlverteilungen, die Mittelwerte der Photonenzahl und die Mandel-
Parameter fiir die VHG-Zusténde im Allgemeinen und fiir einige spezielle VHG-Zusténde
mit niedrigen p und ¢ explizit angegeben und teilweise graphisch dargestellt. Die Photo-
nenzahlstatistik der (kohdrenten) VHG-Zustidnde zeigt sowohl klassisches als auch nicht-
klassisches Verhalten. Die Untersuchungen in diesem Abschnitt sind unabhéngig von der
Existenz einer Gewichtsfunktion und betreffen daher sowohl die VHG-Zusténde im Allge-
meinen als auch die kohdrenten VHG-Zusténde.

Die in Gleichung (282) definierten VHG-Zustidnde haben die Fock-Darstellung
P2 (331)

pPq(10)

(nlp;q; 2) = [ JNg(2%) ]

Deren Modulquadrat ist die Photonzahlverteilung fiir die VHG-Zusténde

|Z|2n

pPq(1) qu(MQ).

Die VHG-Zustinde und deren Photonenzahlverteilungen haben die gleiche Struktur wie
die Exponentialzustinde (2I0) bzw. deren Photonenzahlverteilungen ([222). Folglich haben

Plpgzy(n) = (332)
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auch die Erwartungswerte die gleiche Struktur. Mit Verwendung der Beziehung (224)) sind
die Momente durch die Ableitungen der Normierungsfunktion darstellbar

A
P'/\/:](y) dy* p/\/:](y)

Insbesondere ist der Mittelwert der Photonenzahl fiir die VHG-Zusténde gegeben durch

g2 [N(N = 1) (N —k+ D] |pig; 2) = (333)

y=|z|2

. N (y)
(iq;2INIp; g 2) = y 7 : (334)
PNo(y) y=|z|2
und der Mandel-Parameter [T] durch
. N N!
S\Z),q,z)) — y (p q/(y) P q(y)) ’ (335)
pj\/;](y) p'/\/;l(y> y:|z|2

wobei ,\/(y) die erste Ableitung und ,N/(y) die zweite Ableitung der Normierungsfunktion
ist.

In vorliegenden Fall kénnen die Ableitungen der Normierungsfunktion, die durch ,F-
Funktion gegeben ist, durch Ausdriicke mit der gleichen ,Fj-Funktion mit verschobenen
Parameterwerten [I8]| dargestellt werden

dk

d—y’f oFylar, ... ap by, .. by y)

a e la
= Hqu(afl_'_ka-.-’ap_'_k;bl+k,...,bq+k;y>. (336)
q

Die Multiplikation des Ausdrucks (B36) mit

k
Y
, 337
oFolar + k.o ooap+ kb + koo b+ K y) (337)

ergibt die Momente. Der Mittelwert der Photonenzahl fiir VHG-Zustinde ist somit durch
pFy-Funktionen mit verschobenen Parameterwerten darstellbar

. ay---a, pFy(ar +1,...a,+1;00+1,...,b,+ 1;9)
(piq:2INIpigi2) =y S — 5
bl"'bq qu(CLl,...,Cl,p,bl,...,bq,y)

y=]z|?
Auf dhnliche Weise lisst sich der Mandel-Parameter durch die Verhéltnisse von verallgemei-
nerten hypergeometrischen Funktionen mit verschobenen Parameterwerten darstellen

(Ipsgiz) <_a1~-~ap oFglar+1,.. . a,+ 101+ 1,....b,+1;y)
Mo T N T, F(ar, i byy b y)
(g +1)---(ap+1) yFylar +2,...,a,+2;b1 +2,...,0,+2;y)
(by+1)---(by+1) qu(al+1,...,ap+1;bl+1,...,bq+1;y)>

y=|z|?

Nachfolgend wird die Photonenzahlstatistik einiger spezieller VHG-Zusténde ndher un-
tersucht. Fiir jeden dieser Zustinde werden die Photonenzahlverteilung, der Mittelwert der
Photonenzahl und der Mandel-Parameter angegeben. Ebenso werden deren graphische Dar-
stellungen fiir ausgewihlte Parameterwerte gezeigt, diskutiert und mit denen des konven-
tionellen kohdrenten Zustands verglichen.
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6.4.1 Photonenzahlstatistik der Zustidnde |a) = |0;0; a)

Die einfachsten VHG-Zusténde sind die konventionellen kohérenten Zusténde |a) = |0; 0; o).
Deren Photonenzahlverteilungen sind die bekannten Poisson-Verteilungen

Plogar(n) = [ -tap (338)
|0;0;cx) - n )
mit den Mittelwerten der Photonenzahl
(a|Nla) = |af” (339)
Der Mandel-Parameter
(o) — 0. (340)

verschwindet, da die Photonenzahlverteilung von der Poisson-Verteilung nicht abweicht.

6.4.2 Photonenzahlstatistik der Zusténde |0;1; )

Fiir die VHG-Zusténde |0; 1; ) lauten die Photonenzahlverteilungen

» |a|2n+b71
1oy (n) = , 341
|0;1; >( ) n! F(b—}-n) Ib_1(2|a|) ( )
die Mittelwerte der Photonenzahl
A 1,(2]a)
0;1;2|N|0; 1; 2) = |a] ——= 342
O 2N 2) = ol o (342)

und die Mandel-Parameter

(012 _ 1 (Lo Glal) - D(2]al)
G = | '(Ib<2|a|> fb_1<2|a|>>' (343)

Die Photonenzahlverteilungen sind in der Abbildung B9 dargestellt und haben ein Maxi-
mum bei niedrigen Werten der Photonenzahl n. Die Mittelwerte der Photonenzahl, die in
der Abbildung Bl dargestellt sind, nehmen wesentlich langsamer mit |«| zu als beim kohé-
renten Zustand, und die negativen Werte des Mandel-Parameters in Abbildung Bl zeigen
nicht-klassisches Verhalten. Fiir die konventionellen kohirenten Zustinde verschwindet der
Mandel-Parameter ( g\‘j‘» = 0) in der Abbildung BTl

6.4.3 Photonenzahlstatistik der Zustinde |1;1; )

Fiir die VHG-Zusténde |1; 1; ) lauten die Photonenzahlverteilungen

_ (@) o
P‘l;l;cﬂ(n) - n' (b)n 1F1(a; b, |OZ|2)7 (344)

die Mittelwerte der Photonenzahl

2 a 1Fi(a+ 10+ 1 |af?)

1;1;2|N|1; 1;2) = 7
(LL2N i L2) = ol 3 — 20 om

(345)
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Abbildung 29: Photonenzahlverteilung fiir die VHG-Zustédnde |0; 1; o) mit b = %, %, 1 und
5 sowie fiir den konventionellen kohédrenten Zustand |a) mit |a| = 3.

Abbildung 30: Mittelwert der Photonenzahl fiir die VHG-Zusténde |0; 1; &) mit b = %0, %, 1

und 5 sowie fiir die konventionellen kohdrenten Zusténde |a) als Funktion von |af.
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Abbildung 31: Mandel-Parameter fiir die VHG-Zusténde |0;1; ) mit b = %, %, 1 und 5

sowie fiir die konventionellen kohdrenten Zusténde |«) als Funktion von |«|.

und die Mandel-Parameter
(1:L2) Mz(a +1 1Fi(a+2;0+2;]al?) a 1Fila+ L0+ 1 |Oé|2)>

b+1 Fi(a+10+ 1L al?) b Fi(ab;|of?)

Fiir a = b vereinfachen sich die Ausdriicke (B44)), (B43) und (B4H) auf die entsprechenden
Ausdriicke (B38)), (B39) bzw. [B40) fiir die konventionellen kohérenten Zustinde |«) gemék
dem Abschnitt B4Tl Diese Eigenschaft verdeutlicht das Verhalten der Photonenzahlvertei-
lung in der Abbildung B2, des Mittelwerts der Photonenzahl in der Abbildung B3 und des
Mandel-Parameters in der Abbildung B4l Alle Kurven stimmen in dem Fall ¢ = b mit den

Qum (346)

Kurven der konventionellen kohérenten Zusténde iiberein und unterscheiden davon umso
deutlicher, je mehr a von b abweicht. Die Richtungen der Abweichungen zwischen den Kur-
ven der VHG-Zusténde und der konventionellen kohérenten Zustinde hingen davon ab, ob
a < b oder a > b. Folglich ist der Wert des Mandel-Parameters in der Abbildung B4l positiv
fiir a > b und negativ fiir a > b. Die nicht-klassischen Eigenschaften treten dann auf, wenn
der Zahler-Parameter grofer als der Nenner-Parameter (a > b) ist.

6.4.4 Photonenzahlstatistik der Zusténde |1;0;¢)

Fiir die VHG-Zusténde |1;0; €) sind die Photonenzahlverteilungen

Phroe(n) = (Z),n (1= [el®) [, (347)

die Mittelwerte der Photonenzahl

(1;0;2|N|1;0;2) =

(348)
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Abbildung 32: Photonenzahlverteilung fiir die VHG-Zustéinde [1;1; o) mit (a;b) = (3;2),
(%; 1), (1; %) und (2; %) sowie fiir den konventionellen kohdrenten Zustand |a), jeweils mit
la] = 3.
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Abbildung 33: Mittelwerte der Photonenzahl fiir die VHG-Zusténde |1;1; «) mit (a;b)

(3:2), (3;1), (1;2) und (2;3) sowie fiir die konventionellen kohéirenten Zustéinde |o) als
Funktion von |af.
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Abbildung 34: Mandel-Parameter fiir die VHG-Zustéinde |1;1; a) mit (a;0) = (3;2), (3;1),

(1; 1) und (2; 3) sowie fiir die konventionellen kohiirenten Zustiinde |o) als Funktion von |a/.

und die Mandel-Parameter
|€]?

1—le[*

(115052))
I =

(349)
Diese Ausdriicke sind fiir beliebige a > 0 sinnvoll. Der Fall 0 < a < 1 betrifft VGH-
Zusténde und der Fall a > 1 die kohdrenten VHG-Zustdnde. Der Spezialfall a = 1 ergibt
die koharenten Phasenzustiande.

Die Photonenzahlverteilung ist der Abbildung Bil dargestellt und wird mit der Poisson-
Verteilung verglichen, wobei die beiden Verteilungen den gleichen Variablenwert |o| = |e| =
% aufweisen. Der Mittelwert der Photonenzahl und der Mandel-Parameter haben die gleiche
Abhéngigkeit von |e|. Sie verschwinden bei |¢| = 0, nehmen zu und divergieren bei || — 1.
Der Mandel-Parameter ist unabhéangig von dem Parameter a und stets positiv.

6.4.5 Photonenzahlstatistik der Zustinde [2;1;¢)

Schlieflich haben die VHG-Zusténde |2; 1;¢) die Photonenzahlverteilungen

(OJl)n (a2>n ‘€|2n
e = , 350
P|2,L >(n> n| (b)n 2F1(a1, as; b; ‘€|2) ( )
die Mittelwerte der Photonenzahl
. F 1 1:6+1: |e]?
il M2 = |t a2 2l ] oet LD4 L) (351)

b o F1(ay, as; b; |€]?) ’
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Abbildung 35: Photonenzahlverteilung fiir die VHG-Zusténde |1;0;¢) mit a = 1, 2, 5 und
le| = 2 sowie fiir den konventionellen kohérenten Zustand |a) mit |o| = 3.

und die Mandel-Parameter
Q(|2;1;5)) _ |€|2 ((m + D(ag+ 1) 2Fi(a1 + 2,a2 +2; b+ 2; |e‘2)
M (b+1) oFi (a1 +1,a9 + 1;0 4 1;]€f?)

_ mar 2F1(a1+17a2+1§b+13‘6|2)) (352)
b 2 F1 (a1, az; b; |€]?) .

Die Spezialfille b = ay oder b = a; entsprechen den obigen Zusténden |1;0;€).

6.5 Phasenverteilungen fiir die VHG-Zustande

In diesem Abschnitt werden verschiedene bekannte Phasenverteilungen fiir die (kohéren-
ten) VHG-Zustéande dargestellt. Dabei handelt es sich um die Phasenverteilungen von Pegg
und Barnett, aus der Husimi-Verteilung und aus der Wigner-Funktion, die bereits im Ab-
schnitt 28 fiir die konventionellen kohirenten Zustéinde und fiir die Uberlagerung von Fock-
Zustdnden dargestellt worden sind.

6.5.1 Phasenverteilungen aus der Husimi-Verteilung

Die Husimi-Verteilung fiir die (kohédrenten) VHG-Zusténde |p; g; z) ist durch das Modulqua-
drat von deren Darstellung in der konventionellen kohirenten Basis |&@) gegeben

1
Qi) (@) = — [{alpig )% (353)

wobei )

N e N
(alp;g; 2) = {m} > — (354)
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00—

Abbildung 36: Husimi-Phasenverteilungen P\ ,(0) fiir die VHG-Zusténde [0; 1; a) mit b =

[0;1;c
1 1

10° 5’3

1 und 5 sowie PS)(Q) fiir den konventionellen kohédrenten Zustand |«), jeweils mit

Die reelle und positive Husimi-Verteilung ist auf Eins normiert mit dem Maf d2a. Die
Husimi-Verteilung ist eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber der kom-
plexen a-Ebene . Die Integration iiber das Modul von |&| ergibt die Phasenverteilung aus
der Husimi-Verteilung [T6] 34]

[e.e]

1 —i(n—n’
PO = 5= 3 (alpiai2) (raizln') GOm,n) e, (355)

n,n'=0

mit den Fock-Komponenten (n|p; ¢; z) geméf Gleichung (B31) und den symmetrischen Ko-
effizienten G(®) (n,n’) gemik ETJ).

In den Abbildungen Bfl bis BR sind die Husimi-Phasenverteilungen fiir die kohérenten
VHG-Zustéande |0; 1; a), |1; 1; ) und |1;0; €) dargestellt, und zwar fiir unterschiedliche Wer-
te der jeweiligen Parameter. Alle Verteilungen haben ein Maximum an der Stelle (6 = ¢) der
komplexen Variablen « bzw. ¢, die den VHG-Zustand definiert. Die Hohe des Maximums
nimmt mit abnehmendem b in der Abbildung Bl mit abnehmendem b und zunehmendem a in
der Abbildung Bl und mit zunehmendem a in der Abbildung B zu. In der Abbildung B sind
die Phasenverteilung P|(1?1);a> () mit @ = b und die konventionelle Husimi-Phasenverteilung

P‘(Sl)m(ﬁ) identisch. Bei a > b ist das Maximum hoéher als bei der konventionellen Husimi-
Phasenverteilung, wihrend bei a < b das Maximum niedriger als bei der konventionellen
Husimi-Phasenverteilung ist. Ein dhnliches Verhalten wurde bereits bei den Photonenzahl-
verteilungen fiir die Zusténde |1; 1; o) beobachtet.
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Abbildung 37: Husimi-Phasenverteilungen P‘(Sl)w(@) fir die VHG-Zustédnde |1;1;a) mit

(a;b) = (3:2), (3:1), (1;3) und (2;1) sowie 73‘(0?))(0) den konventionellen kohdrenten Zu-
stand |ay), jeweils mit |af = 3.

Abbildung 38: Husimi-Phasenverteilungen 73‘(1?0)@(0) fiir die VHG-Zustédnde |1;0;€) mit a =

1, 2 und 5 sowie PS) (0) fiir den konventionellen kohérenten Zustand |a) mit |e] = |a| = 2.
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Abbildung 39: Phasenvertellungen von Pegg- Barnett 73‘01 (0) fiir die kohdrenten VHG-

Zustande |0;1; ) mit b =
Zustand |a), jeweils mit |a| =

+, 2, 1 und 5 sowie 77‘ B) () fiir den konventionellen kohérenten

6.5.2 Phasenverteilungen von Pegg und Barnett

Auch die Phasenzusténde (B0Z) konnen zur Darstellung quantenmechanischer Zusténde ver-
wendet werden. Die (kohdrenten) VHG-Zusténde in der Basis der Phasenzusténde sind ge-
geben durch

—in

(Olp; ¢: 2 e (nlp; g; 2). (356)

-y
Deren Modulquadrat ist eine Phasenverteilung, die mit der Phasenverteilung von Pegg und
Barnett [I5] identisch ist

Phoan(0) = [(6lp;q; 2)* (357)

D;q;2)

Die Phasenverteilung entspricht dem Ausdruck in Gleichung (B53), wobei G(?)(n,n’) durch
G®B)(n,n’) = 1 ersetzt ist. Die Phasenverteilung hiingt stets von der Phasendifferenz (6 — ¢)
ab, wobei & = |ale!’ und z = |z|e'¥.

In den Abbildungen B9 bis E1l sind die Phasenverteilungen von Pegg und Barnett fiir
die koh#renten VHG-Zustéande |0; 1; &), |1;1; ) und |1;0;€) sowie fiir den konventionellen
kohdrenten Zustand |«) dargestellt, und zwar fiir unterschiedliche Werte der jeweiligen Para-
meter. Alle Verteilungen haben ein Maximum an der Stelle # = ¢ der komplexen Variablen «
bzw. €, die den VHG-Zustand definiert. Die Phasenverteilungen von Pegg und Barnett sehen
qualitativ sehr dhnlich aus wie die aus der Husimi-Verteilung. Die Maxima der Phasenvertei-
lungen von Pegg und Barnett an den Stellen 6 = ¢ sind hoher, da GFB) (n,n') > G (n, n’),
und sind aufterdem schmaéler, da die Verteilungen normiert sind.
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Abbildung 40: Phasenverteilungen von Pegg-Barnett 73‘(11? f L>(0) fiir die kohdrenten VHG-

Zusténde |1;1; ) mit (a;0) = (3;2), (3;1), (1;3) und (2; 1) sowie PSB)(G) fiir den konven-

tionellen kohérenten Zustand |a), jeweils mit o] = 2.
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Abbildung 41: Phasenverteilungen von Pegg-Barnett 77‘(5 (]i 2> (0) fiir die kohirenten VHG-

Zustiinde |1;0;¢) mit b = 15, 3, 1 und 5 sowie P‘(aP)B)(Q) fiir den konventionellen kohérenten

Zustand |o) mit |e] = |a| = 3.
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|(0\j\i?oz) (0) fiir die kohédrenten

VHG-Zustéinde [0;1; o) mit b= &, £, 1 und 5 sowie P‘(av;[)(ﬁ) fiir den konventionellen koha-

renten Zustand |«), jeweils mit |a| = 3.

Abbildung 42: Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion P

6.5.3 Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion

Die Integration iiber die radiale Variable der Wigner-Funktion in Polarkoordinaten [T6, 34]
ergibt die entsprechende Phasenverteilung

1 - —i(n—n’
Ploa @) = 5= D (lpig:2) (prg:2ln’) G (n,n') 7070, (358)
n,n'=0

mit den Fock-Komponenten (n|p;¢; z) geméf Gleichung (B3I)) und den symmetrischen Ko-
effizienten GW)(n,n') gemiR 7).

In den Abbildungen B2 bis @4 sind die Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion fiir
die kohérenten VHG-Zusténde |0; 1; «), |1;1;a) und |1;0;€) sowie fiir den konventionellen
kohérenten Zustand |«) dargestellt, und zwar fiir unterschiedliche Werte der jeweiligen Para-
meter. Alle Verteilungen haben ein Maximum an der Stelle § = ¢ der komplexen Variablen
a bzw. €, die den VHG-Zustand definiert. Die Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion
sehen qualitativ sehr dhnlich wie die anderen beiden Phasenverteilungen aus. Die Maxima
an den Stellen § = ¢ sind hoher als bei den Phasenverteilungen von Pegg-Barnett und
aus der Husimi-Verteilung und schmailer, da die Verteilungen normiert sind. Jedoch sind
die Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion teilweise negativ, und zwar in der Abbil-
dung B2 fiir den Zustand |0; 1; o) mit b = %, in der Abbildung B3] fiir den Zustand |1; 1; o)
mit a = 2 und b = 1 sowie in der Abbildung B4 fiir den Zustand |1;0; €) mit a = 5.
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Abbildung 43: Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion P‘(l\j\i?w(ﬁ) fiir die kohérenten

VHG-Zusténde [1;1; o) mit b = 55, 3, 1 und 5 sowie 77‘(0\3]) () fiir den konventionellen kohi-

renten Zustand |a), jeweils mit o] = 2.
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Abbildung 44: Phasenverteilungen aus der Wigner-Funktion 73|(1\%36>(9) fiir die kohédrenten

VHG-Zusténde |1;0; €) mit a = 1, 2 und 5 sowie 73‘(;];/)(0) fiir den konventionellen kohérenten
Zustand |o) mit |e] = |a| = 3.
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7 VHG-Husimi-Verteilungen

In Analogie zur konventionellen Husimi-Verteilung werden in diesem Kapitel verallgemei-
nerte hypergeometrische Husimi-Verteilungen (VHG-Husimi-Verteilungen) eingefiihrt. Die
VHG-Husimi-Verteilungen werden auf der Grundlage der VHG-Zusténde definiert. Daraus
lassen sich entsprechende VHG-Husimi-Phasenverteilungen fiir beliebige Zustdnde ablei-
ten. Fiir einige beispielhafte konventionelle kohédrente Zustéinde werden die VHG-Husimi-
Phasenverteilungen dargestellt.

7.1 Definition der VHG-Husimi-Verteilungen

Fiir einen beliebigen normierten Zustand |¢) sind die VHG-Husimi-Verteilungen durch das
Modulquadrat der Wellenfunktion (BI3)) in der Basis der kohdrenten VHG-Zusténde definiert

L W) (a7 (ol . (359)

Q' (®) =
Die VHG-Husimi-Verteilung ist eine zweidimensionale, stets reelle und nicht-negative Wahr-
scheinlichkeitsverteilung iiber der gesamten komplexen zZ-Ebene fiir p < ¢+ 1 oder iiber der
vom Einheitskreis umschlossenen Fliche |Z| < 1 fiir p = ¢ + 1. Die verallgemeinerte hyper-
geometrische Husimi-Verteilung ist auf Eins normiert

/ 2z QL(5) = 1. (360)

Dies ergibt sich aus der Darstellung des Einheitsoperators (291]). Es ist daher erforderlich,
fiir die Zusténde |p;q;Z) in der Definition ([B5d) ausschlieflich kohdrente VHG-Zusténde
zu verwenden. Der Zustand |¢) kann jedoch jeder beliebige normierte Zustand sein, bei-
spielsweise auch ein VHG-Zustand, der kein kohdrenter VHG-Zustand ist. In der Definition
B29) werden die Zusténde |¢) als Signalzusténde und die Zusténde |p; ¢; Z) als analysieren-
de Zustinde bezeichnet. Im Vergleich zur konventionellen Husimi-Verteilung wurden in der
Definition (B29) formal die analysierenden konventionellen kohérenten Zustinde durch die
analysierenden kohédrenten VHG-Zustédnde ersetzt. Die Gewichtsfunktion fiir die kohdrenten
VHG-Zusténde ist der Verteilungsfunktion und nicht dem Integrationsmafs zugeordnet. Die
konventionelle Husimi-Verteilung entspricht insbesondere dem Fall p = ¢ =0

Quy(@) = Qi (@). (361)

Aufierdem gehen auch die VHG-Husimi-Verteilungen in den Féllen p = ¢ und a; = b; fiir
alle 7 =1,2,...,p in die konventionelle Husimi-Verteilung iiber.

7.2 VHG-Husimi-Phasenverteilungen

Ebenso wie die konventionellen Husimi-Verteilungen (57) kénnen auch die VHG-Husimi-
Verteilungen (BhY) dazu verwendet werden, entsprechende Phasenverteilungen fiir beliebige
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normierte Zusténde [¢) zu definieren. Durch Integration iiber das Modul der komplexen
Variablen
= |z]e" (362)
werden verallgemeinerte hypergeometrische Husimi-Phasenverteilungen erhalten
. R
PEOO) = 5 [ dw QU (V5"

0

: (363)

y=|z|?

mit der oberen Integrationsgrenze R = oo fiir die VHG-Zusténde in der gesamten komplexen
Ebene und mit der oberen Integrationsgrenze R = 1 fiir die VHG-Zusténde innerhalb des
Einheitskreises. Diese Verteilungen sind auf Eins normiert gemaf

/ do PLY(0) = 1, (364)

wobei die Integration iiber ein 27-Intervall erfolgt, vorzugsweise iiber [—m, +7] oder [0, 27].
Die Durchfiihrung der Integration in (BG3)) ergibt die verallgemeinerten hypergeometrischen
Husimi-Phasenverteilungen (VHG-Husimi-Phasenverteilungen)

1 - * —i(n—n'
PUTO) = 5= D0 U GO0 () e (365)

n,n’/=0

wobei 1, = (n|¢) die Fock-Komponenten des Signalzustandes |¢) sind. Die Koeffizienten
G2 (n,n') sind durch die Parameterfunktionen ,p,(n) darstellbar
n+n’
g(p,q)(n’n/) — pr(T)
pPq(1) ppq(n')

(366)

und haben somit die gleichen Strukturen wie die Koeffizienten in (262). Dementsprechend
sind die Koeffizienten symmetrisch G®9 (n,n') = G®9(n’ n) beziiglich n und »’ und nor-
miert G»9(n,n) = 1, wodurch die Normierungsbedingung ([B64) gewihrleistet wird. Die
Koeffizienten G»9(n, n) enthalten die Informationen des analysierenden Zustands |p; ¢; ).
Die Informationen des Signalzustands |¢) sind ausschliefslich in dem Produkt %}, enthal-
ten. Wenn das System durch einen Dichteoperator p beschrieben wird, dann ist anstelle des
Produkts v, das Dichtematrixelement in der Fock-Darstellung p, ., = (n|p|n) zu ver-
wenden. In diesem Fall erscheint in der Gleichung ([B5d) anstelle von |¢)(¢| der Ausdruck
p.

Die verallgemeinerten hypergeometrischen Phasenverteilungen (BG63) haben formal die
gleiche Struktur wie die Phasenverteilungen (B23) aus der konventionellen Husimi-Verteilung
und unterscheiden sich lediglich durch die beiden Koeffizienten G®%(n,n’) und G (n,n’).
Fiir p = ¢ = 0 gehen die verallgemeinerten hypergeometrischen Phasenverteilungen (B6H) in
die entsprechenden Phasenverteilungen (Bhd) aus der Husimi-Verteilung iiber. Dies ergibt
sich auch aus der Beziehung

GO n,n') = GQ(n,n), (367)
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die aus dem Zusammenhang zwischen den Koeffizienten (273)) und (BE6]) folgt, wobei letztere
auch in einer faktorisierten Form darstellbar sind

1, G®)(n, 1)

GPI(n,n) = ¢V, n' _ ’ 368
(') = G9mn) gt e (365)
die einparametrige Koeffizienten aufweisen
~ I ntn’ +
GO ) = ——i2 TV (369)
VI +v)T(n +v)

Der Vergleich der Strukturen von ,p,(n) und G®9(n,n') zeigt, dass jedes Pochhammer-
Symbol (), einen Koeffizienten G*)(n,n’) beisteuert.

Auf dhnliche Weise ist die Phasenverteilung von Pegg und Barnett durch eine VHG-
Phasenverteilung darstellbar

PEDO) = PUO{a) {1:0)],_,. (370)
da der entsprechende Koeffizient
Q) /
A0 s v o G0
g ({a},{},n,n) - g(a)(n’n,> - ]- (371)

Weiterhin ergeben die VHG-Husimi-Verteilung und die daraus resultierende VHG-Husimi-
Phasenverteilung der Ordnung (p; q) entsprechende Verteilungen der Ordnung (p — ;¢ — 1),
falls [ Zahlerparameter mit [ Nennerparametern identisch sind.

Fiir einen beliebigen Fock-Zustand |n) sind die VHG-Husimi-Phasenverteilungen (B6)
Gleichverteilungen mit dem konstanten Wert i,
Pegg und Barnett, aus der Husimi-Verteilung und aus der Wigner-Funktion.

ebenso wie die Phasenverteilungen von

7.3 VHG-Husimi-Phasenverteilungen fiir koharente Zustinde

Fiir die konventionellen kohérenten Zustinde |a) geméf Gleichung () sind die resultieren-
den Phasenverteilungen (BEH) eine Funktion der Phasendifferenz 6 — ¢,. In den Abbildun-
gen B3l bis B sind die VHG-Husimi-Phasenverteilungen mit (p,q) = (0,1),(1,1) und (1,0)
fiir einen kohérenten Zustand mit o = % dargestellt. Alle Verteilungen haben an der Stelle
0 = ¢, ein Maximum. In der Abbildung B3 nimmt die Hohe des Maximums mit abneh-
menden b ab. In der Abbildung Bl nimmt die Hohe des Maximums mit abnehmenden b und
zunehmenden a ab. In der Abbildung Elnimmt die Hohe des Maximums mit zunehmenden a
ab. In der Abbildung M@ sind die Phasenverteilung P[;" (6) mit a = b und die konventionelle

Husimi-Phasenverteilung P\(f)) (0) identisch. Bei a < b ist das Maximum hoher als bei der
konventionellen Husimi-Phasenverteilung, wihrend bei a > b das Maximum niedriger als bei
der konventionellen Husimi-Phasenverteilung ist. Die ist genau das umgekehrte Verhalten
im Vergleich zu den Phasenverteilungen in der Abbildung B7

Die Phasenverteilungen in den Abbildungen B3l bis B sind komplementir zu denen in
den Abbildungen bis in dem Sinn, dass die Signalzustinde und die analysierenden
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Abbildung 45: Verallgemeinerte hypergeometrische Husimi-Phasenverteilungen 73‘(351)(9) mit

b= 55, 3, 1 und 5 sowie die konventionelle Husimi- Phasenvertellung P(Q (f) fiir den kon-

ventionellen kohérenten Zustand |«a), jeweils mit |a| =

Zustdnde vertauscht sind. Der Signalzustand in den Abbildungen B6l bis BY ist ein kohé&-
renter VHG-Zustand, und der analysierende Zustand in den Abbildungen B8 bis BY] ist ein
konventioneller kohdrenter Zustand. Im Gegensatz dazu ist in den Abbildungen B3] bis B der
Signalzustand ein konventioneller kohérenter Zustand und der analysierende Zustand ein ko-
hirenter VHG-Zustand. Im ersten Fall wird die konventionelle Husimi-Verteilung Q|p 0%) (d)
fiir die kohdrenten VHG-Zusténde |p; g; z) betrachtet. Im zweiten Fall wird die VHG-Husimi-
Verteilung Q(p Q)( ) fiir den konventionellen kohdrenten Zustand |«) untersucht. Die beiden
Satze von Abblldungen zeigen ein entgegengesetztes Verhalten in dem Sinn, dass bei einer
vorgegebenen Variation des Parameters die Hohe des Maximums beispielsweise in dem einen
Satz zunimmt und in dem anderen Satz abnimmt.

Die Phasenverteilungen, die sich zueinander komplementér verhalten, sind auf die VHG-
Husimi-Verteilungen vom Typ Q‘pqz (2) zuriickzufithren, bei denen sowohl die Signalzu-
stande |p; ¢; z) als auch die analysierenden Zusténde |p; ¢; Z) beide VGH-Zusténde und so-
mit vertauschbar sind. Diese Verteilungen sind aufgrund der Nichtorthogonalitit der VHG-
Zustande nicht trivial. Lediglich fiir den Fall p = p und ¢ = ¢ sind die beiden Parametersitze
identisch. Im letzteren Fall ist die Selbstabbildung Q‘pqz (2) durch das Modulquadrat des
Skalarprodukts in Gleichung ([Z89) multipliziert mit der Gewichtsfunktion ,W,(|Z|*) gege-
ben. Die Phasenverteilungen 73‘(3)(0), die auch in den Abbildungen B8l bis B und E3l bis @7

dargestellt sind, resultieren aus einer solchen Selbstabbildung.
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Abbildung 46: Verallgemeinerte hypergeometrische Husimi-Phasenverteilungen 73‘(;51) (0) mit
(a;b) = (3:2), (3;1), (1;3) und (2;3) sowie die konventionelle Husimi-Phasenverteilung
73‘((?))(0) fiir den konventionellen kohiirenten Zustand |a), jeweils mit |o| = 3.

Abbildung 47: Verallgemeinerte hypergeometrische Husimi-Phasenverteilungen 77‘(;50) (0) mit

a =1, 2 und 5 sowie die konventionelle Husimi-Phasenverteilung 778)(0) fiir den konven-
tionellen kohéirenten Zustand |av), jeweils mit |a] = 2.
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8 Schlussbetrachtung

Die vorliegenden Untersuchungen haben ergeben, dass jedem Satz orthonormierter Polyno-
me in dem Intervall [—1, +1] jeweils ein Kosinus- und ein Sinusoperator zugeordnet werden
kann. Die Eigenschaften der Kosinus- und Sinusoperatoren sowie der Kosinus- und Sinus-
zustinde ergeben sich eindeutig aus den Eigenschaften der Polynome, insbesondere aus der
Rekursionsbeziehung fiir drei aufeinanderfolgende Polynome.

Es ist dabei zwischen den verallgemeinerten und den erweiterten Kosinus- und Sinus-
operatoren zu unterscheiden. Bei den verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren sind
die Gewichtsfunktionen der Polynome symmetrisch, wihrend bei den erweiterten Kosinus-
und Sinusoperatoren die Gewichtsfunktionen der Polynome unsymmetrisch sind. Die Ma-
trixelemente der verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren in der Fock-Darstellung
befinden sich auf den beiden Nebendiagonalen. Die erweiterten Kosinus- und Sinusoperato-
ren weisen in der Fock-Darstellung zusétzlich Diagonalelemente auf. Die verallgemeinerten
Kosinus- und Sinusoperatoren konnen als Variablen eines gewthnlichen Oszillators, der um
den Koordinatenursprung oszilliert, aufgefasst werden. Die erweiterten Kosinus- und Sinus-
operatoren konnen als Variablen eines verschobenen Osrzillators interpretiert werden.

Von den klassischen orthogonalen Polynomen stehen die Gegenbauer-Polynome mit den
verallgemeinerten und die Jacobi-Polynome mit den erweiterten Kosinus- und Sinusopera-
toren im Zusammenhang. Folglich konnen die verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperato-
ren durch den Gegenbauer-Parameter A, und die erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren
durch die beiden Jacobi-Parameter p und v charakterisiert werden. Dabei hat sich insbeson-
dere gezeigt, dass die Erwartungswerte und Verteilungen mit einem negativen Gegenbauer-
Parameter A\ ungewohnliche Resultate haben. Dagegen fiihren ein positiver Gegenbauer-
Parameter A und der Grenzfall A — 0 auf erwartete Resultate.

Es existiert kein Paar der verallgemeinerten oder erweiterten Kosinus- und Sinusope-
ratoren, das die trigonometrische Beziehung C? + 52 = 1 oder die Kommutatorbeziehung
[C, 8] = 0 erfiillt.

Die Kosinus- und Sinuszustdnde ermdglichen die Darstellung von Kosinus- bzw. Sinus-
verteilungen und die Bestimmung von Erwartungswerten mittels Integration. Aufserdem
bilden die verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinuszustinde eine Basis zur
Darstellung beliebiger Zusténde.

Auf der Grundlage der verallgemeinerten und erweiterten Kosinus- und Sinusoperatoren
lassen sich entsprechende hermitesche Arcuskosinus- und Arcussinusoperatoren definieren.
Auch deren Eigenzustidnde sind als Basis zur Darstellung beliebiger Zustéinde geeignet.

Mit den verallgemeinerten Kosinus- und Sinusoperatoren konnen geméfs der entsprechen-
den klassischen Beziehung verallgemeinerte Exponentialoperatoren eindeutig bestimmt wer-
den. Dagegen gibt es mehrere Moglichkeiten, mit den erweiterten Kosinus- und Sinusoperato-
ren entsprechende Exponentialoperatoren zu definieren. Es wurden daher zwei verschiedene
Arten von erweiterten Exponentialoperatoren eingefiihrt. Bei den erweiterten Exponential-
operatoren erster Art sind die Diagonalelemente in einem neutralen Exponentialoperator
zusammengefasst. Die erweiterten Exponentialoperatoren zweiter Art enthalten implizit die
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Diagonalelemente.

Die Eigenzustinde der als Absteigeoperator wirkenden Exponentialoperatoren haben fiir
den allgemeinen Fall die Form der verallgemeinerten kohérenten Zustdnde von Klauder et
al.

Die Exponentialzustidnde fiir die klassischen Polynome sind zwar normierbar, aber er-
moglichen keine Darstellung des Einheitsoperators. Die modifizierten Exponentialzustinde
sind zur Darstellung des Einheitsoperators geeignet. Aufserdem ermdoglichen die modifizier-
ten Exponentialzustinde die Definition einer zweidimensionalen Verteilung innerhalb des
Einheitskreises in Analogie zur Husimi-Verteilung. Daraus lassen sich Phasenverteilungen
fiir beliebige Zusténde bestimmen. Diejenigen Phasenverteilungen, die mit den Gegenbauer-
Polynomen im Zusammenhang stehen, enthalten die Phasenverteilungen von Pegg und Bar-
nett als Spezialfall und die Phasenverteilungen aus der Husimi-Verteilung als Grenzfall.

Die verallgemeinerten hypergeometrischen Zustéinde (VHG-Zustédnde) sind in der kom-
plexen Ebene, innerhalb des Einheitskreises oder auf dem Einheitskreis definiert, je nachdem
welche Konvergenzkriterien die jeweilige Normierungsfunktion ,F; erfiillt. In der komplexen
Ebene sind die VHG-Zusténde eine Verallgemeinerung der konventionellen kohérenten Zu-
stinde. Die VHG-Zustédnde innerhalb des Einheitskreises sind eine Verallgemeinerung der
kohérenten Phasenzustinde und die VHG-Zustdnde auf dem Einheitskreis eine Verallgemei-
nerung der Phasenzustidnde.

Die kohédrenten VHG-Zusténde, die eine Untermenge der VHG-Zusténde sind, ermogli-
chen die Darstellung des Einheitsoperators mit einer positiven Gewichtsfunktion. Die Ge-
wichtsfunktion ist mittels der Mellin-Transformation bestimmbar. Es ist jedoch eine separate
Uberpriifung erforderlich, ob die Gewichtsfunktion auch tatsichlich positiv ist.

Die Photonenzahlstatistik der VHG-Zusténde zeigt, das die VHG-Zusténde sowohl klas-
sische als auch nicht-klassische Zustinde sein kdnnen.

Die kohédrenten VHG-Zustédnde in der komplexen Ebene und innerhalb des Einheits-
kreises sind zur Darstellung beliebiger Quantenzustinde geeignet. Dabei bilden die VHG-
Zustande in der komplexen Ebene einen Bargmann-Raum und die VHG-Zusténde innerhalb
des Einheitskreises einen Hardy-Raum.

Die kohédrenten VHG-Zustédnde in der komplexen Ebene und innerhalb des Einheits-
kreises ermoglichen weiterhin die Definition verallgemeinerter hypergeometrischer Husimi-
Verteilungen iiber der komplexen Ebene bzw. innerhalb des Einheitskreises. Daraus konnen
Phasenverteilungen fiir beliebige Zustinde bestimmt werden.
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