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Abstract

This thesis is concerned with the following stochastic dynamic optimization problem.
A decision maker, who maximizes his expected utility, is supposed to consume a
given capacity under constraints in a finite time horizon. At each point of time there
is an offer and the decision maker receives a reward, which depends on the value of
the offer and the consumed quantity. The aim is to maximize the expected utility
of the total reward. In this context multiple optimal stopping problems as well as
swing options, which are important in the energy sector, are investigated.

The decision problem is considered for linear and exponential utility functi-
ons using the theory of Markov Decision Processes. For a risk-neutral decision ma-
ker with a linear utility function we give conditions for the sequence of offers that
guarantee the existence of thresholds. Furthermore, we study the behaviour of the
thresholds when the planning horizon tends to infinity. In the case of a risk-averse
decision maker with an exponential utility function the solution is different. The
boundary points of the admissible set are in general no longer optimal. Additional-
ly, we investigate how attitude to risk affects the optimal strategy. The results are
illustrated by several examples.






Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit folgendem stochastischen dynamischen
Optimierungsproblem. Ein Entscheider, der seinen erwarteten Nutzen maximiert,
soll eine gegebene Kapazitdt unter Restriktionen iiber einen endlichen Zeitraum
verbrauchen. Zu jedem Entscheidungszeitpunkt liegt ein Angebot vor und der Ent-
scheider bekommt einen Gewinn in Abhéngigkeit von der Hohe des Angebotes und
der verbrauchten Menge. Ziel ist es, den erwarteten Nutzen des Gesamtgewinns zu
maximieren. Im Rahmen dieser Problemstellung werden sowohl multiple optimale
Stoppprobleme als auch Swing Optionen, die beispielsweise in der Energiewirtschaft
eine wichtige Rolle spielen, untersucht.

Das Entscheidungsproblem wird fiir lineare und exponentielle Nutzenfunktio-
nen mit Hilfe der Theorie Markovscher Entscheidungsprozesse betrachtet. Fiir einen
risikoneutralen Entscheider mit linearer Nutzenfunktion werden Bedingungen an
die Folge der Angebote gefunden, so dass es Schwellenwerte gibt, die die optima-
le Strategie bestimmen. Zudem wird das Verhalten der Schwellenwerte betrachtet,
wenn die Laufzeit gegen unendlich geht. Im Fall eines risikoaversen Entscheiders
mit exponentieller Nutzenfunktion ergibt sich eine andere Struktur der Losung. Die
Randpunkte der zuldssigen Menge sind z.B. nicht mehr notwendigerweise optimal.
Aufserdem wird untersucht, welchen Einfluss die Risikoneigung des Entscheiders auf
die optimale Strategie hat. Die Resultate werden anhand von einigen Beispielen
illustriert.
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Einleitung

Optimale Stoppprobleme finden sich in vielen Bereichen, etwa in der Okonomie, der
Spieltheorie oder der Finanzmathematik. Man kann dabei einen Prozess, der sich
in der Zeit dndert, zu einem beliebigen Zeitpunkt stoppen und erhélt dafiir einen
Gewinn. Das Kriterium, nach dem der Prozess gestoppt wird, ist typischerweise die
Maximierung des erwarteten Gewinns.

Im Folgenden betrachten wir die Situation, in der man mehrere Stoppzeitpunkte
auswéahlen darf und aus einer Folge X7, ..., X,y nacheinander eintreffender Angebote
k< N Angebote auswihlen soll. Entscheidungsprobleme dieser Art nennt man
auch multiple optimale Stoppprobleme. Zu jedem Zeitpunkt muss sofort entschieden
werden, ob ein vorliegendes Angebot angenommen wird. Ein Riickgriff auf vorherige
Angebote ist nicht moglich. Falls ein Angebot angenommen wird, erhédlt man dafiir
einen Gewinn und die Anzahl der Auswahlmoglichkeiten reduziert sich um eins. Ziel
ist es, eine optimale Stoppregel zu finden, um den erwarteten Gesamtgewinn zu
maximieren.

Viele Entscheidungsprobleme koénnen auf diese Art formuliert werden. Wir ge-
ben zwei Beispiele an, wovon das erste ein einfaches Stoppproblem ist.

a) Arbeitsplatzwahl:
Ein Arbeitssuchender erhélt an jedem von N Tagen ein Arbeitsangebot. Fiir
jedes Angebot entstehen ihm dabei Kosten in Hohe von ¢, z.B. fiir die Bewer-
bungsunterlagen und die Anreise. Der Arbeitssuchende muss nun jeden Tag
entscheiden, ob er das Angebot annimmt, oder die Kosten von ¢ fiir ein wei-
teres Angebot triagt. Man nimmt dabei an, dass die Héhe der Angebote einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung folgen, die dem Arbeitssuchenden bekannt ist.
Das Suchverhalten auf dem Arbeitsmarkt wurde zuerst in Stigler (1961, 1962)
diskutiert. Er ldsst aber einen Riickgriff auf vorherige Angebote zu. Einen

Uberblick iiber die umfangreiche Literatur zu diesem Modell bieten Lippman
und McCall (1976).

b) Sequentielle Zuordnung;:
Fiir N nacheinander anfallende Arbeiten mit unabhéngig und identisch ver-
teilten Werten X;, 1 < ¢ < N, stehen k& < N Personen zur Verfiigung. Jede
Person kann nur eine Arbeit erledigen. Es muss also entschieden werden, wel-
che Arbeiten mit dem Ziel der Maximierung des erwarteten Gesamtgewinns
angenommen werden. Derman et al. (1972) haben gezeigt, dass dieses Pro-
blem &quivalent zu folgender Verallgemeinerung ist. Jeder Person wird eine
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Wahrscheinlichkeit zugeordnet, dass eine Arbeit erfolgreich bewéltigt wird.
Die Arbeiten sollen derart auf die Personen verteilt werden, dass der erwarte-
te Gewinn aus den Arbeiten maximiert wird.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir zudem ein verallgemeinertes Problem.
Dem Entscheider steht eine reellwertige Kapazitat zur Verfiigung, die iiber N Pe-
rioden verbraucht werden muss. Dabei gibt es eine untere und eine obere Schranke
fiir die Menge, die zu einem Zeitpunkt eingesetzt werden darf. Der jeweilige Ge-
winn zu einem Zeitpunkt ist abhéngig von der eingesetzten Menge und der Hohe
des aktuellen Angebotes. Die Kapazitéit soll unter dem Ziel der Maximierung des
Gesamtgewinns aufgeteilt werden.

Dieses Modell findet z.B. Anwendung in Energiemérkten und ist unter dem Na-
men Swing Option bekannt. Swing Optionen gibt es in vielfaltigen Ausgestaltungen.
Der Halter einer Swing Option hat das Recht zu bestimmten Zeitpunkten und zu
einem festen Preis eine variable Menge Energie zu kaufen. Mit dieser Option wird
den Anforderungen von Industriekunden Rechnung getragen. Diese konnen héufig
ihren zukiinftigen Verbrauch nicht exakt vorherbestimmen. Um das Risiko der Opti-
on aufzuteilen, gibt es Restriktionen. So gibt es zu jedem Zeitpunkt eine untere und
eine obere Schranke fiir die gekaufte Menge Energie. Zudem gibt es Schranken fiir
die Gesamtmenge an Energie bis zum Ende der Laufzeit. Eine Ubersicht iiber die
Eigenschaften von Energiemérkten und die dort verwendeten Derivate geben z.B.
Burger et al. (2008).

In der Literatur finden sich sehr unterschiedliche Modelle von Swing Optionen.
Sie werden oft auch einfach als multiple optimale Stoppprobleme eingefiihrt. Wir
unterscheiden jedoch zwischen beiden Problemstellungen und untersuchen diese mit
dem Entscheidungskriterium der Maximierung des erwarteten Nutzens des Gesamt-
gewinns fiir eine (monoton wachsende) Nutzenfunktion. Ziel ist es also, unter allen
zuldssigen Strategien diejenige zu finden, die den erwarteten Nutzen maximiert.

Fiir unsere Analyse verwenden wir zwei Typen von Nutzenfunktionen. Unter ei-
ner linearen Nutzenfunktion ist es das Ziel, den erwarteten Gesamtgewinn zu maxi-
mieren. Dies entspricht dem Fall eines risikoneutralen Entscheiders. Die realistischere
Annahme ist ein risikoaverser Entscheider. Dieser zieht eine feste Zahlung einer zu-
falligen Zahlung mit gleichem Erwartungswert vor. Seine Risikoaversion wird durch
eine konkave Nutzenfunktion widergespiegelt. Die Maximierung des erwarteten Nut-
zens unter einer nichtlinearen Nutzenfunktion wurde schon fiir viele Entscheidungs-
probleme betrachtet, z.B. fiir einfache optimale Stoppprobleme, siehe Miiller (2000)
und Hall et al. (1979) oder im Ertragsmanagement, siche Barz (2007). Multiple op-
timale Stoppprobleme wurden bisher noch nicht unter diesem Kriterium genauer
analysiert.

Wir formulieren in den ersten beiden Kapiteln unser Modell im Fall eines risi-
koneutralen Entscheiders als einen Markovschen Entscheidungsprozess (kurz MDP)
und im Fall eines risikoaversen Entscheiders als einen risikosensitiven MDP. Zudem
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zeigen wir, dass man die Entscheidungsprobleme durch Riickwartsinduktion losen
kann und so eine optimale Strategie erhalt.

In den beiden folgenden Kapiteln beschiftigen wir uns mit der Struktur der opti-
malen Strategie im risikoneutralen und im risikosensitiven Modell.

Wir geben nun eine Ubersicht {iber den Aufbau der Arbeit.

In Kapitel 1 werden die notigen Grundlagen fiir die Analyse der Modelle
bereitgestellt. Nachdem wir im ersten Abschnitt zunéchst den Begriff des Sicher-
heitséquivalents einfithren und begriinden, warum wir uns nur auf die beiden oben
genannten Nutzenfunktionen beschrinken, geben wir im zweiten Abschnitt einen
Uberblick iiber die Theorie Markovscher Entscheidungsprozesse. Wir benutzen da-
bei weitgehend die Notation von Béuerle und Rieder (2011). MDPs werden bei
der Modellierung einer Vielzahl von Anwendungen in unterschiedlichen Gebieten
wie Operations Research, Finance und Okologie verwendet. Die Entwicklung der
Theorie Markovscher Entscheidungsprozesse begann mit Bellman (1957). Wichtige
Beitréige lieferten im Folgenden Hinderer (1970), Bertsekas und Shreve (1978) und
Dynkin und Yushkevich (1979).

Im dritten Abschnitt betrachten wir risikosensitive MDPs mit exponentieller
Nutzenfunktion. Diese wurden von Howard und Matheson (1972) eingefiihrt. In der
Literatur werden am héufigsten zeitlich additive Nutzenfunktionen betrachtet. Die
zugehorigen MDPs sind aber formal dquivalent zu risikoneutralen MDPs, bei denen
der Einstufengewinn der Nutzen des Gewinns ist. Zudem sind Nutzenfunktionen die-
ser Art oft unrealistisch bei Entscheidungsproblemen mit kurzer Laufzeit. In solchen
Féllen wird sich der Entscheider eher fiir den Gesamtgewinn interessieren und den
erwarteten Nutzen des Gesamtgewinns maximieren wollen. Kreps (1977a,b, 1978)
untersucht risikosensitive MDPs mit allgemeiner Nutzenfunktion, allerdings nur auf
abzéhlbaren Zustandsrdumen und endlichen Aktionenrdumen. Entscheidend fiir die
Analyse von risikosensitiven MDPs auf allgemeine Zustandsrdumen ist der Struk-
tursatz von Porteus (1975). Dieser gibt Bedingungen an den Entscheidungsprozess
an, unter denen die Wertiteration gilt und eine optimale Strategie existiert.

Wir werden die Theorie fiir MDPs mit exponentieller Nutzenfunktion analog zur
Einfiihrung von risikoneutralen MDPs systematisch aufbauen. Zudem werden wir
fiir unsere Aussagen wichtige Klassen von risikosensitiven MDPs mit exponentieller
Nutzenfunktion angeben, die dem Struktursatz geniigen.

Im letzten Abschnitt verallgemeinern wir die bisherige Definition einer Strategie.
Eine Entscheidung zu einem beliebigen Zeitpunkt war nur vom aktuellen Zustand
abhéangig. Wir betrachten nun allgemeine Strategien, die auch von der kompletten
Vergangenheit aus Zustdnden und gewédhlten Aktionen abhéngig sein kénnen. Im
Fall von risikoneutralen MDPs wurde schon gezeigt, dass allgemeine Strategien den
maximalen erwarteten Gesamtgewinn nicht verbessern (siehe z.B. Hinderer (1970)
oder Bertsekas und Shreve (1978)). Bei risikosensitiven MDPs gilt dies im Allge-
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meinen nicht. Wenn die Nutzenfunktion nicht separabel ist, hédngt die Priferenz zu
einem bestimmten Zeitpunkt von den in der Vergangenheit erzielten Gewinnen ab.
Wir konnen jedoch zeigen, dass sich bei risikosensitiven MDPs mit exponentieller
Nutzenfunktion der maximale erwartete Nutzen nicht &ndert, wenn man allgemeine
Strategien zuldsst. Dieses Ergebnis rechtfertigt, dass wir nur Entscheidungen be-
trachten, die vom aktuellen Zustand abhangen.

In Kapitel 2 formulieren wir unser Modell einer Swing Option als einen risi-
koneutralen MDP bzw. als einen risikosensitiven MDP. Die Angebote nehmen nur
positive Werte an und die Schranken fiir die zuldssige Menge a in einem Zeitpunkt
seien normalisiert, d.h. a sei [0, 1]-wertig. Diese Einschrankung ist nicht wesentlich,
denn wir sind nur an der Struktur der Lésung interessiert. Wir zeigen, dass die Struk-
tursétze unter schwachen Voraussetzungen an die Folge (X;);—1, .~ gelten. In diesem
Fall gilt also die Wertiteration und es gibt eine optimale Strategie. Zudem werden
wir einige elementare Figenschaften der Wertfunktion beweisen, wie Konvexitéit in
der Hohe des Angebotes und Konkavitat in der Kapazitét.

In der Praxis ist es leider nicht immer einfach, die Wertfunktion einer Swing
Option zu berechnen, weil hdufig ein multidimensionaler Preisprozess zugrunde liegt.
Es gibt verschiedene Ansétze, um zu einer Approximation durch Simulation zu ge-
langen. Meinshausen und Hambly (2004) und Bender (2011) approximieren z.B. die
Wertfunktion mittels Regression, um eine untere Schranke zu erhalten. Diese Metho-
de wurde schon von Longstaff und Schwartz (2001), Tsitsiklis und Van Roy (2001)
und Carriére (1996) zur Bewertung von Amerikanischen Optionen benutzt. Die opti-
male Strategie fiir die Approximationen muss aber nicht der tatséchlichen optimalen
Strategie entsprechen. Daher erhélt man auf diese Weise eine untere Schranke fiir die
Wertfunktion. Fiir eine obere Schranke nutzen sie den dualen Ansatz, bei dem tiber
einen Raum von Martingalen minimiert wird. Durch ein approximierendes Martin-
gal erhalten sie eine obere Schranke fiir die Wertfunktion. Der duale Ansatz geht
auf Rogers (2002) und Haugh und Kogan (2004) zuriick. Ibanez (2004) hingegen
nutzt ein anderes Verfahren, um die Wertfunktion anzunahern. Er approximiert die
optimalen Ausiibungsschranken und fithrt dann eine Monte-Carlo Simulation durch.
Jaillet et al. (2004) verwenden Trinomial-Bédume, um den Wert der Swing Option
ZUu approximieren.

In Kapitel 3 betrachten wir das risikoneutrale Entscheidungsmodell. Das Ent-
scheidungskriterium ist also die Maximierung des erwarteten Gewinns.

Im ersten Abschnitt untersuchen wir nicht das allgemeine Modell, sondern las-
sen nur zwei Entscheidungen zu. Der Entscheider hat eine gewisse Anzahl an Aus-
iibungsrechten und bestimmt in jeder Periode, ob er ein Recht verwenden méchte,
oder nicht. Nutzt er ein Recht, so ist der Wert des aktuellen Angebotes sein Ge-
winn. Es liegt also ein multiples optimales Stoppproblem vor. Da die Angebote nur
positive Werte annehmen, ist es optimal alle Rechte bis zum Ende der Laufzeit zu
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benutzen. Wir geben eine Lipschitz-Bedingung an die Markovkette (X;);—1__n an,
unter der sogenannte Schwellenwerte existieren. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist
es optimal, ein Recht genau dann auszuiiben, wenn das Angebot oberhalb einer
Schranke liegt. Diese Schranke ist abhéngig von der Periode und der noch verblie-
benen Anzahl an Rechten. Wir werden zeigen, dass die Schwellenwerte monoton in
den Ausiibungsrechten und in der Restlaufzeit sind.

Falls die Angebote unabhéngig und identisch verteilt sind, ist die Existenz von
Schwellenwerten offensichtlich. Die Aussagen iiber die Struktur der Schwellenwer-
te in dieser Situation konnen z.B. aus den Ergebnissen von Derman et al. (1972)
gefolgert werden. Fiir nur ein Ausiibungsrecht ergibt sich ein klassisches optimales
Stoppproblem. Eine Analyse der Schwellenwerte in diesem Fall findet sich z.B. in
Lippman und McCall (1976).

Sind die Angebote nicht unabhéngig, so hat Ibanez (2004) eine Reihe von Bedin-
gungen formuliert, unter denen es Schwellenwerte gibt. Jonsson et al. (2004, 2005)
geben Bedingungen fiir die linksseite Ableitung von monoton fallenden und konve-
xen Gewinnfunktionen bei Amerikanischen Optionen an, so dass es unter gewissen
Annahmen an den Angebotsprozess Schwellenwerte gibt. Wir verdeutlichen die Er-
gebnisse anhand von zwei Beispielen.

Im zweiten Abschnitt betrachten wir das allgemeine Modell, d.h. a ist [0, 1]-
wertig. Unter der Lipschitz-Bedingung an die Folge der Angebote zeigen wir, dass
es bis auf maximal einen Zeitpunkt immer optimal ist, entweder a = 0 oder a = 1
zu wahlen. Die optimale Strategie wird festgelegt durch die Schwellenwerte aus dem
vereinfachten Modell mit nur zwei Entscheidungsmoglichkeiten.

Es ist zwar schon bekannt, dass es bei der Swing Option optimal ist, hochstens
einmal a € (0,1) zu wihlen, siche Bardou et al. (2010). Mithilfe der Lipschitz-
Bedingung erhélt man aber noch zusétzlich eine einfache Struktur der optimalen
Strategie durch die Existenz von Schranken. Auch Ibanez (2004) gibt Bedingungen
an die Folge (X;);=1,. n an, unter denen die optimale Strategie durch Schranken
bestimmt ist. Allerdings benutzt er strengere Voraussetzungen als unsere und ver-
zichtet auf einen Beweis.

Im dritten Abschnitt analysieren wir die optimale Strategie, falls die Laufzeit der
Option gegen unendlich geht. Da die Schwellenwerte die optimale Strategie charak-
terisieren, untersuchen wir hierzu das asymptotische Verhalten der Schwellenwerte.
Insbesondere betrachten wir die Situation, in der der Quotient aus der Anzahl an
Rechten und der Laufzeit gegen a € (0, 1) konvergiert. Fiir den Fall unabhéngig und
identisch verteilter Angebote wurde dies schon von Derman et al. (1972) untersucht.
Sie haben gezeigt, dass der Grenzwert das (1 — «)-Quantil der Verteilungsfunktion
der Angebote ist. Wir konnen dieses Resultat auf Markovketten verallgemeinern.
Zudem bestimmen wir den Grenzwert der Schwellenwerte fiir festes £ € N und
fiir den Fall, dass der Quotient aus der Anzahl an Rechten und der Laufzeit gegen
eins konvergiert. Mithilfe von zwei Beispielen werden die Ergebnisse veranschaulicht.
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In Kapitel 4 untersuchen wir das risikosensitive Entscheidungsmodell mit ex-
ponentieller Nutzenfunktion. Der Entscheider mochte also den erwarteten Nutzen
des Gesamtgewinns maximieren.

Im ersten Abschnitt beschrianken wir uns, wie schon in Kapitel 3, auf den Fall
eines multiplen optimalen Stoppproblems. Fiir unabhéngig und identisch verteilte
Angebote zeigen wir, dass die Schwellenwerte, wie im risikoneutralen Modell, mono-
ton in der Anzahl der Rechte und in der Restlaufzeit sind. Anschlieffend untersuchen
wir, wie die Risikoneigung des Entscheiders die optimale Strategie beeinflusst. Fiir
den Fall eines einfachen optimalen Stoppproblems wurde diese Fragestellung schon
von Miiller (2000) und Hall et al. (1979) bearbeitet. Es stellt sich heraus, dass je
grofer die Risikoaversion des Entscheiders ist, desto selektiver ist er.

Wenn die Unabhéngigkeitsannahme fallengelassen wird, stellt sich wieder die
Frage nach der Existenz von Schwellenwerten. Zumindest fiir den Fall von nur einem
Recht finden wir eine einfache Bedingung an die Markovkette, die Schwellenwerte
garantiert. Wir illustrieren die Ergebnisse anhand eines Beispiels.

Im zweiten Abschnitt betrachten wir das allgemeine Modell mit a € [0, 1] fiir
unabhéangig und identisch verteilte Angebote. Wir zeigen, dass die optimale Ent-
scheidung monoton in der Hohe des Angebotes und in der verfiigharen Kapazitéit
ist. Zudem gibt es Angebote, so dass es optimal ist, die Randwerte a = 1 bzw.
a = 0 zu wihlen. Weiterhin untersuchen wir wieder die Auswirkungen von Ande-
rungen im Grad der Risikoaversion auf die optimale Strategie und veranschaulichen
die Ergebnisse des Abschnittes mit einem Beispiel.



Kapitel 1.

Markovsche
Entscheidungsprozesse

1.1. Risiko-Sensitivitat

Ein Entscheider, der seinen erwarteten Nutzen maximieren soll, hat eine bestimmte
Risikoneigung. Wir gehen davon aus, dass hohere Auszahlungen zu einem grofse-
ren Nutzen fithren, also dass seine Risikopraferenz durch eine monoton wachsen-
de Nutzenfunktion widergegeben werden kann (siche Neumann und Morgenstern,
1944). Ein wichtiges Konzept, um die Risikobereitschaft des Entscheiders einordnen
zu konnen, ist das Sicherheitsdaquivalent. Wenn wir annehmen, dass der Entscheider
wahlen kann, ob er einen festen Wert z erhélt oder die Realisation einer Zufallsvaria-
ble X, dann ist das Sicherheitsdquivalent derjenige Wert z, so dass der Entscheider
indifferent zwischen beiden Moglichkeiten ist. Fiir diesen Wert z gilt dann

FEu(X) = u(x).
Das Sicherheitsdquivalent ist also definiert durch
T =u"FEu(X).

Wenn der Entscheider risikoavers ist, ist die Nutzenfunktion konkav und es gilt nach
der Jensen-Ungleichung
u(EX) > Fu(X) = u(z). (1.1)

Die erwartete Auszahlung FX wird also der zufélligen Auszahlung X vorgezogen
und es gilt z < FX, da v monoton wachsend ist.

Wir betrachten die Situation, in der der Entscheider bereit ist, die sogenannte
“Delta-Eigenschaft” zu akzeptieren. D.h., wenn wir X um A erhoht wird, dass dann
auch das Sicherheitsdquivalent um A steigt. Es gilt also

ut (Bu(X +A)) =7+ A.

Fiir den Fall einer exponentiellen Nutzenfunktion u(s) = —exp(—as), a > 0, eines
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risikoaversen Entscheiders ist die Delta-Eigenschaft erfiillt, denn es gilt

ut (Bu(X 4+ A)) =u (Bu(X) - u(A))
u™ (Bu(X)) +u (u(A))

=7+ A.

Raiffa (1968) hat gezeigt, dass eine Nutzenfunktion wu, die die Delta-Eigenschaft
erfiillt, entweder linear oder exponentiell ist. Falls ein Entscheider eine lineare Nut-
zenfunktion hat, so ist er risikoneutral und es gilt Gleichheit in (1.1).

Fiir den Gesamtgewinn einer Folge von Zufallsvariablen bedeutet die Delta-
Eigenschaft, dass das Sicherheitsdquivalent fiir den erwarteten Gewinn in der Zu-
kunft unabhéngig von den bisher erzielten Gewinnen ist. Das fiihrt letztlich dazu,
dass das Prinzip der Riickwértsinduktion bei der Suche nach optimalen Entscheidun-
gen anwendbar ist. Dies wurde schon von Howard und Matheson (1972) festgestellt.

Fiir allgemeine Nutzenfunktionen miisste man hierfiir den Zustandsraum kiinst-
lich um den bisher erzielten Gewinn vergrofern (siehe Porteus (1975) und White
(1987)). Explizite Berechnungen sind dann allerdings unmoglich. Deshalb wollen
wir uns hier auf lineare und exponentielle Nutzenfunktionen beschrinken, wenn wir
den erwarteten Nutzen einer Folge zufélliger Gewinne betrachten.

1.2. Klassische MDPs

Wir betrachten zunédchst den Fall einer linearen Nutzenfunktion und eines risiko-
neutralen Entscheiders. Da wir unser Modell als einen Markovschen Entscheidungs-
prozess formulieren wollen, geben wir zuerst einen Uberblick iiber die Theorie Mar-
kovscher Entscheidungsprozesse, in deren Mittelpunkt der Struktursatz steht. Wir
halten uns dabei im Wesentlichen an die Darstellung in Béuerle und Rieder (2011).

Ein Markovscher Entscheidungsprozess ist ein Modell zur Beschreibung eines
Systems, das durch sequentielle Entscheidungen gesteuert werden kann. Die Ent-
wicklung des Systems wird als markovsch angenommen. Der Entscheider wihlt zu
jedem Zeitpunkt eine zuldssige Aktion und anschlielend &ndert sich der Zustand des
Systems gemaéfs einer stochastischen Verteilung. Fiir jede Aktion erzielt man abhéan-
gig vom aktuellen Zustand einen bestimmten Gewinn. Das Ziel ist es, das System
so zu kontrollieren, dass der erwartete Gesamtgewinn maximal wird.

Definition 1.2.1. Ein Markovscher Entscheidungsprozess (MDP) mit Pla-
nungshorizont N ist ein Tupel (S, A, D,Q,r,Vy) mit folgender Bedeutung:

1. S und A seien beliebige nichtleere Mengen, versehen mit o-Algebren S und A.
S wird Zustandsraum genannt und A Aktionenraum.

2. D C SxA sei eine bzgl. der Produkt-o-Algebra S ® A messbare Teilmenge von
S x A und soll den Graphen einer messbaren Abbildung f: S — A enthalten,
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d.h. (s, f(s)) € D fir alle s € S. Es sei D(s) :=={a € A : (s,a) € D} der
s-Schnitt von D. D(s) ist die Menge der in s zuldssigen Aktionen.

3. Q ist ein Ubergangskern von D nach S, d.h. fiir jedes B € S ist B +— Q(s,a, B)
ein WahrscheinlichkeitsmafS fir alle (s,a) € D und (s,a) — Q(s,a, B) ist
messbar fir alle B € S.

4. r: D — R ist eine messbare Funktion und wird als Einstufengewinnfunk-
tion bezeichnet.

5. Vo : S — R st eine messbare Funktion und heifit terminale Gewinnfunkti-
on.

Bemerkung 1.2.2. Der MDP, den wir definiert haben, ist ein stationdrer Ent-
scheidungsprozess. Man kann auch einen nicht-stationdren MDP definieren. Dazu
wird die Menge der zuldssigen Aktionen D,,, der Ubergangskern Q,, und der Ein-
stufengewinn r, jeweils abhingig von n € {0,..., N — 1} gewdhlt. Finen Diskon-
tierungsfaktor B > 0 fir den Gewinn r erhdalt man, indem man einfach r,(s,a) =
B'r(s,a), (s,a) € D,, setzt. Bei einem allgemeinen nicht-stationdren MDP gelten
analoge Resultate wie fiir die stationdren MDPs, siehe Bduerle und Rieder (2011).
Man muss allerdings, wegen der Abhdngigkeit von n, von der in diesem Kapitel ge-
wdhlten Notation abweichen und die von Bduerle und Rieder benutzen. Wir begniigen
uns der Ubersichtlichkeit halber mit der obigen Definition eines MDPs.

Die Strategie des Entscheiders besteht aus den Aktionen, die zu den einzelnen
Zeitpunkten gewéhlt werden. Die Wahl der Aktion ist vom aktuellen Zustand und
Zeitpunkt abhangig.

Definition 1.2.3.

a) Eine messbare Funktion f: S — A mit f(s) € D(s) fir alle s € S heifit
Entscheidungsregel. F' sei die Menge aller Entscheidungsregeln.

b) Eine Folge © = (fo,..., fv-1) € FN bezeichnen wir als N-stufige Politik
(Strategie).

Wir wollen den erwarteten Gewinn einer Politik definieren und miissen dafiir
einen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum angeben. Wir wéhlen die kanoni-
sche Konstruktion mit

N+1
Q=89 F=@RSs.
k=1
Die zufalligen Zustinde Xg, X1, ..., X,, werden als Projektionszufallsvariablen defi-
niert, d.h. fir w = (sg, $1,...,5y) € Q setzen wir

Xn(w) = X, ((S0, 81, -+, Sn)) = Sn.
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Zu gegebenem Startzustand s € S und Politik 7 = (fo, ..., fy_1) konnen wir mit
Hilfe des Satzes von Ionescu-Tulcea (sieche Klenke, 2008, Satz 14.32) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf PT auf (2, F) konstruieren, indem wir

i) PT(Xo € B) = 1p(s) und
i) PF( X1 € B| Xy, X1, ..., Xo) = PT(X,11 € Bl X,) = Q(X,, f(X,), B)

S S

setzen. Dabei ist @ der Ubergangskern des MDP. Fiir P* und By, By,..., B, € S
gilt dann nach dem Satz von lonescu-Tulcea

P™(X, € By, X € Bs, ..., X, € By)
/ /]lBl 1) 1p,(sn) Q(sn—1, fu-1(Sn-1),dsn) - - - Q(s, fo(s), ds1).

Wir schreiben ET fiir den Erwartungswert bzgl. PT. Um den erwarteten Gesamtge-
winn einer Politik definieren zu konnen, miissen wir die Existenz aller vorkommenden
Erwartungswerte garantieren. Wir bendtigen dazu die folgenden Annahmen.

Annahme (Ayn). Firn=0,...,N gelte

n—1
On(s) := sup ET (Zr+ X, fro(Xy) ) +V0+(Xn)> <00, s€NS.
k=0

TeEF™

Unter der Annahme (Ay) kénnen wir den erwarteten Gesamtgewinn einer Poli-
tik und das Optimierungsproblem formulieren. Fiir n = 0,1, ..., N und eine Politik

m = (f(], f17 ey fol) sei

n—1
(ZT anfk Xk +‘/0(Xn>>7 SESu
k=0

der erwartete Gesamtgewinn tiber n Perioden bei Start in s und Verwendung von
Politik m. Die Wertfunktion V,, ist defniert als

Va(s) = sup Vir(s), s € S.

TEF™

V. (s) ist der mazimale erwartete Gesamtgewinn iber n Perioden bei Start in s. Die
Funktionen V,,, und V,, sind wohldefiniert, da

Vnw(s) < Vn(s) < 671(5) < oo, §E S.

Eine Politik 7 € FY heift optimal, falls Vi, (s) = Vi(s) fiir alle s € S. Wir geben
nun eine Bedingung an, unter der Annahme (Ay) gilt.

10
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Definition 1.2.4. Eine messbare Funktion b: S — [0,00) heiffit Schrankenfunk-
tion fir ein MDP, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

a) rt(s,a) <c-b(s) fir alle (s,a) € D.
b) Vi (s) <c-b(s) firalles€S.
¢) [b(s)Q(s,a,ds") <c-b(s) fiiralle (s,a) € D.

Bemerkung 1.2.5. Sind r und Vi beschrinkt, so ist offensichtlich b = 1 eine
Schrankenfunktion.

Falls ein MDP eine Schrankenfunktion b hat, so ist die Existenz von V,,, und
V, fir alle n = 0,1,..., N gesichert. Wir definieren fir v € M(S) := {v: S —
[—00,00) : v ist messbar} die gewichtete Supremumsnorm

()
Vllp := SUu
Joll = sup

und
By :={v e M(S) :||v]| < co}.

Dann gilt folgendes Resultat (siehe Bauerle und Rieder, 2011, Prop. 2.4.2).

Satz 1.2.6. Besitzt ein MDP eine Schrankenfunktion b, so ist 0, € By fir alle
n=20,1,...,N und die Annahme (Ay) gilt.

Wir definieren nun folgende Operatoren, um die rekursive Natur des Problems
anschaulich darstellen zu kénnen.

Definition 1.2.7.

a) Firve M(S) sei

(Lv)(s, a) := r(s, a) +/v(s’)Q(s,a,ds’), (s,a) € D,
falls das Integral existert.
b) Firve M(S) und f € F sei
(Uyv)(s) = (Lv)(s, f(5)), s € 5.
¢) Firve M(S) set

(Uv)(s) :== sup (Lv)(s,a), s€S.

a€D(s)

11
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Bemerkung 1.2.8.

a) Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir im Folgenden die Klammer bei
den Operatoren weg und schreiben Uv(s) statt (Uv)(s). Wenn wir eine Folge
von Operatoren haben, schreiben wir UUv(s) anstelle von (U(Uwv))(s). Die
gleiche Konvention gilt auch fiir die anderen Operatoren.

b) Es gilt Uv(s) = sup,ep(s) Lv(s,a) = sup;ep Usv(s), s € S,

c) Upv € M(S), aber allgemein gilt Uv ¢ M (S), da das Supremum iberabzihlbar
vieler messbarer Funktionen nicht messbar sein muss.

Der erwartete Gewinn unter Verwendung einer Politik 7 = (fo, f1,..., fn_1)
kann rekursiv mit Hilfe der Operatoren Uy berechnet werden (siehe Bauerle und
Rieder, 2011, Theorem 2.3.4).

Satz 1.2.9 (Gewinniteration). Unter der Annahme (Ay) gilt:

a) Fir f € F gilt
Vip =UiWo.

b) Firn>2, 0= (0g,01,...,00_2) € F"! gilt

Vn(f,o) = Uan—l,a-

C) Fiirm= (anfla---;fN—l) gllt

VNW = UfOUfl o 'UfN71‘/O'

Eine wichtige Rolle bei der Suche nach der optimalen Strategie spielen die Ma-
Ximisatoren.

Definition 1.2.10. Sei v € M(S). Eine Entscheidungsregel f € F heifst Maxi-
misator von v, falls Uv = Uyv, d.h. fir jedes s € S ist f(s) Mazimumstelle von
a— Lvu(s,a).

Wir wollen Voraussetzungen dafiir finden, dass man in Analogie zur Gewinn-
iteration V,, mit Hilfe des Operators U berechnen kann. Wie aus Bemerkung 1.2.8
folgt, ist es jedoch moglich, dass V,, nicht messbar ist. Dies wére aber die minimale
Voraussetzung dafiir, dass man V,, durch sukzessive Anwendung des Operator U
erhélt. Aufserdem muss es keinen Maximisator von V,, geben. Bei explizit gegebenen
Problemen sind diese Eigenschaften jedoch oft leicht nachzuweisen. Wir werden des-
halb zunéchst annehmen, dass eine solche Struktur existiert und spater zwei Fille
diskutieren, in denen eine solche Struktur gegeben ist.

12
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Annahme (SAy). Es gebe eine Menge M C M(S) von messbaren Funktionen
v: S — [—00,00) und eine Menge A C F von Entscheidungsregeln, so dass:

i) Vo e M.
ii) Istv € M, soist Uv € M.
iii) Fir alle v € M existiert ein Mazimisator f € A.

Der néchste Satz (sieche Béuerle und Rieder, 2011, Theorem 2.3.8) sagt aus,
dass das N-stufige Optimierungsproblem durch Riickwértsinduktion gelost werden
kann, indem N einstufige Optimierungsprobleme gelost werden. Der Satz ist als
Struktursatz bekannt. Die rekursiven Gleichungen V,, = UV,,_; heifen Bellman-
Gleichungen.

Satz 1.2.11 (Struktursatz). Es gelten (Ax) und (SAy). Dann gilt:

a) Vi, € M und es gilt die Wertiteration, d.h.
V,=UV,_1, n=1,...,N, also
Va(s) = sup {r(s,a) —|—/Vn1(s’)Q(s,a, ds/)}, seS.

a€D(s)

b) V, = UV,

c) Firn=0,...,N—1 existiert ein Mazimisator f,.1 von V,, mit f,.1 € A und
die Politik 7 = (fn, ..., f1) ist optimal fir den N-stufigen MDP.

Bemerkung 1.2.12. Die Nummerierung der Mazimisatoren richtet sich nach den
Wertfunktionen V,,. f, ist als Maximisator von V,,_1 die Lésung des n-ten Opti-
mierungsproblems. Fir den erwarteten Gewinn unter der optimalen Politik " =

(fny---, J1) gilt dann

VN(S) = Vg (S) = E:* (Z T(Xk, fN—k(Xk>) + %(XN)> , sES.

k=0

Wir kommen nun zu zwei wichtigen Klassen von MDPs, fiir die der Struktursatz
gilt. Zuerst betrachten wir stetige MDPs (siehe Béuerle und Rieder, 2011, Theorem
2.4.10). Fiir die Definition der Stetigkeit von mengenwertigen Abbildungen siehe
Definition A.2.1 in Béuerle und Rieder (2011).

Satz 1.2.13 (Stetige MDPs).
Gegeben sei ein MDP mit Schrankenfunktion b und es gelte:

i) D(s) ist kompakt fir alle s € S und s — D(s) ist stetig.

13
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ii) (s,a) — Lv(s,a) ist stetig fir alle stetigen v € By,
iii) s+ Vo(s) ist stetig.
Dann gelten (Ay) und (SAy) mit M = {v € B, : v stetig} und A := F. Ist der

Maximisator von V,, eindeutig, so ist er stetig.

Wir nehmen nun an, dass S C R und A C R™ mit der {iblichen Halbordnungs-
relation versehen sind. Fiir x = (21,...,74)T € R?und y = (y1,...,9a)7 € R? gelte
also

x<y&eglyfiri=1,...,d.

Damit ldsst sich der folgende Satz tiber monotone MDPs formulieren (siche Béuerle
und Rieder, 2011, Theorem 2.4.14).

Satz 1.2.14 (Monotone MDPs).
Gegeben sei ein MDP mit Schrankenfunktion b und es gelte:

i) s — D(s) ist monoton wachsend, d.h. fir s < s gilt D(s) C D(s).

ii) (s,a) — Lv(s,a) ist monoton wachsend fir alle monoton wachsenden Funk-
tionen v.

iii) s+ Vo(s) ist monoton wachsend.

i) Fir alle monoton wachsenden Funktionen v € By, ezistiert ein Mazimisator
fekF.

Dann gelten (Ay) und (SAyx) mit M := {v € B, : v monoton wachsend} und
A:=F.

Es gibt noch weitere Struktursitze fiir konvexe und konkave MDPs, die wir
aber in der Arbeit nicht benotigen. Da wir uns intensiv mit der Frage nach der
Monotonie der Maximisatoren beschéftigen werden, geben wir einen Satz an, der
diese garantiert. Dafiir brauchen wir zunéchst die folgenden Definitionen.

Definition 1.2.15. Fine Menge D C S x A heifit vollstindig monoton, falls fir
alle (s',a), (s,a’) € D mit s < ', a <d gilt, dass auch (s,a) € D und (s',a') € D.

Definition 1.2.16. Fir x,y € R sei

x Ay = (min{xy, 11}, ..., min{zg, yq4}) und
xVy := (max{zi,y1},..., max{zy, yq}).

FEine Funktion heifst supermodular, falls

f&) + fy) < f(xAy)+ f(xVy), firalex,y € R%.

14
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Bemerkung 1.2.17. Fine Funktion ist supermodular g.d.w (z;,x;) — f(x) super-
modular ist fiir alle i # j. Deshalb ist f supermodular g.d.w.

EAO .. d - - . i
AJALf(x) >0, fiir allex € R, 4,5 € {1,...,d}, i # j, €,0 >0,
wobei AS f(x) = f(x + ee;) — f(x). Man beachte, dass fir f: R* — R gilt:
ATAYf(x) = flz1 + e 32+ 0) — fzr, 22+ 6) — (21 + &, 22) + [f(21,32).
Eine supermodulare Funktion hat also wachsende Differenzen.

Als hinreichende Bedingung fiir die Monotonie eines Maximisators stellt sich
nun die Supermodularitét von (s,a) — Lv(s,a) heraus (siche Béuerle und Rieder,
2011, Theorem 2.4.16).

Satz 1.2.18. Sei v € B, und D*(s) := {a € D(s) : Lv(s,a) = Uv(s)}. Aufierdem
gelte:

i) D ist vollstindig monoton.
i) Lo ist supermodular auf D.

iii) Es existiert ein grofster Maximisator f* von Lv, d.h. fir alle s € S gilt: Es
gibt kein a € D*(s) mit a > f*(s), a # f*(s).

Dann ist f* monoton wachsend.

Die Bedeutung von Supermodularitét fiir die Existenz von monotonen Maximi-
satoren wurde von Topkis (1978) erkannt. Allgemeine Bedingungen fiir die Existenz
von monotonen Maximisatoren fir MDPs mit einem Aktionenraum, der nur aus
zwei Elementen besteht, geben Altman und Stidham (1995). In Heyman und Sobel
(1984), Kapitel 8, finden sich einige Beispiele zu monotonen Maximisatoren.

1.3. MDPs mit exponentieller Nutzenfunktion

Ausgehend von einem MDP (S, A, D, Q,r, V) betrachten wir nun nicht mehr den
erwarteten Gewinn einer Strategie, sondern den erwarteten Nutzen unter einer ex-
ponentiellen Nutzenfunktion

u(s) = —exp(—as), a > 0.

Es ist also ein risikoaverser Entscheider mit Nutzenfunktion u gegeben, der eine
optimale Politik sucht, um seinen Nutzen zu maximieren. Im Folgenden wollen wir
Strukturaussagen fiir dieses Modell herleiten, die ahnlich zu denen des risikoneutra-
len Modells sind. Aufgrund der Beschrianktheit von « brauchen wir in diesem Modell

15
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keine nichttriviale Schrankenfunktion damit alle auftretenden Erwartungswerte de-
finiert sind. Sei dazu firn =0,..., N

n—1
Oy (s) :=sup EJu (ZT X, [u(X1)) + Vo(Xn)> , SES.

k=0

Aus der Jensen-Ungleichung folgt fiir alle s € S

5%(s) < supu ( (nzr X, fe( X)) + V(J(Xn)>>

™

<0

und damit sind alle vorkommenden Erwartungswerte endlich.
Wir definieren den erwarteten Nutzen einer Politik. Fiir n = 0,..., N und eine
Politik 7 = (fo, ..., fu_1) sei

Vin(s) == Elu (Z (X, fu(Xe)) + Vo(Xn)) ., s€ES.

V¥ (s) ist der erwartete Nutzen iiber n Perioden bei Start in s und Verwendung von
Politik w. Die Wertfunktion V' ist definiert als

Vi(s) = sup Vi(s), s€S.

reFN
V® und V! sind wohldefniert, weil V! (s) < V%(s) < 6%(s) < 0, s € S. Eine
Strategie m € FV heifit optimal, falls V¥ (s) = (s) fir alle s € S.

Bemerkung 1.3.1. Wir kénnen auch einen allgemeinen nicht-stationdren MDP
betrachten (siche Bemerkung 1.2.2). Die nachfolgenden Resultate konnen leicht ver-
allgemeinert werden.

Auch in diesem Modell kann man eine Gewinniteration und Wertiteration zei-
gen. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir die folgenden Operatoren. Siehe
Bemerkung 1.2.8 bzgl. der Schreibweise der Operatoren.

Definition 1.3.2.

a) Firve M(S) sei

L*v(s,a) = —u(r(s,a)) - /v(s') Q(s,a,ds"), (s,a) € D,

falls das Integral existiert.

16
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b) Firve M(S) und f € I sei

Ufv(s) = L"v(s, f(s)), s € S.

c) Firve M(S) sei

Utv(s) = sup L"(s,a), s € S.

a€D(s)

Die Operatoren Uy kénnen zur rekursiven Berechnung des erwarteten Nutzens
einer Politik verwendet werden.

Satz 1.3.3 (Gewinniteration).

a) Fir f € F gilt
Vig = UV

b) Firn>2, 0= (00,01,...,00_2) € F" ! gilt
(o) = UpVaii,
c) Firm=(fo, f1,---, [n-1) gilt
Ve =Us U - Up V"
Beweis.
a) Sei s € S. Wegen V'(s) = u(VO(s)) gilt
Vij(s) = Efu(r(s, f(s)) + Vo(X1))
= —u(r (s 16D - [ ulTis0) Qs S(5). )
= UFVi'(s)-

b) Fir n > 2 sei nun 7 = (f,09,...,0,_2) € F"™. Dann gilt fiir s € S

n—1
Vor(s) = Efu ('f’ )+ > (X onoa(X0)) + ‘/o(Xn))
k=1

[y

n—

u T’(Xk,O'kfl(Xk)) —|—VE) ) ‘Xll

— —u(r(s, () - ETET

—_

n—

= —u(r(s, f(s))) - /Eé’lu ( r(Xk, 01 (X)) + Vo(Xn1)> Q(s, f(s), ds1)

k=0

17
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- —u(r(s,f(s)))—/vn“1,0(51)Q(5,f(s),d51)
= UiV, 1 ,(s).

c) Die Behauptung folgt aus b) mittels Induktion.
]

Wie im riskoneutralen Modell sind die Maximisatoren wesentlich fiir die Be-
stimmung einer optimalen Strategie.

Definition 1.3.4. Sei v € M(S). Eine Entscheidungsregel f € F heifst Maximi-
sator von v bzgl. u, falls U'v = Upv, d.h. fir jedes s € S ist f(s) Mazimumstelle
von a +— L"v(s,a).

Um die Wertiteration zeigen zu konnen, miissen wir wieder eine gewisse Struk-
tur voraussetzen. Damit wird sichergestellt, dass die sukzessive Anwendung von U"
moglich ist und eine optimale Politik existiert.

Annahme (SAY).
Es gebe eine Menge M C M (S) von messbaren Funktionen v: S — [—00,00) und
eine Menge A C F von Entscheidungsregeln, so dass:

i) Vit =u(Vp) € M.
ii) Istv e M, soist U"v € M.
iii) Fir alle v € M existiert ein Maximisator f € A.

Falls die Strukturannahme (SAY) erfiillt ist, gilt auch die Wertiteration. Der
optimale erwartete Nutzen kann in diesem Fall rekursiv durch Anwendung des Ope-
rators U" berechnet werden.

Satz 1.3.5. (Struktursatz)
Es gelte (SAY ). Dann gilt:

a) V' € M und es gilt die Wertiteration, d.h.
Vi=U"V"',, n=1,...,N, also

Vi (s) = Sup) {—u(r(s,a))-/v,f1(5')Q(s,a, ds’)}, ses.

a€D(s

b) Vi = (U")"Vg".

c) Firn =0,...,N — 1 existiert ein Mazimisator f,y1 von V¥ mit f,11 € A
und die Strategie ™ = (fn, ..., f1) ist optimal fir den N-stufigen MDP.
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1.3. MDPs mit exponentieller Nutzenfunktion

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Wertiteration im risikoneutralen Fall.
Man ersetzt einfach die Operatoren Uy und U durch Uy und U* und benutzt die
Gewinniteration. O

Fiir die beiden folgenden Klassen von MDPs gilt, wie im risikoneutralen Fall,
die Wertiteration und es existiert eine optimale Strategie.

Satz 1.3.6 (Stetige MDPs).
Gegeben sei ein MDP und es gelte:

i) D(s) ist kompakt fir alle s € S und s — D(s) ist stetig.

i) (s,a) — L"0(s,a) ist stetig fiir alle stetigen und beschrinkten Funktionen v €

M(S).
iii) s+ V§'(s) ist stetig.

Dann gilt (SAY) mit M = {v € M(S) : v stetig und beschrinkt} und A := F. Ist

der Maximisator von V' eindeutig, so ist er stetig.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis des entsprechenden Resultats fiir
den risikoneutralen Fall (Satz 1.2.13) O

Sei wieder S C R? und A C R™ mit der iiblichen Halbordnungsrelation durch
komponentenweisen Vergleich versehen (siehe Voraussetzungen von Satz 1.2.14).
Dann kann man folgenden Satz iiber Monotone MDPs formulieren.

Satz 1.3.7 (Monotone MDPs).
Gegeben sei ein MDP und es gelte:

i) s — D(s) ist monoton wachsend, d.h. fir s < s gilt D(s) C D(s).

ii) (s,a) — L"v(s,a) ist monoton wachsend fiir alle monoton wachsenden Funk-
tionen v € M(S5).

iii) s+ Vi(s) ist monoton wachsend.

iv) Fir alle monoton wachsenden und beschrinkten Funktionen v € M(S) exis-
tiert ein Maximisator f € F.

Dann gilt (SAY) mit M := {v € M(S) : v monoton wachsend und beschrinkt} und
A:=F.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des entsprechenden Resultats fiir den
risikoneutralen Fall (Satz 1.2.14). O
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Kapitel 1. Markovsche Entscheidungsprozesse

1.4. Allgemeine Politiken

Man kénnte annehmen, dass sich der maximale erwartete Gewinn vergrofert, wenn
die Entscheidungen nicht nur auf Grundlage des aktuellen Zustands getroffen wer-
den, sondern von der kompletten Historie aus Zustéanden und getroffenen Entschei-
dungen abhéngig sein konnen. Wir wollen diesen Fall genauer untersuchen und
zudem auch Randomisieren zulassen. Dabei sind die Entscheidungen Wahrschein-
lichkeitsmake auf dem Aktionenraum. In den beiden betrachteten Modellen kann
man aber den maximalen erwarteten Gesamtgewinn bzw. den maximalen erwarte-
ten Nutzen des Gesamtgewinns in den meisten Féllen dadurch nicht verbessern. Der
wesentliche Grund hierfiir ist, dass der Ubergangskern @ zum Zeitpunkt n nur vom
Zustand s,, und der Aktion a,, abhéingig ist, und nicht von der gesamten Historie.

Zunachst fiihren wir einen verallgemeinerten Begriff der Politik ein. Dazu defi-
nieren wir

Hy:=S und
H,=H, 1 xAxS.

Ein Element h,, = (so, aq, - - ., Sn_1,n_1, Sp) € H, beinhaltet also die Vergangenheit
bis zum Zeitpunkt n.

Definition 1.4.1 (Politik).

a) Ein stochastischer Kern py, von Hy nach A mit der Eigenschaft
,U/k(h'k7D(Sk>> = 17 hk S Hku

heifst Entscheidungsregel zum Zeitpunkt k. Falls py nur von s abhdngt,
heifst u, Markovsche Entscheidungsregel. F, sei die Menge aller Mar-
kovschen Entscheidungsregeln.

b) Eine Folge m = (1o, ..., un—1) heifst N-stufige Politik (Strategie), falls 1
fiir jedes k eine Entscheidungsregel zum Zeitpunkt k ist. w ist eine Markov-
Politik, falls alle p, Markovsche Entscheidungsregeln sind. Dies ist gleichbe-
deutend mit m € FN.

7 ist deterministisch, falls p(hy,da’) = o, (da’), hy € Hy, fir alle k
ein Finpunktmaf auf einem Punkt a(hy) € D(sg) ist. 11 sei die Menge aller
Politiken.

Falls m = (po, - - ., fiv—1) eine deterministische Markov-Politik ist, dann gilt 7 =
(fo,- .., fn—1) fiir geeignete Entscheidungsregeln fi, £k =0,..., N —1. Die Definition
erweitert also die urspriingliche Definition einer Politik. Durch die Verwendung von
allgemeineren Politiken muss auch das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafs

PT angepasst werden. Nach dem Satz von Ionescu-Tulcea gibt es ein eindeutiges
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1.4. Allgemeine Politiken

Wahrscheinlichkeitsmalfs P™ auf H, so dass fiir eine messbare Funktion h: Hy — R
mit [ |h|dPT < oo

/halP7r /// / / (80, a0, S1,- .-, aN—1,5N)
So Ao 4 S1 An_1 Y SN

SN 1, AN— hdSN *UN— l(hN 1, day— 1) /~L0(507dao) Os (dSO)

gilt. Dabei sind Sy, A jeweils Kopien von S und A.

1.4.1. Klassische MDPs

Wir wollen zuerst klassische MDPs betrachten. Der erwartete Gewinn unter der
Strategie m € II bei Start in s ist in diesem Fall gegeben durch

N-1

Vr(s —/ <ZT S, (g +V0(5N)> dPT.

k=0

Die Wertfunktion wird entsprechend definiert als

Vn(s) = sup Vx(s), s € S.

mell

Es ist bekannt, dass es unter den Annahmen (Ay) und (SAy) eine optimale deter-
ministische Markov-Politik 7 = (fx, ..., fi) € 'V gibt, so dass

Vn(s) = VNn(s), s € 5. (1.2)

Fiir einen Beweis siehe Bertsekas und Shreve (1978), Prop. 8.5, oder Hinderer (1970),
Theorem 18.4. Das Resultat findet sich auch in Puterman (1994), Theorem 4.4.2.
Dort werden aber nur abzéhlbare Zustandsrdaume betrachtet. Wir fassen die Aussage
in folgendem Satz zusammen.

Satz 1.4.2. Falls (Ay) und (SAn) gelten, dann gilt:

Vn(s) = sup Vix(s), s € S.

meFN

Damit wurde fiir dieses Modell schon gezeigt, dass es unter der Strukturannah-
me (SAy) geniigt, deterministische Markovsche Entscheidungsregeln zu betrachten,
da sich in diesem Fall die Wertfunktion nicht &ndert, wenn man allgemeinere Poli-
tiken zulésst.
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Kapitel 1. Markovsche Entscheidungsprozesse

1.4.2. MDPs mit exponentieller Nutzenfunktion

Auch bei risikosensitiven MDPs mit exponentieller Nutzenfunktion stellt sich die
Frage, ob sich der Wert der Zielfunktion vergrofert, wenn man allgemeinere Politiken
betrachtet. D.h. Entscheidungen diirfen von der Vergangenheit abhdngen und es
darf randomisiert werden. Wie zuvor wird sich herausstellen, dass dem nicht so ist,
falls die Strukturannahme (SAY%) gilt. In diesem Fall geniigt es deterministische
Markovsche Entscheidungsregeln zu verwenden.

Zunéchst definieren wir den erwarteten Nutzen ab einem Zeitpunkt n bei Vorlie-
gen der Historie h,, € H, unter Anwendung von Politik m = (uo, pt1, ..., un—1) € I1

als
Vit / [ o] [ ( sk,ak>+vo<sN>>
n Y Sni1 AN-1 Y SN k=n

(Sn 1, AN — 1ad5N *UN— 1(hN 1, dan_ 1)

Q(Sn, any dSpy1) « pn(hn, day).

Falls 7 eine Markov-Politik ist, also 7 € FN, hingt V*  von h, nur iiber s, ab.
In diesem Fall schreiben wir Vi, (s,). Bei der Definition ist noch zu beachten,
dass die erste benutzte Entscheidungsregel die n-te Entscheidungsregel der Politik 7
ist. Man betrachtet also nur die Entscheidungsregeln (g, . .., un—_1). Dies ist anders
als in den vorherigen Abschnitten, in denen nur Markovsche Entscheidungsregeln
benutzt wurden.

Da die Gewinne multiplikativ sind, kénnen wir Vy_, - rekursiv berechnen. Es
gilt namlich

Ve () = / u(r(sn, 0)) - / VE (s ms)
n n+1
. Q(5n7 Ap, d5n+1) ,un(hna da/n)

Analog zum risikoneutralen Modell mit allgemeinen Politiken definieren wir die
Wertfunktion durch
Vy(s) =sup Vy, (s), s € S.
mell
Im Folgenden sei nun die Strukturannahme (SAY) erfiillt. Wir haben in Satz
1.3.5 gezeigt, dass es unter den deterministischen Markov-Strategien eine Strategie

= (fn,-.., f1) gibt, so dass

V]%w*(s) = Ssup VNuW(S)a seSs.

TeFN
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1.4. Allgemeine Politiken

Wir wollen nun zeigen, dass fiir die gleiche Strategie 7* auch

Viiae(5) = sup Vi (s) = Vi(s), s € 5,

mell

gilt. Die deterministische Markov-Strategie 7* ist also auch unter allen Politiken aus
IT optimal.

Satz 1.4.3. Falls die Strukturannahme (SAY) erfillt ist, gilt

Vi(s) = sup Vy.(s), s € S.

meFN

Beweis. Wir zeigen, dass es eine deterministische Strategie 7* = (fn,..., f1) gibt
mit
Vi«(s) =sup Vy.(s), s €S.
mell

Fiir eine beliebige Strategie m € II zeigen wir dazu per Induktion fiir alle n =
N —1,...,0, dass
V]\uf—n,ﬂ<hn> S V]\uf—n,ﬂ* (511)

fir alle h,, = (hp_1, Gn_1, $n) € H, gilt. Fiir n = N — 1 gilt

Vig(hn-1) = /

AN_1

—U(T(SN—laaN—l))'/ Vi(sn)

SN
: Q(SNA, an-1, dSN) NNfl(thfla daNfl)

< s {cutrionnana) [ V) Qovoravsds) |

aN_1€AN_1 SN

=U"Vy' (sn-1) = Vs (sn-1),

wobei die letzte Gleichung aus Satz 1.3.5 folgt.
Die Behauptung gelte nun fiir n. Daraus ergibt sich

Vs (b)) = / el (5noty @) - / Ve (o, Gty 50)

Ap—1 n

' Q(Snflu Ap—1, dsn) ,un71<hn717 danfl)
<[ cutrtnan)) [ Vi)
An—l

n

' Q(Snflu Ap—1, dsn) ,un71<hn717 danfl)
< Sug {-U(T’(Snl, anfl)) ! / V]\uffnﬂr* (511) Q(Snflu An—1, dsn)}
ap—1€Ap—1 n

= UUVNufnJr*(SN—l) = VNufnJrl,w*(Sn—l)'
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Kapitel 1. Markovsche Entscheidungsprozesse

Also gilt die Behauptung fiir n — 1 und damit fir alle n € {0,..., N — 1}. Daraus
folgt insbesondere

VNuﬂ(hO) = VNuT((S) S V]%w*(s)
fiir alle hg = s € S. Da 7 beliebig war, ergibt sich

Vi(s) = sup Vi (5) < Vi (9)
S

und wegen IV C 11 folgt

Vi (s) = Viz=(s) = sup Vi (s)

neFN
fiir alle s € S. I

Falls die Strukturannahme (SAY) erfillt ist, geniigt es also deterministische
Markovsche Politiken zu betrachten. Die Wertfunktion &ndert sich in diesem Fall
nicht, wenn man allgemeinere Entscheidungsregeln zulésst.
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Kapitel 2.
Modell

Wir betrachten das folgende Entscheidungsproblem. Gegeben ist eine Folge von
Angeboten Xy, ..., Xy modelliert durch eine homogene Markovkette (X,,) auf R*.
Einem Entscheider steht eine gewisse Kapazitit k& € [0, N + 1] zur Verfiigung, die
bis zum Zeitpunkt N verbraucht werden muss. Sofern die Beschrankung durch die
Kapazitét k eingehalten wird, kann zu jedem Zeitpunkt n € {0,1,..., N} eine belie-
bige Menge a € [0, 1] eingesetzt werden. Wenn der Entscheider zu einem Zeitpunkt
die Menge a einsetzt, erzielt er dadurch einen Gewinn und dieser entspricht der
Hohe des aktuellen Angebotes multipliziert mit der gewéhlten Menge, also a - X,,.
Zum néchsten Entscheidungszeitpunkt reduziert sich die zur Verfiigung stehende
Kapazitat um a.

Das Ziel ist es nun, die Kapazitat optimal aufzuteilen. Dabei betrachten wir
zwei Entscheidungskriterien. Fiir einen risikoneutralen Entscheider soll der erwarte-
te Gesamtgewinn maximiert werden und fiir einen risikosensitiven Entscheider der
erwartete Nutzen des Gesamtgewinns unter einer exponentiellen Nutzenfunktion.
Wir formulieren zunéchst das Entscheidungsproblem als MDP.

2.1. Formulierung als MDP

Sei (X,) eine homogene Markovkette auf (R*, B(R*)) mit Ubergangskern P. Fiir
K = [0, N 4+ 1] kann das obige Modell als folgender MDP mit Planungshorizont N
formuliert werden:

1. Zustandsraum: S = R* x K versehen mit der Produkt-o-Algebra § = B(R1)®
B(K).

2. Aktionenraum: A = [0, 1] mit o-Algebra A = B([0,1]).

3. Menge der zuldssigen Aktionen: D C S x A mit D(s) = [0, min{k, 1}] fiir alle
s = (s,k) € S. Also ist D eine messbare Teilmenge von S x A bzgl. S ® A.

4. Einstufengewinnfunktion: r: D — R*, r(s,k,a) = a- s.

5. Terminale Gewinnfunktion: V5: S — R*, Vy(s, k) = min{k, 1} - s.
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Kapitel 2. Modell

6. Ubergangskern: Fiir (s,a) € D mit s = (s,k) € S sei
Q(s,a,ds') = P(s,ds") @ dp_ay (dK'), s' = (s',K').
Dadurch ist ein Ubergangskern Q: D x S — [0, 1] von D nach S definiert.
Bemerkung 2.1.1.
i) Sei M(S) ={v:[0,00) x K — R : v ist messbar}. Dann folgt aus der Defini-

tion des Ubergangskernes Q

/v(s’) Q(s,a,ds’) = /v(s’, k —a) P(s,ds'") fir (s,a) = (s,k,a) € D,

falls die Integrale existieren.

i) Es gilt D(s, k) = D(s', k) fir alle s,s' > 0 und k € K. Die Menge der zulds-

sigen Aktionen ist unabhdngig vom aktuellen Angebot.

Die weitere Betrachtung des Modells ist nur sinnvoll, falls die Annahme (Ay) erfiillt
ist. Wir geben eine Bedingung an die Markovkette (X,,) an, die garantiert, dass es
eine Schrankenfunktion b gibt, und somit (Ay) erfiillt ist. Die Schrankenfunktion
stellt die Existenz von V,,; und V,, sicher (siehe Satz 1.2.6).

Lemma 2.1.2. Fulls E[X | Xy = s| < d+ ps fir d,p > 0, dann ist b(s, k) =
1+s, (s,k) €8S, eine Schrankenfunktion fir das MDP.

Beweis. Offensichtlich findet man Konstanten ¢, ¢o und ¢3, so dass

r(s,k,a) =a-s <c¢ -b(s, k) firalle (s,k,a) € D.
Vo(s, k) =min{k, 1} - s < ¢y - b(s, k) fur alle (s,k) € S.

/b(s') Q(s,a,ds’) = /b(s', k —a) P(s,ds")
= /(1 + ') P(s,ds")
= 1—|—E[X1|X0:$]

<1+d+ps
< c3-b(s, k) fir alle (s,k,a) € D.

Also folgt die Behauptung mit ¢ = max{cy, ¢z, c3}. a

Seien (Y,) u.i.v. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (9, A, P).
Wir betrachten im Folgenden immer homogene Markovketten mit

Xn == T<Xn717 Yan)7
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2.1. Formulierung als MDP

wobei T: Rt x R — ]RJ“" eine messbare Funktion und X, unabhéngig von (Y,)
ist. T" bezeichnen wir als Ubergangsfunktion. Der nachfolgende allgemeine Satz sagt
insbesondere aus, dass sich jede Markovkette in dieser Form darstellen lésst.

Satz 2.1.3. Es sei ein Messraum (S, B(S)) mit S C R gegeben. Dann gilt:

a) Seien (Y,) w.i.v. Zufallsvariablen und f: S x R — S eine beliebige messbare
Funktion. Dann ist die rekursiv definierte Folge (X,) mit Xy unabhdngig von
(Y,) und X1 = f(X,,Ys) eine homogene Markovkette.

b) Zu jedem Ubergangskern P gibt es w.i.v. (0,1)-gleichverteilte Zufallsvariablen
(Y,) und eine Funktion f: S x (0,1) — S, so dass die Folge (X,) mit X,
unabhdngig von (Y,,) und X, 11 = f(X,, Yni1) eine homogene Markovkette mit
Ubergangskern P ist.

¢) Falls P ein stochastisch monotoner Ubergangskern ist, dann gibt es eine Funk-
tion f: S x (0,1) — S mit den Eigenschaften aus b), so dass

s+ f(s,y), y€(0,1),
monoton wachsend ist.
Beweis.

a) Aus der Definition der Folge (X,,) folgt, dass es fiir jedes i € N eine messbare
Funktion g; gibt, so dass X; = ¢;(Xo, Y1,...,Y;). Aus den Voraussetzungen
ergibt sich demnach, dass X; unabhangig von Y, fiir + = 1,...,n ist. Fiir
alle B € B(S) und sq, s1,. .., 8, € S gilt daher

P(Xn+1 €B | X, = SnaXn—l = Spn—1y--- aXO = 50)
= P(f(Xnayn-i-l) €B | Xy = SnaXn—l = Sp—1,-- -aXO = SO)
= P(f(sn,Y;H_l) S B)
= P(XnJrl < B|Xn = Sn)-
Also ist (X,) eine homogene Markovkette, da (Y;,) identisch verteilt ist.
b) Fiir s € S sei Fi(y) = P(s,(—00,y]) und

F Y t)=inf{y € S: F,(y) >}, t € (0,1),

S

die verallgemeinerte Inverse von Fs. U sei eine auf (0, 1) gleichverteilte Zu-
fallsvariable. Dann ist F,1(U) verteilt nach P(s,ds’). Wir setzen nun X, =
F (Y1) =t f(X,, Yyy1). Dann st (X,,) nach a) eine homogene Markovkette

mit Ubergangskern P.

27



Kapitel 2. Modell

c) Sei F! so definiert wie im Beweis von b). Falls P stochastisch monoton ist,
dann gilt fiir s; < sy (siehe z.B. Miiller und Stoyan, 2002)

FLH(t) < FLH(t)

S1

fiir alle ¢ € (0,1). Falls man also f wieder so definiert wie im Beweis von b),
folgt die Behauptung.

O

2.2. Wertfunktion im risikoneutralen Fall

Wir bezeichnen den im ersten Abschnitt definierten MDP als risikoneutrales Ent-
scheidungsmodell. Wenn wir das Modell untersuchen, setzen wir im Folgenden immer
voraus, dass (Ay) und (SAy) erfiillt sind und damit nach Satz 1.2.11 die Wertite-
ration gilt und es eine optimale Strategie gibt.

Annahme. Wenn das ristkoneutrale Modell betrachtet wird, nehmen wir an, dass
(An) und (SAN) gelten.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der An-
nahme und beschreibt die Struktur der Wertfunktion.

Satz 2.2.1. Fir das risikoneutrale Entscheidungsmodell mit Schrankenfunktion b
und Ubergangsfunktion T mit s — T(s,y) stetig, gilt:

a) Die Wertfunktionen V,, kénnen rekursiv berechnet werden tiber die Bellmann-
Gleichungen

Vn — UVn_l, n = 1,...,N, dh
Va(s,k)= sup {s-a+EV,_1(T(s,Yno1).k—a)}, (s,k) €S.

a€D(s,k)

b) V, = U,

c) Firn=0,...,N —1 existiert ein Mazimisator f,.1 von V, mit f, € A und
die Politik 7 = (fn, ..., f1) ist optimal fir den N-stufigen MDP.

d) V,, ist stetig fir allen =0,...,N.
e) V,, ist monoton fir allen =0,..., N, falls s — T(s,y) monoton ist.
f) s V(s k) ist konvex fiir allen =0,..., N, falls s — T(s,y) konvex ist.

g) k— V,(s, k) ist konkav fir allen =0,..., N.
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2.2. Wertfunktion im risikoneutralen Fall

Beweis. Wir zeigen, dass die Strukturannahme (SAy) fir M := {v € B, : v stetig}
und A = F erfiillt ist. Dazu tiberpriifen wir die Voraussetzung des Struktursatzes
fiir stetige MDPs (Satz 1.2.13). D(s) ist kompakt fiir alle s € S und s — D(s) ist
stetig. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt fiir eine stetige Funktion
v € By, dass

(s,k,a) — Lu(s,k,a) =s-a+ Ev(T(s,Y),k — a)

stetig auf D ist, da s — T'(s,y) und v € By stetig sind. Auferdem ist s — V(s)
stetig und damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 1.2.13 erfiillt. Aus Satz 1.2.11
folgen daher die Aussagen in a),b),c) und d).

Fiir Teil e) zeigt man analog, dass dort die Strukturannahme (SAy) fiir M := {v €
By, : v monoton wachsend und stetig} erfiillt ist. Dazu benutzt man den Satz tiber
monotone MDPs (Satz 1.2.14) und rechnet die Voraussetzungen nach. Die Existenz
eines Maximisators ergibt sich dabei aus Teil d).

Fiir Teil f) betrachten wir fiir v € B,

s Lv(s,k,a) =s-a+ Ev(T(s,Y), k —a).

Diese Abbildung ist konvex, falls s — wv(s,k) und s — T'(s,y) konvex sind. Wir
wollen zeigen, dass die Strukturannahme (SAy) fir die Mengen M := {v € B, :
v stetig und konvex in s} erfiillt ist. Da s — Vj(s, k) konvex ist, bleibt zu zeigen,
dass s — Uwv(s, k) konvex ist. Weil das Supremum beliebig vieler konvexer Funktio-
nen konvex ist, gilt fiir alle 0 < @ < 1 und 5,5’ € S

Uv(as+ (1 —a)s' k) = sup Lv(as+ (1 —a)s', k,a)
aeD(as+(1—a)s’ k)

<a- sup Lou(s,k,a)+(1—a)- sup Lv(s, k,a)
a€D(s,k) aeD(s',k)

= a-Uv(s)+ (1 —a) - Un(s),

wobei die Ungleichung gilt, da s +— Lo(s, k, a) konvex ist und D(s, k) fiir alle s € S
nur von k abhéngt.

Fiir Teil g) zeigen wir, dass die Strukturannahme fir M = {v € B, : k —
v(s, k) konkav} erfiillt ist. Da

(k,a) — Lv(s,k,a) = s-a+ Ev(T(s,Y),k —a)

konkav ist, falls k — v(s, k) fir alle s € S eine konkave Funktion ist, folgt aus Béuerle
und Rieder (2011), Prop. 2.4.18, angewandt auf den Zustandsraum {s} x K, dass
auch

k— Uv(s, k)

konkav ist. Da auferdem k +— Vj(s, k) = min{k, 1} - s konkav ist, folgt die Behaup-
tung. 0
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Der néchste Satz sagt aus, dass bei u.i.v. Angeboten n +— V,(s,k) monoton
wachsend ist.

Satz 2.2.2. Fualls (X,) w.i.v. ist, gilt fir allen =1,2,..., N
BV, (X, k) > EV, (X, k), keK.

Beweis. Sei m = (fn_1, fu_2,.--, f1) € F""! die optimale Politik im (n — 1)-stufigen
MDP und ¢ = (0, 7). Dann gilt fiir alle s € S

Voao(8, k) = EV,o1 (X, k) = EV,,_1(X, k).
Und daraus folgt

EV, (X, k) = sup EV,:(X, k) > EV,,(X, k) = EV,_1(X, k).

TEF™

2.3. Wertfunktion im risikosensitiven Fall

Wir wollen nun den risikosensitiven Fall untersuchen, d.h. vor dem Hintergrund des
im ersten Abschnitt definierten MDP hat der Entscheider eine exponentielle Nut-
zenfunktion und will den erwarteten Nutzen des Gesamtgewinns maximieren (siche
Abschnitt 1.3). Den zugehéorigen risikosensitiven MDP nennen wir risikosensitives
Entscheidungsmodell. Bei der Untersuchung des Modells nehmen wir im Folgenden
immer an, dass die Strukturannahme (SAY) erfiillt ist und damit nach Satz 1.3.5
die Wertiteration gilt und eine optimale Strategie existiert.

Annahme. Wenn das risikosensitive Entscheidungsmodell betrachtet wird, nehmen
wir an, dass die Strukturannahme (SAY) erfillt ist.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung hierfiir an und beschreibt
die Struktur der Wertfunktion.

Satz 2.3.1. Fiir das risikosensitive Entscheidungsmodell und Ubergangsfunktion T
mit s — T(s,y) stetig, gilt:

a) Die Wertfunktionen V" kénnen rekursiv berechnet werden tber die
Bellmann-Gleichungen

VE=UV", n=1,...,N, dh
Vi(s,k) = sup {—u(r(s,k,a)) BV (T(s,Yn-1),k—a)}, (s, k) €S.

a€D(s,k)
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2.3. Wertfunktion im risikosensitiven Fall

b) V= (U")"Vy"

c) Firn=0,...,N —1 existiert ein Mazimisator f,_1 von V, mit f, € A und
die Politik 7 = (fn, ..., f1) ist optimal fir den N-stufigen MDP.

d) V" ist stetig fir allen =0,..., N.

e) V' ist monoton fir allen = 0,...,N, falls s — T(s,y) zusdtzlich monoton
15t.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Strukturannahme (SAY) fir M = {v €
M(S) : v stetig und beschréankt} und A = F erfiillt ist. Dazu benutzen wir den
Struktursatz fiir stetige MDPs (Satz 1.3.6). Sei v € M. Wir wollen zeigen, dass

L*(s, k,a) = —u(r(s,k,a)) - Ev(T(s,Y),k — a)

stetig auf D ist. Da u,v und r stetig auf D sind und s — T'(s,y) stetig ist, miissen
wir nur zeigen, dass man Limes und Integral vertauschen darf. Da v(s) beschriankt
ist, hat v eine integrierbare Majorante und man kann den Satz von der dominierten
Konvergenz anwenden. Da D(s) zusétzlich fiir alle s € S kompakt ist und s +—
D(s) sowie Vj stetig sind, folgt aus dem Struktursatz fiir stetige MDPs, dass die
Strukturannahme gilt. Damit folgen dann aus Satz 1.3.5 die Aussagen in a), b), ¢)
und d).

Fiir Teil e) zeigen wir, dass in diesem Fall die Strukturannahme (SAY) fir M =
{v € M(S) : v stetig, beschrénkt und monoton wachsend} erfiillt ist. Da wir schon
wissen, dass (S A%) fir M = {v € M(S) : v stetig und beschrénkt} gilt und V; sowie
s — D(s) monoton wachsend sind, miissen wir nach Satz 1.3.7 lediglich zeigen, dass

s — L"(s,a)

monoton wachsend in s fiir v € M ist. Dies gilt aber, da v und s — T'(s,y) monoton
wachsend sind und —u(r(s, a)) monoton fallend in s ist. Die Behauptung folgt wieder
aus Satz 1.3.5. O

Wie im risikoneutralen Modell ist bei u.i.v. Angeboten n — V"(s, k) monoton
wachsend.

Satz 2.3.2. Fulls (X,,) w.i.v. ist, gilt fir allen =1,2,... N
EVY(X,k) > EVE (X, k), keK.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des entsprechenden Resultats im risiko-
neutralen Fall (Satz 2.2.2). O
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Kapitel 3.

Struktur der Maximisatoren im
risikoneutralen
Entscheidungsmodell

In diesem Kapitel betrachten wir das risikoneutrale Entscheidungsmodell. Wir gehen
dabei insbesondere auf die Struktur der Maximisatoren ein und suchen Vorausset-
zungen unter denen die Maximisatoren monoton wachsend sind.

Im ersten Abschnitt behandeln wir eine vereinfachte Variante des Modells, bei
der man nur zwei Entscheidungsmoglichkeiten und eine gewisse Anzahl an Aus-
tibungsrechten hat. Entschlieftt sich der Entscheider zu einem Zeitpunkt ein Recht
auszuiiben, so erhélt er den Wert des aktuellen Angebotes als Gewinn. Lehnt er
das Angebot ab und setzt kein Recht ein, dann kann er von dem Recht spéiter Ge-
brauch machen, um womoglich einen héheren Gewinn zu erzielen. So ergibt sich ein
multiples optimales Stoppproblem. Die Aussagen in Kapitel 2 gelten natiirlich auch
fiir dieses vereinfachte Modell. Die im ersten Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse,
werden im zweiten Abschnitt bei der Untersuchung des allgemeinen Modells mit
Aktionenraum A = [0, 1] genutzt. Im dritten Abschnitt betrachten wir die Struktur
der Maximisatoren, wenn die Laufzeit des MDP gegen unendlich geht.

3.1. Multiples Stoppen

Abweichend von unserem allgemeinen Modell betrachten wir zunéchst ein multiples
optimales Stoppproblem. Dafiir setzen wir A = {0,1} und K = {0,..., N + 1}.
Man hat also eine gewisse Anzahl an Ausiibungsrechten zur Verfiigung und in jeder
Periode muss entschieden werden, ob ein Recht eingesetzt wird oder nicht. Der
Gewinn bei Ausilibung entspricht der Hohe des Angebotes.

Sei (X,,) eine Folge von Angeboten mit Ubergangsfunktion 7', dann gilt fiir die
Wertfunktion

Va(s, k) = max {s + EV, 4 (T(s, Y1),k — 1), EVn_l(T(s, Y1), k:)}
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Kapitel 3. Struktur der Maximisatoren im risikoneutralen Entscheidungsmodell

fir alle (s,k) € S x K\ {0} und alle n = 1,...N. Fir &k = 0 gilt V,,(s,0) = 0 fir
alle n = 0,..., N. Daher ist es in diesem Modell optimal zum Zeitpunkt n und bei
k zur Verfiigung stehenden Rechten auszuiiben, falls

s> EV,(T(s,Y,), k) — EV,(T(s,Y,), k — 1).

Fiir die Maximisatoren f,, n=1,..., N, gilt also

o s = EV(T(s, Y, k) — BV (T(s,Y,) k — 1)
S T BV, (T(s,Y,), k) — EV,(T(s,Y,),k — 1)

fur alle (s, k) € S x K\ {0}.

Im Folgenden analysieren wir die optimale Politik bzw. die Maximisatoren in
dem Entscheidungsmodell. Das Ziel ist es, Bedingungen zu finden, unter denen die
Maximisatoren monoton wachsende Funktionen von s und k sind. Dies ist nicht
immer der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1.1. Sei eine Markovkette (X,,) mit Ubergangsfunktion

T(s.y) = 142-(s—2), s>2
= max{s — 1,0}, s<2

fiir alle y € R gegeben. Also ist die Markovkette deterministisch und s — T'(s,y) ist
stetig. Daher sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 erfillt. Weiterhin gilt

>s, §>3
T(S’y){<s s<3

Die Markovkette fdllt also fir s < 3 und wdchst fiir s > 3. So ist es 2.B. bei k = 1 und
Startpunkt so > 3 optimal, erst zum Zeitpunkt N auszutiiben. Startet die Markovkette
hingegen in sy < 3, ist es optimal sofort auszuiiben. Fir die Mazimisatoren f, gilt

somit
0, s>3
(s, 1) =<7
e =07
fur allen =1,..., N. Die Mazximisatoren sind also nicht monoton wachsend in s.
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3.1. Multiples Stoppen

Abbildung 3.1.: Ubergangsfunktion der Markovkette aus Beispiel 3.1.1.

Definition 3.1.2.

EV,(T(s,Y,),k) — EV,(T(s,Y,),k—1), k=1,...,N+1

Gn(s, k) :=
(s, k) {oo, k=0.

Mit dieser Definition hat V,,(s, k) folgende einfache Gestalt.

Lemma 3.1.3. Fir alle (s,k) € S x K\ {0} gilt

Vn(S, ]{Z) = (8 + EV,_1 (T(S, Ynfl), k— 1)) 1{52Gn71(s7k)}
+EV, (T(57 Ynfl)u k)} ]1{S<Gn71(8,k5)}'

Da die Funktion G, eine wichtige Rolle fiir die Struktur der Maximisatoren
spielt, werden wir sie im Folgenden genauer untersuchen.

Lemma 3.1.4. Fir alle s € S und n € {0,...,N} ist
k— G,(s, k)

monoton fallend.
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Kapitel 3. Struktur der Maximisatoren im risikoneutralen Entscheidungsmodell

Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv. Fiir n = 0 gilt fiir alle k € {2,..., N+ 1}
Go(S, ]{Z) = 0.

Fir k = 1 gilt Go(s, k) = ET(s,Yp). Also ist k — Gy(s, k) monoton fallend. Die
Behauptung gelte nun fiir n — 1. Es sei also G,,—1(s, k) < G,—1(s,k — 1) fiir alle
k =1,...,N + 1. Dann folgt fir £ € {2,...N 4+ 1} aus Lemma 3.1.3 und der
Induktionsvoraussetzung

Vn(S, k’) — Vn(S, k— 1) = (S + EVn_l(T(S, Yn—l)a k— ].)) ]l{SZanl(SJC)}
+ BV, (T (3, Yn1), k) Lscc (s}
— (s + BVaa(T(5, Y1),k = 2)) Loz ston 1
BVt (T(s, Yo 1)k = 1) D oo 1))

= anl(& k — 1) ]I{SZGn*l(S’k_l)}
+ s 14, 1 (s,k)<s<Gn_1(s,k—1)}
+ Gro1(8, k) Liscqn i (s,k))-

Fiir k = 1 gilt

Vi(s,1) = s Lissan i)y + BVt (T8, Yn1), 1) Lscgy(s1))
= Gno1(5,0) Lz, 15,00y T 5 L{Gn_i(s,1)<s<Gn1(5.0)}
+ Gn—l(sa 1) ]l{s<Gn,1(s,1)}a

da G,_1(s,0) = 0o und G, _1(s,1) = EV,, (T(s, Y, 1), 1). Durch Integration folgt
firalle k=1,...,N

G5, k) = BV, (T(s,Y,), k) — BV, (T(s,Y,), k — 1)
= E(Gnq(T(S, Vi), k= 1) Dir(s v)> Gy (T(s, ) k- 1)}

+T(5,Y3) LG (7(s,¥3) k) <T(5,Yn)<Gn1 (T(5,Yn) Jo—1)}

+ Gnoa (T(s,Y), k) ]1{T(S,Yn)<Gn,1(T(S,Yn),k)}>
und

Gu(s,k+1) = EV,(T(s,Y,), k+ 1) — EV,(T(s,Y,), k)
= E(Gn—l(T(S, Yo )s k) L7, v)> Gt (T(,Y) 00}

+ T(5,Y3) LGy (5,4 1)<T(,Y3) <1 (T(s,Yn) 1)}
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3.1. Multiples Stoppen

+ Gna (T(s,Yn),k+1) 1{T(S,Yn)<cn,1(s,k+1)})-

Daraus folgt durch Vertauschen der Summanden in den Erwartungswerten

Go(s, k) — Gu(s,k+1) = E(G,H (T(5, V), b — 1) D iz(svi)Gos (Pe¥o b1}
+T'(8, Yn) 1(G,_y (T(,Yn) k) <T(5,Yn)<Cin1 (T(5,Yn) k—1)}

— Gt (T(s,Yn) k) ]1{T(s,mzcm(T<57Yn>7k>})

+ E<Gn—1 (T'(5,Y0), k) Li(s,v) <Gy (T(s,Yn) )}

—T'(8,Yn) LGy (T(s,Yn) k- 1) <T(s,Yn) < Gn1 (T(5,Yn) )}

—Gna(T(s,Y,),k+1) ]l{T(s,Yn)<Gn,1(T(s,yn),k+1)}>-

Wegen G,,_1(5', k+1) < G,—1(s', k) < G—1(8', k—1) fiir alle s’ > 0 sind die Integran-
den in beiden Erwartungswerten grofser gleich 0. Also sind auch die Erwartungswerte
selbst grofer gleich 0. Daher gilt

Gn(s, k) —Gu(s,k+1)>0
und es folgt, dass k — G,,(s, k) monoton fallend ist fiir alle K =1,..., N + 1. O
Bemerkung 3.1.5.

i) Man kann G,(s,k) als den erwarteten Gewinn auffassen, der im n-stufigen
Modell mit dem k-ten Recht erzielt wird, falls der vorherige Zustand s war und
die optimale Strategie benutzt wird. Dabei wird zu einem Zeitpunkt m das k-te
Recht benutzt, falls Gp-1(8,k) < s < Gp-1(s,k — 1) gilt.

it) Die Aussage des Satzes kann auch mit Hilfe des dualen Ansatzes bewiesen
werden, siehe Meinshausen und Hambly (2004), Prop. 5.2.

Wir formulieren ein Ergebnis des vorherigen Beweises als Lemma, da wir noch
darauf verweisen wollen.

Lemma 3.1.6. Firallen € {1,...,N} und k € K \ {0} gilt

Vn<8, ]{7) - Vn(S, k — 1) = Gn,1<8, k — 1) 1{52Gn71(57k_1)}
+ 851G,y (s,k)<5<Gn_1(s,k—1)}
+ Gro1(8, k) Lscqn_i(s,k))

37



Kapitel 3. Struktur der Maximisatoren im risikoneutralen Entscheidungsmodell

und

Gn(s, k) = E<Gn—1 (T(s,Yn), k — 1) Lrs,vo)>Gor (T(5,Yn) 1)}
+T(5,Y5) LG, 1 (T(s,Y0), k) <T(5,Yn)<Grn1 (T(5,Yn) Jo—1)}

+ Gna(T(s,Y), k) ]l{T(s,yn)<Gn,1(T(s,yn),k)}>-

Wir zeigen nun, dass n — G, (s, k) monoton wachsend ist. Das bedeutet, dass
der erwartete Zusatzgewinn durch ein zusétzliches Recht in der Anzahl der noch
verbleibenden Perioden wéchst.

Lemma 3.1.7. Fir alle s > 0 und k € K st
n— Gp(s, k)
monoton wachsend.

Beweis. Fir k = 0 gilt die Aussage offensichtlich. Sei nun k& € K \ {0}. Wir zeigen
induktiv G, (s, k) > G,—1(s, k) und benutzen die Darstellung von G,, aus Lemma
3.1.6. Fiir n = 1 gilt

Gl(sa k) = E<G0 (T(Sa }/1)7 k: - 1) ]]-{T(S,Yl)ZG()(T(S,Yl),k‘—l)}
+ T($7 }/1) ]l{GO(T(S,Yl),k)ST(S,Y1)<G0(T(S,Y1),k71)}

+ Gy (T(S, Y1), k) ]l{T(s,Y1)<Go(T(s,Y1),k)})

> B(Go(T(5, Y1),k = 1) Lrisyiyzco(rsys1)
+ T8, Y1) Lo (1 (s,v1) k) <T(5.71) <Go (T (1) h-1)}
+T(s,Y)) ]I{T(S,Y1)<GO(T(s,Y1),k)})

= ET(s, Y1)
> G0($7 k)

Die Aussage gelte nun fiir n. Dann ist
Grii(s, k) = E(Gn (T(5, Yos1)s k — 1) Lir(s vooi1)> G (T(s,¥s1) =1}

+ T(8, Y1) LG (15, i1) k) <T(5, Vi 1)< Gin (T(, Y1 1), E—1)}

+ G (T (s, Yni1), k) ]l{T(s,YnH)<Gn(T(s,Yn+1),k)})

> E(Gnq (T(s, Yos1)s k = 1) Lrs Vo) > Gt (T(5, Vi) h—1)}

+ (5, Yns1) 4G 1 (T(s, Vs 1)) <T(5, Vs 1)< Gt (T(5, Y1) o~ 1)}
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3.1. Multiples Stoppen

+Gra (T(S, Yn+1)7 k‘) ]l{T(s,Yn+1)<Gn,1(T(s,YnH),k)}>
= Gn(57 k)u
da (Y,) wiv. und G,(s', k) > G,_1(¢, k) fiir alle s’ € S nach Induktionsvorausset-

zung. Daher ist der Ausdruck im ersten Erwartungswert grofer gleich dem Ausdruck
im zweiten Erwartungswert und die Behauptung ist gezeigt. O

Der néchste Satz untersucht das Verhalten von s — G, (s, k).

Satz 3.1.8. Sei s — T'(s,y) monoton wachsend. Dann ist
s+ Gy(s, k)
fiir alle k € K monoton wachsend.

Beweis. Fir k = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also k € K \ {0}. Wir beweisen die
Aussage wieder induktiv. Fiir n =0 und k£ > 1 ist

Go(S, k‘) =0

und fiir £ = 1 gilt Go(s, k) = ET(s,Yp). Also ist s — Gy(s, k) nach Voraussetzung
monoton wachsend. Die Aussage gelte nun fiir n — 1. Aus Lemma 3.1.6 folgt

Gu(s,k) = EV,(T(s,Yy). k) — EVo(T(s,Y,),k — 1)
= E(Gn—l(T($7 Vo) k = 1) Lir(s,vu)> G (T(s,Yn) b= 1)}
+T(5,Y5) LG, (T(s,¥0),6)<T(5,Yn)<Grn1 (T(5,Yn) Jo—1)}

+ G (T(s,Yn), k) ]l{T(S,Yn)<Gn71(T(S,Yn)vk)}> :

Nach Induktionsvoraussetzung ist s — G,_1(s, k) monoton wachsend und nach Vor-
aussetzung ist s — T(s,y) monoton wachsend. Eine einfache Fallunterscheidung
unter Ausnutzung der Monotonie von k — G,,_1(s, k) zeigt, dass der Ausdruck im
Erwartungswert monoton wachsend in s ist. Daher ist auch s — G, (s, k) monoton
wachsend. O

Zum Zeitpunkt N — n und bei k noch zur Verfiigung stehenden Rechten ist es
optimal genau dann auszuiiben, wenn s > G,,_1(s, k) ist. Beide Seiten der Unglei-
chung sind dabei abhéngig von s. Wir wollen nun Bedingungen an die Markovkette
finden, die garantieren, dass es Schwellenwerte gibt. Das bedeutet, dass es eine von
s unabhéngige Schranke gibt, so dass es optimal ist auszuiiben, falls s iiber die-
ser Schranke liegt und nicht auszuiiben, falls s unter der Schranke liegt. Dies ist
gleichbedeutend mit der Eigenschaft, dass die Maximisatoren monoton wachsend
sind.
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Definition 3.1.9. Firn=1,...,N und k € K set

00, sonst .

s (k) = {inf{s >0:5> G (s,k)}, {s>0:5>G, 1(s,k)}#0

Wir werden zeigen, dass unter der folgenden Annahme an die Markovkette
(X,) Schwellenwerte existieren. Der Schwellenwert zum Zeitpunkt N — n bei noch
k Rechten ist dann s, (k).

Annahme (A1). (X,,) sei Markovkette auf (R*, B(R*)) mit Ubergangsfunktion T
und es gelte

o s T(s,y) ist monoton wachsend.
e s ET(s,Y) ist L-stetig mit Konstante L = 1.

Wir haben immer vorausgesetzt, dass Annahme (Ay) erfiillt ist. Falls Annahme
(A1) erfiillt ist, kann man dies leicht tiberpriifen.

Satz 3.1.10. Unter der Annahme (A1) hat der MDP eine Schrankenfunktion, falls
es eins >0 mit ET(s,Y) < oo gibt.

Beweis. Sei § > 0 mit ET(s,Y) < oo beliebig. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von
s+— ET(s,Y) folgt
ET(s,Y)< ET(5,Y)+s

fiir alle s > 5. Da s +— T'(s,y) monoton wachsend ist, gilt aukerdem
ET(s,Y) < ET(5,Y) < o0
fiir alle s < 5. Aus Lemma 2.1.2 folgt damit die Behauptung. O

Die Lipschitz-Stetigkeit von s — G, (s, k) ist eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz von Schwellenwerten. Unter der Annahme (A1) ist diese Bedingung
erfiillt.

Satz 3.1.11. Es gelte (Al). Dann ist
s = Gp(s, k)
L-stetig mit L =1 fir alle k € K.

Beweis. Fiir k = 0 ist nicht zu zeigen. Wir fithren den Beweis induktiv. Fiir n = 0
gilt fir alle k € {2,...,N +1}
G(](S, ]{7) =0
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3.1. Multiples Stoppen

und fiir £ = 1 gilt Go(s,1) = ET(s,Yp). Also ist s — Gy(s, k) nach Voraussetzung
L-stetig mit L = 1. Sei nun s — G,,(s, k) L-stetig mit L =1 fiir alle k € K. Falls es
ein s’ > 0 gibt mit

s> G, k),

dann gilt auch fir s > ', dass

s=s+s—5 >G5 k)+Gn(s, k) — Gn(s', k)
= Gu(s, k).

Unter diesen Voraussetzungen gilt demnach
s> Spp1(k) g.dw. s > G,(s, k).
Wegen Lemma 3.1.6 gilt daher

Foii(s, k) :=Voi(s, k) — Vg (s, k= 1)

Gn(s, k), s < Spy1(k)
=45, Snt1(k) <'s < spy1(k—1)
Gn(s,k—1), spp(k—1)<s.

s — Foi1(s, k) ist also L-stetig mit L = 1. Daraus folgt fiir s, > s; > 0

’EFHH (T(527 Y1), k) —EFn (T(Sl’ Yoi1), k) }
< E|T(s2,Yn1) — T(s1, Yni1)]
= E(T(Sg, Yn+1) - T(Sh Yn+1))

SSQ—Sl.

Also ist s = Guy1(s, k) = EF, 11 (T(S,Yn+1),k) L-stetig mit L = 1 fiir alle k €
K. O

Das nachfolgende Lemma wurde im Beweis des vorangegangen Satzes mitbe-
wiesen.

Lemma 3.1.12. Es gelte (Al). Dann gilt fir alle k € K undn =1,..., N, dass
sn(k) ein Schwellenwert ist, d.h. es gilt

s> sp(k) & s> Gh1(s, k).

Der néchste Satz folgt direkt aus dem vorangegangenen Lemma und gibt die
optimale Politik unter den gegebenen Voraussetzungen an.
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Satz 3.1.13. Es gelte (Al). Dann gilt fir alle k € K undn=1,...,N

Via(s, k) = max {s + EV, 4 (T(s, Y1),k — 1),EVn,1 (T(s, Y1), k)}
= (S + EVn,l (T(S, Ynfl), k— 1)) ]l{szsn(k)}
+ BV, (T(5, Yoo1), k) Lo, (k))-

Der Maximisator f,, zum Zeitpunkt n hat also die Gestalt

1, s> s,(k)

Juls, k) = {o, s < sn(k)

mit Schwellenwert s, (k). Die Mazimisatoren sind daher monoton wachsend in s.

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.12. O

Korollar 3.1.14. Falls (X,) u.i.v. ist, dann ist Annahme (A1) erfillt und die Ma-
ximisatoren f, sind bestimmt durch die Schwellenwerte

sp(k) = EV, (X, k) — EV, (X, k—1).
fiir alle k € K.

Beweis. Fiir u.i.v. Zufallsvariablen ist Annahme (A1) natiirlich immer erfiillt. s,, (k)
hat die angegebene Gestalt, da

s+ Gno1(s,k) = EV, 1(X, k) — EV,1(X, k= 1)
konstant ist im Fall von u.i.v. Zufallsvariablen. ]

Im folgenden Satz iibertragen wir nun die Ergebnisse aus der Untersuchung
der Funktion G, auf die Schwellenwerte. Falls es Schwellenwerte gibt, so sind diese
monoton wachsend in n und monoton fallend in k. Das bedeutet, dass das Angebot,
ab dem es optimal ist auszuiiben, hoher sein muss, je mehr Perioden noch verbleiben
und je weniger Rechte der Entscheider noch hat.

Satz 3.1.15.
a) Die Funktion n w— s, (k) ist monoton wachsend fir alle k € K.
b) Die Funktion k — s,(k) ist monoton fallend fir allen € {1,...,N}.

Beweis. Fiir alle s > 0 ist n — G,,(s, k) monoton wachsend nach Lemma 3.1.7 und
k — G(s, k) monoton fallend nach Lemma 3.1.4. Wegen s,(k) := inf{s > 0:s >
Gn(s,k)} gelten daher offensichtlich a) und b). O
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3.1. Multiples Stoppen

3.1.1. Beispiele

Als Beispiel betrachten wir u.i.v. auf (0, 100) gleichverteilte Zufallsvariablen (X,,).
Nach Satz 2.2.1 gilt die Wertiteration und es gibt Maximisatoren. Zudem sind die
Bedingungen fiir die Existenz von Schwellenwerten im Fall von u.i.v. Zufallsvariablen
natiirlich erfiillt (sieche Korollar 3.1.14). Die Schwellenwerte s, (k) sind wachsend
inn € {l,...,N} und fallend in k¥ € K (sieche Satz 3.1.15). Wir betrachten das
risikoneutrale Entscheidungsmodell mit Zeithorizont N = 30. Abbildung 3.2 zeigt
sn-n(k) fiir k = 1,2, 3,4 als Funktion von n. Dabei ist zu beachten, dass s, (k) =0
fir £ > n + 1, weil es zum Zeitpunkt N — n noch n + 1 Moglichkeiten gibt, an
denen man ein Recht einsetzen kann. Hat der Entscheider also noch n+1 oder mehr
Rechte, ist es optimal jedes Angebot zu akzeptieren.

80 90 100
1 >l |

70
1

irTT
s =

bete

50
1

40
1

30
1

20
1

10
1
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0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Abbildung 3.2.: Schwellenwerte im risikoneutralen Modell mit N = 30 bei Gleich-
verteilung auf (0, 100).

Als weiteres Beispiel betrachten wir ein Trinomialmodell. Sei S = {0, ...,(}, [ >
3 und die Ubergangsmatrix P = (p;;) gegeben durch
Firie S\ {0,1}:

N\ 2 . . .\ 2
i i i i
Piji+1 = (1 - i) s Dii =2+ R (1 - Z) s Dii—1 = (i) :
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Fir i € {0,(}:

Poo = P1os Po1 = 1 — Poo, Pu=pPi-14, Pri-1=1—pu.

Fiir alle anderen i, j € S gilt p;; = 0.

Da S endlich ist, hat das MDP eine Schrankenfunktion und s — T'(s, y) ist stetig
fiir jede Ubergangsfunktion 7. Die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 sind also erfiillt
und damit gilt die Wertiteration und es existieren Maximisatoren. Der néchste Satz
zeigt, dass die Bedingungen fiir die Existenz von Schwellenwerte in diesem Beispiel
erfiillt sind.

Satz 3.1.16. Im Trinomialmodell kann die Ubergangsfunktion T so gewdhlt werden,
dass

a) s — T(s,y) monoton wachsend ist.
b) s+— ET(s,Y) L-stetig mit L =1 ist.
FEs gilt also Annahme (A1).

Beweis.

a) Wir zeigen, dass die Ubergangsmatrix dieser Markovkette stochastisch mono-
ton ist. Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.1.3 c).
Sei 1€ S\{0,l— 1,1}, k =i+ 1. Dann ist zu zeigen, dass

Zpij > Zpkja m e S.
§=0 §=0

m<i—1:2pij:2pkj:0,
j=0 j=0
i—1 i—1
m=1—1: Zpij = Pii-1 = Zpk;j = 0.
J=0 j=0
Jj=0 j=0
i .\ 2 . . . 2 i
= (i) wep (1-1) = () -3
Jj=0 -

2 242 i1\
) L
TETA z2—< )

o~
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3.1. Multiples Stoppen

20 _ (i+1)2+4¢
&S — >
[ — 2
4+ 1)% + 42 1
@lzw:i+1+_..
217 27

Und dies gilt fiir alle i <1 — 2 wegen [ > 3. Sei nun ¢ € {0, — 1}. Dann gilt

Poo +Po1 =1 > p1o + pin und
Pi—1j—2 +Pi—10-1 =1 —=pi—1,=pri-1.

Die Ubergangsmatrix P ist also stochastisch monoton.

b) Fiir s € S\ {0,{} gilt

Bron) = (1=5) o2 3 (1) 00 ()

(2= )

= 11— —.
s + ;i

Daraus folgt fir s1, so € S\{0,1} mit sy > s

2
ET(s5,Y) — ET(s1,Y) = 504 1= 252 - ( i1 27)

2s 2s
:52—81-|——1——2

l l

SSQ—Sl.

Wir betrachten nun die Randwerte s = 0 und s = [. Dafiir gilt

1 1 1

und

ET(Z,Y):l.l+(l_1).(1_l):l_1+l

12 2 2
Fir s € S\{0,} ist
L 5 2%
12 l
und deshalb ist wegen
2
ET(S,Y):s—i—l—TS
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sowohl

ET(,Y)—ET(s,Y) <l —s,
als auch

ET(s,Y)—ET(0,Y) < s.
Wegen

ET(,Y)—FET(0,Y) < ET(,Y) <1
gilt also fiir alle s9, 81 € S mit s9 > 57
ET(s9,Y)— ET(51,Y) < 59 — s1.
Daher ist s — ET(s,Y’) L-stetig mit L = 1.
U

Die Voraussetzungen von Satz 3.1.13 sind demnach erfiillt, d.h. fiir das MDP
mit Ubergangsmatrix P existieren zu jedem Zeitpunkt n € {1,..., N} fiiralle k € K
Schwellenwerte s,(k) mit

1, s> s,(k)

fuls, k) = {0, s < sn(k).

Die folgende Abbildung zeigt fiir den Fall [ = 10 und N = 30 die Wertfunktion
s — V3(s,2), also den optimalen erwarteten Gesamtgewinn im 30-stufigen Modell
bei k = 2 Rechten und Startwert s € S. Die Konvexitdt und Monotonie von s
Via(s, k) wurde in Satz 2.2.1 gezeigt.
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3.1. Multiples Stoppen

Abbildung 3.3.: Wertfunktion fiir N = 30 und £ = 2 im risikoneutralen Modell fiir
das Trinomialmodell mit [ = 10.

In Abbildung 3.4 sieht man fiir den Fall [ = 200 und N = 1000 die Schwellen-
werte sy_,(k) als Funktion von n fir & = 1,10,30. In Satz 3.1.15 wurde gezeigt,
dass n +— s, (k) monoton wachsend und k — s, (k) monoton fallend ist. Die Schwel-
lenwerte liegen selbst bei der langen Laufzeit in der Néhe von 100. Das liegt an
dem starken Trend des Trinomialmodells zum Mittelwert. Fiir £ = 30 werden auch
Werte unterhalb von 100 angenommen. So ist z.B. s30(30) = 98. Das heift, falls der
Entscheider noch 30 Rechte fiir die letzten 31 Zeitpunkte hat, dann wiirde er ein
Angebot von 98 akzeptieren. Auch hier gilt natiirlich wieder s,,(k) = 0 fir k > n+1.
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Abbildung 3.4.: Schwellenwerte im risikoneutralen Modell mit N = 1000 fiir das
Trinomialmodell mit [ = 200.

3.2. Kontinuierlicher Aktionenraum

Wir betrachten nun das allgemeine Modell mit A = [0,1] und K = [0, N + 1].
Dabei darf der Entscheider also zu jedem Zeitpunkt eine beliebige Menge a € [0, 1]
einsetzen, sofern die Kapazitat k € K dadurch nicht iiberschritten wird. Wir wollen
fiir diesen Fall wieder eine optimale Strategie finden und nutzen dabei die Ergebnisse
aus dem vorherigen Abschnitt. Um diese Ergebnisse anwenden zu kénnen, schreiben
wir im Folgenden k — ¢ mit k € {1,..., N+ 1} und 0 < ¢ <1 fiir ein Element aus
K. Jedes Element aus K lisst sich auf diese Weise darstellen. Bevor wir allgemeine
Markovketten untersuchen, betrachten wir zunéchst u.i.v. Angebote.

3.2.1. Unabhangige Angebote

Zunéchst betrachten wir den Fall u.i.v. Zufallsvariablen (X,,). Fiir den Wert des
Entscheidungsproblems zum Zeitpunkt N — n bei Kapazitat k& — ¢t und aktuellem
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3.2. Kontinuierlicher Aktionenraum

Angebot s gilt dann

Vo(s,k—t) = max ){a~s+EVn,1(X,k—t—a)}.

a€D(s,k—t

Der folgende Satz sagt aus, dass die Maximisatoren eine einfache Struktur besitzen
und nur drei verschiedene Werte annehmen kénnen. Dabei hat die optimale Politik
fir t = 0 und ¢t = 1, also bei Start in einer ganzzahligen Kapazitit, die gleiche
Gestalt wie im vereinfachten Modell im vorherigen Abschnitt. Es wird in diesem
Fall zum Zeitpunkt n die Aktion a = 1 gewdhlt, falls s > s, (k) bzw. a = 0, falls
s < sp(k). Dadurch stimmt in dieser Situation auch die Wertfunktion mit der Wert-
funktion im vereinfachten Modell iiberein. Fiir ¢ € (0,1) gibt es hochstens einen
Zeitpunkt, an dem die Randwerte der zuldssigen Aktionen nicht optimal sind. Wir
nennen eine solche Strategie bang-bang. Die Aussage, dass die optimale Strategie bei
einer Swing Option bang-bang ist, wurde schon in Bardou et al. (2010) gezeigt. Sie
gilt auch unter allgemeineren Voraussetzungen an den zugrundeliegenden stochasti-
schen Prozess und die zuldssigen Aktionen. Allerdings wird dort nicht die explizite
Gestalt der Maximisatoren und der Wertfunktion angegeben. Wir kommen nun zum
wesentlichen Satz dieses Abschnittes.

Satz 3.2.1. Firallek € {1,...,N+1}, 0<t <1 und fir allen € {1,...,N} gilt
Va(s, k—1t)
= (min{k —¢t,1} - s + EV, (X, k — t —min{k — ¢,1})) T, 6-1)} (3.1)

+ ((1 - t) -s+ Evn71<X7 k — 1)) ]l{sn(k)§5<5n(k—1)} .
+ EVn,1<X, k — t) ]l{s<sn(k)} (3.3)

mit Schwellenwert s,(k) = EV,_1(X, k) — EV,_1(X,k —1).
Der Maximisator f,, zum Zeitpunkt n hat also die Gestalt

min{k —¢,1}, s> s,(k—1)
fu(s,k—1t)=<1—t, sp(k) < s <sp(k—1)
0, s < sp(k).

Die Maximisatoren sind daher monoton wachsend.
Beweis. Sei zunéchst £ > 2. Wir zeigen als erstes simultan, dass

(1—a)-sa(k) > EVy (X, k+1— (t+a))— EVo (X, k—1),  (3.4)
EVo ((X,k—t)— EVo ((X,k—t—a) >a-sa(k),  (3.5)
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firt4+a > 1:
(t+a—1)-s,(k—1)=EV, 1(X,k—1)—EV, 1(X,k—t—a) (3.6)
und fir t +a < 1:
(t+a—1)-s,(k)=EV, 1(X,k—1)—EV, 1(X,k—t—a), (3.7)

wobei Gleichheit in (3.4) fur (¢t +a) > 1 gilt und in (3.5) fir (¢t +a) < 1.

Gelten die gezeigten Ungleichungen, konnen wir den die Darstellung von V,,(s, k —t)
im Satz fiir £ > 2 beweisen. Sei ndmlich s > s, (k — 1), dann gilt (3.1) aufgrund von
(3.4) und fiir s < s, (k) folgt (3.3) aus (3.5). Auf {s,(k) < s < s,(k—1)} gilt wegen
(3.6) und (3.7)

t+a>1:(t+a—-1)-s
<(t+a-—1)-s,(k—1)
=EV, (X, k—=1)— EV, (X, k—t—a)
Sa-s+EV, 1(Xk—t—a)<(1—t)-s+EV, 1(X,k—1).
t+a<l:(t+a—-1)-s
<(t+a—1)-s,(k)
=EV, (X, k—=1)— EV, (X, k—t—a)
Sa-s+EV, (Xk—t—a)<(1—t)-s+EV, (X, k—1).
Daraus folgt (3.2).
Der Beweis erfolgt per Induktion {iber n. Fiir n = 1 gilt iiberall Gleichheit.

Die Behauptung gelte fiir n — 1. Die Darstellung von V,,_1(s, k — t) gilt also fiir alle
k > 2. Dann folgt aus Lemma 3.1.6

sn(k) = E<Sn71(7€ — D) Lixos, (-1}
+ X 1, (<X <snr(k-1)} + Sn-1(k) 1{X<sn71(k)}>-
Zudem gilt

BV, (X, k—t) = E(X + BV o(X k=t — 1) T (x5e, (61}
+ (1 —=1t)- X + EV,o(X, k= 1)) Lo, ()< X<snr(k—1)}
BV, X,k — 1) 11{X<5n71(,€)}>.
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Fir (t+a) <1 gilt weiterhin

EVo (X, k+ 1= (t+a) = B(X + BV o(X, k=t = ) Lixzo, )
+((1—t—a) X+ EVio(X, k) L, (s 1) <X <01 (0)}
+ EV,o(X,k+1—t—a) ]1{X<sn,1(k+1)})

und fiir (¢t +a) > 1 gilt wegen k+1— (t+a) =k —t mit ¢’ = (t+a) — 1 € [0,1]

EV, (X, k+1—(t+a))
- E(X + BV o(X k —t — a) Lixss, (1)
+(2=t—a) X+ EV,o(X, k= 1)) L5, ()< X<sn1(h—1)}
Y EV, (X, k+1—t—a) ]1{X<8n71(k)}).

Wir betrachten zuerst die Ungleichung (3.4).

Sei (t+a) > 1:

Fiir die Differenz der Erwartungswerte auf der rechten Seite berechnen wir die Dif-
ferenz auf den folgenden Mengen

{sn-1(k) < X < sp1(k—1)}:
2—t—a)- X+ EV, o(X,k—1)
—(1—-t)- X —EV, o(X,k—1)
=(1-a)-X.
{X >s,9(k—1)}:
BV o(X,k—t —a) — EViy_o(X,k—t —1)
=(l—a)-s,-1(k—1) mnachIV.
{X < spa(k)}:
EV, o(X,k+1—t—a)— EV, o(X,k—1)
=(l—a)-s,_1(k) nach IV.

Also folgt die Behauptung mit Gleichheit, indem wir s, (k) auch auf diesen Mengen
betrachten.

Sei nun (t +a) < 1:

Wir betrachten wie oben die Differenz der Erwartungswerte auf der rechten Seite
und nutzen die IV. Es geniigt die folgenden Mengen zu betrachten.
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{X >s,9(k—1)}:
EV, ok —t—a)— EV,o(k—1—1)
<(1—a)s,—1(k—1).
{sn-1(k) < X < s,-1(k—1)}:
X + EV,_y(k —t —a)
—(1=t)- X —EV, o(X,k—1)
=tX+EV, o(X, k—t—a)
BV, (X, k— 1)
<t-X+(1—-t—a)- s,_1(k)
<t-X+(1—-t—a)-X=(1-a) X.
{sn-1(k+1) < X < s,-1(k)}:
(1—t—a) - X+ EV, 5(X,k)
— BV, o(X, k—1)
<(1—t—a) - X+t s,-1(k)
<(1—a)-s,-1(k).
{X <spa(k+1)}:
EV, o(X,k+1—t—a)
— BV, o(X, k —1)
< spo1(k) - (1 —a).

Es folgt also insgesamt die Behauptung, indem wir auch s, (k) auf diesen Mengen
betrachten.

Nun zeigen wir (3.5). Dazu tiberpriifen wir die Differenz der Erwartungswerte
auf der linken Seite, nutzen die Induktionsvoraussetzung und vergleichen das Ergeb-
nis mit der rechten Seite.

Sei (t+a) <1:

{X >s,9(k—=1)}:
EVi o(X,k—1—1) — BV o(X,k—1—t—a)
=a-S,-1(k—1) nach IV.
{X < sp1(k)}:
EVi o(X,k —t) — EVy o(X,k —t — a)
=a-8s,_1(k) machIV.
{sn-1(k) < X <sp1(k—1)}:
(1—1t)- X+ EV, o(X, k—1)
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—(1—-t—a)- X —EV, o(X,k—1)
=a-X.

Also folgt die Behauptung mit Gleichheit.
Sei nun (t +a) > 1:

{X > sp1(k—2)}:
EVi o(X,k—1—1) — EVy o(X,k—1—t—a)
>a-Sp—1(k—1) mnach IV.
{sp1(k—1) < X <s,1(k—2)}:
X + BV o(X,k—1—1)
—(2—t—a) - X —EV, o(X, k—2)
>(t+a—-1)- X+(1—-t) 5,4(k—1)
>(t4+a—1) s,_1(k—1)
+(1—1) sp1(k—1)
=a-s,_1(k—1).
{sn-1(k) < X <sp1(k—1)}:
(1-t)X+EV, o(X, k—1)
— BV, (X, k—t—a)
>(1—-t)- X+(t+a—-1) 5,1(k—1)
>1-t)-X+(t+a-1)-X
=a-X.
{X < sp1(k)}:
EV, o(X,k—1t)— EV, o(X,k—t—a)
>a-Sp—1(k) mnach IV.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Abschliefsend zeigen wir noch (3.6) und (3.7). Dabei folgt (3.7) aus (3.4) mul-
tipliziert mit —1, wenn man in (3.4) ¢ = 1 wéhlt und o’ = ¢ + a setzt. (3.6) folgt
direkt aus (3.5), wenn man in (3.5) ¢ = 0 wihlt und o’ =t +a — 1 setzt. V,,(s, k — 1)
hat also fiir k£ > 2 die behauptete Darstellung.

Kommen wir nun zum Fall £ = 1. Wir wollen also zeigen:

Vils,1—t) = (1 —1t) - s Lisuy<st + BVt (X, 1 = 8) Ly, 1y-
Dazu beweisen wir, dass fiir alle 0 < a <1 — ¢ gilt:

(I1—t—a)-s,(1) > EV,1(X,1—t—a) und
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EV, 1(X,1—=t) = EV, 1(X,1—t—a) > a-s,(1).

Aus diesen Ungleichungen folgt direkt die Behauptung. Der Induktionsanfang fiir
n = 1 ist offensichtlich mit Gleichheit erfiillt. Seien die Ungleichungen und damit
die Behauptung richtig fiir n — 1. Dann ergibt sich

(1—t—a)-s,(1)>EV, 1(X,1—t—a)
s(1—t—a)- E(X Lix>s,1)y + EVaa(X, 1) ]l{X<sn,1(1)}>
> E((l —t—a) Xlixss, 1y +EVao(X, 1 -t —aq) 1{x<3n71<1>})
und
EV, 1(X,1—-t)—EV, (X, 1—t—a)>a-s,(1)
< E(a "X Tyx>s,-101))
+ (EVyo(X,1—t) — BV, o(X,1—t —a)) ]1{X<sn,1(1)})

>a- E<X Lixzs, oy + EVaa(X, 1) ]l{x<sn71<1>})-

Also sind die Ungleichungen richtig fiir n, da s,-1(1) = EV,,_o(X, 1) und damit folgt
die Behauptung des Satzes fiir k = 1. O

Bemerkung 3.2.2. Da in (3.4) und (3.5) Gleichheit firt+a =1 gilt, ist V,,(s, k)
stetig in s. Dies wurde schon in Satz 2.2.1 gezeigt.

Aus dem Beweis von Satz 3.2.1 folgt die Linearitét von ¢ — EV, (X, k —t).
Korollar 3.2.3. Firne{l,...,N} gilt firke {1,..., N} und0 <t <1

BV, (X, k—t) = (1 — ) EV, (X, k) + tEV, (X, k — 1).
Beweis. Aus Gleichung (3.5) fiir a = 1 — ¢ folgt
EVy (X, k—t) — EV, (X, k—1) = (1 —¢) (EVn_l(X, k) — BV, (X, k — 1)).

Dies ist aquivalent zu der Behauptung. O

Sei nun wieder £ € K = [0, N + 1]. Mit den Resultaten dieses Abschnittes
kann die Struktur von k +— V,,(s, k) im Fall von u.i.v. Zufallsvariablen (X,,) noch
etwas préziser angeben werden als in Satz 2.2.1. Wir kénnen nun beweisen, dass die
Wertfunktion nicht nur konkav in der zweiten Komponente ist (siche Satz 2.2.1),
sondern dass t — V,(s,k — t) sogar linear ist fir alle & € {1,..., N + 1}. Diese
Aussage findet sich auch in Bardou et al. (2010).
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Satz 3.2.4. Fir allen =1,..., N und fir jedes s > 0 gilt:
k— V(s k)

ist stetig, konkav und stickweise linear auf allen Intervallen der Form [l — 1,1}, | €
{1,...,N +1}.

Beweis. In Satz 2.2.1 wurde gezeigt, dass k — V,,(s, k) fiir festes s > 0 stetig und
konkav ist. Aus Korollar 3.2.3 folgt, dass k — EV,, (X, k) auf allen Intervallen der
Form [ —1,1], [ € {1,..., N + 1} linear ist. Aus der Darstellung von V,, aus Satz
3.2.1 folgt daher, dass fiir jedes s € S auch k +— V, (s, k) auf allen Intervallen der
Form [l — 1,1], [ € {1,..., N 4 1} linear ist. O

3.2.2. Markovketten

Sei nun eine Markovkette (X,,) mit Ubergangsfunktion 7" gegeben. Wir werden zei-
gen, dass auch im Fall eines kontinuierlichen Aktionenraumes A = [0, 1] die Annahme
(A1), siehe Seite 40, hinreichend fiir die Monotonie der Maximisatoren ist. Dabei
werden wir auf die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes tiber u.i.v. Zufallsvariablen
(X,) zuriickgreifen. Zunéchst ergibt sich direkt folgender Satz.

Satz 3.2.5. Firallek e {1,...,N+1}, 0<t <1 und fir allen € {1,...,N} gilt

Vo(s, k—1)

- aeg%iz(ft) {a s+ EV"*1 (T(S7 Ynfl)u k—1t— CL)}

= (min{k —t,1} - s + EV,,_1 (T(s, Yn_1), k — t —min{k — t,1})) Lis>c 1 (sh—1)}
+ ((]- - t) -5+ EVn—l (T(S, Yn)7 k — ]-)) ]l{Gn,1(s,k)§s<Gn71(s,k71)}
+ EVn—l (T(Sa Yn—l)a k— t) ]l{s<Gn71(s,k)}-

Beweis. Der Beweis wird genauso gefiihrt wie der Beweis von Satz 3.2.1. Statt X
und s, (k) betrachtet man nun 7'(s,Y) und G,_1(s, k) (siehe Definition 3.1.2) und
die Ungleichungen werden fiir alle s > 0 gezeigt. O

Allgemein miissen also fiir jedes Angebot s die zugehdrigen Werte G,,_1(s, k)
und G, _1(s,k — 1) iberpriift werden, um die optimale Entscheidung zu finden.
Gilt aber die Annahme (A1), so gibt es Schwellenwerte im vereinfachten Modell mit
A = {0, 1}. Durch diese Schwellenwerte erhalten wir wie im Fall von u.i.v. Angeboten
zu jedem Zeitpunkt und fiir jede zur Verfiigung stehende Kapazitit eine Zerlegung
von [0,00) in drei Intervalle. Um die optimale Entscheidung zu bestimmen, muss
man das Angebot s nur noch einem dieser Intervalle zuordnen.
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Satz 3.2.6. Es gelte (Al). Dann gilt fir alle k € {1,....N+1}, 0 <t <1 und
n=1,...,N

Va(s, k—1)
= max {a-s+ EV,_1(T(s,Yp1),k—t—a)}

0<a<l1

= (min{k — ¢,1} - s + EV,, 1 (T(s, Y1),k —t —min{k — ¢, 1})) Lisss,b-1)}
+ ((]- - t) "5+ EVn—l (T(Sa Yn—l)a k — 1)) ]l{sn(k)§5<sn(k—1)}
+ EVo1(T(8, Yn1), k — ) Lscs, i)y

wobei s, (k) :=inf{s: s> G,_1(s,k)} ein Schwellenwert ist.
Der Mazximisator f,, zum Zeitpunkt n hat also die Gestalt
min{k —¢,1}, s> s,(k—1)
fals,k—1)=<¢1—1t, sp(k) < s <sp(k—1)
0, s < sp(k).

Die Mazximisatoren sind monoton wachsend in s.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der L-Stetigkeit von s — G, (s, k) mit L =1
(siche Satz 3.1.11) und Satz 3.2.5. O

Sei nun k € K = [0, N 4+ 1]. Dann lasst sich mit den gleichen Argumenten wie
bei u.i.v. Angeboten die stiickweise Linearitdt der Wertfunktion k +— V,,(s, k) zeigen.
Es gilt also folgender Satz.

Satz 3.2.7. Fir allen=1,..., N und jedes s > 0 gilt:
k— V(s k)

ist stiickweise linear auf allen Intervallen der Form [l —1,1], 1 € {1,...,N + 1}.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 3.2.5 ergibt sich die stiickweise Linearitdt von
k — EV,_1(T(s,Y,-1), k) (siehe auch Korollar 3.2.3) und damit die stiickweise
Linearitat von k +— V,(s, k). O

3.3. Asymptotisches Verhalten der Schwellenwerte

In diesem Abschnitt wollen wir das asymptotische Verhalten der Schwellenwerte un-
tersuchen. Da die Schwellenwerte im risikoneutralen Entscheidungsmodell die opti-
male Strategie bestimmen, erhalten wir damit Aussagen iiber die optimale Strategie,
wenn die Laufzeit N des MDP gegen unendlich geht. Wir interessieren uns zunéchst
fiir den Fall, dass k = [N¢q/] fiir ein a € (0, 1) und betrachten sy([Na]) fiir N — oo.
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3.3. Asymptotisches Verhalten der Schwellenwerte

Die Anzahl der Rechte ist also monoton wachsend in der Laufzeit N und der Quo-
tient aus der Anzahl an Rechten und der Laufzeit konvergiert fiir N — oo gegen a.
Fiir u.i.v. Angebote (X,,) mit absolutstetiger Verteilungsfunktion F' haben Albright
und Derman (1972) gezeigt, dass

A}iinoo sn([Na]) = F7H1 — a).

Die Schwellenwerte konvergieren also gegen das (1 — «)-Quantil der Verteilung der
Angebote. Dies ist intuitiv klar, denn

PX>F1'1-a))=a

und « entspricht asymptotisch gerade dem Verhéltnis aus der Anzahl an Rechten
und der Anzahl von Entscheidungszeitpunkten. Wir wollen das Resultat auf Mar-
kovketten verallgemeinern. Dafiir benotigen wir aber nicht nur die Existenz von
Schwellenwerten, die ja nicht garantiert ist, sondern auch noch ein “stabiles” Verhal-
ten der Markovkette im Sinne von Rekurrenz und einer stationédren Verteilung. Wir
geben zunéchst die bendtigten Grundlagen iiber Markovketten auf allgemeinen Zu-
standsraumen an. Dabei orientieren wir uns an der Notation von Meyn und Tweedie
(1993).

In allgemeinen Zustandsraumen koénnen wir die Wahrscheinlichkeit Py(74 < o0)
bestimmen, eine Menge A € B(S) von einem Zustand s aus dem Zustandsraum
S zu erreichen, um herauszufinden, ob die Menge mit positiver Wahrscheinlichkeit
jemals erreicht wird. Generell kann man aber nicht sagen, ob ein einzelner Zustand
s € S erreicht wird. Sei (X,,) z.B. ein Random Walk auf R mit A-stetigen Zuwéchsen.
Dann wird kein Zustand ¢ € R mit positiver Wahrscheinlichkeit exakt angenommen,
d.h. inf{n > 1: X,, =t} = co Ps-fs. fiir alle s,t € R. Deshalb kann man das Kon-
zept der Irreduzibilitdt auf abzéhlbaren Zustandsrdaumen nicht direkt auf allgemeine
Zustandsraume iibertragen. Hierfiir benttigt man folgende Definition.

Definition 3.3.1. (X,,) heifit p-irreduzibel, falls es ein Maf$ ¢ auf B(S) gibt, so
dass fiir jeden Zustand s € S gilt:

©(A) > 0= Py(14 < 00) > 0.

Der nachfolgende Satz (vgl. Meyn und Tweedie, 1993, Theoreme 4.0.1, 4.2.2)
sagt aus, dass es ein Irreduzibilitdtsmaf v gibt, so dass nicht nur ¢(A) > 0 bedeutet,
dass die Menge A von allen s € S erreichbar ist, sondern dass auch ¢(A) = 0 bedeu-
tet, dass die Menge A von den “meisten” (gemessen nach 1) Startpunkten aus mit
Wahrscheinlichkeit 1 gemieden wird. Zudem kann man -Nullmengen vernachlassi-
gen und sich auf eine absorbierende Menge von “guten” Punkten beschréinken. Das
Maf 1) ist also ein dhnliches Konzept wie die normale Irreduzibilitat auf abzéhlbaren
Zustandsraumen.
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Satz 3.3.2. Sei (X,,) p-irreduzibel. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1 mit
den Eigenschaften:

i) (X,) ist Y-irreduzibel.
i) Falls Y (A) =0, dann gilt auch ({s : Py(14 < 00) > 0}) = 0.
iii) Falls 1(A°) = 0, dann gilt A = Ay U N, wobei »(N) = 0 und die Menge Ay

st absorbierend, d.h.

P(s,Ag) =1, s€ Ay

i) Fir jedes andere Mafs @' gilt, die Kette ist ¢'-irreduzibel g.d.w. ¢ < 1, d.h.
' ist absolutstetig bzgl. 1.

Definition 3.3.3. (X,,) heifst y-irreduzibel, falls die Markovkette p-irreduzibel ist
fur ein Mafl ¢ und das Mafl ¢ ein mazimales Irreduzibilititsmafs ist, also ein Mafs
mit den Figenschaften aus dem vorangegangenen Satz ist.

Definition 3.3.4. B*(S):={A € B(S) : ¥(A4) > 0}

Wir fithren nun den Begriff der Harris-Rekurrenz ein. Rekurrenz lasst sich zwar
noch allgemeiner definieren, tatsiachlich unterscheidet sich eine rekurrente Markov-
kette von einer Harris-rekurrenten aber nur auf einer ¢-Nullmenge. Auf abzéhlba-
ren Zustandsrdumen sind rekurrente Markovketten sogar automatisch auch Harris-
rekurrent. Daher beschrinken wir uns hier auf die Harris-Rekurrenz.

Definition 3.3.5.
a) A € B(S) heifst Harris-rekurrent, falls
P(Njy=00)=1 firalles € A,
wobeit Ny die Anzahl der Besuche der Markovkette in A ist.

b) (X,) heifit Harris-Kette, falls (X,,) ¥-irreduzibel ist und jede Menge in B (S)
Harris-rekurrent ist. Falls (X,) Harris-Kette, dann gilt P;(Ng = o0) =1 fiir
alle s € S und jedes B € BT(S5).

c) (X,) heifst positive Harriskette, falls (X,,) eine Harriskette ist, die eine
stationdre Vertellung m besitzt.

Wir geben ein Beispiel fiir eine positive Harriskette (sieche Meyn und Tweedie,
1993, Prop. 11.4.2) an.
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3.3. Asymptotisches Verhalten der Schwellenwerte

Beispiel 3.3.6 (lineares Modell, AR(1)).
Sei
Xn+1 = aX, + Wn-i—la o€ Ra

mit (W,) w.i.v. Zufallsvariablen auf R, die dberall positive Dichte haben und ei-
ner beliebigen Startverteilung von Xo. Dann ist (X,,) eine positive Harriskette, falls
E(]W]) < oo und |af < 1.

Der néchste Satz charakterisiert die stationére Verteilung einer Harriskette auf
allgemeinen Zustandsrdumen (vgl. Meyn und Tweedie, 1993, Theorem 10.4.9).

Satz 3.3.7. Sei (X,,) positive Harriskette mit stationdrer Verteilung . Dann gilt
fir alle A € B¥(S) und B € B(S)

m(B) = /A E, (Z ]lB(Xk)> m(dz)
k=1

und
TR,

d.h. ™ und Y sind dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafe.

Definition 3.3.8. Fiir jede Startverteilung p auf (S, B(S)) sei P, das nach Ionescu-
Tulcea eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (S™0, B(S)N), so dass (X,,)

unter P, eine Markovkette mit Ubergangskern P und Startverteilung p ist. Fiir jedes
n € Ny und B € B(S) gilt

P.(X,€B) = / Py(X, € B) u(ds).

E,, bezeichne den Erwartungswert bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafes P,,.

Fiir positive Harrisketten gilt das starke Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Meyn
und Tweedie, 1993, Theorem 17.0.1).

Satz 3.3.9. Sei (X,,) eine positive Harriskette mit stationdrer Verteilung w. Dann
gilt fiir jede Funktion g auf S mit [ |g(z)| 7(dz) < oo das starke Gesetz der grofen
Zahlen, d.h. fir jede Startverteilung p gilt P,-f.s.

tim =5~ g6 = [ gla) n(d).

Wir kommen nun zu unserem MDP zuriick und betrachten als Folge der An-
gebote (X,,) positive Harrisketten auf (R*, B(R")). Dabei sei T wieder die Uber-
gangsfunktion von (X,,). Zudem sei die folgende Annahme erfiillt.
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Annahme (A2). FEs gelte Annahme (A1), siehe Seite 40, fir eine positive Har-
riskette (X,,) auf (R, B(R")) mit stationdrer Verteilung © und

/Oooxw(d:p) < 0.

Annahme (A1) wird bendtigt, denn sie garantiert die Existenz von Schwellen-
werten. Wir geben ein Beispiel fiir eine positive Harriskette an, die Annahme (A2)
erfiillt (sieche Meyn und Tweedie, 1993, Prop. 11.4.1 und Prop. 14.4.1).

Beispiel 3.3.10 (Random Walk auf R*).
Sei
Xn+1 - (Xn + Wn+1)+

mit (W,) w.i.v. Zufallsvariablen auf R und einer beliebigen Startverteilung von Xj.
Falls E(W) < 0, dann ist (X,,) eine positive Harriskette mit stationdrer Verteilung
m. Mit der Ubergangsfunktion T: Rt x R — R*, (s,y) — (s + y)* gilt Annahme
(A1). Falls zusdtzlich das (k + 1)-te Moment von W existiert, dann hat m endliches
k-tes Moment. Wenn E(W?) < oo, dann gilt also

/Oooxﬂ(d:c) < 00

und damit auch Annahme (A2).
Unter der Annahme (A2) gilt folgendes Lemma.

Lemma 3.3.11. Es gelte (A2). Fir0 < a <1 und N € N seien

U((val) = min o Z Ls.en = [Vl |

der [Na]-te Besuch der Menge B = (¢,00), ¢ > 0 und
M([Na]) = min(U([Na]), N).
Falls m(B) > «, dann gilt fir alle s > 0 mit 7([s, 00)) > 0
M([Na])

.1 e
]&E}%ONES ; Xk]l{XkeB} :@/Bl’ﬂ'(dl’)

Beweis. Fiir ein beliebiges o € (0, 1) sei ¢ so gewahlt, dass 7(B) > «. Fiir jedes
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d > 0 gilt zunéchst

N
1
NES <Z Xk ]l{U([Na])>N}>

k=1

s

N
Eq (Z X Lix>ay Liwvap>ny + Xk Lix,<a) ]1{U([Na1>>N}>
k=1

< — K (ZXk ]l{Xk>d}> +d- Ps(U([Na]) > N).

k=1

2|~

Aus Annahme (A1) folgt die stochastische Monotonie des Ubergangskernes und
damit insbesondere

N N
1 1
NES (kz:; Xk ]l{Xk>d}> < NEt <kz:; Xk ]l{Xk>d}>

fiir s <t, da die Funktion z + 2 14 (2) monoton wachsend ist. Sei

(- N[s,00))
7([s,00))

dann gilt fiir ein beliebiges £ > 0 auch

N N
1 1
NES (kg_l Xk ]I{Xk>d}> S NEWS (kg_l Xk ]I{Xk>d}>

1 N
N 7([5,00)) E <Z Xk ]l{Xk>d}>

k=1
1

= 5 Ex(XoLixonay) <€

m([s, 00))

fiir hinreichend grofes d = d(s) > 0 und jedes s > 0 mit 7([s, 00)) > 0. Daher gilt

N
1
NES (Z Xk ]1{U([Na])>N}>

k=1
1

= 2(5.00))
<e+d- P(U(Na]) > N).

Tg =

IN

Ex(Xo1ixo>a) +d- P(U([Na]) > N)
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Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen und 7(B) > « folgt

lim P,(U([Na]) > N) = lim P, <Z X 1ix,eny < [M]) =0

N—oo N—oo
k=1

fiir alle s > 0. Insgesamt gilt also

N
o1
5 Es (; Xk ]1{U<[Na}>>zv}> =0

und damit auch

N—oo

N
. 1
lim NES (; Xi1ix,eB) ]I{U([Na])>N}> =0

fir alle s > 0 mit 7([s, 00)) > 0.
Seien nun 7, (B) die sukzessiven Eintrittszeitpunkte in die Menge B und X7 :=

X, g fir n > 1 der Prozess auf B. Da (XP) eine Harriskette mit stationdrer
Verteilung
7(-N B)
g = ————"
7 a(B)

bildet (siehe z.B. Alsmeyer, 1991, Satz 8.3.7), folgt aus dem starken Gesetz der
grofsen Zahlen

&TM—ZX,C = / z mp(dr) = % /B vr(dz) Pyfs.

fiir alle s > 0. Also gilt auch

[Na]

([Na])
1
NES ; Xelixepy | = ZXk

Na 1 Nooo QO
:% —E Zxk —>@/Baz7r(dx).

Aus limy 00 Ps(U([Na]) < N) =1 folgt wegen dominierter Konvergenz

U([Na]) U([Na])
i E kZ Xi Lixpeny Lyvaneny | = Es kz X Lix,enm
-1 -
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3.3. Asymptotisches Verhalten der Schwellenwerte

und damit die Behauptung, denn

1 M([Na]) 1 U([ o))
N ; XiLixpeny | =5 Es :1 Xk LixeBy Liu(vap<ny
1 N
NES Zl k]l{XkeB}]l{U([Na])>N}>
Novee, %/B;mr(da:)
fiir alle s > 0 mit 7([s,00)) > 0. 0O

In den néchsten beiden Lemmata zeigen wir, dass

o

lim —EVN 1(T(s,Yy-1), [Na]) :/ x Fr(dx), (3.8)

N—o0 N Fﬂ'—l(l_a)

fir alle s > 0 mit 7([s,00)) > 0, falls F; die Verteilungsfunktion von 7 ist. Da-
mit kobnnen wir dann die gewiinschte asymptotische Aussage fiir die Schwellenwerte
beweisen.

Zunéchst betrachten wir eine nicht optimale Strategie und erhalten eine untere
Schranke fiir die linke Seite der Gleichung (3.8).

Lemma 3.3.12. FEs gelte (A2). Dann gilt fir alle 0 < o < 1 und s > 0 mit
7([s,00)) >0

1 o
lim inf NEVN_l(T(s, Yn_1), [Na]) > / x Fr(dx),

wobei F1(1 — ) das (1 — «)-Quantil von Fy ist.

Beweis. Fiir festes a € (0,1) sei ¢ = F-}(1 — a — ¢) fiir ein € > 0 beliebig und
B = (¢,). Sei 0 = (01, ...,0n_1) folgende stationére Strategie im (N — 1)-stufigen
Modell: Falls das Angebot grofer als ¢ ist, iibt man solange aus, bis nur noch genauso
viele Rechte iibrig sind wie verbleibende Perioden. Danach nimmt man jedes An-
gebot. Nach Definition der optimalen Strategie gilt dann fiir den zufélligen Gewinn
GnN-_1,, dieser Strategie, dass

ES(GN,LU) = Eval,cr (T(S, YNfl), [NO(]) S EVN,1 (T(S, YNfl), [NO(]) . (39)
Sei nun

M([Na])

Gyoie= Y Xilixen
k=1
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Dann ist Gy_1 . der zuféllige Gewinn der nicht zuldssigen Strategie, bei der nur An-
gebote oberhalb von ¢, unabhéngig von der aktuellen Periode, angenommen werden.
Es kann also passieren, dass nicht alle Rechte benutzt werden. Sei nun s > 0 mit
7([s,00)) > 0. In Lemma 3.3.11 wurde gezeigt, dass

1 a

ESGNfl,c = @/B.TFW(dZC)

Sei Ty = ch\;l 1(x,epy die Anzahl der Besuche der Menge B bis zum Zeitpunkt
N. Dann gilt

am—

GNfl,o = GNfl,c

auf {U([Na]) < N}, da in diesem Fall auch bei der Strategie o nur bei Werten
oberhalb von ¢ ausgeiibt wird. Auf {U([Na]) > N} gilt [Na] — Ty > 0. Es werden
also ([Na] — Ty) Angebote, die alle unterhalb von ¢ liegen, bei der Strategie o
zusitzlich zu den Ty Angeboten oberhalb von ¢ angenommen. Auf dieser Menge
gilt also

Gn-1o—Gno1e < ([Na] = Ty) - c
< [Na]-c.

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt

1
_<ESGN71,O' - ESGN71,6>

N
< %[Na] .¢- P,(U([Na]) > N) 2= ¢

und daher gilt wegen (3.9)
Q@ o «
. x F.(dx S—-/wadx
a+¢€ /F‘Trl(las) ( ) 7T(B) B ( )
1
= lim NEVN,17U(T<S,YN,1), [NO(])

N—oo

o1
< lanLIOIéf NEVN_l (T(s, Yn_1), [Noz])

Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung als Grenzwert fiir ¢ | 0. O

Um eine obere Schranke fiir die linke Seite der Gleichung (3.8) zu bekommen,
vergleichen wir die optimale Strategie mit einer nicht zulédssigen Strategie, namlich
der Strategie, die besten [Na| Angebote zu nehmen.
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Lemma 3.3.13. Es gelte (A2) und zusdtzlich sei F, stetig. Dann gilt fir alle 0 <
a<lunds>0

lim sup %EVNl(T(s, Yn_1),[Na]) < / x Fr(dx)

N—o0 Fil(l-a)

Beweis. Sei X1y < X9y < ... < X(y) die Ordnungsstatistik von X, ..., X. Dann
gilt offensichtlich

EVyo(T(s,Yn), [Nol) <E | > X |, (3.10)

k=N—[Na]+1

denn es gibt keine bessere Auszahlung als die hochsten [Na] Angebote. Aus dem
starken Gesetz der grofen Zahlen folgt

1 oo
Nhféo_ <ZX’€]1{Xk>F Y- a)}) :/le(l_a)xFﬂ(dx).

Wir zeigen nun, dass dies auch fiir <Zk (Nal+1 X() ) gilt. Sei Ty = Zk L L s rtamay
die Anzahl der Besuche bis zur Zeit N in der Menge (F'(1 — @), 00). Dann gilt

Es Z Xk — ZXk]l{XpF L(1-a)}
k=N—[Na]+1

/{TNS[NG]}

N
o SIS SE RIS, P
{Tn>[Na]} k=1

N—[Na]+1

N
Z Xy = Y X lixomtaoay | 4P
N— k=1

k= al+1

N-Ty

— Xy dP, — / Xy dP,
/{TN Z {Tn>[Nq] Z

<INal} = N—[NaJ+1 Y k=N-Ty+1

< F;1(1 —a)- (/ [Na| — Ty dP; —/ Ty — [Na] dPs)
{Tn<[Nal} {Tn>[Na]}

= F '(1—a)- E{([Na] — Ty),

wobei die Ungleichung daraus folgt, dass die Terme des ersten Integrals alle kleiner
als F-!(1 — ) und die Terme des zweiten Integrals alle groRer als 7' (1 — a) sind.
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Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt

und deshalb gilt

N N
1
B Xw ) Xlixermiiay

k=N—[Na]+1 k=1

NO[] TN

<F'1-a)-E, Na] _ T

<rra-a-m (-3
N—o0 0.
Also ergibt sich insgesamt

1 a >0
Aim B, > Xw :/F1 - x Fy(dz).
k=N—[Na]+1 w (1-a)

Damit folgt aus (3.10)

1 [e.e]
lim sup NEVN,l(T(s, Yn_1),[Na]) < / x Fr(dx).

N—o0 Frl(l—-a)

Nachdem wir nun die Gleichung (3.8) gezeigt haben, kénnen wir den wesentli-

chen Satz dieses Abschnittes beweisen.

Satz 3.3.14. Unter den Annahmen der beiden vorangegangen Lemmata gilt fir alle

Stetigkeitspunkte von o — F-1(1 — ), a € (0,1)

lim sy([Na]) = FE-41 — a).

N—oo

Beweis. Sei s > 0 mit 7([s,00))>0 und a € (0,1) ein Stetigkeitspunkt der Funktion
a— F-1(1—a). Aus der Definition von Gy _4(s, k) folgt sofort folgende Darstellung

von EVn_1(T(s,Yn_1),[Na]) als Teleskopsumme

[N
EVy_1(T(s,Yn1),[Na]) = Y Gnoa(s, k).
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Wir haben also bisher gezeigt, dass

]\}ILICI)ONZGN 1(s, k) / . x Fr(dx)

gilt. Sei nun 0 < a < @’ < 1 und N so grok, dass [No/] > [Na] + 1. Dann gilt

[N [Na]

Z Glel{Z NZGNISk) ;;GNl(S,]{Z)

k [Na]+1
N_>—O°>/ xF,T(dx)—/ x F,(dz)

Frl(i—o) Frl(l-a)
Fil(l—a)
= / x Fr(dx).
Frl(1—o)
Da Gn_1(s, k) monoton fallend in £ ist, gilt
1 [Na']
N([No/] — [Na])Gn_1(s, N > Gyl k).
k=[Na]+1

Es folgt

1 w (1-a)
lim inf Gy _1 (s, [Na]) > / v Fy(dz)

/
N—o0 o — F;l(l—a’/)

und wegen der Stetigkeit von F; gilt

1 Frl(l-a) 1 Frl(1-a)
/ 2 Fo(dr) > FoY(1— o) - . / Fo(dz)

!/ /
o — F;l(l—a’/) o — F;l(l—a’/)

=F 1 (1-d).

Aus der Stetigkeit von F-1(1 — ) in « folgt

1 r (1-a)
lim / 2 Fo(dz) > lim F1(1— o) = F=1(1 — a)

o la o — o F;l(l—a”) o' la g
und daraus ergibt sich insgesamt

liminf Gy (s, [Na]) > F. ' (1 — a).

N—oo
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Sei nun 0 < o/ < a < 1. Dann folgt fiir N grof genug, so dass [Na| > [No/] + 1

[Nl
(Na] — [Na)Gals, [Na) € - > Grvoals, B).
k=[Nao/]

+1

Eine dhnliche Rechnung wie zuvor ergibt

limsup Gy_1(s, [Na]) < F-H(1 — a)

N—oo

und damit folgt
Fl1l—a)= A}im Gn_1(s,[Nal)
—00

fiir alle s > 0 mit 7([s, 00)) > 0. Wegen
sn([Na]) =inf{s > 0:5> Gn_1(s,[Na])},

folgt
lim sy([Na]) = F-41 — a),
N—o0
da 7([s,00)) > 0 fiir alle s < F-1(1 — «). O

Man kann fiir u.i.v. Angebote (X,,) leicht zeigen, dass fiir festes k € N

sn(k) N0, ess sup PX

wobei PX die Verteilung der Angebote ist (siche z.B. Pronzato (2001), Theorem 2).
Wir zeigen nun, dass die entsprechende Aussage auch allgemeiner fiir Markovketten
gilt, die den Voraussetzungen dieses Abschnittes geniigen. An die Stelle von P¥ tritt
dann die stationére Verteilung .

Satz 3.3.15. Sei (X,,) eine Harriskette, die (A2) erfillt und die Verteilungsfunktion
F,. sei stetig. Dann gilt

lim sy(k) =esssupm =sup{x:1— F.(zx) >0}

N—oo

fuir alle k € N.

Beweis. Wir zeigen zunéchst

lim sy(k) > esssup .
N—o00

Fiir festes k¥ € N und zu jedem « € (0, 1) mit a Stetigkeitspunkt von a — F-1(1—a)

gibt es ein N(«), so dass
[Na] > k
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fir alle N > N(«). Da sy (k) monoton fallend in £ ist, folgt aus dem letzten Satz

lim sy(k) > Nh_r:aOo sn([Na]) = F-H1 — ).

N—oo

Daraus folgt die Behauptung aus dem Grenzwert o — 0, denn es gibt eine Folge
(avn,) von Stetigkeitspunkten mit «,, — 0.
Fiir die andere Richtung zeigen wir, dass es eine absorbierende Menge C' gibt,
mit
Py(X; >esssupm) =0 fiiralle s € C.

Weil 7 und ¢ dquivalente Mafke sind (siche Satz 3.3.7), folgt aus 7((esssup 7, 00)) =
0, dass
Y ((esssupm,00)) = 0.

Aufgrund der Eigenschaften von v (siehe Satz 3.3.2) ergibt sich daraus
lp({s : PS(T(esssupmoo) < OO) > O}) =0

und damit auch
Y({s: Ps(X; >esssupm) > 0}) = 0.

Daraus folgt weiter aus Satz 3.3.2, dass es eine absorbierende Menge C' € B(R™)
mit der gesuchten Eigenschaft gibt. Wir haben also gezeigt, dass

sup{z > 0: Py(X; > x) >0} <esssupm
fiir alle s € C'. Daraus folgt fir s € C'

Go(s, k) < ET(s,Yy) <sup{x >0: Py(X; >z) >0}

< esssup .
Sei nun Gy_1(s, k) < esssup 7 fiir alle s € C, dann gilt
Gy(s, k) = EVy(T(s,Yx), k) — EVy(T(s,Yx), k — 1)
< EmaX{T(s, Ya) + EVy (T(T(s, i), Yao1), k — 1),
BV (T(T (s, V), Ya1), k) |
— EVn_, <T(T(s, Yi), Y1),k — 1)
= Emax{T(s,Yn),Gn-1(T(s,Yn), k) }

(*<) Emax{T(s,Yy),esssup m}

= esssup T,
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wobei (*) gilt, da C" absorbierend ist. Also gilt wegen 7(C') =1 fiir alle N € N
{seC:s>Gn-a(s,k)} #0
und daher

sy(k) =inf{s >0:s> Gn_1(s,k)}
<inf{s € C:s>Gn_1(s,k)}

< esssup 7.

O

Wir geben eine weitere Aussage liber das asymptotische Verhalten der Schwel-
lenwerte an, die auch aus Satz 3.3.14 gefolgert werden kann. Der Satz sagt aus, dass
wenn der Quotient aus der Anzahl an Rechten und der Laufzeit gegen eins geht, dann
konvergieren die Schwellenwerte gegen das Infimum der stationidren Verteilung.

Satz 3.3.16. Unter den Annahmen des letzten Satzes gilt fir alle k € N

lim sy(N — k) =inf{z: F;(z) > 0} = m.

N—oo

Beweis. Sei k € N beliebig. Zu jedem 0 < o < 1 gibt es ein N(«), so dass
[Na] < N —k
fir alle N > N(«). Weil k — sy (k) monoton fallend ist, gilt somit
sv(N — K) < s([Nal)
fir alle N > N(«). Aus Satz 3.3.14 folgt damit

lim sy(N — k) < lim sy([Na]) = F-1(1 - a)

N—oo N—oo

fiir alle o« € (0, 1), die eine Stetigkeitsstelle von o +— F~1(1 — «) sind. Wegen

limF ' (1—a)=m
afl

ergibt sich insgesamt
lim sy(N —k) <m.
N—o00

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt
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fiir alle s > 0. Daher gilt

N
. 3> . _

fir alle s > 0 und somit
lim sy(N —k) >m

N—oo

fiir jedes k € N. O

3.3.1. Beispiele

Wir betrachten als Beispiel u.i.v. Zufallsvariablen (X,,), die gleichverteilt auf (0, 100)
sind. In diesem Fall sind natiirlich siémtliche Voraussetzungen erfiillt. Satz 3.3.14 sagt
aus, dass dann sy ([Na]) gegen das (1 — «)-Quantil der Gleichverteilung auf (0, 100)
konvergiert, es gilt also

N—oo

sn([Na]) —— 100 - (1 — «)

fir alle 0 < a < 1. Die nachfolgende Abbildung zeigt sy([Na]) fir N = 1,...,100
und a = 0.7.

60
1

50
1

40

30
1

20

10
1

0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.5.: Konvergenz der Schwellenwerte im risikoneutralen Modell bei
Gleichverteilung auf (0,100) und o = 0.7.
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Als Beispiel fiir eine nicht u.i.v. Folge (X,,) betrachten wir das Trinomialmodell
(sieche Abschnitt 3.1.1). Wir miissen iiberpriifen, ob Annahme (A2) gilt (sieche Seite
60). Da der Zustandsraum im Trinomialmodell endlich ist, gibt es eine stationére
Verteilung 7 mit E,(Xp) < co. Wegen Satz 3.1.16 ist die Annahme (A;) erfillt und
deshalb gilt insgesamt Annahme (A2).

Um den Grenzwert der Schwellenwerte fiir N — oo angeben zu koénnen, beno-
tigen wir die stationdre Verteilung 7 der Harriskette.

Satz 3.3.17. Sei ein Maf$ v auf S ={0,...,1} gegeben mit v(0) =1 und

(i) = [ 22, >

b
g Pkk—1

Dann ist v ein invariantes Maf fiir die Ubergangsmatric P = (pij) im Trinomial-
modell.

Beweis. Wir zeigen, dass v sogar reversibel ist. Fiir i € {0,...,1 — 1} gilt
i+1

) Pk—1,k
v(i+1) - pipri = H "Dt
o Pkk—1

i

. Pk—1,k

= H " Piit1
joq Pkk—1

= V(Z) * Dijit1-

Wegen p;, = 0 fiir |k —i| > 1 folgt daraus schon, dass v reversibel und damit
insbesondere invariant ist. O

Die eindeutige stationédre Verteilung 7 = (7 (0),...,n(l)) fiir P auf S ist dann
gegeben durch
V(i)

() = 2
Die folgende Abbildung zeigt = fiir [ = 10, also S = {0,...,10}.

=0,...,1.

72



3.3. Asymptotisches Verhalten der Schwellenwerte
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|
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Abbildung 3.6.: Dichte der stationédren Verteilung im Trinomialmodell fiir [ = 10.

Da die Verteilungsfunktion in diesem Beispiel nicht stetig ist, lassen sich die
Ergebnisse des Abschnittes nicht direkt anwenden. Es wird sich aber herausstellen,
dass N — sy([Na]) auch hier fiir alle Stetigkeitsstellen von o — F-1(1 — a) gegen
das (1 — «)-Quantil der Verteilung im Trinomialmodell konvergiert.

Wir betrachten zunéchst allgemeine Markovketten mit Werten in S C 7Z, die
die Annahme (A2) erfiillen. Sei

M :=sup{z : 7(z) > 0} und
m :=inf{z : 7(z) > 0}.

Mithilfe des Beweises von Satz 3.3.14 konnen wir asymptotische Schranken fiir
sn([Na]) angeben.

Satz 3.3.18. (X,,) sei eine Markovkette mit Zustandsraum S C 7Z fir die (A2) gilt.
Fiir alle oc € (0,1) sei

Dann gilt:

a) Sei o mit F-Y(1 —a) > m + 1 gegeben. Dann gilt fiir alle o/ > o mit
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Fl1—-a)+1<F'Y1-a)undalesecS

Pl (1-a)
o 1 . /
thﬁlorcl)f Gn-1(s,[Na]) > Y Z kn(k)—cla) | =:b(a).

k=Frt(1—a/)+1

b) Sei a mit F-1(1 — ) < M — 1 gegeben. Dann gilt fiir alle o/ < o mit
Fll—-a)>F'(1—a)+1undallese S

Frl(i—o)

S kw(k)+c(e) | = bu(o).

k=Frl(1—a)+1

limsup Gy_1(s, [Na]) < ;
N—o0 a—a

Beweis. Folgt aus den Beweisen der Lemmata 3.3.12 und 3.3.13 und Satz 3.3.14
ohne die Stetigkeitsannahme an die Verteilungsfunktion. O

Aus der Definition von s, (k) (siche Definition 3.1.9) folgt direkt

Korollar 3.3.19. Sei a € (0,1) jeweils der Schranke entsprechend (siche Satz
3.8.18). Dann gilt fir alle o > a mit E-'(1—ao/) +1 < F-Y(1 — a)

liminf sy ([Na]) > b(a)

N—o00
und fir alle o/ < a mit F7'(1—a/) > F-H(1 —a) +1

limsup sy([Na]) < by(a).

N—oo

Bemerkung 3.3.20. m ist natirlich immer eine untere Schranke und M eine obere
Schranke (siehe auch Beweise von Satz 3.3.15 und Satz 3.3.16). Damit sind auch
die Fille FE71(1 — «) =m und F-'(1 — o) = M erklirt.

Abhéangig von den gewéahlten o erhalten wir also ein Intervall, in dem sich
sn([Na]) asymptotisch befindet. Bei der Suche nach einem moglichst kleinen Inter-
vall, ist es zunéchst einmal offensichtlich, dass nur diejenigen o untersucht werden
miissen, fiir die F(F-*(1 —a/)) =1 — o’ gilt, denn der Faktor vor der Klammer in
bi(a’) und b,(a’) ist monoton in /. Wir werden zeigen, dass es geniigt, diejenigen o/
zu betrachten, so dass die Summen in einen einzelnen Summanden zerfallen. Dafiir
nehmen wir 0.B.d.A. an, dass fiir x € S mit m < x < M auch (z +1) € S und
(x —1) € Sist. Fiir a mit F£-1(1 —a) < M — 1 sei

a, :=min{a’ € [0,1]: F;'(1—0o) = F; ' (1 —a)+ 1}
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und fiir @ mit F-1(1 — ) > m + 1 sei

ap:=min{a’ € 0,1 : F,'(1—-a)+1=F ' (1-a)}.

Wir wollen die dazugehorigen Schranken ausrechnen.
Satz 3.3.21. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.18 gilt:

a) Fir0<a<lmitr:=F'(1—-a)<M—1 ist

by(ay) <z +1
mit “=" g.dw. « =1 — F(x).
b) Fir0<a<lmitz:=F '(1—a)>m+1 ist
bi(ay) = x.

Beweis.

a) Wir zeigen zunéchst die obere Schranke. Fiir a benutzen wir die Darstellung

a=(1—-F,(z+1)+h, h>n(z+1).

Dann gilt i, =1 — Fr(z + 1) und ¢(a) = 2 - (a — (1 — Fx(z))). Es folgt

1 Fr'(1-aw)
by(Cta) = e Z kn(k)+ c(a)
k=F7'(1—a)+1

- % : ((x—l—l) m(@+1) +a (h+ Fr(z) —Fn(ﬁl)))
:%- <(x+1)-7r(x—|—1)+9€' (h—ﬂ($+1))>
:%~(7r(3:+1)+$'h)
.l
<z+1,

wobei “=" gilt g.d.w. h = w(z + 1), also falls a = 1 — F, ().

b) Fiir die untere Schranke stellen wir a dar durch

a=(1—-F(x—1)—h, 0<h<n(z).
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Dann gilt oy = 1 — Fr(z — 1) und ¢(a) = z - (o — (1 — Fx())). Daraus folgt

Frl(l-a)

> kw(k) = ()

k=F7Y(1—a;)+1

1

o —

bl(al) =

-@~ﬂ@—x.@u@—pux—n—h»
: (x m(x) —x - (n(z) — h))

8 >~

O

Falls @ # 1 — F(z), wissen wir damit, dass sy([/Na|) konvergiert. Fiir a =
1 — F,(x) stellt sich noch die Frage, ob man die obere Schranke verbessern kann,
wenn man b, (a/) fir einen Wert o < «, betrachtet. In diesem Fall gilt ¢(a) = 0
und man kann leicht nachrechnen, dass dann die gewichtete Summe b, (o) monoton
fallend in [0, o] ist.

Lemma 3.3.22. Fiir alle o mit F7'(1 —a) < M — 1 und c(a) = 0 ist
o' by ()
monoton fallend in [0, ay,).

Beweis. Wir miissen wieder nur die o € [0, a, ] betrachten, so dass F(F-(1—a’))
1—a’. Sei wieder x = F-!(1 — ). Dann gilt a,, = 1 — F; (;1:+1) und wegen c(«a) =
ist

0
m(x+1)=a— a,.

Fir
o =1—F(x+2)

ergibt sich wegen o/ < o, und 7(z +2) = a, — o
bu(a') = by () =
-(@+1yw@+1wwx+m-ﬂx+m)—

(z+1)-m(x+1)

a— o

a— ay
1 1
— (@D a—a) + @) (o —a)) — D) (- a)
_ /
= Oj > 0.
a—
Analog zeigt man b, (as) > b,(aq) fiir alle ay < oy mit oo, a; € [0, o). O
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Die beste obere Schranke an einer Sprungstelle von « + F~!(1 — ) erhélt man
demnach fiir den Wert «,,. Zusammenfassend lasst sich folgendes Resultat formulie-
ren.

Satz 3.3.23. Sei (X,,) eine Markovkette mit Werten in S C Z, die Annahme (A2)
erfillt. Dann gilt fiir alle Stetigkeitsstellen von o+ F-1(1 — «)

sn([NVa]) 222 F-1(1 — a).
Und falls o Sprungstelle von o — F71(1 — «) ist, gilt

liminf sy([Na]) = F. 1 (1 — «)

N—oo

und

limsup sy([Na]) = min{F, (1 —a) + 1, M}.

N—oo

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 3.3.18, Satz 3.3.21, Lemma 3.3.22 und
Bemerkung 3.3.20. O

Wir wollen nun die Aussagen an dem Beispiel des Trinomialmodells mit [ =
10 veranschaulichen. Die stationdre Verteilung m haben wir schon berechnet. Die
folgende Abbildung zeigt die zugehorige Verteilungsfunktion F.
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Abbildung 3.7.: Verteilungsfunktion der stationdren Verteilung im Trinomialmodell
mit [ = 10.

Wir wissen, dass sy([Na]) fiir Stetigkeitspunkte von a — F-1(1 — «) konver-
giert. Als Beispiel wihlen wir

a=085 1-—a=0.15 F '(1—a)=4, F.(4)=0.33.

a = 0.85 ist ein Stetigkeitspunkt von o — F-'(1 — «) und damit konvergieren die
Schwellenwerte asymptotisch gegen 4. Wir berechnen in diesem Beispiel auch ay,
und «y. Es ergibt sich

a,=1—F.(5)=0.33, a=1-F.(3)=0091
und daher gilt
= 4.66.

Wegen b;(«;) = 4 lédsst sich auch hieraus folgern, dass

lim sy ([N -0.85]) =4 = F_'(0.15).

N—oo

Die nachfolgende Abbildung zeigt nun sy(Na]) fiir N = 1,...,200 und o = 0.85 im
Trinomialmodell mit | = 10.
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| il
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Abbildung 3.8.: Konvergenz der Schwellenwerte im Trinomialmodell mit [ = 10 fiir
a = 0.85.
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Kapitel 4.

Struktur der Maximisatoren im
risikosensitiven
Entscheidungsmodell

In diesem Kapitel untersuchen wir das risikosensitive Entscheidungsmodell. Der Ent-
scheider hat also eine exponentielle Nutzenfunktion

u(s) = —exp(—as), a >0,

und mochte den erwarteten Nutzen des Gesamtgewinns maximieren. Insbesondere
analysieren wir erneut die Struktur der Maximisatoren. Wir gehen in der gleichen
Reihenfolge wie im vorherigen Kapitel vor. Im ersten Abschnitt betrachten wir wie-
der ein multiples optimales Stoppproblem. Im zweiten Abschnitt untersuchen wir
das allgemeine Optimierungsproblem.

4.1. Multiples Stoppen

Zunéchst betrachten wir wieder die Vereinfachung des Modells, aus der sich ein mul-
tiples optimales Stoppproblem ergibt. Es sei also A = {0,1} und K = {0, ..., N+1}.
Dabei untersuchen wir zuerst den Fall von u.i.v. Angeboten. Dieser Fall wurde fiir
ein Austibungsrecht, also & = 1, schon in Miiller (2000) und Hall et al. (1979) be-
trachtet. Wir wollen dhnliche Resultate fiir mehrere Ausiibungsrechte zeigen. Im
Anschluss betrachten wir allgemeine Markovketten.

4.1.1. Unabhangige Angebote

Im Folgenden betrachten wir u.i.v. Angebote Xj,..., Xn. Aus Satz 2.3.1 folgern
wir, dass fiir alle (s, k) € RT x K\ {0}

Vo' (s, k) = uls)
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und
Vi(s, k) = max{exp(—as) - EV* (X, k—1),EV' (X,k)}, n=1,...,N,

gilt. Fir £ = 0 gilt V*(s,0) = —1 fiir alle n = 0,..., N. Daher ist es in diesem
Modell optimal ein Recht zum Zeitpunkt n auszuiiben, falls

W HEVE (X, k) —u (EVE (X, k—1)), keK\{0}

> Sy 7k =
b= {1 L

Dabei ist .
ut(s) = —— -log(—s), —1<s<0.
a

sn(u, k) ist also der Wert, bei dem der Entscheider indifferent ist zwischen den Ent-

scheidungen ein Recht einzusetzen und nachfolgend nur noch £ — 1 zu haben oder

nicht auszuiiben und dafiir in den letzten Perioden weiterhin k£ Rechte zu haben. Bei-

de Entscheidungen haben den gleichen erwarteten Nutzen. Fiir die Maximisatoren
“" n=1,..., N, gilt dementsprechend

n’

1, s> su(u, k)
“s, k)=~ ’
Jals: ) {0, s < sp(u, k).
Damit erhalten wir die folgende einfache Darstellung fiir V,*:

Vnu(s, k‘) = eXp(—OzS) . Evnu_l(X, k‘ — 1) ]l{SZSn(U,k)} —I— EV,’;‘_l(X, k‘) ]l{s<sn(u,k:)}-

Wir gehen nun auf die Struktur der Maximisatoren ein. Dazu miissen wir offensicht-
lich die Schwellenwerte s,,(u, k) betrachten. Im Folgenden sei

EV*(X, k)
Wi(k) = - E>1.

Der néchste Satz sagt aus, dass je mehr Rechte der Entscheider zur Verfiigung hat,
desto weniger selektiv ist er.

Satz 4.1.1. Die Funktion k — s, (u, k) ist monoton fallend fir allen=1,...,N.

Beweis. Wir beweisen die Aussage induktiv. Fiir n = 1 erhalten wir

1
s1(u, 1) = - log(FE exp(—aX)) >0
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und fiir £ > 2
1 1
s1(u, k) = —=log(E exp(—aX min{k, 1})) + — log(E exp(—aX min{k — 1,1}))
a a
=0.

Also gilt die Aussage fiir n = 1. Es gelte nun fiir ein n € {1,..., N — 1} und jedes
ke{l,...N}

sp(u, k) > sp(u, k+1)
& T 1og(W (k) > — loa(IWiL, (k + 1)
A log(Wy_(k)) < log(Wy_;(k + 1))
A Wi a(k) < Wiy (k+1)

Dann gilt fiir jedes k € {1,... N}

Vnu(sﬁk+ 1) Evriil(Xa k)

- 1 s>sp(u s (u
VTZJ(S, k) EVnufl(X’ k — ]_) {s>sn(u,k)>sn(u,k+1)}
+ e ]l{sn(u,k)>323n(u,k+1)}

BV (X k+1)
EVnLLl(X’ k) {s<sn(u,k+1)<sn(u,k)}

= Wnu—l(Xv k) ]l{san(u,k)} +e ]l{sn(u,k)>32$n(u,k+1)}
+ W (X k + 1) T s, bt

Daraus folgt
V(s k+1) Vi(s, k)
Vs, k) V(s k—1)
= W#—I(X, k‘) ]l{SZSn(u,k)} +e ]l{sn(u7k)>828n(u7k+1)}
+ Wi (X b+ 1) e,y = Wit (X B = 1) Tz, (ui-1))
—e ¢ ]l{sn(u,kfl)>828n(u,k)} - W:f_l(X, k) ]l{s<s”(u’k)}'

Da s < s, (u, k) < e > W' (k) und WP (X, k+1) > W' (X, k) gilt

e~ Lisp(uh)>s>sn(uitn)) T Wali(Xok + 1) Tiscs, (wrt1)y
— Wi (X0 k) Lscsumyy) 2 0.

Und wegen s > s, (u, k) < e < W' (k) und WP (k) > W' (k—1) gilt

Wi 1 (k) Lsssnuryy — Wil (k= 1) Tss s (uh—1)}
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—e ™ ]l{sn(u,k‘—l)>s>sn(u,k)} > 0.
Daraus folgt, dass
Vills,k+1)  Vi'(s. k) _
Vu(s, k) Vu(s, k—1) =
Wir haben also gezeigt, dass k — —V (s, k) log-konvex ist. Aus Lemma A.1.3 folgt,
dass auch k — E(—=V*(X, k)) log-konvex ist. Also gilt fiir jedes k € {1,..., N}

E(-VU(X,k))
BE(—Ve(X,k—1))
W, (k)

Sn+1 (U, k)

E(-V*"(X,k+1))
E(-V(X,k))

Wi(k+1)

Spi1(u, k+1).

IN

& <
= >

Damit folgt & — s,.1(u, k) ist monoton fallend und die Behauptung gilt fiir alle
ne{l,...,N} O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir nun zeigen, dass je mehr Angebote noch ver-
fiigbar sind, desto selektiver ist der Entscheider.

Satz 4.1.2. Die Funktion n w— s,(u, k) ist monoton wachsend fiir jedes k € K.

Beweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir zeigen fiir allen = 1,..., N — 1 und
E=1,...,.N+1

Snt1(Us k) > s (u, k),
wobei wir benutzen, dass dies dquivalent ist zu
Wy (k) < Wiy (k).
Sein e {l,...,N}. Wegen EV*(X,1) > EV* (X, 1) (siehe Satz 2.3.2) gilt auch
u N (EVH(X, 1) > u BV (X, 1)),

da u~! monoton wachsend ist. Daher gilt s, 41(u, 1) > s,(u,1). Seinun k € {0,..., N}.
Aus dem Beweis von Satz 4.1.1 entnehmen wir

V(s k+1)
Vu(s, k)

=W (B + 1) Liscs, it} + € Lisn (k) >s>sn(uwk+1)}
+ Wali(B) Lz, (umy)-

Aus Satz 4.1.1 folgt W* (k) < W™ ,(k+ 1). Wegen

s> sp(uk+1) e <WE  (E+1)
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gilt daher
Vi(s, k+1)
Vu(s, k)

n

<WE  (k+1).
Es gilt also

Vi(s,k+1) > W2 ((k+1)- V(s k).
Durch Integration erhalten wir

EVY (X, k+1)>W" (k+1)  BEV*(X, k)

und damit
WiHk+1) <W» (k+1)
bzw.
Spr1(u, k+1) > sp(u, k+1).
Es folgt die Behauptung fiir alle n € {1,..., N}. U

Auch der néchste Satz hat eine intuitive Aussage. Der Entscheider ist in der
Situation, dass er ab einem Zeitpunkt n nur noch ein Angebot ablehnen muss. Dabei
gilt, je mehr Perioden noch verbleiben, desto weniger selektiv ist er.

Satz 4.1.3. Es qult
sn(u, N) < sy_q(u, N —1) < ... <s9(u,2) < si(u, ).
Beweis. Wir zeigen, dass fir allen=1,...,N — 1
Spr1(u,n+1) < s,(u,n)

gilt. Wenn man zum Zeitpunkt N —n noch n+1 Rechte hat, ist es optimal zu jedem
Zeitpunkt auszuiiben. Daher gilt insbesondere

EVY(X,n+1)=Fexp(—aX) - EV" ,(X,n).
Fiir £ < n gilt offensichtlich
EVY(X,k) > Eexp(—aX) - EV' (X, k—1).

Daraus ergibt sich

EV*(X,n+1
—a - Spr1(u,n+1) =log ( EV(“(X - ))

- Eexp(—aX) - EV" (X, n)
=08 Eexp(—aX)-EV* ,(X,n—1)
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. EV* (X,n)
T BV (X - 1)

= —a - Sy(u,n)

und es folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Schwellenwerte bei einer Anderung des
Parameters a > 0 in der exponentiellen Nutzenfunktion verhalten. Fiir eine zweimal
differenzierbare Nutzenfunktion u haben Arrow (1965) und Pratt (1964) ein Maf
fiir die Risikoaversion eingefiihrt. Dabei betrachten sie die Funktion

u//(s)
w(s)
Die Funktion 7, misst die Konkavitiat von u, die durch «' normalisiert wird, um eine

Invarianz gegeniiber linearen Transformationen von u zu erhalten. Eine Funktion v
wird als risikoaverser als u defniert, wenn

ru(s) == —

T(8) > 1u(5)

fiir alle s € R gilt. Man kann zeigen, dass das genau dann gilt, wenn es eine monoton
wachsende konkave Funktion g gibt, so dass v(s) = g(u(s)). Bezogen auf die expo-
nentielle Nutzenfunktion ergibt sich aus dem Kriterium, dass v(s) = —exp(—/s)
risikoaverser als u(s) = —exp(—as) ist, genau dann wenn 5 > « gilt.

Wir nehmen an, zwei Entscheider haben eine exponentielle Nutzenfunktion mit
verschiedenen Parametern o und S, und haben jeweils ein Ausiibungsrecht. Der
nachfolgende Satz zeigt das intuitive Resultat, dass dann der risikoaverse Entschei-
der, d.h. der Entscheider mit der risikoaverseren Nutzenfunktion, weniger selektiv
ist.

Satz 4.1.4. Sei u(s) = —exp(—as) und v(s) = —exp(—pFs) mit § > a > 0. Dann
qilt
Sp(u, 1) > s,(v, 1).

Beweis. Wir kénnen v darstellen als v = g o u mit g(s) = —|s|§. Dann ist g eine
konkave Funktion, die auf (—oo,0) monoton wachsend ist und damit ist v nach der
Definition von Arrow und Pratt risikoaverser als u. Aus der Jensen-Ungleichung
folgt weiter

5u(0,1) = v BV, (X,1)
= u_l o g_l(EVT‘?Tf(Xa 1))
S U_l(Evi—l(Xv 1))
= sn<u, 1).

86



4.1. Multiples Stoppen

O

Bemerkung 4.1.5. Fir allgemeine Nutzenfunktionen wurde das Resultat schon in
Mdiller (2000) und Hall et al. (1979) bewiesen.

Fiir das Verhalten der Schwellenwerte s, (u, k) fir a gegen —oco kénnen wir ein
Resultat von Miiller (2000) auf den Fall mehrerer Ausiibungsrechte erweitern.

Satz 4.1.6. Seim :=inf{x : P(X < x) > 0}. Dann gilt fir u(s) = —exp(—as)

lim s,(u,k)=m
a——o0

fiur allek=1,....,n und allen=1,...,N.

Beweis. Sein € {1,...,N} und k € {1,...,n}. Es gilt offensichtlich s,(u, k) > m.
Also folgt mit Satz 4.1.1 und 4.1.2

m < sp(u, k) < sy(u,1).
Weiterhin gilt (siehe Miiller (2000), Theorem 4.3)

lim sy(u,1) =m.
a——00

Damit erhalten wir

lim s,(u, k) =m
a——00

und da n, k beliebig war, ergibt sich die Behauptung. O

4.1.2. Markovketten

Wir lassen nun die Annahme der Unabhéngigkeit fallen und betrachten wieder Mar-
kovketten (X,) mit einer Ubergangsfunktion 7. Wir kénnen die Wertfunktion fiir
(s,k) € RT x K\ {0} schreiben als

Vo'(s, k) = u(s)
und
Vi (s, k) = max {exp(—as) - EV," | (T(s,Yp-1),k — 1), EV | (T(s,Yn-1), k) }

firn e 1,...,N.Firk = 0gilt V*(s,0) = —1. Die Maximisatoren f* n=1,..., N,
haben daher folgende Gestalt:

1, s>u N (EV (T(s, Y1), k) —u (BEV (T (s, Yno1),k — 1))

fu(s k) = {o, s <u BV (T(s,Yn 1), k)) —u  (BV" (T(s, Yy 1), k — 1))
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fir alle (s, k) € Rt x K\ {0}.

Wie im risikoneutralen Modell stellt sich die Frage unter welchen Bedingungen
an die Markovkette sichergestellt werden kann, dass es Schwellenwerte gibt. Offen-
sichtlich gibt es Schwellenwerte, falls

s u (EVH(T(s,Yn), k) —u  (BEV, (T (s, Y1),k — 1))

L-stetig mit L = 1 ist. Falls s — T'(s,y) L-stetig mit L = 1 ist, konnen wir diese
Eigenschaft zumindest fiir den Fall £ = 1 nachweisen. Sei

Sp(u, 1) :=inf {8 D5 > Uil(EVnu(T(SvYn)v 1))}

diejenige Grofe, die als Schwellenwert iiberhaupt nur in Frage kommt. Damit konnen
wir dann folgenden Satz beweisen.

Satz 4.1.7. Falls s — T(s,y) monoton wachsend und L-stetig mit L = 1 ist, ist
sn(u, 1) ein Schwellenwert, d.h. es gilt

1, s> s,(u,l)
Y“(s,1) = -
fals:1) {O, s < sp(u, 1)
fur allen=1,...,N.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass

s u L (BVY(T(s,Y,),1))

L-stetig mit L = 1 ist fiir alle n = 0,..., N — 1. Der Beweis wird induktiv gefiihrt.
Sei also n = 0. Fiir s > s; gilt wegen T'(s2,y) < T'(s1,y) + (52 — $1)

QIR+

u N (EVE (T (s5,Y0), 1)) = log (E exp(—aT(s2,Y))))

IA
|

log<E eXp(—Oé(T<517 Yo) + (52 — 51))))

tog (B exp(—a(T(s1,9)))) + (52 — 1)
=u (EVy(T(s1,Y0),1)) + (s2 — s1).

—_

Damit folgt die Behauptung fiir n = 0. Die Behauptung gelte nun fiir n — 1. Dann
ist

s u (Vi(s, 1)) = max{s, u! (EVnA (T(s, Yo-1), 1))}

L-stetig mit L = 1, da die Funktion das Maximum zweier L-stetiger Funktionen mit
L =1 ist (siehe A.2.2). Sei p(X) := v 'Eu(X), dann folgt aus der Monotonie von
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wund v, dass fir X <Y P-fs.

p(X) < p(Y)

und fiir X +¢, c € R,
p(X +¢) = p(X) + ¢

gilt. Aus der L-Stetigkeit von s +— u='(V%(s,1)) folgt damit

P<u71(VnU(T(52aYn)a 1))) < ﬂ(ufl(VnU(T(ShYn)a 1)) + (52— 81))
= p(w (VT (50, Y20,1)) ) + (52— 51)
und deshalb gilt
u T (BVH(T(s2,Yn), 1)) —u  (EVH(T(51,Yn),1)) < 55— 51,

dh. s — u(EV*(T(s,Y,),1)) ist L-stetig mit L = 1. Aus der Definition von
sn(u, 1) folgt dann die Behauptung des Satzes. O

4.1.3. Beispiel

Als Beispiel betrachten wir u.i.v. auf (0,100) gleichverteilte Zufallsvariablen (X,,).
Die Bedingungen fiir die Existenz von Schwellenwerten sind im Fall von u.i.v. Zu-
fallsvariablen natiirlich erfiillt. Die Schwellenwerte s,(u, k) sind wachsend in n €
{1,..., N} (siehe Satz 4.1.2) und fallend in k£ € {0,..., N + 1} (siehe Satz 4.1.1).
Zudem gilt noch, dass s,(u,1) > s,(v, 1), falls v risikoaverser als u ist (siehe Satz
4.1.4) und s,(u, k) — 0 fir « — —oo (siehe Satz 4.1.6). Wir betrachten das risi-
kosensitive Entscheidungsmodell mit Zeithorizont N = 30. Die folgende Abbildung
zeigt sy_n(u, k) fiir « = —0.1 und k = 1,2, 3,4 als Funktion von n.
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Abbildung 4.1.: Schwellenwerte im risikosensitiven Modell mit N = 30 bei Gleich-
verteilung auf (0, 100) fiir « = —0.1.

Wenn wir die Werte mit denen aus dem risikoneutralen Modell vergleichen,
erkennt man, dass die Schwellenwerte im risikosensitiven Fall unter denen im risi-
koneutralen Fall liegen. So akzeptiert der risikoneutrale Entscheider z.B. bei einem
Recht, k =1, in der ersten Periode, n = 0, Angebote die oberhalb von 94.33 liegen,
wahrend der Schwellenwert im risikosensitiven Modell mit a = —0.1 bei 90.27 liegt.

Abbildung 4.2 zeigt sy_,(u, 1) als Funktion von n fiir verschiedene Parameter
a. Dabei wird deutlich, dass ein Parameter von a@ = —1 eine so hohe Risikoaversion
bedeutet, dass sogar bei einer Laufzeit von 30 Perioden zum Zeitpunkt n = 0 ein
Wert von 44.03 akzeptiert wird, also ein Wert unterhalb des Erwartungswertes von
X. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 31 Angebote unterhalb von 50 liegen, betragt
aber nur 4.66 - 10719,
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Abbildung 4.2.: Schwellenwerte im risikosensitiven Modell mit N = 30 bei Gleich-
verteilung auf (0, 100) fiir verschiedene Werte von v und k = 1.

4.2. Kontinuierlicher Aktionenraum

Wir betrachten nun das allgemeine Modell fiir u.i.v. Angebote mit einer Kapazitéit
k€ K = [0, N + 1] und Aktionenraum A = [0,1]. Dabei darf der risikosensitive
Entscheider mit Nutzenfunktion u(s) = —exp(—as), a > 0, zu jedem Zeitpunkt
eine beliebige Menge a € [0, 1] einsetzen, sofern die Kapazitiat k € K dadurch nicht
iberschritten wird. Ziel ist es wieder, die Struktur der Maximisatoren anzugeben.

Wir schreiben zunéchst die Wertiteration fiir diese Situation auf. Es gilt fiir alle
(s,k) €S

Vo' (s, k) = u(smin{k, 1})
und

Vi (s, k) = aeI%E(Lst) {exp(—asa) - BV |(X,k—a)}, n=1,...N.
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Da «~! monoton wachsend ist, ist dies dquivalent zu

u ' (Vyi(s, k) = max | {sa+u  (BV" (X,k—a)}, n=1,...N.

a€D(s,k

Der nachfolgende Satz gibt wichtige Eigenschaften des Sicherheitsdquivalents der
Wertfunktionen an. Diese werden wir im Folgenden immer wieder bendtigen.

Satz 4.2.1. Fir allen=0,..., N st

u(V"(s, k))

a) konvex in s,
b) stetig und monoton wachsend in (s, k),
c¢) konkav in k.

Beweis. a) Wir zeigen zunichst, dass u™'(V%(s, k)) konvex in s ist. Es gilt
1
WLV (5, ) = —— log(=V'(s, k) = s - min{k, 1}
a
Also gilt die Aussage fiir n =0. Flirn=1,..., N gilt

1 1
—1 u N 1 _Yu — - 1 - ‘fu . )
u (Vn (57 k)) o Og( Vn (87 k)) ael’%%;{k) {Sa Oé 0g( E nfl(Xa k a))}

Da D(s, k) unabhéngig von s > 0 ist und das Maximum konvexer Funktionen konvex
ist, folgt die Behauptung.

b) Die Aussage folgt direkt aus der Monotonie und Stetigkeit von V* (siehe Satz
2.3.1), da u~! monoton wachsend und stetig ist.

c) Dau ' (V(s,k)) = s-min{k, 1} konkav in k ist, ist der Induktionsanfang erfiillt.
Weil log(—Vy*(s, k)) konvex in k ist, ist nach Lemma A.1.3 auch log(—EV{' (X, k))
konvex in k und damit ist k — u~'(EV(X, k)) konkav. Also folgt, dass

(k, @) o u (LV (s, ,0)) = 50— ~ log(~ V(X k — a)

konkav ist, weil die Summe konkaver Funktionen konkav ist. Aus Prop. 2.4.18 in
Béauerle und Rieder (2011) angewandt auf den Zustandsraum {s} x K folgt, dass
dann auch

k— max u '(LVy(s, k,a))

a€D(s,k)

konkav ist. Wegen

u’l(Vlu(s, k)) = max u’l(LVO“(s,k, a))
a€D(s,k)
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folgt die Behauptung fiir n = 1 und per Induktion mit den gleichen Argumenten fiir
allen=1,...,N. O

Mithilfe dieses Satzes konnen wir zeigen, dass auch die Wertfunktion selbst
konkav in £ ist.

Korollar 4.2.2. Fiir allen =0,..., N st
k— V(s k)
konkav.

Beweis. Aus Satz 4.2.1 c) folgt, dass k — log(—V"(s, k)) konvex ist. Da exp eine
monoton wachsende und konvexe Funktion ist, folgt hieraus (siche auch A.1.1), dass
k — —V(s, k) konvex ist. Also ist

k— V(s k)
konkav. O

Aus dem Beweis von Satz 4.2.1 folgt weiterhin unmittelbar

Korollar 4.2.3. Fir allen =0,..., N st
ks u N (EVH(X, k))
stetig, konkav und monoton wachsend.

Die Existenz von Maximisatoren in diesem Modell haben wir schon gezeigt
(siche Satz 2.3.1). f,, ist Maximisator von V*, falls f,(s, k) Maximumstelle von

a— LV (s, k,a) =exp(—asa) - EV' (X, k — a)

1

ist. Da u~" monoton wachsend ist, ist f,, damit auch Maximumstelle von

a—u ' (LV" (s, k,a)) = sa+u  (EV" (X, k —a)).

Bei der Untersuchung der Struktur der Maximisatoren werden wir haufig diese Tat-
sache benutzen. Die zweite Funktion ist aufgrund der Additivitat leichter zu hand-
haben.

Die Struktur der Maximisatoren im risikosensitiven Modell ist im Allgemeinen
nicht so einfach wie die im risikoneutralen Modell. Dort kénnen die Maximisatoren
fiir festes k£ € K nur drei verschiedene Werte annehmen. Zudem konnten wir zeigen,
dass es bis auf maximal einen Zeitpunkt optimal ist, die Randwerte a = 0 und
a = 1 zu wahlen. Der Grund fiir diese einfache Struktur ist die stiickweise Linearitat
der Wertfunktion in k& im risikoneutralen Modell. Dies ist im risikosensitiven Fall

93



Kapitel 4. Struktur der Maximisatoren im risikosensitiven Entscheidungsmodell

offensichtlich nicht erfiillt. Entscheidend fiir die Gestalt der Maximisatoren ist hier
das Sicherheitsdquivalent

1
On-1: K — (0,00), k= u Y(EV" (X,k)) = - log(—EV" (X, k))

des erwarteten Nutzens unter der optimalen Strategie, wenn noch n Entscheidungs-
zeitpunkte verbleiben. Da u aber gerade nicht linear ist, ist das Sicherheitsiaquivalent
auch nicht linear. Trotzdem gibt es Schwellenwerte, so dass die Randwerte der zulés-
sigen Aktionenmenge optimal sind. Zudem sind die Maximisatoren monoton in der
Hohe des Angebotes s und der Kapazitat k. Je hoher das Angebot und je grofier die
Kapazitét, desto mehr sollte verbraucht werden. Diese intuitiven Aussagen werden
im néchsten Satz gezeigt.

Satz 4.2.4.

a) Sei f, ein Maximisator von V" . Dann ist
(s,k) — fu(s, k)
monoton wachsend fir allen =1,..., N.

b) Fir jedesn =1,...,N und k € (0,n+ 1) gibt es eine Schranke s, (k) > 0,
s0 dass
fu(s, k) =0< s < s,0(k).

Die Funktion k — s, 0(k) ist monoton fallend.

c) Falls die Zufallsvariablen (X, ) integrierbar sind, dann gibt es fir jedes n =
L,...,N und k € (0, N + 1] eine Schranke s, 1(k) < 0o, so dass

fo(s, k) =min{k,1} & s > s,1(k).

Die Funktion k — s, 1(k) ist monoton fallend.

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dass
s+ fu(s, k)

fiir festes £ € K monoton wachsend ist. Da f,, Maximisator von V" | ist, ist f,(s, k)
Maximumstelle von

a—u ' (LV" (s, k,a)) = sa+ ¢, 1(k — a).
Daher gilt fiir s > 0 beliebig und alle a € D(s, k)

s fu(s, k) + on-1(k — fu(s, k) > sa+ @n_1(k —a). (4.1)
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Sei nun s; > s. Dann gilt fiir alle a € [0, f,(s, k)]

s1+ (fu(s,k) —a) + on-1(k = fuls,k)) > s (fuls, k) — a) + pn1(k — fu(s, k))
(421)<pn_1(k —a).

Das bedeutet
WLV (51, K, Fals, B))) = w (LY (51, K, )

fir alle a € [0, f,.(s,k)]. Daher gilt f,.(s1,k) € [fu(s, k), 1] bzw. f,.(s1,k) > fu(s, k).
Da s beliebig war, ist f,(s, k) monoton wachsend in s.
Sei nun s > 0 fest. Wir zeigen, dass

kv fu(s, k)
monoton wachsend ist. Fiir ein festes k € K sei k; > k. Dann gilt fiir alle a < f,(s, k)

u N (LVy (s, k, fa(s, k) = u (L, (s, k, a))
< s+ (fuls, k) —a) = pna(k —a) = pna(k = fuls, k)

P s> ((pn,l(/{i — a) — @nfl(k - fn(sv k))) :

Cfuls k) —a
Da k +— ¢,,_1(k) nach Korollar 4.2.3 konkav ist, gilt deshalb auch

s> (Qpnfl(kl - (1) - 90n71<k1 - fn(s7 k))) ’ m
fir alle a < f,(s, k). Daher gilt
u N (LV (s, Ky, fa(s k) = u ™ (LV, (s, ki, a))

fir alle a < f,,(s, k) und es folgt f.(s, k1) > fu(s, k).
b) Sei k € (0,n+ 1). Dann gilt fir alle a € D(s, k)\{0}

ufl(LVnufl(s, k,0)) > uil(LVnufl(s, k,a))
& On-1(k) > sa+@p1(k —a)

- 5 < (Pua(k) = gl —a) -~

Da die rechte Seite wegen der Konkavitit von k — ¢,,_1(k) monoton wachsend in a
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ist, gilt also f,(s, k) =0 g.d.w.
: 1 _
s < sno(k) = lﬁg(@n—l(k’) — pn-1(k —a))- P D™ pp-1(k).

Der Limes des Differenzenquotienten existiert wegen der Konkavitdt in k. Es gilt
Sno(k) > 0, da k — ¢,_1(k) streng monoton wachsend auf (0,n + 1) ist. Aus
k — on_1(k) konkav folgt, dass k — s, (k) monoton fallend ist.

¢) Sei zunéchst k € (1, N + 1]. Dann gilt fiir alle a € [0,1)

uil(LVnufl(s, k,1)) > ufl(LVnufl(s, k,a))

1
& 5> (on1(k—a) —pna(k—1))- 1—a
Da k +— ¢,_1(k) konkav ist, gilt also f,(s, k) =1 g.d.w.
. 1
s 2 lin(pn-1(k —a) = pur(k = 1)) - 77— = DT (k — 1).

Der Limes des Differenzenquotienten existiert fiir alle £k > 1 wegen der Konkavitét
in k. Fir k <1 gilt fir a € [0, k)

uil(Lvnufl(‘S} k7 k)) Z uil(Lvnu71<87 k? CL))

s s> 7%%1(]{; _ a).
k—a

Da u~! konvex und monoton wachsend, gilt nach Korollar 3.2.3

On-1(k—a)  uwH(EV (X k—a)) < EV, (X, k —a) _c (k —a) _.

k—a k—a k—a k—a

mit ¢ = EV,,_1(X, 1) < co. Wir kénnen auf das risikoneutrale Modell zuriickgreifen,
da X integrierbar ist. Da der Quotient monoton wachsend in a ist, existiert also in
diesem Fall der Grenzwert fiir a 1 k und es gilt f,(s, k) =k g.d.w.

s > lim 7('0"71(]{; —a)

ah k—a DY en(0).

Sei nun fir k& € (0, N + 1]
1
= i _1(k—a) — ¢p_1(k — mi 1) ———~—
Sn,l(k> aTmilrf?k,l}(gpn 1<k (1) Pn 1<k Hlln{]{j, })) min{k,l}—a

Dann gilt f,(s,k) = min{k,1} g.d.w. s > s,1(k) und k — s,1(k) ist monoton
fallend, da k — ¢,_1(k) konkav ist. O
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Bemerkung 4.2.5.

@)

b)

d)

Fiir0 < k <1 gilt s,1(k) = DYp,—1(0). Damit ist diese Schranke unabhdingig
von k. D.h. das Angebot, ab dem es optimal ist, die zur Verfiigung stehende
Kapazitit komplett zu verbrauchen, ist fiir alle 0 < k <1 gleich hoch.

Aus dem Beweis folgt
Sn,l(k) S D+§0n—1(0) S EVn_l(X, 1) = Sn(l), k’ c (0, N + ]_],

Dabei ist s, (1) der Schwellenwert im risikoneutralen Modell, ab dem es optimal
ist, bei 0 < k < 1 die maximal mogliche Menge zu verbrauchen (siehe Satz
3.2.1). Der Schwellenwert im risikosensitiven Modell ist fiir diese Kapazititen
also niedriger als fir die gleiche Kapazitdt im risikoneutralen Modell.

Aus der Konkavitit von k — p,_1(k) folgt sofort fiir alle k € (0,n+ 1)
Sn1(k) > sp(u, [k]) und s,(u, [k]) > sno(k),

wobei s, (u, [k]) der Schwellenwert im risikosensitiven Entscheidungsmodell
mit A = {0, 1} bei [k| Rechten ist. Fir eine ganzzahlige Kapazitit ergibt sich
daraus ein Unterschied zum risikoneutralen Modell, wo die optimale Strategie
unabhdngig von der Wahl des Aktionenraumes war.

Hadar und Seo (1988, 1990) beschiftigen sich mit der Frage, wie sich die
Zusammensetzung eines Portfolios von unabhdngigen Kapitalanlangen dndert,
wenn die Verteilung einer Anlage gedndert wird. Sie unterstellen dabei eine
risikoaversen Entscheider, der den erwartete Nutzen des Portfolioertrages ma-

zimieren mochte. Unter anderem beweisen sie in Theorem 8 in Hadar und Seo
(1990) firr die Maximumstelle von

a; — Fu(a; X; + (1 —a)Y)
mit u(s) = —exp(—as), dass
as > ay fir jedes Xo >4 X7 g.dw. s s-exp(—as) monoton wachsend ist.

Dabei sind X;,Y unabhingige Zufallsvariablen auf [0, B]. Die Bedingung ist
also erfillt, g.d.w.

1
< —.
O<a_B

Wenn X1, Xy deterministisch sind, so entspricht die Situation unserem Modell
fir N =1 und k = 1. Wir haben in diesem Zusammenhang in Teil a) des
Satzes gezeigt, dass

ag > aq fir jedes sy > $1
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bei jeder Wahl von o > 0 gult.

Mit Hilfe des Satzes ergibt sich ein offensichtlicher Unterschied zum risikoneu-
tralen Modell. In Satz 2.2.1 haben wir gezeigt, dass die Wertfunktionen in diesem
Fall konvex in s sind. Dies gilt im risikosensitiven Fall nicht mehr. Falls n > 1, ist
s+ V"(s, k) weder konvex noch konkav.

Korollar 4.2.6. Firn=1,..., N ist
s+ Vs, k)

weder konvex noch konkav fir alle k € (0,n+ 1).

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Satz 4.2.4, denn s — V"(s, k) ist monoton
wachsend und auf [0, s, o(k)] gilt, dass

Vnu($7 k:) = Sup {exp(—ozsa) ' Evnufl(Xa k — a)}

a€D(s,k)

— BV(X, B)
konstant ist. Auf [s,1(k), 00) gilt

V(s k)= sup {exp(—asa)-EV)' (X, k—a)}
a€D(s,k)

= exp(—asmin{k,1}) - EV* (X, k — min{k, 1}),

d.h. s — V¥(s, k) ist dort konkav. O

Fir £ < 1 ist s, (k) unabhéngig von k. Im Fall n = 1 zeigen wir, dass es
in dieser Situation, unabhéngig vom Grad der Risikoaversion «, optimal ist, die
zum Zeitpunkt N — 1 zur Verfiigung stehende Kapazitat komplett zu nutzen, falls
s > E(X). Diese Schranke ergab sich auch schon im risikoneutralen Modell. Dort ist
sie aber gleichzeitig auch die Schranke, unterhalb derer der Entscheider a = 0 wahlen
sollte. Die optimale Strategie ist bang-bang. Diese Strategie ist im risikosensitiven
Fall nicht optimal.

Lemma 4.2.7. Sei X integrierbar. Dann gilt fir alle 0 < k <1

E(exp(—akX)X)

s11(k) =E(X) und s10(k)= Eexp(—akX))

Beweis. Es gilt

1
— _a) — Cminfk 1Y) ———
s1(k) aTmilrf?k,l}(goo(k @) = ¢olk —min{k, 1})) min{k, 1} —a
1 1
= lim ——log (E —a(k —a)X)) - .
lim ——log (B exp(—a(k — a) X)) - - —
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Mit dem Satz von L’Hospital und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

1 L og(E exp(—a(k — a)X))

su(k) = =2 lim 1
_ T E(exp(—a(k —a)X)X)
—a atk E(exp(—a(k —a)X))
= E(X).

Mit den gleichen Argumenten zeigt man

s10k) = lim(go(k) — olk — a)) -~

— lim a Elexp(—a(k — a)X)X)

alo o E(exp(—a(k —a)X))

_ E(exp(—akX)X)
E(exp(—akX))

Damit konnen wir folgendes Korollar formulieren.

Korollar 4.2.8. Fualls X nicht integrierbar ist, dann gilt fir 0 < k <1 und s >0
f1<8, ]{7) < k.
Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem Beweis von Lemma 4.2.7. O

Wir wollen auch hier wieder untersuchen, welche Auswirkungen der Grad der
Risikoaversion des Entscheiders auf die optimale Strategie hat. Um die Maximisa-
toren bzgl. verschiedener Nutzenfunktionen unterscheiden zu kénnen, schreiben wir
nun f¥(s, k) fir die Maximisatoren bzgl. u(s) = —exp(—as). Genauso verfahren
wir beim Sicherheitsédquivalent und schreiben ¢¥ (k) fiir das Sicherheitséquivalent
des erwarteten Nutzen unter der optimalen Strategie bei noch n verbleibenden Ent-
scheidungszeitpunkten und verfiigharer Kapazitat k.

Wir zeigen zunéchst, dass die rechtsseitige Ableitung von ¢ (k) monoton fallend
in « ist.

Lemma 4.2.9. Sei u(s) = —exp(—as) und v(s) = —exp(—ps) fir 0 < a < g, d.h.
v sei risikoaverser als u. Dann gilt fir alle k € K \ {0}

DY (k) > DY g (k).
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Beweis. Fiir k > 1 gilt Gleichheit, da dann die beiden Funktionen konstant sind.
Fir k < 1 sei ¢(k) = gk: Dann gilt

EVI(X, k) = —Eexp(—fXk) = —Eexp <—a§Xk> — EVI(X, ¢(k)).

Daraus folgt mit der Kettenregel und der Konkavitit von k — u™'(EV(X, k))

O

Damit kénnen wir zeigen, dass es fiir den risikoaverseren von zwei Entscheidern
im risikosensitiven Entscheidungsmodell optimal ist, bei der letzten Entscheidung,
also der Entscheidung zum Zeitpunkt N — 1, fiir jedes Angebot s und jede noch
verfiigbare Kapazitdt £ mindestens die gleiche Menge einzusetzen wie der weniger
risikoaverse Entscheider. Weiterhin ist s,, 1(k) fiir 0 < £ < 1 monoton fallend in «a.
D.h. je risikoaverser der Entscheider ist, desto niedriger ist das Angebot, ab dem die
Restmenge vollstandig verbraucht werden sollte. Wir haben bisher nur gezeigt, dass
dies fiir n = 1 gilt, denn sy ;(k), also der Wert, ab dem es zum Zeitpunkt N — 1
optimal ist alles noch zur Verfiigung stehende zu verbrauchen, ist unabhingig von
.

Satz 4.2.10. Sei u(s) = —exp(—as) und v(s) = —exp(—pFs) fir 0 < a < . Dann
qilt

a) fL(s k) > fi(s, k), fir alle (s,k) € S.

b) Fir0< k<1 gilt:
fa(s k) =k = fi(s, k) =k

fir allen=1,...N.
Beweis. a) Sei (s, k) € S. Fiir alle a € D(s, k) gilt

u T (LVy (s, k, fi(s,k))) > w (LVg'(s, k,a)).

Dies ist aquivalent zu

1

s 2 (eh(k —a) = ik = fi (s M) Fors s
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fir alle a < f{(s, k). Da Dtol(k) > DT py(k) fir alle k, gilt deshalb auch

1

S 2 (cpg(k‘ — a) - 908(]{5 - fft(sak)» ’ m

& uT (LVE (s, b, fi (s, k) = w (LY (s, K, @)
fir alle a < fi'(s, k). Da (s, k) € S beliebig war, folgt daraus f{(s, k) > f{(s, k) fir
alle (s, k) € S.
b) Sei k € (0,1]. Aus f¥(s, k) = k folgt fiir alle a € [0, k)

u Y BV (X, k—a))

sk >sa+u N (EV" (X, k—a)) < s> ’
—a

Wir wissen, dass v = g o u fiir eine monoton wachsende konkave Funktion g. Dann
gilt fiir alle a € [0, k) wegen der Jensen-Ungleichung

vHEV (X k—a) =u o g  (EVEN(X k —a))
<u HEV" (X,k—a)).
Also gilt auch
v HEVY (X K — a))
5>
- k—a
fir alle a € [0, k) und damit folgt f"(s, k) = k. O

Beispiel

Wir betrachten u.i.v. diskrete Zufallsvariablen (X,,), die gleichverteilt sind auf S =
{1,...,100}. Nach Satz 2.3.1 gibt es Maximisatoren f, (s, k) und die sind monoton
wachsend in s und k. Zudem wissen wir, dass die Maximisatoren die Werte 0 und 1
annehmen (siehe Satz 4.2.4). In Satz 4.2.10 wurde bewiesen, dass f{'(s, k) > f{(s, k)
fiir alle (s, k) € S gilt. Die nachfolgende Abbildung illustriert diese Resultate.

Abbildung 4.3 zeigt fi(s, 1), fa(s,1) und f3(s,1) fiir « = —0.1 und daneben
fi(s, 1) fiir verschiedene Werte von «.
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(a) Maximisatoren fiir « = —0.1. (b) fi fiir verschiedene Werte von a.

Abbildung 4.3.: Maximisatoren im risikosensitiven Modell fiir £ = 1 bei Gleichver-
teilung auf {1,...,100}.

Aufserdem haben wir in Korollar 4.2.6 gezeigt, dass s — V“(s, k) weder konvex
noch konkav ist fiir alle & € (0,n + 1). Die Funktion s — u~!(V%(s, k)) ist aber
konvex fiir alle k € K (siehe Satz 4.2.1). Die néchste Abbildung zeigt V;*(s, 1) und
uH(Vy4(s, 1)) fiir @ = —0.1.
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(b) Sicherheitsdquivalent fiir « = —0.1

Abbildung 4.4.: Wertfunktion und Sicherheitsdquivalent der Wertfunktion im risi-
kosensitiven Modell fiir & = 1 bei Gleichverteilung auf {1,...,100}.
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Anhang A.

Hilfsmittel

A.1. Konvexe Funktionen

Der folgende Satz fasst die benétigten elementaren Aussagen iiber konvexe Funktio-
nen zusammen. Man kann sie z.B. in Roberts und Varberg (1973) finden.

Satz A.1.1. Ist f: R — R konvez, dann gilt:
a) Firz,y,z€ R mit v <y < z gilt

)~ f@) _ fE) - @) _ o)~ f)

Yy—x B Z—T o Yy—z

b) In jedem Punkt x € R existiert die rechtsseitige Ableitung

fpioy e d @ R) = f(2)
D™ f(x) ._lf%l -

und die linksseitige Ableitung

D™ f(x) = l]glol

f(x+h) - f(x)
h

und DT f und D~ f sind monoton wachsend.

c) Ist h: R — R eine monoton wachsende konveze Funktion, dann ist die Funk-
tion

hof:R—R
konvex.

d) Das Supremum beliebig vieler konvexer Funktionen ist wieder konvez, falls es
existiert.
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e) Sei (2, A, 1) ein beliebiger Mafiraum und g eine Funktion auf Q x R, so dass
g(+, x) p-integrierbar ist fir alle x € R und g(w, -) konvex fir j-fast-alle w € €.
Dann st auch

v+ [ g(.2) n(dw)

konvez.

Definition A.1.2. Eine Funktion f: R — R heifit log-konvex, falls fiir alle x,y €
R und alle o € [0, 1]

flaz+ (1 —a)y) < fl2)*- fly)' ™"
gilt. Eine Funktion f: R — R heifit also log-konvex ist, falls logf konvex ist.

Der folgende Satz von Artin kann auch einfach mittels der Hélderungleichung
bewiesen werden (siehe Marshall und Olkin, 1979, Kapitel 16, D.4.). Er sagt aus,
dass log-Konvexitat unter Integration erhalten bleibt.

Satz A.1.3. (Artin, 1931) Sei (2, A, ) ein beliebiger Mafiraum und sei f eine
Funktion auf R x Q, so dass f(-,w) log-konvez fiir p-fast-alle w € Q und f(x,-)
p-integrierbar fir alle x € R, dann ist auch

g(z) = / £ (2, 0) pldw)

log-konve.

Beweis. Sei a > 0, > 0 mit a + § = 1. Dann gilt fir z,y € R

glax + By) = / f(ax + By, w) pldw) < / Fow) - (s w) p(dw)

" ([rwauan) ([ f(y,W)u(dW))B

=g(z)* - g(y)”.

A.2. Lipschitz-stetige Funktionen

Definition A.2.1. Eine Funktion f: R — R heifit Lipschitz-stetig (L-stetig) mit
Konstante L, falls

[f(@) = fWl < L[z -yl
fur alle x,y € R.
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A.2. Lipschitz-stetige Funktionen

Neben der Definition von Lipschitz-Stetigkeit bendtigen wir nur folgendes Lem-
ma, das direkt aus der Dreiecksungleichung folgt.

Lemma A.2.2. Das Maximum zweier L-stetiger Funktionen mit gleicher Konstante
L st wieder L-stetig mit Konstante L.
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