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SieB
Siegener Beitrage zur Geschichte
und Philosophie der Mathematik

Die Siegener Beitrige bieten ein Forum fiir den Diskurs im Bereich von Philosophie
und Geschichte der Mathematik. Dabei stehen die folgenden inhaltlichen Aspekte
im Zentrum:

e Philosophie und Geschichte der Mathematik sollen einander wechselseitig
fruchtbar irritieren.

e Die Rolle der Mathematik in der Wissenschaftsgeschichte, aber auch die
gesellschaftliche Rolle der Mathematik und deren historische Bedingtheit
sollen untersucht werden.

e Ein spezieller Aspekt betrifft dabei das (schulische) Lehren und Lernen von
Mathematik und deren Wandel im historischen Verlauf.

Unser herzlicher Dank gilt Sebastian Schorcht fiir die Gestaltung der Titelgra-
phik sowie Kordula Lindner-Jarchow und Martin Schubert fiir die verlagseitige
Betreuung der Reihe.

Ralf Kromer
Gregor Nickel






Geleitwort zu Band 2

Auferungen iiber die Schénheit von Beweisen und Theoremen sind unter Mathe-
matikern — {iber die Jahrhunderte hinweg — keine seltene Randerscheinung. Sie sind
vielmehr wesentlich fiir die Aufendarstellung, iibernehmen aber auch innermathe-
matisch eine zentrale handlungsleitende Funktion. Abgesehen von einer Vielzahl
von Belegen — haufig im Kontext einer Popularisierung der Mathematik — wird dies
auch von empirischen Untersuchungen zur mathematischen Praxis bestatigt. Der
innermathematisch offenbar allgemein akzeptierte Gemeinplatz von der ,schénen’
Mathematik wird jedoch selten genauer ausgefiihrt, oder gar einer philosophischen
Analyse unterzogen. So sind auch in der mathematikphilosophischen Literatur bis-
her allenfalls Teilaspekte des Themas behandelt worden. Dies gilt insbesondere fiir
eine dsthetische Bewertung mathematischer Satze und Beweise. Fiir die vorliegen-
de Arbeit musste also zunéchst ein duferst heterogenes Material gesichtet und
strukturiert werden, um anschliefend die systematische Analyse zu leisten. Neben
diesem, ihrem eigenen Anliegen fiillt die Arbeit mit einem umfassenden Uberblick
iiber vorhandene Ansétze eine fiihlbare Liicke in der mathematikphilosophischen
Literatur und kann auch von daher Grundlage fiir weitere Forschungen werden.

Eine schliissige Grundunterscheidung motiviert die Gliederung: ,Mathematikésthe-
tisches Verhalten“ wird einerseits in Bezug auf den verwendeten Schénheitsbegriff
und damit eher gegenstands- bzw. rezipientenbezogen analysiert (Teil I), anderer-
seits wird die Frage nach dem Kunstcharakter der Mathematik und damit nach
den Produzenten gestellt (Teil II). Zunéchst grenzt jedoch ein einfithrendes Ka-
pitel den Gegenstand der Arbeit (,Muster der Mathematiker”) von dem héufig
behandelten, gleichwohl fiir die innermathematische Praxis randstéandigen Thema
einer Bearbeitung bzw. Prasentation (,Muster iiber Mathematik* und ,Muster aus
der Mathematik®) bzw. Anwendung (,Muster durch Mathematik®) mathematischer
Strukturen und Techniken im Kunstsystem ab. Die vorgeschlagene Abgrenzung ist
in Bezug auf das Interesse im Bereich der Mathematikphilosophie ausgesprochen
sinnvoll gew#hlt; sie hilft, die hdufig zu beobachtende Vermischung mit Phéno-
menen aus dem Bereich der graphischen Darstellung oder der Anwendung ma-
thematischer Prinzipien fiir die Kunst zu vermeiden. Im dritten Hauptteil wird
dann einerseits ein fachdidaktischer Ausblick gegeben, andererseits wird die er-
arbeitete Begrifflichkeit beispielhaft an zwei ,Klassikern der Mathematikésthetik*
vorgefiihrt.

Die Kontrastierung der vorhandenen Literatur zur Asthetik der Mathematik, die
in der Regel einer dsthetischen Bewertung von Beweisen und Theoremen positiv



iv

gegeniibersteht, und Ans#tzen der allgemeinen philosophischen Asthetik, die die
Moglichkeiten einer Mathematikésthetik eher skeptisch beurteilen, zeigt sich dabei
als ausgesprochen fruchtbar. Mit Immanuel Kants Ausfiihrungen wird hierzu eine
wegweisende Asthetiktheorie ins Spiel gebracht, die aufgrund ihrer umfassenden
Systematik und Begrifflichkeit eine vielfiltige Bezugnahme ermoglicht — jeweils
in Bezug auf den Schonheits- (Teil I) wie auf den Kunstbegriff (Teil II). Zudem
gerdt ein eher selten beachteter Aspekt der Kantischen Philosophie in den Blick.
Gerade dieser Kontrast ermdglicht schliefflich der Autorin eine argumentativ gut
begriindete, eigene Charakterisierung der Ph&nomene.

Es steht einer jeden Wissenschaft wohl an, ihre Reflexionsdimension(en) als eigene
Aufgabe zu begreifen und diese gerade nicht an eine fach- und gelegentlich sogar
sachfremde Wissenschaftsgeschichte bzw. -philosophie zu delegieren. Es macht die
besondere Schwierigkeit und den Reiz einer solchen metawissenschaftlichen Ana-
lyse aus, dass dabei zugleich Gegenstéinde und Methodik der Bezugsdisziplin wie
auch eine genuin geisteswissenschaftliche Hermeneutik zum Tragen kommen miis-
sen. Besonders mit Bezug auf eine der exakten Wissenschaften wird sie also na-
turgeméaf transdiziplindr, somit methodenplural arbeiten miissen. Insofern steht
sie zwar im Kontrast zu dem in aller Regel methodenorientierten, rein diszipli-
nidren Vorgehen ihrer Bezugswissenschaft, bleibt jedoch zugleich essentiell in de-
ren Kontext einbezogen. Die vorliegende Arbeit zeigt dies in exemplarischer Weise.
Sie bietet dem mathematischen Fachwissenschaftler einen reflektierten Zugang zu
zentralen Kategorien der Wertung und Selbstbeschreibung, dem Philosophen ei-
ne instruktive, nichtformale Perspektive auf das Phénomen Mathematik und dem
Fachdidaktiker ein reichhaltiges Angebot fiir praktische Anwendungen. Es ist zu
hoffen, dass sie auf vielféltige Weise zu weiteren Reflexionen iiber Ph&nomen und
Funktion der Mathematikésthetik anregen wird.

Siegen im September 2013 Gregor Nickel
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Kapitel 1

Einleitung

»The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s must be
beautiful; the ideas like the colours or the words must fit together in a
harmonious way. Beauty is the first test: there is no permanent place
in the world for ugly mathematics.“ (Hardy, 1940, S. 85)

Ist es nicht bemerkenswert, dass ein Mathematiker von Rang, wie der Brite God-
frey Harold Hardy (1877-1947), der Schonheit in einer rational und rein deduktiv
argumentierenden Wissenschaft einen so hohen Stellenwert einrdumt? Dass Hardy
nicht der Einzige seiner Zunft ist, der einen engen Zusammenhang zwischen Schon-
heit und Mathematik behauptet, legitimiert mathematikésthetische Betrachtung-
en, wie sie in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagen werden, zeigt es doch, dass
Begriffe der Asthetik in der Mathematik nicht nur am Rande Verwendung finden.
Eine Aufreihung moglichst vieler Beispiele dieser Art, wie sie die Mathematik-
geschichte iiber alle Zeiten hinweg liefert, also ein anekdotenhafter Abriss einer
Geschichte der Mathematikésthetik, wird so als Legitimationsinstrument unnétig.
Auch geniigt dieses eine Zitat, um eine fiir die Motivation der Beschéftigung mit
dsthetischen Fragestellungen innerhalb der Mathematikphilosophie ausreichende
Irritation zu erzeugen.

Hardy wirft mit seiner Aussage des Weiteren grundlegende Fragen auf, deren Un-
tersuchung allerdings einer breiteren Basis an Beispielen und weitergehenden theo-
retischen Uberlegungen bedarf:

e Was kann unter den ,Mustern der Mathematiker* (,the mathematician’s pat-
terns”) verstanden werden, die im Spannungsfeld von Asthetik und Mathe-
matik betrachtet werden sollen? Welches also sind die Tréger der mathema-
tischen Schonheit?

e Welcher Begriff von Schonheit liegt einer solchen Aussage zugrunde? Welche
Eigenschaften werden zum Mafstab der ersten Priifung (,the first test®)?

o Inwieweit ist der Vergleich des Mathematikers mit Malern oder Schriftstellern
zuléssig? Welche Parallelen kénnen zwischen Mathematik und Kunst gezogen
werden?
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Dariiber hinaus kann gefragt werden, ob es neben der Rolle eines Evaluationsin-
strumentes weitere Funktionen des Asthetischen in der mathematischen Forschung
gibt und inwiefern sich die angedeutete Relevanz der Schonheit fiir die Mathematik
empirisch bestatigen lasst. Weiter stellt sich die Frage, ob sich solche Aussagen, die
auf den &dsthetischen Wert der Mathematik im Allgemeinen hinweisen, an einzelnen
Sétzen oder Beweisen festmachen lassen und nicht zuletzt, welche Auswirkungen
die dsthetische Komponente auf das Lehren und Lernen von Mathematik hat.

Obgleich Aussagen wie die oben zitierte unter Mathematikern weit verbreitet sind,
gibt es schon zu den erstgenannten grundsétzlichen Fragestellungen nur wenige
systematische mathematikphilosophische Untersuchungen. So muss sich eine Ar-
beit zur Mathematikdsthetik vorrangig mit den Grundlagen der Disziplin ausein-
andersetzen, bevor auf speziellere Fragen eingegangen werden kann. Als zentrale
Aufgaben dieser Arbeit ergeben sich daher folgende:

Nach der Abgrenzung der Gegenstinde einer dsthetischen Betrachtung der Ma-
thematik ist die Frage nach dem verwendeten Schénheitsbegriff sowie nach dem
Kunstcharakter der Mathematik zu stellen.

1.1 Kunst, Muster und Mathematik

Es gibt sehr unterschiedliche Moglichkeiten, die Bereiche Asthetik und Mathema-
tik in Verbindung zu bringen und damit auch eine Fiille moglicher Trager dstheti-
scher Eigenschaften mit Bezug zur Mathematik. Im Folgenden sollen verschiedene
Gegenstandsbereiche benannt und kurz skizziert werden. In Anlehnung an die
Begrifflichkeit des eingangs zitierten G.H. Hardy koénnen verschiedene Arten von
Mustern im Spannungsfeld von Mathematik und Kunst bzw. Mathematik und all-
gemeiner Asthetik identifiziert und von abstrakten mathematischen Gegenstinden,
die als Trager dsthetischer Wertzuschreibungen fungieren, wie etwa Beweisen und
Theoremen unterschieden werden.! Dabei sind es gerade dsthetische Beurteilungen
dieser letztgenannten, die fiir die mathematische Praxis eine besondere Relevanz
besitzen, bei Nichtmathematikern grofse Irritationen auslésen und aufferdem aus
mathematikphilosophischer Sicht von besonderem Interesse sind. Somit sind es ge-
rade diese Hardyschen , Muster der Mathematiker®, die im Zentrum des Interesses
dieser Arbeit stehen und im folgenden durch Abgrenzung spezifiziert werden.

1.1.1 Das Spannungsfeld aus Sicht der Kunsttheorie

Eine Verbindung von Asthetik und Mathematik ist in kunsttheoretisch relevanter
Weise auf zweierlei Arten denkbar: Einerseits kommt es zu kiinstlerischer Darstel-

IDie hier vorgestellte Zuordnung wurde weit weniger ausfiihrlich bereits in Spies (2008a) ange-
deutet.
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lung, andererseits zu technischer Verwendung der Mathematik in der Kunst(-theo-
rie). Die Mathematik und ihre Gesetzmafigkeiten kénnen also zum Gegenstand der
Kunst werden, so dass ,,Muster tiber Mathematik® entstehen. Haufig geht die Ma-
thematik aber auch als Werkzeug der Kiinstler in die Kunst ein und kann demnach
auch zur Analyse von Kunstwerken benutzt werden. Die so unter Riickgriff auf die
Mathematik ent- und verstandene Kunst soll hier unter der Uberschrift ,,Muster
durch Mathematik” zusammengefasst werden.

Muster iiber Mathematik

,Die Mathematik* kann auf unterschiedliche Arten zum Gegenstand der Kunst
werden. Wird das Wissenschaftssystem und die darin agierenden Menschen kiinst-
lerisch in Szene gesetzt, so entstehen Werke, die von denen der ,,Konkreten Kunst*
zu unterscheiden sind, in denen die Gegenstinde der Wissenschaft Mathematik
zur Darstellung kommen.

Zu den Werken der erstgenannten Art zdhlen etwa Mathematikerportraits, wie sie
bereits Walther Lietzmann in grofier Zahl zusammengestellt hat (vgl. Lietzmann,
1931, S. 145fF). Aber auch die Darstellung von einzelnen Mathematikern oder be-
stimmten Problemen aus der mathematischen Forschung in Literatur, Film und
Theater gehoren dazu. Insbesondere die umfangreichen Zusammenstellungen von
Michele Emmer (2005) oder von Robert Ossermann (2005) mit Blick auf Film und
Theater, sowie von Knut Radbruch (1997) mit Blick auf die Literatur zeigen dabei
das Spektrum der Realisationsméglichkeiten solcher Vorhaben.? Die Analyse der
,Muster iiber Mathematik“ offenbart immer wieder auch die Wechselbeziehungen
der Kulturleistungen Kunst und Mathematik, so dass diese Perspektive nicht nur
kunsttheoretisch, sondern auch mathematikphilosophisch fruchtbar werden kann.
Durch Werke, in denen ,Muster tber das soziale System Mathematik” im Vor-
dergrund stehen, bekommt der Zuschauer oder Leser einen, mehr oder minder,
realitdtsnahen Einblick in den Wissenschaftsbetrieb oder konkrete Probleme der
Mathematik. Allerdings scheint die Art der Umsetzung nicht in besonderem Mafse
mathematikspezifisch zu sein. So ist in dhnlicher Weise auch die Inszenierung von
Protagonisten anderer Wissenschaften denkbar.?

Anders ist dies bei Kunstwerken, in denen die im sozialen System Mathematik ver-
handelten Gegensténde, also mathematische Ideen und Gesetzméfigkeiten oder
auch die behandelten Objekte wie Zahlen oder geometrische Figuren, zur Dar-
stellung kommen. Thre Verwendung zur abstrakten Darstellung ist dabei in der
Kunstgeschichte schon frith zu finden. So weist Astrid Guderian etwa ,Mathema-
tisches von der préahistorischen Zeit bis zu den Frithkulturen“ nach und findet die

2Vgl. hierzu auch die von Bomski und Suhr (2012) herausgegebenen Aufsitze, in denen so-
wohl auf die Mathematik als Gegenstand von Literatur und Film eingegangen wird als auch
Wechselwirkungen aufgezeigt werden.

3Die Mathematik ist hochstens aufgrund ihres 6ffentlichen Images ein besonders schwer zu
inszenierender Gegenstand.
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Mathematik dabei hauptséichlich als Mittel zur Abstraktion von der realen Um-
welt:

»Dieses meist noch unbewuftte Formen- und Zahlendenken hinterléfst
seine Spuren in Hohlenmalereien, Kleinplastiken und Gebrauchsgegen-
stdnden, denen eines gemeinsam ist: Sie besitzen ein hohes Mafs an
Abstraktion in der Darstellung. Offensichtlich ist das Verlangen nach
Abstraktion ein konstitutives Element des menschlichen Geistes iiber-
haupt.“ (Guderian, 1990a, S. 264)

Ebenfalls eine lange Tradition hat die bewusstere und weniger den Abstraktions-
gedanken in den Vordergrund stellende Darstellung geometrischer Formen und
Modelle durch die bildende Kunst. Dies weist etwa Emmer (1993) am Beispiel der
Platonischen Korper nach, fiir deren kiinstlerisches Aufgreifen es Félle gibt, die
vom zweiten Jahrhundert vor Christus iiber Renaissancemaler wie Albrecht Diirer
(vgl. Emmer, 1993, S. 217f) bis hin zu den Laternen Dali’s (vgl. z.B. Guderian,
1990b, S. 150) reichen.

Von solchen Beispielen zu unterscheiden sind die Werke der sogenannten Konkreten
Kunst, durch die die ,Mathematik [...| durch kunsteigene, aber mathematikada-
quate Strukturen ins Bild“ (Guderian, 1990a, S. 273) gelangt. Dabei wendet sich
die konkrete Kunst explizit von Darstellungen der realen Welt einschliefslich der
Abstraktion von dieser ab und inszeniert stattdessen mathematische Ideen und
GesetzmiRigkeiten.* Dies geschieht z.B., indem prominente Zahlen durch nicht
alltdgliche Zeichen dargestellt werden, wie etwa der Anfang der Primzahlreihe,
dargestellt durch altjapanische Zeichen in den Bildern von Rune Mields (darge-
stellt und beschrieben bei Guderian, 1990b, S. 21) oder die Eulersche Zahl e und die
Kreiszahl 7 als Dezimaldarstellung, in denen jede Stelle Wiirfelseiten gleich durch
die entsprechende Anzahl von Punkten gekennzeichnet wird, in Werken von Ana-
tolii T. Fomenko (vom Kiinstler selbst in (Fomenko, 1990, S. 140ff) beschrieben).
Weitere Beispiele bieten etwa die nach Regeln der Kombinatorik angeordneten
Farben in Werken von Richard Paul Lohse (1902-1988) (beschrieben durch den
Kiinstler selbst in Lohse, 1990). Neben der zentralen Bedeutung mathematischer
Gesetzmabigkeiten ist die zusétzliche Beigabe von Erklédrungen durch die Kiinst-
ler selbst ein Kennzeichen der Konkreten Kunst. So gehoren neben hauptséchlich
beschreibenden Texten in Ausstellungskatalogen auch die eigenen theoretischen
Arbeiten der Kiinstler zu den wichtigsten Referenzen iiber Konkrete Kunst. Bei-
spielhaft ist dazu etwa Max Bill (1908-1994) zu nennen, der in maz bill: system
mit fiinf vierfarbigen zentren ausfiihrlich ,eine anleitung [gibt], auf welche weise
ein bild betrachtet werden kann das scheinbar keine entzifferbare darstellung ent-

4Vgl. etwa Nickel und Rottmann (2006), S. 151. Astrid Guderian betont in diesem Zusammen-
hang, dass durch diese ,Mathematisierung von Kunst“ die Mathematik selber nicht zur Kunst
wird (vgl. Guderian, 1990a, S. 273). In diesem Sinne hebt auch Marlene Lauter die auf sub-
jektiven Entscheidungen der Kiinstler beruhenden Abweichungen von der fiir das Kunstwerk
grundlegenden Gesetzmaifbigkeit hervor (vgl. Lauter, 2007).
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hilt [sic.]“ (Bill, 1972, S. 6).° Eine weitere Referenz bilden auRerdem die Arbeiten
von Dietmar Guderian, in denen er nicht nur die Werke der Konkreten Kunst be-
schreibt, sondern sie auch zur zugrunde liegenden Mathematik in Beziehung setzt.%
Auch im Rahmen der Neuen Musik sind Komponisten zu finden, die dhnlich der
Konkreten Kunst ihre Werke auf die Mathematik beziehen und mathematische
Prinzipien zur Kompositionsgrundlage werden lassen (vgl. z.B. Bauer, 2010). Ein
prominentes Beispiel ist die ,stochastische Musik“ von Iannis Xenakis (1922-2001).
Im Umfeld dieser kiinstlerischen Strémungen entstehen aufterdem immer wieder
Texte von Mathematikern, in denen nahezu ausschlieflich auf die verwendete Ma-
thematik eingegangen wird und Abweichungen von der vorgeblichen Gesetzmé-
Rigkeit herausgearbeitet werden oder der Versuch unternommen wird, die Werke
nachzukonstruieren (vgl. z.B. Roth, 2007).” Dahinter steht auch die Hoffnung,
iiber die Kunst einen alternativen Zugang zur Mathematik zu eréffnen und die
(Konkrete) Kunst mathematikdidaktisch nutzbar zu machen.®

Muster durch Mathematik

,Und in der Tat: Wer nur als Mathematiker an das Kunstwerk heran-
tritt, geht arm wieder davon. Aber wer zur unerléflichen kiinstlerischen
Einfiihlung ein mathematisch geschultes Auge mitbringt, der erkennt
Reize, die anderen verborgen bleiben.“ (Lietzmann, 1931, S. 149)

So begriindet Lietzmann in Mathematik und bildende Kunst auch im Rahmen
der Kunstanalyse die Beschéftigung mit den mathematischen Techniken, die zur
Entstehung von Kunstwerken verwendet wurden. Dazu zéhlen geometrische Prin-
zipien, wie die Perspektive oder die Anwendung bzw. Einhaltung bestimmter Sym-
metrien, aber auch die Gestaltung von Kunstwerken nach vorgegebenen Propor-
tionen.

Die Verwendung von Techniken wie der Zentralperspektive erfihrt besondere Be-
deutung und Perfektion in der Malerei der Renaissance. Durch die perspektivi-
schen Konstruktionen wird auf einer ebenen Bildfliche der Eindruck raumlicher
Tiefe und damit eine besonders realistisch anmutende Abbildung der Wirklichkeit
erzeugt. Dabei entstehen unterschiedliche kiinstlerische Techniken und gleichzeitig
ein neues Gebiet der Mathematik, wie Judith Field (1997) anhand vieler Beispie-
le beschreibt. Die dénische Mathematikhistorikerin Kirsti Andersen weist weiter-
hin nach, dass die Entwicklung der mathematischen Theorie der Perspektive zwar

5Zu Bills Bezugnahme auf die Mathematik in seinem kiinstlerischen Werk vgl. Nickel und Rott-
mann (2006).

6Siehe z.B. Guderian (1990b), Guderian (2005) oder Guderian (2007).

TInwiefern damit den Kiinstlern gerecht werden kann, bleibt m.E. fraglich, da es sich um eine
andere Art des Hinsehens handelt, als dies Kiinstler wie Bill in ihren Beschreibungen der
Werke fordern.

8Vgl. dazu beispielsweise die Themenhefte mathematik lehren 157 (2009): Kunst — Kreative Zu-
gange zur Mathematik und Der Mathematikunterricht 55/2 (2009): Mathematik und Kunst.



6 Kapitel 1 FEinleitung

durch die Kiinstler angestoften wurde, aber bald iiber das in der Kunst verwendete
Mafk hinaus ging. Mathematiker, die die Thematik aufgriffen, waren demnach nicht
mehr an der kiinstlerischen oder kunsttheoretischen Anwendung interessiert:

»The forces that drove them were their interest in and enthusiasm for
the theoretical aspects of perspective, and their inclination to give in
to the seduction of mathematics.“ (Andersen, 2007, S. 721)

Die Perspektive wird als kiinstlerische Technik nicht nur zur besonders realitéts-
nahen Darstellung genutzt, sondern auch etwa um durch der Erfahrung widerspre-
chende Zeichnungen den Betrachter zu verwirren. Ein frithes Beispiel stellt etwa die
Zeichnung von William Hogarth (1697-1764) auf der Titelseite eines Buchs iiber
mathematische Perspektive dar (vgl. Field, 1997, S. 233). Zur Perfektion treibt
dieses Spiel der absurden Perspektiven der niederléandische Kiinstler M.C. Escher
(1898-1972) beispielsweise in seinem beriihmten Werk Belvedere.

Die Symmetrie muss als ,Muster durch Mathematik* zun&chst nur im Sinne eines
visuell erfassbaren Gestaltungsinstrumentes etwa von Mustern in der Ornamentik
verstanden werden. Andere Deutungen sind aber denkbar. So &ndert sich die Ziel-
richtung, wenn Symmetrie als inherentes Merkmal einzelner Aussagen oder ganzer
Theorien verwendet wird.'® Eine Verbindung der beiden Sichtweisen jedoch mit
besonderem Gewicht auf letzterer versucht Ian Stewart (2008), der herausstellt,
wie mittels der Galois-Theorie, die wiederum selbst durch Symmetrie und Har-
monie {liberzeugt, Symmetriemuster im ersteren Sinne allgemein gefasst werden
konnen. So ist es auch Hermann Weyl (1955) moglich, auf Beispielen aus Kunst
und Natur beruhend in Vortragen fiir den gebildeten Laien den allgemeinen ma-
thematischen Symmetriebegriff zu entwickeln, womit ein weiterer Wortsinn der
Symmetrie gegeben ist.

Sowohl in der Gestaltung von Werken der bildenden Kunst als auch in der Kunst-
analyse spielen bzw. spielten bestimmte mathematisch fassbare Proportionen ei-
ne zentrale Rolle. Das bekannteste und sowohl kunsttheoretisch wie auch mathe-
matisch anregendste Beispiel ist dabei die stetige Teilung bzw. das als ,,goldener
Schnitt“ bekannte Verhéltnis:

»Es gibt keine andere Proportion mit einem so unangefochtenen und
allgemein respektierten Status.“ (van der Schoot, 2005, S. 12)

Diese Streckenteilung, die auf die ,goldene Zahl“ ¢ = @ hinauslduft, kann

an vielen natiirlichen Gegenstdnden entdeckt bzw. in sie hinein gelesen werden.
AuRerdem findet dieses Verhéltnis in der Architektur und Bildhauerkunst bereits
seit der Antike Anwendung und gilt als Garant fiir eine besondere &sthetische

9Insofern zihlt der Komplex der Perspektive auch zu den ,Mustern der Mathematiker* und
gesehen als mathematische Theorie, die wiederum &sthetisch bewertet werden kann, auch
zum Gegenstand dieser Arbeit.

10Vgl. dazu etwa die beispielhaften Ausfiihrungen von Holger Wille (2004), S. 164ff.
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Wirkung auf den Rezipienten. Aufgrund der besonderen Schonheit, die vorgeblich
durch dieses Verhéltnis erzeugt wird, findet die Suche danach auch in die Analyse
von solchen Kunstwerken Eingang, bei denen der Goldenen Schnitt nicht explizit
Gestaltungsgrundlage war.

Neben der Mathematik, die sowohl von Kiinstlern als Technik zur Gestaltung ihrer
Werke eingesetzt als auch als Analysewerkzeug herangezogen wird, sind auch Ver-
suche zu den ,Muster durch Mathematik“ zu rechnen, mit Hilfe mathematischer
Methoden die Schonheit oder den &sthetischen Wert von Kunstwerken objekti-
vierbar zumachen. Neben den durch die phythagoreische Auffassung beeinflussten
antiken und mittelalterlichen Konzeptionen!'! ist das ,Asthetische Maf“ George
D. Birkhoffs (1884-1944) eines der bekanntesten Beispiele dieser Art. So schlégt
Birkhoff in Aesthetic Measure (Birkhoff, 1933) eine Formel zur Bestimmung des
dsthetischen Mafes eines Kunstwerkes vor, die neben einer zahlenméfigen Angabe
des dsthetischen Wertes auch den direkten Vergleich verschiedener Werke ermdog-
lichen soll:

w0 stellt sich fast unmittelbar die Frage, festzulegen, bis zu welchem
Punkt dieses dsthetische Maf [M| nur von der Dichte der Ordnungs-
relationen [O] und ihrer Beziehung zur Komplexitit [C] abhingt. Und
so scheint es ganz natiirlich, eine Formel der Art

0
M=—=
c

vorzuschlagen. (Birkhofl, zitiert nach Gunzenh&auser, 1975, S. 25)

In der Folge gibt er an, wie fiir unterschiedliche Kunstformen (zahlenméfige) Werte
fiir Ordnung und Komplexitéit ermittelt werden kénnen (vgl. Gunzenh&user, 1975,
S. 30ff).12

Der Unterschied zwischen den ,,Mustern iiber Mathematik“ und den hier vorgestell-
ten ,Mustern durch Mathematik* liegt im Status begriindet, der der Mathematik
jeweils zukommt. So sind im ersten Fall bereits in der Wissenschaft Mathematik
entstandene Gegenstidnde ebenfalls Gegenstidnde fiir den Kiinstler, die dort aller-
dings nicht entstehen, sondern kiinstlerisch in Szene gesetzt werden. Die Produkte
der Mathematiker werden also durch die Kiinstler zu ,,Mustern iiber Mathematik®.
Im zweiten Fall dagegen werden (evtl. zunédchst vage formulierte) mathematische
Gegenstinde zu Techniken des Kiinstlers oder des Kunsttheoretikers und bieten

HDa in diesem Kontext auch von der auf mathematischen Gesetzen griindenden allgemeinen
Asthetik auf die Schonheit der Mathematik selbst geschlossen wird, folgt eine ausfiihrliche
Darstellung und Einordnung solcher Theorien im Rahmen eines historischen Exkurses in
Kapitel 3.

12Ein solcher Ansatz kann insofern zum Gegenstand dieser Arbeit werden, als dass natiirlich
auch das Mathematische in Birkhoffs Theorie selbst mit dsthetischen Attributen belegt sein
konnte. Als reine Technik zur Analyse von Werken der bildenden Kunst jedoch stellt dies
einen bemerkenswerten, jedoch fiir diese Arbeit nicht bedeutsamen Ansatz im Spannungsfeld
von Mathematik und Kunst dar.
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dadurch nicht selten die Moglichkeit, als solche wieder zum mathematischen Ge-
genstand zu werden.

1.1.2 Das Spannungsfeld aus Sicht der Mathematikphilosophie

Aus mathematikphilosophischer Perspektive sind weitere Moglichkeiten, mathe-
matische und kiinstlerische Aspekte zusammen zu bringen, denkbar. Einerseits
konnen die zundchst abstrakten Entitdten der Mathematik visualisiert und damit
einem Kunstwerk dhnlich sinnlich rezipierbar werden. So entstehen durch bildge-
bende Verfahren ,Muster aus der Mathematik”. Andererseits werden im Sprachge-
brauch der Mathematiker gerade die abstrakten Gegenstéinde der Mathematik mit
dsthetischen Kategorien belegt und damit kunstgleich behandelt. Dabei handelt
es sich dann um , Muster der Mathematiker”, wie G.H. Hardy sie in der eingangs
zitierten A mathematician’s Apology anspricht (vgl. Hardy, 1940, S. 89).

Muster aus der Mathematik

»Mit Hilfe der modernen Computergraphik kann ein heutiger Mathe-
matiker manchmal eine mathematische ,Auffiihrung’ darbieten, ganz
ahnlich wie ein Musiker ein Musikstiick auffithrt.“ (Devlin, 2002, S.
10)

In diesem Sinne beschreibt Keith Devlin beispielsweise die Visualisierungen von
Fraktalmengen als ,Mathematische Symphonien“ (vgl. Devlin, 2002, S. 10f). Zu
dieser Gruppe von Mustern gehoren auch Darstellungen topologischer und geome-
trischer Gebilde. Dabei sind nicht nur durch Computergraphik entstandene Bilder
gemeint, sondern auch Zeichnungen, wie sie bereits in den Elementen des Euklid
die theoretisch verhandelten Sachverhalte verdeutlichen. Einen Schritt weiter geht
Oliver Byrne (1847), der in seiner Euklid-Edition von 1847 die algebraischen Zei-
chen durch farbige geometrische Formen ersetzt.!?

Gemeinsam ist diesen Beispiele, dass ihnen eine abstrakte Struktur zu Grunde
liegt, welche durch die Zuordnung zu Gegenstéinden des zwei- oder dreidimen-
sionalen Raumes visuell fassbar wird. So entsteht ein auf mathematischen Gegen-
stdnden beruhender sinnlich wahrnehmbarer Représentant, der (auch) unabhéngig
von den urspriinglichen Grundlagen betrachtet und evtl. nach asthetischen Krite-
rien bewertet werden kann. Im Unterschied zu den oben beschriebenen ,Mustern
iiber Mathematik“ besteht im Entstehungsprozess dieser Visualisierungen nicht die
kiinstlerische Freiheit, von den durch die dargestellten Strukturen vorgegebenen

13Brynes Vorgehen ist dabei explizit didaktisch motiviert. Dennoch behauptet Werner Oechslin,
dass Bryne damit obgleich ,wider Willen* auch ein Werk der bildenden Kunst geschaffen hat
(vgl. Oechslin, 2010, S. 11), so dass in diesem Sinne hier auch ein Beispiel fiir die ,Muster
durch Mathematik“ vorliegt.
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Regelméfigkeiten abzuweichen. Dennoch sind die Grenzen zu den unter 1.1.1 be-
schriebenen Gegenstéanden fliefend. Man denke etwa an die farbige Gestaltung von
computergenerierten Graphiken ohne zwingenden mathematischen Grund.'4

Héufig wird den ,,Mustern aus der Mathematik“ auch eine iiber die reine visuelle
Erbauung hinausgehende Rolle zugeschrieben. So vermutet Keith Devlin z.B. eine
Hilfestellung fiir den interessierten Laien und behauptet, dass ,auf diese Weise |. . . |
ein Nichtmathematiker vielleicht einen kurzen Blick auf Strukturen tun [kann], die
sonst nur im Denken des Mathematikers leben.“(Devlin, 2002, S. 10). Johannes
Lenhard geht einen Schritt weiter und behauptet zusétzlich eine erkenntnisfiihren-
de Wirkung fiir den Mathematiker selbst, vor allem, wenn die den Simulationen zu
Grunde liegenden theoretischen Modelle ,komplex und undurchschaubar* sind:

»Das lauft darauf hinaus, dass die dsthetische Entfaltung der Modell-
resultate [durch Computersimulationen| die epistemische Opakheit der
Modelle selbst authebt.“ (Lenhard, 2006, S. 18)

Auf diese Weise wird der Wert der sinnlichen Erkenntnis, also die Aisthesis im
eigentlichen Wortsinn, fiir die Mathematik betont.!® Einen &hnlichen Ansatz ver-
folgt Jonathan M. Borwein. Allerdings weist er auch darauf hin, dass Visualisie-
rungen Zusammenhénge suggerieren konnen, die der theoretischen Uberpriifung
nicht standhalten (vgl. Borwein, 2006, S. 26f).

Muster der Mathematiker

Im Unterschied zu den bisher beschriebenen Arten von Mustern im Spannungsfeld
von Mathematik und Asthetik bzw. Kunst kénnen die ,Muster der Mathemati-
ker* nicht ohne Weiteres sinnlich erfasst werden, sondern miissen, wie es Devlin
beschreibt, ,denkend erlebt* (Devlin, 2002, S. 6) werden.'6

Dem folgend handelt es sich bei den ,Mustern der Mathematiker um abstrak-
te Strukturen und Muster aus dem Arbeitsfeld von Mathematikern. Hardy meint
damit zunéchst alle M6glichkeiten solcher Strukturen, spricht dann aber nur den
,schonen“ unter ihnen einen dauerhaften Platz zu. Im Zentrum des Interesse ste-
hen hier also abstrakte mathematische Gegenstédnde, die als Triger dsthetischer
Wertzuschreibungen fungieren.

So betrachtet etwa Hardy als Beispiele besonders schoner und damit einen dauer-
haften Platz in der Welt erhaltender Muster zwei bereits zu Zeiten Euklids be-
kannte Beweise: Zum einen eine (der heutigen Strenge angepasste) Version des

147U .a. in solchen Beispielen beriihren sich die Bereiche von kiinstlerischem und mathematischem
HKitsch.

15Vgl. dazu auch die Diskussion im Rahmen der Zusammenschau von Teil I unter 5.3.

16Devlin spricht in diesem Zusammenhang von ,Mustern der Mathematik“. Dem soll hier nicht
gefolgt werden, da er wie oben angedeutet auch visuell Zugéngliches unter diesen Begriff fasst
und damit mehr beschreibt, als Mathematiker wie Hardy z.B. unter ,the mathematician’s
patterns verstehen (vgl. Zitat S. 1).
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Euklidischen Beweises zur Unendlichkeit der Primzahlmenge und aufserdem einen
Widerspruchsbeweis fiir die Irrationalitit von /2 (vgl. Hardy, 1940, S.92fF). Er-
weitert durch mathematische Gegenstiinde wie die Eulersche Formel (e™ + 1 = 0)
kommen diese beiden Hardyschen Favoriten auch in anderen Beispielsammlungen
vor, verdffentlicht unter Titeln wie Die Top Ten der schinsten mathematischen
Sdtze (Basieux, 2003).

Offenbar sind in der mathematischen Praxis sowohl Beweise als auch mathemati-
sche Satze bzw. Theoreme Trager dsthetischer Attribute und damit zentrale Ver-
treter der ,Muster der Mathematiker®. Die Leser des Mathematical Intellingencer
wurden von Wells (1988) vor die Frage gestellt, welches das schonste aus einer
Auswahl von 24 Theoremen sei. Freitextkommentare zu dieser Umfrage weisen
darauf hin, dass die Umfrageteilnehmer in ihre Beurteilung der Theoreme auch
bekannte zugehorige Beweise oder den Kontext der Sétze einbezogen (vgl. Wells,
1990, S. 38). Werden also Theoreme als Tréiger dsthetischer Attribute gehandelt,
ist wenigstens potentiell immer auch deren Einbettung mitzudenken.!”

Die Ergebnisse einer empirischen Umfragestudie zum Begriff ,Schénheit* in der
mathematischen Praxis weisen aufierdem darauf hin, dass Ahnliches auch fiir Be-
weise gilt. Asthetisch bewertet wird demnach nicht nur das, was formal zu einem
Beweis dazu gehort — also alles, was in einem Lehrbuch zwischen den Worten
,Beweis* und ,g.e.d. ¢ steht, sondern auch (und vor allem) die dahinter liegen-
de Beweisidee sowie das einbettende ,setting des Beweises (vgl. Miiller-Hill und
Spies, 2011, S. 276).

Im Folgenden sollen deshalb die Begriffe Beweis und Theorem zunéchst im be-
schriebenen Sinn liberal verstanden werden und sowohl die Beweisideen als auch
der Kontext und Querverbindungen zwischen Theorem und zugehorigem Beweis
jeweils mitgedacht werden.'® Demnach kénnen auch Bildbeweise!?, zeichnerisch
dargestellte Aussagen {iber Zusammenhénge oder priaformale Beweise zu den ,,Mus-
tern der Mathematiker” gezdhlt werden, wenn es etwa die abstrakte Beweisidee
dahinter ist, die dsthetisch bewertet wird. Zu unterscheiden ist dies aber von ei-
ner lediglich unterstiitzend wirkenden Visualisierung, die als solche kunstéhnlich
rezipiert wird.

1.1.3 Die Trager mathematischer Schonheit

Da diese Arbeit nicht primér von einem kunsttheoretischen Interesse geleitet wird,
kénnen die unter 1.1.1 vorgestellten moglichen Mustergattungen hier nicht der

17Hardy schlieft sogar selbstversténdlich die Beweise ein, wenn er von der Schénheit eines Theo-
rems spricht (vgl. Hardy, 1940, S. 113).

18 An Stellen, an denen eine Beschriankung auf den engeren Wortsinn ndtig ist, wird dies explizit
markiert.

19 Als besonders ,schones” Beispiel fiithrt Doris Schattschneider z.B. den Beweis zur Ungleichung
zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel nach Polya an (vgl. Schattschneider,
2006, S. 46).
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zentrale Gegenstand sein. Jedoch ist die oben vorgeschlagene Klassifizierung der
Muster zwischen Mathematik und Kunst bzw. Asthetik, wie bereits angemerkt,
nicht trennscharf. So kommt es zuweilen durch die Anwendung bestimmter Tech-
niken in der Kunst zu neuen mathematischen Erkenntnissen. Die Visualisierung
mathematischer Inhalte inspiriert einerseits die kiinstlerische Darstellung und Um-
deutung dieser Mathematik. Andererseits bietet sie in Einzelfdllen aber auch eine
nicht sprachliche Darstellung der ,Muster der Mathematiker“ oder wird gar im
Sinne von ,yisuell zugénglichen Mustern der Mathematiker® als die ,abstrakten
Muster der Mathematiker ablésender Tréger mathematischer Schonheit einge-
stuft. Desweiteren gibt es Beispiele aus der Konkreten Kunst, in denen die kiinst-
lerische Darstellung (implizit) mathematische GesetzméRigkeiten erkennen lisst.?°
Obgleich Wechselwirkungen und Vergleiche wie diese interessante Perspektiven
auch aus Sicht der Mathematikphilosophie eréffnen kénnen, sollen sowohl ,Muster
iiber Mathematik* als auch ,Muster durch Mathematik“ hier allenfalls am Rande
thematisiert werden. Dies ist insbesondere dadurch begriindet, dass in diesen Fél-
len eben Kunstwerke (mit Mathematikbezug) und nicht Stiicke der Mathematik
selbst die Tréger dsthetischer Eigenschaften sind.

Zu kléren ist also noch, welcher der beiden mathematikphilosophisch relevanten
Moglichkeiten den Gegenstand dieser Arbeit bilden soll. Dabei besteht eine Schwie-
rigkeit darin, dass in der Literatur auch solche Einschitzungen zu finden sind, die
eine Unterscheidung von ,Mustern aus der Mathematik* und ,Mustern der Ma-
thematiker* als nicht moglich bzw. nicht mehr zeitgemiR erachten.?! Werden die
,Muster aus der Mathematik“ namlich als reine Darstellungsform der hinterliegen-
den abstrakten Ideen verstanden, so kénnen sie auch als ,,nicht sprachliche Muster
der Mathematiker” verstanden werden. Dies gilt jedoch m.E. nicht fiir den oben
vorgestellten Fall der durch Computersimulation erzeugten Bilder einer sonst auch
fiir Mathematiker ,,undurchsichtigen“ Theorie. Hier ist die abgrenzende Bezeich-
nung ,,Muster aus der Mathematik” weiter angebracht, da es sich nicht um von
Mathematikern erzeugte, sondern nur durch diese interpretierte Muster handelt.

Wie bereits dargestellt, umfasst der klassische Gegenstandsbereich &sthetischer
Wertzuschreibungen in der Mathematik die ,Muster der Mathematiker“. So fal-
len in der mathematischen Wissenschaftspraxis unter die Trager mathematischer
Schonheit traditionell Beweise und Theoreme im oben beschriebenen liberalen
Sinn. Sie miissen somit zunéchst den Kern jeder mathematikésthetischen Untersu-
chung bilden. Da bereits bezogen auf diesen Kern iibergreifende Antworten auf die
eingangs als grundlegend identifizierten Fragen nach Schonheitsbegriff und Kunst-
charakter fehlen und mit der Frage nach der Sinnlichkeit und dem interpretativen
Charakter der ,Muster aus der Mathematik* ein weiterer Komplex grundsétzlich-
er Fragen eroffnet wiirde, soll auch aus pragmatischen Griinden hier der Gegen-

20Ein Beispiel fiir eine solche ,yersteckte“ Aussage in einem Kunstwerk ist das Werk ,,Evolution
von Rune Mields, dargestellt von Grundhéfer und Rosehr (2007), in dem ein Satz tiber die
Fibonacci-Zahl 144 enthalten ist.

21Vgl. etwa (Lenhard, 2006, S. 181) oder (Borwein, 2006, S. 25).
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standsbereich nicht auf diese erweitert werden. Gleichzeitig werden so die zentralen
Gegenstinde der Mathematikphilosophie betrachtet, so dass die vorgeschlagenen
mathematikdsthetischen Untersuchungen einen Beitrag zu allgemeinen mathema-
tikphilosophischen Fragen aus einer speziellen Perspektive leisten kénnen. Im Zen-
trum der vorliegenden Arbeit soll somit die dsthetische Erfahrung mit den oben
explizierten ,Mustern der Mathematiker* stehen.

1.2 Zeugen der Mathematikasthetik

Es gibt eine Vielzahl von Mathematikern, Mathematikphilosophen und -historikern
sowie Asthetikern, die sich dem Thema Asthetik der Mathematik bzw. dem Kunst-
status der Mathematik bezogen auf die ,,Muster der Mathematiker” widmen. Eine
erste Unterscheidung und Einordnung kann sich dabei zunéchst an der Profes-
sion der Autoren einerseits und dem Begriindungskontext mathematikisthetischer
Urteile andererseits orientieren. So kann in der Terminologie Holger Willes in-
nerhalb der wissenschaftlichen Literatur grob und keinesfalls immer trennscharf
unterschieden werden in

mathematikdsthetisches Verhalten,

mathematikésthetische Reflexion,

Arbeiten zur allgemeinen Asthetik mit Beziigen zur Mathematik sowie
Arbeiten zur allgemeinen Wissenschaftsisthetik.

Im Folgenden soll durch das exemplarische Vorstellen von Vertretern jeder Grup-
pe?? diese jeweils genauer charakterisiert werden, um im Anschluss auf die Funk-
tion fiir den Fortgang der vorliegenden Arbeit einzugehen.

Mathematikédsthetisches Verhalten

Holger Wille unterscheidet in Was heifit Wissenschaftsdsthetik zwischen ,wissen-
schaftsésthetischem Verhalten“ und einer Wissenschaftsésthetik als Disziplin (vgl.
Wille, 2004, S. 39). In diesem Sinne sind hier mit ,mathematikéisthetischem Verhal-
ten Arbeiten aus der mathematischen Praxis im Allgemeinen gemeint, in denen
meist in einem Unterabschnitt auf den &sthetischen Wert der Mathematik hinge-
wiesen wird. Es handelt sich bei den Autoren somit hiufig um (ehemals) prakti-
zierende Mathematiker, die explizit fiir die ,interessierte Offentlichkeit” iiber das
Wesen ihrer Wissenschaft schreiben. Die Begriindung der geféllten &sthetischen
Urteile féllt dabei entsprechend knapp aus und beruht im Allgemeinen auf den
eigenen subjektiven Erfahrungen der Autoren im Umgang mit den ,Mustern der

22Die vorgestellten Arbeiten wurden in erster Linie ausgewihlt, um die jeweilige Gruppe zu
charakterisieren. Die Auswahl sagt somit zunéchst, wenn nicht anders vermerkt, nichts iiber
die Relevanz fiir die hier folgenden Untersuchungen aus und bietet auch keine vollstandige
Auflistung der in dieser Arbeit verwendeten Literatur.
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Mathematiker*. Somit entbehren solche Einschatzungen in der Regel eine theoreti-
sche Fundierung, und es kommt h&ufig nicht einmal zu Querverweisen auf andere
Aussagen dieser Art. Jedoch werden die Ausfithrungen h#ufig an Beispielen be-
legt.

Zu den Arbeiten, die solches mathematikdsthetisches Verhalten dokumentieren,
zdhlen beispielsweise Mathematik: Kunst und Wissenschaft von Armand Borel
(1981), The mathematician von John von Neumann (1976), die unter Conver-
sation with a Mathematician. Math, Art, Science and the Limits of Reason verof-
fentlichten Interviews mit Gregory Chaitin (2002) oder als beriihmtestes Beispiel
die eingangs bereits zitierte A mathematician’s Apology G.H. Hardys (1940). An
dieser kleine Auswahl lésst sich bereits zeigen, dass der Raum, welcher den &sthe-
tischen Betrachtungen der ,Muster der Mathematiker* und vor allem der Refle-
xion solcher Urteile gegeben wird, stark variiert. So begniigt sich von Neumann
mit kurzen Hinweisen auf die Schonheit des Zusammenspiels von Einfachem und
Komplexem als Basis fiir die Beschreibung seines subjektiven Eindrucks von der
Mathematik als Kunstform. Armand Borel dagegen widmet der Frage, inwiefern
die Mathematik eine Kunst ist, groe Teile seiner Ausfithrungen (vgl. Borel, 1981).
Allerdings begriindet er dies lediglich durch Beispiele, sowie subjektive Eindriicke
und Erfahrungen, was auch fiir die aufgefiihrten Charakteristika schéner Mathe-
matik gilt. Ahnliches gilt auch fiir Hardy (1940), der zusitzlich zu einer subjekti-
ven Charakterisierung mathematischer Schénheit auf die Rolle solcher dsthetischer
Wertzuschreibungen insbesondere als Gegenpart zur Anwendbarkeit eingeht und
dies mit seinen eigenen Einstellungen zur Mathematik in Verbindung bringt. Einen
wiederum anderen Charakter haben die Ausfithrungen Chaitins, die in Form von
Gespréchsbeitragen in Interviews vorliegen, so dass die Subjektivitdt und die per-
sonliche Note auch in der Form zum Ausdruck kommt.

Wie die Bandbreite von Umfang und Charakter dieser Beispiele bereits zeigt, bil-
den die Mathematiker, die (schriftlich niedergelegtes) mathematikiisthetisches Ver-
halten dokumentieren, bereits eine inhomogene Gruppe. Dies fithrt dazu, dass eine
genaue Grenzziehung zu anderen vorgeschlagenen Gruppen nicht immer moglich
ist. Auf der Grenze zu Arbeiten zur mathematikdsthetischen Reflexion stehen bei-
spielsweise die Ausfiihrungen Henri Poincarés. Dieser griindet seine Theorie zur
Psychologie des mathematischen Schaffens zwar auf eigene Erfahrungen als erfolg-
reicher Mathematiker, kann sie aber an ein durchaus umféngliches mathematik-
philosophisches Theoriegebédude anbinden.

Die zu dieser Gruppe zu zéhlenden Mathematiker, die (ausnahmsweise) nicht in-
nerhalb der Mathematik, sondern iiber diese schreiben, liefern eine interessante,
mehr oder minder reflektierte Innenansicht der mathematischen Praxis. Damit bil-
den sie nicht nur die urspriingliche Motivation, sich mit dsthetischen Wertungen
in Bezug auf die Gegenstiande der Mathematik zu beschéiftigen, sondern bieten
sich auch als erste Zeugen in dem Bestreben an, die in der Praxis verwendeten
Begriffe und Kriterien ndher zu charakterisieren. Besonders umfanglich und poin-
tiert dokumentiertes mathematikésthetisches Verhalten findet sich in dem bereits
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erwahnten berithmten Essay A mathematician’s Apology, so dass G.H. Hardy zum
,Kronzeugen“ dieser Arbeit zur Mathematikésthetik werden kann.

Mathematikasthetische Reflexion

Von den, dem mathematikésthetischen Verhalten zugeordneten Autoren sollen hier
solche abgegrenzt werden, die vor einem mathematikphilosophischen und/oder ei-
nem der allgemeinen philosophischen Asthetik zuzuordnenden Hintergrund das
Phénomen der Asthetik in Bezug auf die ,Muster der Mathematiker* betrachten.
In diesem Sinne kann hier also von mathematikésthetischer Reflexion oder Wille
folgend von Mathematikdsthetik als Theorie (vgl. Wille, 2004, S. 39) gesprochen
werden. Arbeiten dieser Art widmen sich haufig isoliert und vor je unterschied-
lichem theoretischem Kontext einzelnen der eingangs aufgeworfenen Fragen, und
werden so in den die jeweilige Problemstellung thematisierenden Kapiteln dieser
Arbeit herangezogen:

Versuche, die Frage nach dem in der Mathematik verwendeten Schdnheitsbegriff
differenzierter und reflektierter zu beantworten, als dies durch mathematikistheti-
sches Verhalten geschehen kann, stellen beispielsweise die Arbeiten Die Schinheit
in der Mathematik von Thomas Weth (2007) oder Mathematical Beauty and the
Evolution of Standards of Mathematical Proof von James McAllister (2005) dar,
wobei auch hier jeweils sehr unterschiedliche Wege der Beschreibung und Systema-
tisierung gewéhlt werden. Wahrend Weth insbesondere die emotionale Komponen-
te mathematischer Schonheit heranzieht und ausdifferenziert, betrachtet McAllis-
ter eher global Facetten der mathematikésthetischen Beurteilung unterschiedlicher
Beweistypen mit einem dezidierten Blick auf die Entwicklung der Wissenschaft.
Die theoretischen Arbeiten zum Schénheitsbegriff werden ergédnzt durch solche, die
sich durch empirische Untersuchungen als Reflexionsgrundlage auszeichnen, wobei
auch hier Design und Ausfiihrlichkeit der Auswertung stark differieren. So présen-
tiert etwa David Wells (1990) unter dem Titel Are These the Most Beautiful? ein
Ranking schoéner Stiicke und einzelne Aussagen dazu als Ergebnisse einer Umfrage
unter Lesern des Mathematical Intelligencer. Leone Burton (2004) dagegen geht
in einer umfassenden Interviewstudie mit Hochschulmathematikern unter anderem
auf die Frage nach personlichen Erfahrungen mit der Schénheit der bearbeiteten
Gegensténde ein.?

Der Frage nach dem Kunstcharakter der Mathematik gehen z.B. Thomas Tymocz-
ko (1993) oder Caroline Jullien (2008) mit jeweils sehr unterschiedlicher Heran-
gehensweise nach. So schliefst der eine von einem Blick auf die in der mathema-
tischen Praxis vorgenommenen Wertzuschreibungen und der Rolle der dort agie-
renden Personen auf Unterschiede und Parallelen von Mathematik und Kunst,
wahrend die andere die Kunsttheorie Nelson Goodmans auf die Mathematik bzw.
ausgewdahlte Beispiele anwendet. Ergénzt werden auf einen moglichen Kunststatus

23Ein weiteres Beispiel stellt auch die in Miiller-Hill und Spies (2011) ver&ffentlichte Auswertung
einer Umfragestudie zum Thema dar.
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fokussierte Arbeiten wie diese durch solche, die die Arbeitsweisen von Mathema-
tikern und Kiinstlern in Beziehung setzen. Hier sind insbesondere The Meaning
of Pattern von Martin Schiralli (2006) sowie die Ausfiihrungen Henri Poincarés
zur mathematischen Erfindung in Wissenschaft und Methode (Poincaré, 1914) zu
nennen.

Das Spektrum zum Kunststatus wird abgerundet durch Arbeiten, die im Rahmen
allgemeinerer mathematikphilosophischer oder -historischer Uberlegungen die Ma-
thematik einer Kunstform &hnlich behandeln. Hier sind etwa das stilgeschichtliche
Vorgehen Max Benses im Rahmen seiner Konturen einer Geistesgeschichte der
Mathematik zu nennen oder auch die Analyse mathematischer Texte des Mathe-
matikhistorikers Reviel Netz (2005). Neben solchen Arbeiten, die angeschlossen
an die unterschiedlichsten theoretischen Konzepte auf die grundlegenden Fragen
der Mathematikdsthetik zielen, beschéaftigen sich einige Autoren auch mit den ein-
gangs genannten weitergehenden Problemstellungen. Eine wichtige Referenz fiir
solche Fragen mit verschiedenen Zielrichtungen ist Nathalie Sinclair. Sie charakte-
risiert beispielsweise unter dem Titel The Aesthetic Sensibilities of Mathematicians
(Sinclair, 2006b) die Funktionen &sthetischer Wertzuschreibungen fiir die mathe-
matische Arbeit allgemein, um daraus in einem zweiten Schritt Schliisse fiir das
Lehren und Lernen von Mathematik zu ziehen (vgl. etwa Sinclair, 2006b, 2009).
Wie diese Beispiele bereits zeigen, unterscheiden sich die hier der mathematik-
dsthetischen Reflexion zugeordneten Autoren und Arbeiten nicht nur stark beziig-
lich ihrer Fragestellung und des theoretischen Kontextes, vor dem diese bearbeitet
werden, sondern auch in Ausfiihrlichkeit und Herangehensweise. So muss es na-
turgeméf auch zu einem breiten Spektrum der Ergebnisse kommen. Gemeinsam
aber haben sie, dass nahezu immer von Beispielen als Motivation ausgegangen
wird, wozu einzelne Ausschnitte des oben beschriebenen mathematikésthetischen
Verhaltens sowie Hinweise auf historische Aussagen zu Schénheit und Kunststatus
des Mathematischen anekdotisch ins Feld gefiihrt werden. Insofern unterscheiden
sich die hier zuzuordnenden Autoren nicht nur im Reflexionsgrad von der ersten
Gruppe, sondern auch und insbesondere in ihren Untersuchungsgegenstédnden: Sie
nehmen nicht nur eine Metaperspektive auf die ,Muster der Mathematiker* ein,
sondern beziehen auch den Umgang mit diesen, also die mathematische Praxis, in
ihre Uberlegungen ein.

Querverbindungen untereinander sind jedoch trotz des gemeinsamen Gegenstands-
bereichs und &hnlicher Problemstellungen bei Vertretern dieser Gruppe eher selten
zu finden, was u.a. der Tatsache geschuldet ist, dass die mathematikésthetischen
Fragestellungen zwar in den unterschiedlichsten Kontexten aufkommen und Re-
levanz besitzen, die Mathematikésthetik selbst jedoch keine etablierte Disziplin
ist.

Beziige zwischen allgemeiner Asthetik und Mathematik

Von den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Arbeiten, denen es ex-
plizit um eine Metaperspektive auf die Mathematik bzw. die Wissenschaftspraxis
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geht, sind Arbeiten zur philosophischen Asthetik zu unterscheiden, in denen die
Mathematik als begriindetes Beispiel bzw. Gegenbeispiel in der allgemeinen Theo-
riebildung angefiihrt wird. Solche Ansétze sind deshalb besonders interessant, weil
sie bereits eine Verbindung von allgemeiner philosophischer Asthetik und Mathe-
matik liefern und in Kombination mit oder Kontrast zu den oben beschriebenen
Arbeiten diese auf eine allgemeinere Basis stellen kénnen.

Eine solche Verbindung wird in naheliegender Weise in Asthetiktheorien realisiert,
die in pythagoreischer Tradition von einem mathematisierbaren Schonheitsbegriff
ausgehen und daraus wiederum auf den &sthetischen Wert des Mathematischen
selbst schliefen. Diese Argumentationsrichtung kann in eine Arbeit, der es um
Fragen zur Asthetik zeitgendssischer Mathematik geht, nur am Rande einfliefen,
da der zugrundeliegende Schonheitsbegriff spéatestens mit der Aufklarung durch
subjektorientierte Ansédtze abgelost wurde. In einem historischen Exkurs zur Ge-
schichte der Mathematikisthetik aber sind diese antiken und mittelalterlichen Po-
sitionen unumgénglich und dienen nicht zuletzt als Kontrast zu aktuellen Charak-
teristika mathematischer Schonheit.

Zusatzlich zur Abgrenzung gegeniiber historischer Positionen besteht die Hoffnung,
durch den Abgleich mit Ansétzen zur allgemeinen Asthetik den Schonheitsbegriff
der Mathematiker schérfer zu fassen. Dabei sind gerade jene Vertreter der allgemei-
nen Asthetik von besonderem Interesse, die der Mathematik explizit einen genuin
dsthetischen Charakter absprechen. In diesem Zusammenhang wird die Theorie des
Schénen und der Kunst, wie sie Immanuel Kant in seinem Hauptwerk zur Asthe-
tik, der Kritik der Urteilskraft darlegt, eine prominente Stellung einnehmen. Kant
nutzt die Mathematik bzw. den Mathematiker als Kontrast, um seine Konzeption
einer im Geschmacksurteil erkannten Schonheit einerseits und des kiinstlerischen
Genies andererseits herauszustellen. Da er sich dabei auch mit noch heute unter
Mathematikern populidren Begriindungsmustern fiir die (vorgebliche) Schonheit
und den Kunststatus der Mathematik auseinandersetzt, treten eine Reihe ,kriti-
scher Eigenschaften* hervor, die gegen einen genuin &sthetischen Charakter der
Mathematik angefiihrt werden kénnen. So tritt die Frage in den Vordergrund, in-
wieweit der Schonheitsbegriff der Mathematiker einem in der allgemeinen Asthetik
verwendeten entspricht und es er6ffnet sich eine interessante Perspektive auf den
Mathematiker als Produzenten, den Entstehungsprozess der Mathematik und die
mathematische Praxis unter dem Blickwinkel der Kreativitat.

Allgemeine Wissenschaftsasthetik

Mindestens als Beispiel am Rande kommt die Mathematik in der Regel auch in Ar-
beiten zur allgemeinen Wissenschaftsésthetik vor. Allerdings werden dabei haufig
Mathematik und Physik gleichgesetzt und gemeinsam im Kontrast zu Beispielen
aus den Geisteswissenschaften vorgestellt.?* Die Beispiele sind dabei hiufig anek-

240bgleich der Schonheitsbegriff der Physik Ahnlichkeiten zu dem in der Mathematik verwen-
deten aufweist bzw. haufig auf das Mathematische zuriickgefiihrt wird, sind doch in beiden
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dotisch vorgebrachtes mathematikésthetisches Verhalten. Neben ihrer Rolle als
,Steinbruch® moglicher Beispiele, kénnen Arbeiten wie Beauty and Revolution in
Science von James McAllister (1996) oder Holger Willes (2004) Was heifst Wis-
senschaftsisthetik? Zur Systematik einer imagindren Disziplin des Imagindren die
grundlegenden methodischen Uberlegungen leiten. So lassen sich aus den Ergebnis-
sen beziiglich der Wissenschaftsésthetik im Allgemeinen Hinweise fiir den Umgang
mit diesen Phdnomenen beziiglich der Mathematik im Speziellen ableiten. Diese
Rolle nehmen in der vorliegenden Arbeit hauptsichlich die Uberlegungen Willes
ein, da er durch seine sehr grundlegenden Uberlegungen wenig Ergebnisse inhalt-
licher Art einer disziplindren Wissenschaftsisthetik vorweg nimmt. Andererseits
steht er der Moglichkeit einer Mathematikésthetik explizit positiv gegeniiber, so
dass auch die zugrunde liegenden Konzepte von Wissenschaft und Asthetik einen
Ubertrag grundsitzlich zulassen.

Die Arbeiten innerhalb jeder der vorgestellten Gruppen unterscheiden sich sowohl
in der Ausfiihrlichkeit, in der sie das Thema behandeln, als auch in ihrem Vorge-
hen und den daraus resultierenden Ergebnissen stark. Dies ist nicht nur den Un-
terschieden in der Herangehensweise, sondern insbesondere dem Facettenreichtum
der Thematik geschuldet. Um das Phinomen der Verwendung dsthetischer Wert-
zuschreibungen fiir die ,Muster der Mathematiker* in seiner Breite beleuchten zu
konnen, ist es also nétig, die verschiedenen Perspektiven moglichst umfassend ein-
zubeziehen und in Beziehung zu setzen.

Die skizzierten Autorengruppen werden dazu aufserdem jeweils durch Literatur zu
den spezifischen Fragestellungen der unterschiedlichen Kapitel ergénzt. Die ver-
wendeten Arbeiten etwa zur Kantforschung, zur historischen Dimension oder zur
Mathematikdidaktik werden jeweils in den entsprechenden Kapiteln vorgestellt
und eingeordnet.

Obgleich die vorgeschlagene Unterteilung, wie bereits angedeutet, grob und nicht
immer eindeutig ist, kann die Zuordnung Aufschluss iiber die Rolle geben, die den
verschiedenen Arbeiten im Rahmen der folgenden Untersuchungen zur Mathema-
tikdsthetik zukommt: Insbesondere bezogen auf die Frage nach dem verwendeten
Schonheitsbegriff liefert das dokumentierte mathematikésthetische Verhalten ei-
ne wertvolle Innenansicht. So zeigen sich einerseits die Bandbreite verwendeter
Charakteristika, aber auch immer wieder Gemeinsamkeiten in den Beschreibung-
en aus (professionell informierter) Rezipientensicht, die eine Systematisierung der
angefiihrten Schonheitskriterien erlauben. Die vorhandenen theoriegeleiteten Po-
sitionen, also die mathematikésthetische Reflexion zur mathematischen Schénheit,
kénnen durch die verschiedenen Perspektiven zu einer Ausschirfung und facet-
tenreichen Beschreibung dieser Systematik beitragen. Die Darstellung der dem
Kunstcharakter der Mathematik grundsétzlich positiv gegeniiberstehenden Arbei-
ten aus dem Bereich der mathematikéisthetischen Reflexion ergibt zunéchst einen

Disziplinen Rahmenbedingungen und Anspruch asthetischer Wertzuschreibung deutlich zu
unterscheiden. Daher sollen im Folgenden Beispiele mit Bezug zur Physik nicht beriicksich-
tigt werden.
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Uberblick iiber die verschiedenen Méglichkeiten, die Mathematik einer Kunstform
ghnlich zu behandeln. So entsteht nicht nur eine Sammlung je theoretisch fun-
dierter Indizien fiir den Kunststatus der Mathematik, vielmehr kommt es auch
zu einer Zusammenschau von Facetten der Mathematik bzw. der mathematischen
Praxis, die spezifisch unter mathematikésthetischer Perspektive zutage treten. Dies
wird ergénzt durch den Blick der Produzenten schoner Mathematik, wie er in
verschiedenen Arbeiten zum mathematikésthetischen Verhalten dokumentiert ist.
Als Priifstein kdnnen sowohl zum Schénheitsbegriff als auch zum Kunststatus Ar-
beiten aus der allgemeinen Asthetik herangezogen werden, und schlieslich werden
wie beschrieben der allgemeinen Wissenschaftsésthetik Hinweise methodischer Art
entnommen.

1.3 Offene Problembereiche der
Mathematikasthetik

Bereits die zur Charakterisierung der Materiallage hinzugezogene Auswahl zeigt,
dass es sich bei der dsthetischen Beurteilung von ,,Mustern der Mathematiker* um
ein hiufig genanntes Phinomen handelt. So kommt es auch in theoretischen Arbei-
ten mit Fokus auf der mathematischen Praxis immer wieder zur Sprache, und ein-
zelne Aspekte werden aufgegriffen und im jeweiligen Reflexionskontext untersucht.
Dennoch kénnen die eingangs aufgeworfenen grundsténdigen Fragestellungen der
Mathematikisthetik keineswegs als umfassend beantwortet gelten. Es lassen sich
Forschungsliicken benennen, die sowohl die inhaltliche wie auch die methodische
Ebene beriihren.

Wie beschrieben kommt es auch im Bereich mathematikéisthetischer Reflexion nur
selten zu Referenzen der Arbeiten untereinander. Die Autoren greifen allenfalls
auf einzelne Stellen mathematikdsthetischen Verhaltens zuriick. Die Ergebnisse
bleiben sonst aber weitgehend isoliert von den etwa aus anderen Perspektiven
heraus gewonnenen Resultaten, obgleich Gemeinsamkeiten oder aufschlussreiche
Kontraste durchaus Anschlussmoglichkeiten bieten wiirden. In der Forschung zur
Asthetik der Mathematik fehlt bislang eine systematische Zusammenschau sol-
cher Ergebnisse, aber auch ein Uberblick iiber die vorhandene relativ breite Basis
mathematikésthetischen Verhaltens. Dieser Befund gilt sowohl bezogen auf Cha-
rakterisierungen und Einschétzungen des mathematischen Schonheitsbegriffs als
auch und insbesondere mit Blick auf die Frage nach dem Kunstcharakter der Ma-
thematik.

Ahnlich unbefriedigend ist die Situation beziiglich der historischen Dimension des
Themenkreises. Arbeiten, die sich explizit der Geschichte der Mathematikéisthetik
widmen, gibt es nicht. Abgesehen von einigen wenigen Zusammenstellungen von
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Beispielen mit der expliziten Zielsetzung einleitend geschichtliche Beziige herzu-
stellen, werden Zitate etwa antiker Autoren h&ufig mit Dokumenten der oben ge-
nannten Vertreter mathematikésthetischen Verhaltens unkommentiert und unge-
achtet der génzlich unterschiedlichen Voraussetzungen gemeinsam zur Motivation
und Rechtfertigung der Themenstellung herangezogen. Mathematik- oder kunst-
historische Ansétze dagegen stellen zwar die jeweiligen Beispiele in ihrer Geschicht-
lichkeit dar, heben aber einschldgige mathematikéisthetische Stellen nicht hervor
oder nehmen sie gar nicht erst als solche wahr. Ein Riickbezug auf die Fragestel-
lungen und Ergebnisse zeitgenossischer Mathematikéisthetik fehlt dort naturgemé&f
vollsténdig.

Abgesehen von den oben beschriebenen Beispielen in antiker Tradition sind Ar-
beiten zur allgemeinen Asthetik, in denen explizit die Mathematik als (mdglicher)
Gegenstand Beachtung findet, rar, und umso seltener werden solche Positionen in
die mathematikdsthetische Reflexion einbezogen. Dabei sind gerade jene Vertreter
der allgemeinen Asthetik besonders interessant, die der Mathematik explizit einen
genuin dsthetischen Charakter absprechen, da dort potentiell kritische Punkte im
mathematikésthetischen Verhalten markiert werden. In diesem Zusammenhang
sollte insbesondere die Theorie des Schonen und der Kunst, wie Immanuel Kant sie
in der Kritik der Urteilskraft darlegt und in der das Mathematische als Kontrast
eine prominente Stellung einnimmt, herangezogen werden. Dieser Aspekt findet je-
doch sowohl in Arbeiten unter mathematikisthetischer Perspektive als auch in der
Literatur zum Kantischen Mathematikbild oder in Arbeiten zu Kants Asthetik nur
selten Beachtung, so dass hier nicht nur eine offene Frage der Mathematikasthetik,
sondern auch eine Liicke der Kantforschung vorliegt.

Die Vereinzelung der Ergebnisse zu den in der mathematischen Praxis durchaus
relevanten mathematikésthetischen Themen und das fehlende Bewusstsein fiir die
historische Dimension macht sich auch in Anwendungskontexten bemerkbar. Am
Beispiel der Mathematikdidaktik wird dies besonders deutlich: Die Relevanz der
Asthetik wird erkannt und fithrt etwa dazu, die dsthetische Erfahrungen mit der
Mathematik im schulischen Mathematiklernen zu fordern und dies etwa auch in
Lehrplane aufzunehmen. Hinweise zur Umsetzung und Anbindung an weitere di-
daktische Fragestellungen kénnen sich dann aber wiederum hochstens auf isolierte
mathematikphilosophische Grundlagen stiitzen und bleiben rudimentér. So wer-
den die Chancen einer umfassenden mathematikésthetischen Perspektive auf das
Lehren und Lernen von Mathematik nicht wahrgenommen und gehen nicht in die
weitere Diskussion.
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1.4 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Wissenschaftsdsthetik hat sich als ein Versuch zu verstehen, der Wahr-
heit und Schoénheit, Wissenschaft und Kunst, in ihren Zusammen-
hingen und Unterschieden begreifen will.“ (Wille, 2004, S. 307)

Mit dieser Forderung fiir eine allgemeine Wissenschaftsisthetik markiert Wille
zunichst den Zielhorizont auch fiir eine Asthetik der Mathematik: Es geht zum
einen um die Voraussetzungen und Eigenschaften der beziiglich der ,Muster der
Mathematiker angefiihrten Schonheit und die Moglichkeit, iiberhaupt von einer
solchen zu sprechen. Zum anderen aber muss das Verhéltnis von Mathematik und
Kunst betrachtet werden. Damit wird die grundsétzliche Relevanz der bereits ein-
gangs als grundlegend identifzierten Fragestellungen der Mathematikésthetik in
ihrer Breite bestéitigt. So lange kein Konsens iiber mogliche Antworten besteht,
muss sich eine Arbeit zur disziplindren Wissenschaftsdsthetik diesen Fragekomple-
xen stellen. Gleichzeitig entlastet dieses Zitat Willes aber auch, indem er jedem
wissenschaftsdsthetischem Ansatz den Charakter eines ,Versuches” zubilligt.

In diesem Sinne versteht sich auch die vorliegende Arbeit als ein ,Versuch” zu den
Grundlagen der Mathematikésthetik. Ziel ist es jedoch nicht, ein weiteres isoliertes
Einzelergebnis zu einer der markierten Problemstellungen zu erarbeiten. Vielmehr
wird im Folgenden der Versuch unternommen, sich dem mathematischen Schon-
heitsbegriff einerseits und dem Mathematik-Kunst-Vergleich andererseits auf ei-
ner breiten Grundlage bereits existierender Einzelpositionen zu ndhern und dabei
gleichzeitig einen Beitrag dazu zu leisten, die oben dargestellten Forschungsliicken
zu schliefen. Im Einzelnen bedeutet diese iibergreifende Zielsetzung, dass Schon-
heitsbegriff und Kunstvergleich zunéchst getrennt durch ein systematisches Dar-
stellen und in Beziehung Setzen der existierenden Positionen bearbeitet werden.
Neben einem systematischen Uberblick iiber die vorhandene Literatur wird dabei
auch angestrebt, mit Hilfe der zu Tage tretenden Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede jeweils die zentralen Facetten zu benennen.

Weiterhin soll die Kantische Argumentation gegen Geschmacksurteile iiber Ma-
thematisches und gegen den Geniestatus der Mathematiker ausfiihrlich untersucht
werden, um schlieflich einzelne kritische Punkte der Mathematikdsthetik heraus-
zuarbeiten und im Kontrast zu diskutieren. Geméf der beschriebenen Forschungs-
liicken werden dabei zweierlei Ziele verfolgt. Einerseits soll durch eine ausfiihrliche
Darstellung und Diskussion ein Beitrag zur Kantforschung geleistet werden, und
andererseits sollen iiber die Kontrastierung die Ergebnisse des vorangegangenen
Literaturiiberblicks ausgeschérft werden.

Ein Streifzug durch die Geschichte der Mathematikésthetik zielt weiterhin dar-
auf ab, insbesondere das Phénomen é&sthetischer Wertzuschreibungen iiber die
Mathematik- und Asthetikgeschichte hinweg darzustellen und einzuordnen. Dabei
sind mit einem sich wandelnden Verstdndnis von Schonheit sehr unterschiedliche
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Begriindungs- und Bewertungsmuster zu identifizieren. Ziel des historischen Ex-
kurses ist es aufserdem, diese im Kontrast zu den dargestellten aktuellen Positionen
an einzelnen Beispielen zu konkretisieren und damit iiber die hdufig in der Litera-
tur iibliche Zitatesammlung zur Motivation der historischen Relevanz des Themas
hinauszugehen.

Es wird somit angestrebt, mit Hilfe von vergleichenden Zusammenstellungen und
Kontrastierungen die mathematikdsthetische Perspektive auf eine breite Basis zu
stellen und gleichzeitig weiter auszuschérfen. Dies zielt aulerdem auf die exem-
plarische Anwendung der Ergebnisse auf ausgewéhlte Klassiker einerseits und die
Mathematikdidaktik als verwandte Disziplin andererseits.

Bereits die eingangs benannten zentralen Fragestellungen der Mathematikésthetik
weisen darauf hin, dass sich mindestens vor dem Hintergrund eines zeitgenos-
sischen, nicht mathematisierbaren Schonheitsbegriffs die vorliegende Arbeit nicht
in den ,klassischen” Diskurs der Mathematikphilosophie einreihen kann. Astheti-
sche Werturteile iiber die ,,Muster der Mathematiker* sind vielmehr ein Ph&nomen,
das an sich bereits aufterhalb mathematikintern zu beantwortender Fragestellung-
en im engeren Sinne steht, dessen Relevanz fiir den Umgang mit der Mathematik
aber immer wieder hervorgehoben wird. Eine Arbeit, die wie die vorliegende die
grundlegenden Fragen der Mathematikédsthetik zu beleuchten versucht, ist somit
bereits bedingt durch die Themenstellung solchen Stromungen der Mathematik-
philosophie zuzuordnen, die unter der Bezeichnung ,Philosophie der mathemati-
schen Praxis“ zusammengefasst werden kénnen.?® Dies spiegelt sich auch in der
beschriebenen Literatur, auf die sich diese Arbeit stiitzen will: Bei den sich mathe-
matikésthetisch verhaltenden Autoren handelt es sich gerade um in der mathema-
tischen Praxis agierenden Personen. Die herangezogene Literatur aus dem Bereich
der mathematikésthetischen Reflexion macht sich dariiber hinaus wie beschrieben
hiufig auch die mathematische Praxis selbst zum Gegenstand.

Das Ziel, die beiden grundlegenden Fragekomplexe der Mathematikésthetik zu-
nichst getrennt zu betrachten, spiegelt sich im zweitgeteilten Aufbau des Haupt-
teils dieser Arbeit.

In Teil I — Schonheit und Mathematik — steht die Frage nach dem in der mathema-
tischen Praxis verwendeten Schonheitsbegriff und damit die Sicht des Mathema-
tikrezipienten im Vordergrund. Die mathematische Schonheit wird den beschrie-
benen Zielsetzungen entsprechend aus unterschiedlichen Perspektiven beleuchtet:
In einem ersten Schritt werden in Kapitel 2 vier Eigenschaftskomplexe expliziert,
die aktuell als Kriterien fiir mathematische Schonheit gelten und in verschiede-
nen Kombinationen und Gewichtungen immer wieder genannt werden: Okonomie,

25Hierzu zihlen Arbeiten in der Tradition Imre Lakatos’, wie sie etwa in Tymoczko (1998) zu-
sammengestellt wurden, aber auch der sich von dieser Tradition explizit abgrenzende Ansatz
von Mancosu u.a. (2008) oder die im Rahmen des Netzwerks PhiMSAMP diskutierten Ansét-
ze (vgl. beispielsweise Lowe und Miiller, 2010). Zu nennen ist hier auch das Vorgehen, welches
David Corfield (2003) unter der Bezeichnung ,Philosophy of Real Mathematics“ anstrebt.
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Tragweite, epistemische Transparenz sowie die emotionale Wirksamkeit. Dies ge-
schieht auf der Grundlage umfassender Literaturanalysen, so dass dieses Kapitel
gleichzeitig der Ort einer systematischen Zusammenschau von mathematikésthe-
tischem Verhalten und den verschiedensten Arbeiten zur Reflexion des mathema-
tischen Schonheitsbegriffs ist. Aus der Perspektive des so im ersten Hauptkapitel
entstandenen Panoramas von Eigenschaftskomplexen, die den zeitgenossischen Be-
griff mathematischer Schénheit aufspannen, kann im folgenden Streifzug durch die
Geschichte der Mathematikisthetik das Phinomen iiber die Mathematik- und As-
thetikgeschichte hinweg exemplarisch dargestellt und eingeordnet werden. Die ab-
schliefend herausgearbeiteten Kontraste und Konstanten streichen das Phdnomen
selbst als historische Konstante heraus, machen aber auch die zeitlich bedingten
Unterschiede der auf die Mathematik angewendeten Schonheitsbegriffe bewusst.
Die Auswahl endet mit Beispielen der Aufkldrung und beschreibt somit gleichzeitig
den geschichtlichen Horizont des folgenden Kapitels 4. Unter dem Titel Mit Kant
gegen die Schénheit der Mathematik wird dort eine prominente und bezogen auf
die allgemeinen Asthetik immer noch einflussreiche Position dargestellt, die ex-
plizit dem mathematischen Schonheitsbegriff einen genuin asthetischen Charakter
abspricht. Kant geht in seinen Gegenargumentationen sowohl auf Schénheitskrite-
rien ein, wie sie in der antiken Tradition Anwendung finden, als auch auf solche,
wie sie fiir die aktuelle mathematische Praxis beschrieben werden. Insofern kommt
diesen Ausfithrungen auch eine Mittlerrolle zwischen den Kapiteln 2 und 3 zu. Die
im Abschluss dieses Kapitels herausgearbeiteten kritischen Punkte kénnen dann in
der den ersten Hauptteil schliefenden Zusammenschau — Eine Theorie des Schd-
nen in der Mathematik — die kontrastierende Analyse der Ergebnisse aus Kapitel 2
leiten.

Der zweite Hauptteil der vorliegenden Arbeit — Mathematik als eine besondere
Kunst — ist dhnlich der Untersuchungen zur mathematischen Schénheit aufgebaut.
Zunichst kommen in Kapitel 6 diejenigen Arbeiten systematisch zu Wort, die in
der Mathematik eine Kunstform sehen bzw. sie kunstéhnlich behandeln. Der be-
schriebenen Zielsetzung folgend sind dazu auch hier neben entsprechenden Zeugen
aus der mathematischen Praxis Positionen zu diskutieren, die sich im Rahmen
von Mathematikphilosophie und -geschichte mit dem Kunststatus der Mathema-
tik auseinandersetzen. Die Darstellung solcher Studien gibt Strukturéhnlichkei-
ten von Kunst und Mathematik auf verschiedenen Ebenen zu erkennen und es
gelangen die unterschiedlichsten Bereiche der Mathematik, wie die Arbeitsweise
der Mathematiker und das Wissenschaftssystem oder auch iiber den rein mathe-
matischen Gehalt hinausweisende Eigenschaften mathematischer Texte sowie die
Mathematikgeschichte, in einen spezifisch mathematikésthetischen Fokus. Durch
die systematische Ubersicht und Diskussion der verschiedenen Herangehensweisen
wird die Frage nach dem Kunststatus der Mathematik auf eine Basis gestellt, die
in Breite und Tiefe iiber die iiblichen Begriindungen mittels einzelner subjektiver
Erfahrungsberichte hinausgeht. Im Kontrast zu solchen Ansétzen, die zwar auch
auf Unterschiede zwischen den bildenden Kiinsten und der Mathematik hinwei-
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sen, aber grundsatzlich die Frage nach dem Kunststatus der Mathematik positiv
beantworten, kann auch hier die Position Kants dienen. Seine Argumentation ins-
besondere gegen den Geniestatus der Mathematiker wird in Kapitel 7 ausfiihr-
lich dargestellt. Dabei riickt einmal mehr die Frage nach dem Mathematiker als
Produzenten (potentieller) Kunst in den Vordergrund. Die abschlieffende Zusam-
menschau von Teil IT greift dann die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel auf
und geht {iber das Beschreiben und Darstellen vorhandener Positionen hinaus:
Zum einen werden die Kantischen Einwénde dem Umgang mit der Kunstform
Mathematik gegeniibergestellt. Aufserdem werden die sehr verschiedenen in ge-
wisser Weise kunsttheoretischen Herangehensweisen an die Mathematik an einer
allgemeinen philosophischen Asthetik gemessen und so in Beziehung gesetzt.

Die herausgearbeiteten Ergebnisse zum Schénheitsbegriff und zum Kunststatus
werden im Schlussteil III auf zweierlei Weise aufgegriffen und konkretisiert: Einer-
seits stellt sich die Frage, ob und inwiefern die mathematikésthetische Betrachtung
auf dieser Grundlage in Disziplinen eingehen kann, die Fragen um Mathematik und
ihre Praxis aufnehmen, wie dies in besonderer Weise in der Mathematikdidaktik
geschieht. Es geht dabei um die Anwendung der allgemeinen Ergebnisse einerseits
und andererseits um die Frage nach ihrer Bedeutung iiber die Mathematikasthetik
hinaus. In Kapitel 9 wird dazu eine Perspektiven fiir das Lehren und Lernen einge-
nommen und die damit verbundenen Chancen und Moglichkeiten vor dem Hinter-
grund mathematikdidaktischer Forschung herausgearbeitet. Andererseits steht die
ausfiihrliche Konkretisierung der Ergebnisse an ausgewéhlten ,,Mustern der Ma-
thematiker aus. Im Mittelpunkt solcher Fallstudien steht die Frage nach M&glich-
keiten und Voraussetzungen, die einzelnen Charakteristika mathematischer Schon-
heit im konkreten Fall zu benennen und den Eigenschaften und Umsténden, die
ein bestimmtes ,Muster der Mathematiker* zum Kunstwerk werden lassen. Dazu
werden in Kapitel 10 mit der Eulerschen Formel und zwei verschiedenen Beweisen
aus dem Komplex Inkommensurabilitit/Irrationalitdt unterschiedliche Klassiker
der Mathematikdsthetik vor dem Hintergrund der Hauptteile I und II analysiert
und so an konkreten Gegenstéinden die Rahmenbedingungen der Asthetischen Er-
fahrung Mathematik aufgezeigt.
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Kapitel 2

Mathematische Schonheit

oIt may be very hard to define mathematical beauty, but that is just
as true of beauty of any kind [...].* (Hardy, 1940, S. 85)

Nachdem Hardy die Relevanz der Schonheit fiir die Mathematik und Parallelen
zur bildenden Kunst herausgestellt hat (vgl. Eingangszitat S. 1), kommt er zu der
Vermutung, dass diese Parallelen auch bedeuten, dass der mathematische Schon-
heitsbegriff ebenso schwierig adiquat zu bestimmen ist, wie der allgemeine.! Die
so ausgemachte Schwierigkeit flihrt Holger Wille folgend allzu haufig dazu, dass
Kriterien fiir mathematische Schonheit lediglich aufgezihlt werden, ohne diese aber
zu spezifizieren — auch Hardy greift zu diesem Mittel. Eine weitere hdufig gewéahlte
Reaktion besteht darin, den Begriff der Schonheit durch einen anderen ,womdog-
lich noch ritselhafteren Begriff (vgl. Wille, 2004, S. 163f) zu dbersetzen. Wille
schlagt als alternatives Vorgehen einen reflektierten Umgang mit den in der Wis-
senschaftspraxis generierten Kriterien vor:

»Die Aufgabe einer disziplindren Wissenschaftsésthetik liegt zumindest
darin, die Kriterien, die fiir veritative Schonheit in Anschlag gebracht
werden, so weit wie moglich zu explizieren.“ (Wille, 2004, S. 164)

Hier soll nun dieser Vorschlag fiir Kriterien mathematischer Schénheit umgesetzt
werden. Dabei bilden die oben kritisierten Aufzéhlungen mdoglicher Eigenschaf-
ten und Begriffssubstitutionen eine wichtige Quelle fiir die Auswahl der zentralen
Kriterien. Diese sind in der Literatur immer dort zu finden, wo ,mathematikésthe-
tisches Verhalten* (siehe 1.2) dokumentiert ist. Aus der Zusammenschau verschie-
dener Ansétze zur Zusammenstellung und Verwendung der Kriterien erdffnet sich
so in Kombination mit (Anfingen einer) Explikation einzelner Punkte durch ,ma-
thematikisthetisch reflektiertere Autoren ein differenzierter Blick auf die Schon-
heit der ,Muster der Mathematiker“. Dies soll und kann nicht zu einem weiteren
fragwiirdigen Definitionsversuch des Schonheitsbegriffs fiihren, sondern helfen, den
Begriff, wie er in der mathematischen Praxis Verwendung findet, anzundhern und

1Diese Einschiitzung ist sowohl innerhalb der Mathematikisthetik als auch unter Vertretern der
allgemeinen philosophischen Asthetik verbreitet.
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besser zu verstehen. Dazu sollen die verschiedenen Facetten einzelner Eigenschaf-
ten dargestellt und zueinander in Beziehung gesetzt werden. So kann nicht nur ein
breites Spektrum an Definitionsversuchen abgebildet, sondern auch systematisch
auf Unterschiede und Gemeinsamkeiten hingewiesen werden. Auch kénnen auf die-
se Weise an einzelnen Stellen Eigenheiten, die eine eindeutige Begriffsbestimmung
unmoglich machen, aufgespiirt und benannt werden.

Welche Kriterien aber werden im Rahmen mathematikdsthetischen Verhaltens ge-
nannt? Der Versuch des Kronzeugen G.H. Hardy, die besondere Schénheit seiner
Beispiele zu begriinden, kann auch hier helfen, den Rahmen zu bestimmen:

,In both theorems |[...] there is a very high degree of unexpectedness,
combined with inevitability and economy. The arguments take so odd
and surprising a form; the weapons used seem so childishly simple when
compared with the far-reaching results; but there is no escape from the
conclusions. There are no complications of detail — one line of attack
is enough in each case. [...] A mathematical proof should resemble a
simple and clear-cut constellation, not a scattered cluster in the Milky
Way.“ (Hardy, 1940, S. 113)

Bereits die bildhafte Sprache und die Lénge der Ausfiihrungen zeigen, dass es
Hardy nicht leicht fallt, seinen Begriff mathematischer Schonheit zu umschreiben
oder ihn gar durch einen oder mehrere Begriffe zu ersetzten. Dennoch verzichtet
er, wie viele andere Autoren auch, auf ausfiihrlichere Erklarungsversuche.

Die angefiihrten Eigenschaften reichen von einer spielerischen Einfachheit weitrei-
chender Resultate Giber klare Konstellationen, die ohne Umschweife und {iberfliissi-
ge Details zu einer unerwarteten Erkenntnis fithren bis hin zu Gefiihlen wie Uber-
raschung und Unausweichlichkeit. All diese Bereiche héingen eng zusammen und ge-
hen auch und gerade in ihren Wechselwirkungen in mathematikésthetische Urteile
ein. Andere Autoren nennen nur einzelne dieser Eigenschaften im Zusammenhang
mit mathematischer Schonheit, setzten andere Schwerpunkte als Hardy dies tut
oder heben bestimmte Beziehungen zwischen den Kriterien besonders hervor. Den-
noch sollen hier Hardy folgend zunéchst vier Eigenschaftskomplexe unterschieden
und getrennt voneinander zuginglich gemacht werden. Ausfiihrlich genannt und
beschrieben werden die Tragweite oder Relevanz, die Okonomie, die epistemische
Transparenz? sowie die emotionale Wirksamkeit der ,Muster der Mathematiker®.
Dabei kommen neben G.H. Hardy auch weitere zeitgendssische Mathematiker und
Mathematikphilosophen zu Wort und werden zu empirischen Ergebnissen wie de-
nen der in (Miiller-Hill und Spies, 2011) vorgestellten Umfragestudie in Beziehung
gesetzt.

2Gemeint sind Eigenschaften, die hdufig mit dem Begriff der Klarheit gefasst werden. Um hier
aber die epistemische Relevanz als Facette der Klarheit zu unterstreichen und von anderen
auch mit Klarheit bezeichneten Eigenschaften abzugrenzen, wurde der Begriff der epistemi-
schen Transparenz gewahlt (vgl. auch die inhaltliche Spezifizierung unter 2.3).
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2.1 Tragweite

Im Zusammenhang mit der Schoénheit eines mathematischen Gegenstandes wird
hiufig auf seine aufserordentliche Tragweite hingewiesen. Dabei spielt auch die An-
wendbarkeit aufierhalb der Mathematik eine Rolle. Viel hdufiger aber wird das Po-
tential in Bezug auf einen groferen innermathematischen Zusammenhang betont.
Jerry P. King bezeichnet diesen Eigenschaftskomplex als Prinzip der ,maximal
applicability”. Dieses macht fiir ihn eines von zwei die mathematische Schonheit
fassenden Prinzipien aus:

LA mathematical notion® N satisfies the principle of maximal applica-
bility provided that N contains properties which are widely applicable
to mathematical notions other than N.“ (King, 1992, S. 181)

Mit dieser Formulierung ,mathematischen” Stils erweckt King den Eindruck, den
Eigenschaftskomplex der innermathematischen Tragweite prézise zu fassen. Auf
den zweiten Blick zeigen sich aber bald unterschiedliche Méglichkeiten, diese ,,ma-
ximale Anwendbarkeit“ zu interpretieren. Insbesondere bezogen auf die Art der
iiber N hinaus anwendbaren Eigenschaften unterscheiden sich die Ansétze in der
Literatur inhaltlich: Einerseits kann die Relevanz eines Resultates selbst eine Rolle
bei der &dsthetischen Bewertung spielen. Zum anderen aber wird ein Beweis dann
als besonders schon empfunden, wenn die zugrunde liegende Heuristik tiber den
aktuellen Fall hinaus Anwendungen findet. Doris Schattschneider bestétigt diese
Beobachtung und nimmt folgerichtig beide Moglichkeiten in ihren Katalog der finf
nach ihrer Meinung breit geteilten Charakteristika mathematischer Schénheit auf.
Sie unterscheidet inhaltlich zwischen ,connections* und ,paradigm“. Ein Beweis ist
demnach dann besonders schon, wenn er zunéchst getrennte mathematische Teil-
disziplinen verbindet und so Licht auf eine grofe Umgebung wirft (,connections®)
oder eine fruchtbare Heuristik mit weitreichender Anwendung zur Verfiigung stellt
(,paradigm®) (vgl. Schattschneider, 2006, S. 43).

Im Folgenden sollen beide Moglichkeiten der innermathematischen Tragweite ge-
trennt von einander genauer beleuchtet werden. Anhand weiterer Autorenaussa-
gen, die der Tragweite eine &dsthetische Wirksamkeit zusprechen, kénnen dabei
beide Sichtweisen weiter ausdifferenziert werden.

2.1.1 Innermathematische Vernetzung

Armand Borel (1923-2003) macht die Tragweite im Sinne einer innermathema-
tischen Vernetzung, d.i. der Bereich der ,connections nach Schattschneider, am

3Der Begriff ,mathematical notion“ umfasst bei King explizit alles, was moglicherweise in der
Mathematik mit dsthetischen Attributen belegt wird. Er weist aber gleichzeitig ausdriicklich
darauf hin, dass dabei in den meisten Fillen an Beweise oder Theoreme zu denken ist (vgl.
King, 1992, S. 181f).
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Beispiel der Galois-Theorie deutlich, die er fiir eines der ,schonsten Kapitel der
Mathematik* hélt und bietet dabei bereits eine mogliche Differenzierung des Kri-
teriums an:

Erstens 16st sie eine sehr alte und zu jener Zeit die wichtigste Frage
iiber Gleichungen. Zweitens ist sie eine dufterst umfassende Theorie, die
weit iiber die urspriingliche Frage der Losbarkeit durch Radikale hin-
ausgeht. Drittens beruht sie auf wenigen Grundsétzen grofser Eleganz
und Einfachheit, die in einem neuen Rahmen, mit neuen Begriffen for-
muliert werden, die grofite Originalitiat aufweisen. Viertens haben die-
se neuen Gesichtspunkte und Begriffe, besonders der Gruppenbegriff,
neue Wege eroffnet und einen tiefen Einfluft in der ganzen Mathematik
gehabt.“ (Borel, 1981, S. 34)

Mit der ersten genannten Eigenschaft weist Borel auf die Verbindung von Galois-
Theorie und Gleichungslehre hin. Dabei zeichnet sich die besondere Tragweite der
Theorie dadurch aus, dass sie die Losung eines wichtigen Problems der Mathematik
erméglicht?. Der zweite Aspekt betont das Potential der Theorie bezogen auf wei-
tere Gebiete der Mathematik. Uber die neu geschaffenen Strukturen kénnen eben
auch Verbindungen zwischen zundchst disparaten Teildisziplinen deutlich werden.
Die dritte der ins Feld gefiihrten Eigenschaften fasst unterschiedliche Aspekte zu-
sammen. Bezogen auf die hier zu beschreibende innermathematische Vernetzung
steht die neue Formulierung bekannter Grundsétze im Vordergrund, welche durch
die Wahl des settings restrukturiert und begrifflich besser fassbar werden. Die
innermathematische Tragweite besteht also hier insbesondere in der FEinbettung
von Grundsdtzlichem in ein neues handhabbareres Konzept. Dieses Potential qua-
lifiziert Borel weiter durch die Attribute ,elegant®, ,einfach* und ,originell“ und
bringt damit die Ebene des subjektiven Eindrucks und zeigt so auch die Verbin-
dung zu weiteren noch zu beschreibenden Eigenschaftskomplexen an (vgl. 2.2, 2.4
und 2.5.1). Interessant ist in diesem Zusammenhang der explizite Hinweis Borels,
dass lediglich die unter drittens genannte Eigenschaft einem ,,echten &dsthetischen
Urteil* entspreche. Den weiteren ,mehr irdischen Faktoren“ kime dieser Charak-
ter nicht zu, obgleich sie dennoch in das &sthetische Gesamturteil Eingang finden
(vgl. Borel, 1981, S. 34).°

So gehort auch die vierte genannte Nuance der innermathematischen Vernetzung
Borel folgend nicht im eigentlichen Sinne zum &sthetischen Werturteil, obwohl sie
auf einen in diesem Zusammenhang hiufig genannten Aspekt, ndmlich das Poten-
tial fiir weitere mathematische Forschung hinweist. Gleichzeitig zeigt sich hier auch
der Zusammenhang zum ,paradigm‘“-Aspekt der Tragweite, da die ,,Eréffnung neu-
er Wege“ auch durch das Bereitstellen in verschiedenen Kontexten anwendbarer
Heuristiken geschieht.

4Die dahinterstehende Frage zur Losbarkeit von Gleichungen ist im Ubrigen eines jener leicht
zu formulierenden Probleme mit komplexer Losung, auf die auch unter 2.2 eingegangen wird.

5Vgl. zu dieser Einschitzung auch die Ergebnisse aus Kapitel 4 und die Diskussion zur Zweck-
mafigkeit in Kapitel 5.
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Die Verwendung der innermathematischen Vernetzung als adsthetisches Kriterium
findet weitere Zeugen, wie etwa den Mathematiker Helmut Hasse (1898-1979). Er
sieht in diesem Eigenschaftskomplex ein Kriterium fiir die ,,Schénheit im Groften‘
und bestéatigt damit die Beispielwahl Borels. Wenn es um die &sthetische Bewer-
tung ganzer Theorien geht, spielen fiir Hasse ebenfalls u.a. die gegenseitigen Bezie-
hungen innerhalb der Theorie, die Auswirkungen fiir die weitere mathematische
Forschung und die Verallgemeinerungsfihigkeit eine wichtige Rolle (vgl. Hasse,
1952, S. 24).

Dass solche Eigenschaften aber auch als mogliches Schonheitskriterium eines ein-
zelnen Beweises gelten kdnnen, betont Lawrence Neff Stout. Er unterscheidet ins-
gesamt fiinf verschiedene Kriterien schoner Beweise und grenzt diese auch negativ
ab, indem er Eigenschaften nennt, die nicht zur &sthetischen Bewertung geho-
ren oder sich nicht auf Beweise, sondern speziell auf das Resultat selbst beziehen
(vgl. Stout, 1999, S. 10). Die Unterscheidung zweier Moglichkeiten eines Beweises,
,connections* zu erzeugen, flihrt ebenfalls zu einer weiteren Differenzierung des
Tragweiteaspekts :

A beautiful proof often makes unexpected connections between see-
mingly disparate parts of mathematics. A proof which suggests further
development in the subject will be more pleasing than one which closes
off the subject. (Stout, 1999, S. 10)

Der erste Aspekt unterstiitzt Borels zweites Argument, die Vernetzung disparater
bereits bestehender Teilgebiete der Mathematik — allerdings explizit bezogen auf
einen einzelnen schénen Beweis und nicht auf eine ganze Theorie. Zweitens be-
tont Stout die Mdoglichkeit schéner Beweise, zukiinftige Entwicklungen anzuregen
und gibt so das Parallelargument zum oben dargestellten vierten Aspekt von Bo-
rel. Auch hier ist nicht klar zu entscheiden, ob es in der Hauptsache zur weiteren
Entwicklung durch behandelte Inhalte kommt oder durch die weitere Verwend-
barkeit einer bestimmten Heuristik. Der zweite Fall wiirde also wiederum auf den
sparadigm‘-Aspekt der Tragweite verweisen.

2.1.2 Weitreichende Heuristik

Wenn G.H. Hardy im Zusammenhang mit Schonheit und Signifikanz von Tragweite
spricht, so macht er insbesondere die Verbindung ,signifikanter Ideen* stark, die
dann wiederum mindestens die innermathematische Entwicklung voran treiben:

»Thus a serious mathematical theorem, a theorem which connects si-
gnificant ideas, is likely to lead to important advances in mathematics
itself and even in another sciences.” (Hardy, 1940, S. 89)

Eine solche Schwerpunktsetzung im Tragweitekonzept auf die zugrunde liegenden
Ideen und Strukturen legen auch die Ergebnisse der bereits genannten Umfra-
ge unter praktizierenden Mathematikern nahe. So zeigt die Auswertung, dass die
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Tragweite sowohl innerhalb solcher Konzeptionen als Kriterium genannt wird, in
denen der Schonheitsbegriff eher objektiv gedacht wird, als auch in solchen, die das
subjektive Schonheitsempfinden stark machen (vgl. Miiller-Hill und Spies, 2011,
S. 277). Findet nun die dem Beweis oder der Theorie zu Grunde liegende Idee
bzw. die verwendete Heuristik weitere Anwendungen in der Mathematik, so ist
dies einerseits eine dem betrachteten Gegenstand anhéngende Eigenschaft. Ande-
rerseits aber ist das Erleben dieses Umstandes stark von subjektiven Vorausset-
zungen abhéngig und unter anderem auf der Intuition des Betrachters griindend.
Doris Schattschneider unterstreicht diesen letzten Aspekt, wenn sie die paradig-
matischen Beweisideen als unkonventionelle Methoden bezeichnet und behauptet,
dass diese sich nicht wie gewohnlich aus der logischen Argumentation ergeben,
sondern vielmehr ,the fruit of inspired flashes of insight* seien (Schattschneider,
2006, S. 47).5

Die subjektive Komponente in der Wahrnehmung wurde wie oben beschrieben von
Borel auch fiir den ,connections*-Aspekt der Tragweite bezogen auf die Schon-
heit ganzer Theorien betont. Im Weiteren macht er die Kluft zwischen Schin-
heitsempfinden und Schonheit als objektiver Figenschaft aber besonders fiir den
yparadigm“-Aspekt deutlich. Zur Auswirkung der Tragweite einer Beweismethode
beschreibt er die folgende zunéchst paradox klingende Beobachtung;:

wZum Beispiel werde ich eine Beweismethode selbstverstédndlich als
schoner empfinden, wenn sie neue unerwartete Anwendungen findet,
obwohl die Methode sich nicht gedndert hat. Sie ist vielleicht wichtiger
geworden, aber in sich betrachtet, nicht schoner.“ (Borel, 1981, S. 35)

Die ,neue unerwartete Anwendung“ einer bekannten Heuristik sorgt demnach da-
fiir, diese subjektiv schoner zu bewerten obgleich sich an dem Gegenstand — der
Beweismethode an sich — nichts gedndert hat, sie in einem objektiven Sinne also
auch nicht schéner geworden sein kann. Borel markiert somit einen Unterschied
zwischen der Beschaffenheit des Gegenstandes und dem subjektiven ,als schéner
empfinden®.”

Dieses Phanomen zeigt, dass als Grundlage des &sthetischen Empfindens in der
Mathematik nicht nur der Einzelgegenstand isoliert gesehen wird. Im Komplex
der Tragweite ist dies naturgeméft besonders stark ausgeprigt. Allerdings geht
auch hier nicht nur die Verbindung zu anderen Gebieten inhaltlich ein, sondern
auch die eingebrachte subjektive Verfasstheit, insbesondere wenn es um die Trag-
weite der grundlegenden Methoden und Strukturen geht. Dies gilt sowohl auf der
Ebene der Vorkenntnisse als auch neuer Erfahrungen, die eine bekannte Methode
»in einem anderen Licht“ erscheinen lassen.

6Vgl. dazu auch die Ausfiihrungen Poincarés zur Rolle der ,pl6tzlichen Inspiration“ nach Phasen
unbewussten Arbeitens im Prozess des Mathematikschaffens (Poincaré, 1914, S. 44ff) sowie
die Darstellung der Poincaréschen Position unter 6.1.2.

7Fiir Thomas Tymoczko erscheint an dieser Stelle der Begriff der Schénheit irrefithrend verwen-
det. Fiir ihn unterstiitzen Vernetzungen lediglich den &sthetischen Charakter eines Beweises,
da sie den Blick auf den Beweis erweitern (vgl. Tymoczko, 1993, S. 75).
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2.1.3 Zur Rolle der Tragweite

Verschiedene Autoren sehen die Rolle der (innermathematischen) Tragweite fiir
die dsthetische Bewertung eines mathematischen Gegenstandes dhnlich, wie es Ar-
mand Borel oben zusammenfasst, wenn er resiimiert, eine Methode sei ,yielleicht
wichtiger geworden, aber in sich betrachtet, nicht schoner (Borel, 1981, S. 35). Es
wird also unterstellt, dass in das dsthetische Urteil eine weitere fiir den Betrachter
positive aber eigentlich artfremde Figenschaft eingeht.

Aus solchen Beobachtungen kann der Standpunkt erwachsen, die Tragweite sei
kein &sthetische Kriterium im eigentlichen Sinne, sondern begleite das Schonheits-
urteil lediglich. James McAllister z.B. sieht in empirischem Erfolg, Tragweite und
Anwendbarkeit einer Theorie oder Technik gerade die Grundlage zur Entstehung
positiver &sthetischer Werturteile iiber einen Gegenstand. Diesen als ,aesthetic
induction® bezeichneten Prozess entwickelt er in McAllister (1996) fiir die Wis-
senschaftsisthetik im Allgemeinen. Die spitere Ubertragung auf den Spezialfall
Mathematik fiithrt ihn zu folgender Vermutung:

,»This suggests that mathematicians’ aesthetic preferences evolve in re-

sponse to the perceived practical utility of mathematical constructs
[...]* (McAllister, 2005, S. 29)

Demnach ist die Tragweite eines ,Musters der Mathematiker” eine notwendige
Bedingung fiir mathematische Schonheit, kann aber nicht als genuin dsthetisches
Kriterium gelten.

Auch G.H. Hardy stellt eine &hnliche Verbindung von Schénheit und (innermathe-
matischer!) Niitzlichkeit bzw. Bedeutsamkeit — Hardy spricht von ,seriousness® —
heraus. Er behauptet, dass die Schénheit eines Theorems von seiner Bedeutsamkeit
abhéngt, wobei besonders gute Mathematik sowohl schon als auch bedeutsam sein
muss (vgl Hardy, 1940, S. 89f). Die Tragweite eines Theorems bzw. der grundle-
genden Idee ist fiir Hardy insofern ebenfalls keine &sthetische Eigenschaft, sondern
ein mit der Schonheit einhergehendes Charakteristikum bzw. eine Voraussetzung
fiir diese. So muss fiir ihn sowohl Tragweite als auch Schénheit zu finden sein,
um einem ,Muster der Mathematiker” einen dauerhaften Platz in der Welt zu
garantieren (vgl. Hardy, 1940, S. 98).

Argumentationen wie diese miissen auch vor dem Hintergrund empirischer Er-
gebnisse mindestens in Erwigung gezogen werden. So zeigen die in Miiller-Hill
und Spies (2011) veréffentlichten Antworten eine erstaunliche Konstanz beziiglich
der Nennung von Aspekten des Tragweitekriteriums als Charakteristikum schoner
Mathematik — auch {iber grundsétzlich sehr verschiedene Antwortmuster hinweg.
Dies legt zumindest nahe, dass die Tragweite nicht im direkten Zusammenhang
mit dem sonstigen zu Grunde liegenden allgemeinen Schonheitsbegriff und Ein-
stellungen beziiglich mathematischer Schénheit steht.
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Eine weiteres Ergebnis der zitierten Umfragestudie, bezieht sich auf die Tréger des
betrachteten Eigenschaftskomplexes. So kann die Tragweite nur dann zur (dsthe-
tischen) Eigenschaft etwa von Beweisen werden, wenn der Begriff, wie auf S. 10
auch fiir diese Arbeit vorgeschlagen, liberal gefasst wird, d.h. wenn der einbettende
Rahmen ebenso bertiicksichtigt wird wie die zentralen Ideen: Haufig kénnen gerade
durch die Wahl des settings bestimmte Techniken aus entfernten Teilgebieten fiir
die Losung eines Problems verwendet werden und so unerwartete interdisziplinére
Verbindungen geschaffen werden. Steht dagegen im Sinne von Schattschneiders
yparadigm* die weitere Anwendbarkeit der Heuristik im Vordergrund, so ist es ge-
rade die Beweisidee, deren paradigmatischer Charakter die Schonheit ausmacht
und die somit im verwendeten Beweisbegriff aufgehen muss.

Zusammenfassend kann fiir den hier betrachteten Eigenschaftskomplex zunéchst
festgehalten werden, dass im Allgemeinen die innermathematische Tragweite die
wichtigere Rolle fiir die Mathematikésthetik spielt, obgleich in Einzelfillen auch
auf die Anwendbarkeit z.B. in physikalischen Theorien hingewiesen wird. Diese in-
nermathematische Tragweite kann auf unterschiedliche Arten verstanden werden
— zum einen im Sinne von inhaltlichen Beziigen des betrachteten Gegenstandes,
zum anderen im Sinne eines paradigmatischen Charakters der zur Anwendung
kommenden Heuristik. Auch werden unterschiedliche zeitliche Dimensionen dieser
Wirksamkeit gesehen. So gehort der Beitrag eines Resultates zur Losung eines be-
reits in der Vergangenheit relevanten Problems zur Tragweite. Es zahlt aber auch
die theoriebildende Wirkung eines Beweises bzw. die verschiedene Theorien verbin-
dende Wahl eines Beweissettings zu diesem Figenschaftskomplex. Schliefllich sind
die Erdoffnung eines fiir zukiinftige Forschung relevanten Problempanoramas und
die Aussicht auf die weitere Bedeutsamkeit der verwendeten Beweisidee Facetten
des Tragweiteaspektes. In diesem Sinne kann eine nachtréaglich offenbar werdende
Vernetzung oder Anwendbarkeit den subjektiven Schénheitseindruck veréandern.

Obgleich oder gerade weil die Tragweite ein in den unterschiedlichsten Kontexten
sehr héufig genanntes Schonheitskriterium darstellt, sind Ansétze ernst zu neh-
men, die in diesem Bereich keine genuin dsthetische Eigenschaft, sondern allenfalls
eine das Schonheitsempfinden unterstiitzende Kraft oder ein dieser vorausgehen-
des Merkmal sehen. Zum Status der Tragweite innerhalb der Mathematikésthetik
bleibt ein Standpunkt zu beziehen.® Sicher ist, dass der hier aufgespannte Eigen-
schaftskomplex nicht nur als eigenstdndiges Kriterium eine Rolle spielt, sondern
insbesondere vielseitige Ankniipfungspunkte zu anderen Charakteristika deutlich
werden lasst. Er fungiert beispielsweise als eine Bezugsgrofe im Eigenschaftskom-
plex der Okonomie, der im Folgenden expliziert wird.

8Vgl. dazu auch die Diskussion zur Relativen Vollkommenheit #sthetisch bewerteter Mathematik
unter 5.1.
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2.2 Okonomie oder relative Einfachheit

In der Auswertung einer Umfrage zur Bestimmung des schonsten Stiicks Mathema-
tik, veroffentlicht 1990 in The Mathematical Intelligencer, kommt David Wells zu
dem Ergebnis, dass kein Kriterium héufiger mit mathematischer Schénheit asso-
zilert werde als eine besondere Kiirze (vgl. Wells, 1990, S. 39). Kiirze wird héufig
auch synonym mit dem Begriff der Einfachheit verwendet. Als Zeugen fiir die-
sen Kriterienkomplex konnen den Ergebnissen der Umfrage von Wells (1990) z.B.
Devlin (2002) [vgl. S. 9], Borel (1981) [vgl. S. 34] oder Borwein (2006) [vgl. S.
22| herangezogen werden. Auch die Ergebnisse weiterer empirischer Studien zum
mathematischen Schénheitsbegriff bestétigen diesen Trend (vgl. z.B. Miiller-Hill
und Spies, 2011).

Kiirze oder Einfachheit bedeutet dabei aber im Allgemeinen nicht, dass die Schon-
heit von der fiir einen Beweis bendtigten Schrittanzahl oder einer &hnlichen mess-
baren Grofie abhangt. Vielmehr gehen diese Eigenschaften meist relativ zu weite-
ren, den Gegenstand auszeichnenden Charakteristika in die &sthetische Bewertung
ein. Um dem relativen Charakter der Kiirze oder Einfachheit gerecht zu werden,
wird hiufig korrekter der Begriff der Okonomie verwendet. Dieser jedoch stellt sich
als ein &dhnlich schillernder Eigenschaftskomplex dar wie die zuvor beschriebene
Tragweite. Verschiedene Facetten der Begriffe Einfachheit/Kiirze und Okonomie
sollen daher im Folgenden beleuchtet werden.

2.2.1 Minimalitat

Eine Moglichkeit, die zur mathematischen Schénheit gehérende Einfachheit zu be-
schreiben, liegt in der Abwesenheit von Unnétigem. Dies kann sich einerseits auf
das Fehlen eines unnétigen technischen Uberbaus oder argumentativer Umwege
beziehen, andererseits aber auch ganz allgemein als Minimalitdtskriterium formu-
liert werden. Diesen zweiten Weg wahlt Jerry P. King mit der Eigenschaft der
,minimal completeness*®:

A mathematical notion N satisfies the principle of minimal comple-

teness provided that N contains within itself all properties necessary

to fulfil its mathematical mission, but N contains no extraneous pro-

perties.” (King, 1992, S. 181)

Ein mathematischer Gegenstand, etwa ein Beweis, der dieses Kriterium erfiillt,
enthélt also ausschliefilich die Eigenschaften, die nétig sind, das gesetzte mathe-
matische(!) Ziel, also z.B. den Nachweis einer Aussage, zu erreichen. Mit diesem
Versuch, ein objektivierbares Schonheitskriterium zu formulieren, schlieft King

9Dabei stellt die ,minimal completeness* innerhalb Kings Theorie eine von zwei die mathe-
matische Schonheit auszeichnenden Eigenschaften dar. Ergénzt wird sie durch die bereits
angefiihrte ,maximal applicability* (vgl. S. 29).
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jedoch diejenigen Komponenten einer Beweisfiihrung aus, die etwa zum tieferen
Verstehen des Sachverhaltes oder der Zusammenhénge fiihren wiirden. So bildet
der Ansatz, die Schoénheit durch mathematische Minimalitdt zu charakterisieren,
einen Gegensatz zu anderen haufig ins Feld gefithrten Kriterien, wie etwa der epis-
temischen Transparenz (vgl. 2.3).

Andere Autoren versuchen ebenfalls eine Negativdefinition von Kiirze bzw. Ein-
fachheit, lassen aber mehr Spielraum. Helmut Hasse beispielsweise betont die in-
haltliche ,, Zielstrebigkeit” schoner Argumente und charakterisiert diese als ,Vermei-
dung von langatmigen, unwesentlichen Umschweifen” (Hasse, 1952, S. 24). Diese
Charakterisierung ist somit ebenfalls geprigt von einer Orientierung auf das ma-
thematische Ziel, er ldsst aber offen, was dazu Wesentliches nicht fehlen darf bzw.
welche ,,Umschweife unwesentlich ist. So entsteht Raum fiir subjektive Interpre-
tationen, die etwa auch abhéngig sein kénnen von den jeweiligen Vorerfahrungen
und Kenntnissen.

Andere wiederum sehen die Schonheit gegeben durch Argumentationen, die ohne
,bechnisches Handwerk auskommen. Doris Schattschneider etwa spricht von einer
gewissen Sparsamkeit schéner Argumente, die ohne unnétigen technischen Uber-
bau direkt die zentrale Idee wirken lassen. Sie bezeichnet gerade diese Eigenschaft
mit dem Begriff , Eleganz*!? (vgl. Schattschneider, 2006, S. 43). Eine dhnliche Ar-
gumentation liegt wohl immer dann zu Grunde, wenn fiir eher héssliche oder nicht
schone Beweise z.B. solche Beispiele angefiihrt werden, die durch das Abarbeiten
vieler verschiedener Félle eine Aussage bestétigen. Dies wird haufig in Kontrast
zu dem ,schoneren” Vorgehen iiber eine indirekte Argumentationen gesetzt.

Der Versuch, ein Charakteristikum mathematischer Schénheit am Fehlen von ,,Un-
nétigem* fest zu machen, deutet auf einen Zusammenhang mit der subjektiven Zu-
génglichkeit des Gegenstandes hin. Bestandteile eines Beweises etwa, die inhaltlich
oder strukturell das Nachvollziehen der Argumentation erschweren, stehen z.B. der
Forderung entgegen, die zentrale Beweisidee miisse ,auf einen Blick” erfassbar sein,
um ein asthetisches Erleben {iberhaupt moglich zu machen (vgl. McAllister, 2005,
S. 19). Anderenfalls sind bereits die Voraussetzungen fiir ein weiteres haufig ge-
nanntes Kriterium, die Klarheit und die epistemische Transparenz gefdhrdet (vgl.
2.3).

Jonathan Borwein unterstiitzt ebenfalls die Sichtweise, Einfaches sei auf die sub-
jektive Zugénglichkeit gegriindet. Er begriindet dies jedoch nicht durch eine Ne-
gativabgrenzung sondern direkt, indem er die Einfachheit als die Organisation
von scheinbarer Komplexitidt oder Chaos bestimmt (vgl. Borwein, 2006, S. 22). Er
greift damit eine haufig im Zusammenhang mit mathematischer Schonheit gedu-
Rerte Eigenschaft auf: das Moment der Ordnung und der Passung.

»Ein Gefiihl starken, personlichen &sthetischen Vergniigens entspringt
dem Phé&nomen, das man mit Ordnung aus dem Chaos umschreiben
kann.“ (Davis und Hersh, 1994, S. 176)

10Zur Problematik der Begriffswahl vgl. 2.5.1.
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Ordnung herbeizufiihren und damit der Versuch eine uniibersichtliche Situation
iiberschaubar, eben subjektiv zugénglich zu machen, wird als allgemeines mensch-
liches Bestreben beschrieben, dass sich in der Mathematik im Besonderen zeigt
(vgl. Davis und Hersh, 1994, S. 176ff.).}! Wird die #sthetisch wirksame Einfach-
heit auf diese Weise mit Ordnung und Passung in Verbindung gebracht, so verweist
dies wiederum auf weitere, noch zu explizierende Charakteristika mathematischer
Schoénheit. Zunéchst wird mit dem Gegensatz von Ordnung und Chaos eine Facet-
te des Verhéltnisses von Einfachheit und Komplexitdt umschrieben. Ordnung geht
auferdem einher mit besonderer Klarheit und Durchsichtigkeit und verweist somit
auf den Aspekt der epistemischen Transparenz.'? Nicht zuletzt verweisen nicht
nur Davis und Hersh auf den mit der Wahrnehmung von Ordnung verbundenen
emotionalen Aspekt.!?

Ob die Einfachheit in Relation zum Fehlen anderer Eigenschaften bereits als Oko-
nomie bezeichnet werden kann, wie Lawrence Neff Stout vorschliagt (vgl. Stout,
1999, S. 10), ist fraglich. Geht es dem Begriff der Okonomie doch in der Regel eher
um das Verhéltnis zweier ,,greifbarer” Eigenschaften des beurteilten Objektes. Die
folgenden Ausfiithrungen stellen unterschiedliche Beziehungskonstellationen vor.

2.2.2 Mittel-Resultat-Relation

Die klassische Art, den Begriff der Okonomie im Zusammenhang mit mathemati-
scher Schonheit zu verwenden, besteht darin, die Einfachheit der Mittel in Relation
zur Tragweite des Resultates zu setzten. Fiir eine plastische Beschreibung dieses
Zusammenhangs sei erneut auf die oben bereits zitierte Aussage Hardys hingewie-
sen:

»|- - - | the weapons used seem so childishly simple when compared with
the far-reaching results.“ (Hardy, 1940, S. 113)

Die in Anschlag gebrachten Beweismethoden etwa erscheinen dabei im Vergleich
zur Tragweite der bewiesenen Aussage sehr einfach. Die Einfachheit wird quasi
iber die Tragweite der Resultate subjektiv messbar, d.h. die Qualitét der Resultate
erzeugt den Eindruck besonderer Kiirze. In diesen Féllen kann die Tragweite in all
ihren oben beschriebenen Facetten zur Bezugsgrofte der Einfachheit werden.

HDer so verwendete Begriff ,,Ordnung” im zeitgendssischen #sthetischen Verhalten ist somit nur
bedingt mit der in den antiken Schonheitsbegriff eingehenden mathematisch beschreibbaren
Ordnung gleichzusetzen (vgl. 3.1).

12In diesem Zusammenhang ist auch auf die Symmetrie als besondere Art von Ordnung zu ver-
weisen, der immer wieder ein besonderer (mathematik-)asthetischer Wert zuerkannt wird.
Vgl. zum Schonheitskriterium der Symmetrie bezogen auf wissenschaftliche Theorien die aus-
fithrliche Darstellung von Holger Wille (2004), S. 164ff.

13Vgl. dazu beispielsweise auch den Ansatz Nathalie Sinclairs, die dem Gefiihl der Passung
(,feeling of fitting®) eine zentrale Rolle im mathematikésthetischen Urteil zuschreibt (Sinclair,
2006b, S. 40ff).
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Thomas Tymoczko verwendet den Begriff der Okonomie im Spannungsfeld von
Resultat und Mittel, jedoch nicht so eindeutig akzentuiert wie Hardy es tut. Er
spricht von ,economy, the strongest results with the least means (Tymoczko,
1993, S. 75). Wie sich die ,stérksten Resultate” dabei auszeichnen, ob also auch
hier die Tragweite zur Bezugsgrofe wird, ldsst er offen. Ebenso bleibt ungeklart,
ob der Begriff der ,least means“ den oben bei Hardy herausgestellten relativen und
subjektiven Charakter hat, oder ob es sich um eine ermittelbare objektive Grofse
handeln soll.

Einen Vorschlag, sich der Qualitdt der Mittel tragweitenunabhéngig zu ndhern,
macht Cyril Gardiner. Thm folgend ist die Schwierigkeit eines Beweises iiber die
Raffinesse der verwendeten Methoden bestimmbar. Diese ,Messgrofie' bezieht er
auf den mathematisch-asthetischen Wert, er vermeidet aber explizit die Tragweite
als Bezugspunkt.(Vgl. Gardiner, 1983, S. 80).

Die Okonomie gerade in der Relation von Mittel und Resultat zu sehen, setzt vor-
aus, Satz und Beweis bzw. allgemeine Problemstellung und Argumentationsgang
gemeinsam als Trager der so ausgezeichneten mathematischen Schénheit zu sehen,
jeweils inklusive des gewdhlten theoretischen Rahmens und der zugrunde liegenden
Beweisidee. Hiufig wird das Okonomiekriterium in der beschriebenen Weise ver-
standen, obgleich lediglich die Rede von einem schonen Beweis oder einer schonen
Aussage ist. In solchen Fillen verweist also das verwendete Kriterium darauf, dass
der gesamte Satz-Beweis-Komplex beurteilt wird, ohne dass dies explizit gemacht
wird. Dies zeigt weiterhin, dass insbesondere bei der Interpretation empirischer
Ergebnisse oder bei Sammlungen der ,,Schénsten Sétze der Mathematik* die Fra-
ge nach den eigentlich im Zentrum stehenden Tragern dieser Schénheit zu stellen
ist.

2.2.3 Einfachheit in Relation zur Komplexitat

Eine weitere Bezugsgrofe der Einfachheit wird hdufig in der Komplexitéit gesehen.
Dabei scheint es gerade die im Erleben der Gegensétze liegende Spannung zu sein,
die zu einem &sthetischen Urteil fiihrt. Wie aber diese eigentiimliche Wechselbe-
ziehung lokalisiert ist, ist nicht einheitlich zu bestimmen, tauchen in der Literatur
doch ganz verschiedenen Facetten auf.

Eine verbreitete Sichtweise betont die generelle Relevanz des Zusammenspiels der
beiden Pole. So sieht beispielsweise David Ruelle die mathematische Schonheit als
solche in der Koexistenz von Einfachem und Komplexem begriindet:

,lch meine, die Schénheit der Mathematik liegt in der Sichtbarmachung
der verborgenen Einfachheit und Komplexitét, die in dem starren logi-
schen Rahmen, den das Fach vorgibt, nebeneinander existieren. (Ruel-
le, 2010, S. 172)
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Dabei hat er nicht nur einzelne Beweise oder Theoreme im Blick, sondern sieht in
der Wechselbeziehung gar ein Prinzip, das die Schonheit der Mathematik als Gan-
zes charakterisieren kann und {iberdies eine Verwandtschaft der Schénheitsbegriffe
innerhalb und auferhalb der Mathematik anzeigt(vgl. Ruelle, 2010, S. 172f).

Betrachtet man die Einfachheit wie oben vorgeschlagen als subjektive Zuging-
lichkeit eines mathematischen Sachverhaltes, so kann der Komplexitét, als ihrem
Gegenspieler, die Eigenschaft zugewiesen werden, in gewissem Sinne fiir das be-
trachtende Subjekt nicht addquat zugénglich zu sein. Dafiir konnen beispielsweise
technische Schwierigkeiten verantwortlich sein, die zunéchst iiberwunden werden
miissen. Ein Stiick Mathematik kann aber auch aufgrund seiner generellen struktu-
rellen Anlage als komplex empfunden werden. Kénnen solche Strukturen in leichter
fassbare und damit einfachere Strukturen tiberfiihrt werden, wird dies positiv er-
lebt und héufig mit Schonheit in Verbindung gebracht. In diesem Sinne sehen etwa
Philip Davis und Reuben Hersh ,zu einem Gewissen Grad“ die Aufgabe der Ma-
thematik im Streben nach Ordnung in einem vorgefundenen Chaos. Gelingt dies,
so entsteht ihrer Meinung nach ,ein Gefiihl starken, persénlichen &sthetischen Ver-
gniigens* (Davis und Hersh, 1994, S. 176).

Die #sthetisch wirksame Spannung von Einfachem und Komplexen wird nicht nur
genutzt, um mathematisches Arbeiten im Allgemeinen zu charakterisieren, son-
dern auch, um einzelnen Gegensténden eine besondere Schénheit zuzuschreiben.
Ausgangspunkt ist dabei hiufig die Komplexitdt eines bestimmten mathemati-
schen Problems. Erweist sich etwa eine Problemstellung als sehr komplex, so kann
dies einerseits in dem schwer fassbaren Zusammenhang begriindet sein, in dem
diese steht. Das ist etwa der Fall, wenn ein Theorem in ein grofies Beziehungsge-
flecht eingebettet ist. Kann ein solcher Satz durch einen einfachen Beweis gezeigt
werden, so 16st dies #sthetische Gefiihle aus.'* Eine Problemstellung kann aber
auch bedingt durch strukturelle Eigenschaften einer bestimmten Darstellungsform
sehr undurchsichtig wirken. Der &sthetische Reiz entsteht nun gerade dann, wenn
fiir solche komplex scheinenden Strukturen eine einfachere, also leichter fassba-
re Darstellungsform gefunden wird. Astrid Brinkmann sieht im Phénomen ein-
facher Losungen zu komplexen Problemen den hauptsichlichen Wirkungsbereich
der Einfach-Komplex-Relation als dsthetisches Prinzip (vgl. Brinkmann, 2006, S.
205f).

Bemerkenswert ist, dass es nicht nur die einfache Losung eines zunéchst schwer
zu iibersehenden Problems ist, der in der Literatur eine besondere Schoénheit zu-
gesprochen wird, sondern auch umgekehrt einfache, fiir jedermann versténdliche

147u vermuten steht dabei, dass dies jedenfalls mitbedingt ist durch die entstehende Beziehung
zu den anderen Eigenschaftskomplexen. So 16st dieser Beweis zum einen ein Problem grofser
Tragweite (vgl. 2.1), zum anderen aber ermdglicht er vermutlich auch das Verstehen vorher
als undurchsichtig erlebter Verflechtungen und erhéht somit die epistemische Transparenz
(vgl. 2.3).
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aber schwer oder nicht zu losende Probleme einen dsthetischen Reiz ausmachen.
John von Neumann (1903-1957) beschreibt dies so:

»Fase in stating the problem, great difficulty in getting hold of it and
in all attempts at approaching it [...].“ (von Neumann, 1976, S. 9)

Ein Paradebeispiel fiir diesen umgekehrten Zusammenhang stellt der Vier-Farben-
Satz dar (vgl. z.B. Bungartz, 2003, S. 44f).

Das Verhéltnis von Einfachheit und Komplexitdt kann aus der Literatur her-
aus nicht einhellig lokalisiert und gefasst werden. Einigkeit besteht allerdings in
der Ansicht, dass dieser Gegensatz eine dsthetisch wirksame Spannung erzeugen
kann. Wird die Einfachheit mathematischer Strukturen mit einer subjektiven Zu-
ganglichkeit dieser Gegensténde gleichgesetzt, so beschreibt die Einfach-Komplex-
Beziehung die Okonomie als die Relation von epistemisch und emotional Fassba-
rem zu schwer Durchdringlichem in der Mathematik. Damit wird eine strukturelle
Eigenschaft mit den weiter zu beschreibenden Eigenschaftskomplexen epistemi-
sche Transparenz (vgl. 2.3) oder emotionale Wirksamkeit (vgl. 2.4) in Verbindung
gebracht.

2.2.4 Zur Rolle von Okonomie und Einfachheit

Die Ausfiihrungen zeigen, dass Einfachheit als hédufig genannter Aspekt mathe-
matischer Schonheit nicht das schlichte und eindeutige Kriterium ist, als das es
gemeinhin gilt. Festgehalten werden kann, dass die Einschétzung, dass ein ma-
thematischer Gegenstand besonders einfach ist, mit seiner Zugénglichkeit fiir das
wertende Subjekt einher geht. Insofern ist die Kiirze oder Einfachheit zunéchst die
strukturelle Bedingung fiir eine ganzheitliche Art subjektiver epistemischer Wahr-
nehmung, fiir das Fassen der Strukturen als Ganzes. Dem zufolge ist die Einfachheit
abhéngig vom Nichtvorhandensein moglicher Hindernisse der Wahrnehmung und
insofern ein subjektiv gepragter Begriff.

Die Einfachheit wird, wie die Beschreibungen oben zeigen, je nach Kontext unter-
schiedlich eingeschétzt. So geht die umfassende subjektive Zuginglichkeit haufig
in Relation zu anderen Eigenschaften in das mathematische Schonheitsurteil ein.
Dabei kénnen diese auf den Inhalt des jeweiligen Sachverhaltes bezogen werden,
aber auch zu dessen strukturellen Eigenschaften in Beziehung stehen. Bezogen auf
die Tragweite wird die Einfachheit etwa in einem inhaltlichen Zusammenhang ge-
messen. In diesem Sinne kann hier von inhaltlicher Okonomie als Eigenschaft des
Gegenstandes gesprochen werden. Steht andererseits die Einfachheit in Relation zu
einer (vorhergehenden) Komplexitét im Sinne der oben beschriebenen strukturel-
len Undurchdringlichkeit oder geht einher mit einer solchen, so muss entsprechend
die Rede von struktureller Okonomie sein.
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Beiden Aspekten, sowohl der inhaltlichen als auch der strukturellen Okonomie,
wird in der Literatur zum mathematisch Schénen ein hoher Stellenwert eingerdumt.
Hé&ufig werden sie auch gemeinsam als Eigenschaften schoner Mathematik genannt.
Der Einfachheit wird zudem auch als nicht relativer Eigenschaft ein prominenter
Platz innerhalb der &sthetischen Bewertung mathematischer Gegenstinde zuge-
sprochen. Geht aber die subjektive Zugénglichkeit isoliert in das mathematisch-
asthetische Urteil ein, so ist dies m.E. von den beschriebenen Arten der Okonomie
zu unterscheiden und eher dem im Folgenden zu beschreibenden Eigenschaftskom-
plex der epistemischen Transparenz zuzuordnen.

2.3 Epistemische Transparenz

Wenn Hardy wie oben zitiert fordert, ein schéner Beweis miisse sich durch ,a
simple and clear-cut constellation* auszeichnen, dann betont er damit den Zu-
sammenhang von Einfachheit und einer weiteren sehr hiufig angefithrten Qualitét
schoner Beweise: Sie liberzeugen in ihrem strukturellen Aufbau durch eine beson-
dere Klarheit. Gemeint ist damit eine deutlich nachvollziehbare Dramaturgie und
durchschaubare Schliisse. Es handelt sich demnach um den selben Eigenschafts-
komplex, den andere Autoren mit dem Begriff der Reinheit (vgl. etwa (Devlin,
2002, S. 9) oder auch (Ruelle, 2007, S. 127 {.)) oder anderen visuellen Metaphern
beschreiben.

Durch die Verwendung von Begriffen aus dem Bereich des Visuellen wird im Allge-
meinen nicht nur eine strukturelle Eigenschaft der Gegenstidnde beschrieben, son-
dern insbesondere ein Zusammenhang zum subjektiven Verstehen herausgestellt:
Das ,innere Auge“ hat eine unverstellte Sicht auf die zugrunde liegenden Struktu-
ren. Im Moment, in dem sich der Nebel lichtet, kommt es zum Aha!-Effekt, der der
dsthetischen Erfahrung zugehérig erlebt wird. Der Weg zu dieser besonderen Er-
kenntnis wird demnach haufig auch als Enthillung oder Offenlegung eines vorher
verborgenen Zusammenhangs oder einer verdeckten hinterliegenden Idee beschrie-
ben (vgl. z.B. Schattschneider (2006) oder Davis und Hersh (1994)).

Der von Johannes Lenhard (2006) eingefiihrte Begriff der ,epistemischen Trans-
parenz bleibt dabei in dieser Metaphorik und fasst aufserdem den diesen Eigen-
schaftskomplex auszeichnenden Zusammenhang von struktureller Beschaffenheit
und Verstehen.'® Im Folgenden sollen daher Charakteristika wie Klarheit o.i.,
die diesen Zusammenhang ausdriicken, unter dem Oberbegriff der epistemischen
Transparenz beschrieben werden, um so auch die epistemische Relevanz des As-
thetischen in der Mathematik zu markieren.

15Lenhard fiihrt den Begriff allerdings fiir ein seiner Meinung nach iiberkommenes Kriterium
mathematischer Schonheit an und stellt der epistemischen Klarheit eines Widerspruchsbe-
weises 0.4. die erst durch bildgebende Verfahren entstehende Einsicht in Zusammenhénge
dynamischer Systeme entgegen (vgl. Lenhard, 2006, S. 183f).
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2.3.1 Bezug zum Verstehen

Die Spezifizierungen von Charakteristika wie Klarheit und Reinheit legen nahe,
dass ein schoner Beweis nicht allein dazu fiihrt, die Wahrheit der bewiesenen Aus-
sage anzuerkennen, sondern vielmehr die Aussage und ihre Zusammenhénge tiefer
zu verstehen. Er soll nicht nur zeigen, dass die Aussage logisch korrekt gefolgert
wurde, sondern dies auch zwingend nahelegen, wie es z.B. Lawrence Neff Stout
fordert (vgl. Stout, 1999, S. 10). Dass das individuelle Verstindnis ein integraler
Bestandteil dsthetischer Werturteile ist, kann auch empirisch belegt werden. So
wird in der bereits zitierten Umfrage unter forschenden Mathematikern die Schon-
heit in den unterschiedlichsten Antwortmustern auf einen zusétzlichen Erkenntnis-
gewinn zuriickgefiihrt, der iiber das reine Wissen um Wahrheit oder Korrektheit
hinaus geht. Dabei wird der erkldrende Wert schoner ,Muster der Mathematiker*
hervorgehoben: Ein schoner Beweis zeigt nicht nur, dass eine Aussage wahr ist,
sondern gibt auch Antworten auf die Frage nach dem ,Warum® (vgl. Miiller-Hill
und Spies, 2011, S. 278f). Davis und Hersh machen diese epistemische Kompo-
nente in der Behauptung plastisch, von zwei Beweisen sei derjenige der schonere,
der ,den Kern der Sache” zeige und den ,wirklichen Grund* (Davis und Hersh,
1994, S. 314) aufdecke. Damit betonen sie gleichzeitig die Rolle des subjektiven
Erkenntnisgewinns als ausschlaggebendes Moment, wenn die Schénheit zweier lo-
gisch gleichwertiger Argumentationen graduell unterschieden werden soll.

Dariiberhinaus fithren Davis und Hersh so die Klarung und das Verstehen im &s-
thetischen Urteil auf das Erkennen der zugrunde liegenden Ideen zuriick. In diesem
Sinne sieht auch Hans-Joachim Bungartz ,das Schone am Einfachen“ darin, dass
die ,Essenz in voller Klarheit“ erkannt werden kénne (Bungartz, 2003, S. 41) und
David Ruelle spricht vom Aufdecken und Erleuchten der hinterliegenden Einfach-
heit (vgl. Ruelle, 2007, S. 130). Aussagen wie diese zeigen, dass der Begriff der Ein-
fachheit nicht nur im Bedeutungsumfeld der Okonomie (siehe 2.2), sondern auch
im Bereich der epistemischen Transparenz zum Tragen kommt. John von Neu-
mann unterstreicht den Zusammenhang der beiden Eigenschaftskomplexe, wenn
er mit Blick auf die Schénheit einfache grundlegende Prinzipien fordert, die einen
zunédchst komplizierten und undurchsichtigen Zusammenhang erkldren (vgl. von
Neumann, 1976, S. 9). Dies bestétigt auch Henri Poincaré mit der Behauptung,
dass das dsthetische Gefiihl gerade durch diejenigen Gegenstédnde befriedigt werde,
die es erlauben, ,die Dinge klar zu sehen und sowohl das Ganze wie auch zu gleicher
Zeit die Details zu tiberblicken® (Poincaré, 1914, S. 20). Solche Charakterisierung-
en unterstiitzen die Interpretation der Einfachheit als subjektive Zugénglichkeit
und weisen auf die epistemische Relevanz der strukturellen Okonomie hin.

Die strukturelle Einfachheit trigt also dazu bei, dass etwa ein schoner Beweis
seine erklarende Wirkung entfalten kann und Antworten auf die Frage nach dem
SWarum® der zu beweisenden Aussage erméglicht. Zu klaren bleibt, ob sie dabei
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auch im Bereich der epistemischen Transparenz einen integralen Bestandteil des
Kriteriums bildet oder eher eine notwendige Voraussetzung zur Entfaltung des
aufkldrenden Moments ist.

2.3.2 Zur Art des Verstehens

Im Zusammenhang mit mathematischer Schonheit wird nicht nur gefordert, dass
mit der Rezeption ein tiefes Verstehen einhergehe. Vielmehr steht eine bestimm-
te Art des Verstehens im Zentrum des Interesses, die hiufig mit dem Terminus
,2Ahal-Erlebnis* belegt ist. Dabei stellt sich das Wissen um das ,Warum® eines
mathematischen Sachverhaltes und um alle grundlegenden Strukturen, einer Ent-
hiillung gleich, scheinbar plotzlich ein. Das (vollstindige) Verstehen ,yon einem
Moment zum néchsten* wird als tiefgreifendes emotional beriihrendes Erlebnis
beschrieben.'6

Eine anonyme Freitextantwort eines Mathematikers auf die Frage, was schon sein
konne an einer mathematischen Theorie, beschreibt dies plastisch:

,The architecture of the theory - as concretely realized” (Miiller-Hill
und Spies, 2011, S. 275)

Das Antwortmuster, dem diese Aussage in der Auswertung zugeordnet wurde, legt
weiter die Interpretation nahe, dass die dsthetische Bewertung ,schén“ (auch) fiir
einen alternativen Weg des Erkenntnisgewinns steht. Statt das Wissen um Wahr-
heit oder Korrektheit durch Nachvollziehen der einzelnen Argumentationsschritte
zu erlangen, stellt es sich in der ,dsthetischen Erkenntnis“ gleichsam ,auf einen
Blick® ein. Zusétzlich offenbaren sich in diesem Erlebnis Zusammenhinge und
grundlegende Ideen, die so sogar zu einem tieferen Versténdnis fiir das ,Warum®
fithren konnen. Dabei legen die Ergebnisse der Studie nahe, dass diese Erkennt-
nis nicht von einer vorher durchgefiihrten ,konventionellen* Priifung von Wahrheit
oder Korrektheit abhéngen.!”

Doris Schattschneider fasst das besondere oder gar alternative Verstehen eines
schonen Resultates wie folgt zusammen:

LIt offers a revelation as to why the statement is true, it provides an
Ahal*“ (Schattschneider, 2006, S. 43, Hervorhebungen im Original)

Schattschneider bezeichnet diese Eigenschaft mit ,insight*, einem Innewerden der
Zusammenhénge oder Begriindungsmuster abseits des ,normalen” Verstehens. Die

16Hier wird wiederum der Zusammenhang von epistemischer Transparenz und emotionaler Wirk-
samkeit (vgl. 2.4) deutlich.

1"Dieses tiefe und zugleich umfassende Verstehen fiihrt zu einem Zustand, der die vorher beste-
hende Undurchsichtigkeit unangemessen erscheinen lésst, also zum Gefiihl der Unausweich-
lichkeit (siehe auch 2.4).
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Relevanz dieser besondere Einsicht oder Erkenntnis gepaart mit einem Ahal-FEr-
lebnis wird auch von anderen Autoren und vielen Mathematikern selbst betont. So
berichtet Leone Burton (2004) dies als ein Ergebnis einer umfangreichen Interview-
studie im Bereich der Forschungsmathematik. Sie identifiziert dort die beschrie-
bene Art des Verstehens mit dem Begriff der mathematischen Intuition und hebt
damit erneut den spontanen und nicht ausschlieflich bewussten Charakter dieser
Erkenntnis hervor. Auch betont sie die unlésbare Vernetzung von Asthetischem
und Intuitivem, obgleich die Rolle der beiden Qualitdten eine unterschiedliche sei.
So ist Burton folgend die Intuition insbesondere fiir den schaffenden Mathematiker
bedeutsam, wahrend sie die Wahrnehmung &sthetischer Qualitdten und damit den
Rezipienten von Mathematik nicht in gleichem Mafe betreffe (vgl. Burton, 2004,
S. 72). Die grundlegende Relevanz des Intuitiven fiir die mathematische Asthetik
wird von weiteren empirischen Ergebnissen gestiitzt. Allerdings konnen die Dif-
ferenzen bezogen auf die unterschiedlichen Rollen im ,Kunstbetrieb* Mathematik
dabei nicht bestdtigt werden. Vielmehr legen verschiedene Antwortmuster nahe,
dass die Intuition gerade bei der Wahrnehmung von mathematischer Schonheit
eine Rolle spielt (vgl. Miiller-Hill und Spies, 2011, S. 278).18

Auch Jonathan M. Borwein betont fiir die dsthetischen Werturteile in der Ma-
thematik die Bedeutung des Verstehens gepaart mit einer besonderen Art der
Einsicht. Dabei wird gerade dieses spezielle kognitive Innewerden des Gegenstan-
des zum Merkmal der Unterscheidung von blofs Angenehmem und Schénem in der
Mathematik!?:

,»The mathematician’s ,aesthetic buzz‘ comes not only from simply con-
templating a beautiful piece of mathematics, but, additionally, from
achieving insight.“ (Borwein, 2006, S. 25)

Hnsight und damit eine mathematisch &sthetische Erfahrung kann Borwein fol-
gend aber nicht nur durch verstandesméfiges Nachvollziehen gepaart mit Intuition
erreicht werden. Auch graphische Darstellungen und Computeranimationen, also
die ,Muster aus der Mathematik* (vgl. 1.1.2) bieten sich seiner Meinung nach als
Hilfmittel auf diesem Weg an (vgl. Borwein, 2006, S. 25).2°

2.3.3 Zur Rolle der epistemischen Transparenz

Uber die Tatsache, dass die epistemische Transparenz eine nicht zu unterschéitzen-
de Rolle fiir das mathematische Schonheitsurteil spielt, herrscht grofe Einigkeit.
Die Ansétze unterscheiden sich allerdings im Status dieses Eigenschaftskomplexes.

18 Auf diesen Aspekt wird in der Untersuchung zum Kunststatus und der Rolle der Einbildungs-
kraft (siehe Kapitel 8) ausfiihrlicher Bezug genommen.

19Vgl. dazu auch die #hnlich gelagerte Unterscheidung dieser beiden Qualitéiten in der Asthetik
Kants (vgl. Kapitel 4, S. 93ff).

20Zum Bezug von mathematischer Schénheit, wie sie hier charakterisiert wird, und der visuellen
Wahrnehmung vgl. auch 5.3.
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So kénnen James McAllister folgend klassisch als schon bewertete Sétze und Bewei-
se in einem einzigen Akt mentalen Erfassens (,single act of mental apprehension‘)
erfasst werden (vgl. McAllister, 2005, S. 19).2! Damit wird das verstandesmé-
Rige Erfassen des Argumentationsgangs ,auf einen Blick” in gewissem Sinne zur
Voraussetzung des Erlebens mathematischer Schonheit. Die subjektive Zugéng-
lichkeit, also eine bestimmte oben beschriebenen Art von Einfachheit, ist somit
dem Schénheitserleben vorangestellt. Diese ist aber nicht zu verwechseln mit dem
,2Ahal-Erlebnis“, das neben dem generellen Verstehen auch die emotionale Kom-
ponente und eine gewisse Tiefe und Ganzheitlichkeit des Versténdnisses aufweist
und insofern eine Komponente des dsthetischen Urteils von eigener epistemischer
Qualitat darstellt.

Diesen Zusammenhang macht auch Lawrence Neff Stout deutlich, wenn er fordert:
,»A beautiful proof should make the result it proves immediately apparent® (Stout,
1999, S. 10), und das Verstehen des Beweises zur Voraussetzung dieser Eigenschaft
macht?2, da es nur so zu einem ,, Ahal“-Erlebnis kommen koénne (vgl. Stout, 1999,
S. 11).

Fiir Hasse zeichnet sich die Schénheit der Mathematik, jedenfalls ,im Kleinen,
gerade durch ,Klarheit und Durchsichtigkeit” aus (vgl. Hasse, 1952, S. 24). In gro-
fleren Zusammenhéngen, Beweisen oder ganzen Theorien kommen Hasse zufolge
zu diesem Kriterium lediglich weitere hinzu. Eine gut iiberschaubare und klare
Struktur, mithin die subjektive Zugénglichkeit ist hier also ein integraler Bestand-
teil schoner Mathematik und nicht nur eine Voraussetzung fiir deren Wahrneh-
mung.

Gian-Carlo Rota (1932-1999) geht dariiber hinaus, wenn er die Schonheit eines
Beweises mit einer besonderen Erleuchtung (enlightment”) von vorher im Dunkeln
liegenden Zusammenhingen und Ideen gleichsetzt. Er fasst seine Uberlegungen zur
Schoénheit, die sich aus der Untersuchung verschiedener Beispiele ergeben, wie folgt
zusammen:

We acknowledge a theorem’s beauty when we see how the theorem ’fits’
in its place [...]. We say that a proof is beautiful when it gives away
the secret of the theorem, when it leads us to perceive the inevitability
of the statement being proved.“ (Rota, 1997, S. 132)

Diese Beschreibung bildet ab, was oben zur Rolle des Verstehens im mathematisch
dsthetischen Urteil beschrieben wurde. Doch die Wahrnehmung solcher Eigenschaf-
ten fithrt Rota zufolge héufig dazu, falschlicher Weise den Begriff der Schonheit
zu verwenden, obwohl jenlightment* gemeint sei. So ist fiir ihn diese tiefe Art
der Einsicht das einzige und nicht, wie in allen anderen mir bekannten Fallen,
eines unter mehreren Schonheitskriterien. Als Konsequenz spricht sich Rota dafiir

21Sehr lange Beweise, deren Richtigkeit nur durch kleinschrittiges Nachvollziehen erkannt werden
kann, sind hierzu ungeeignet. Diese gelten demnach auch als eher hisslich (vgl. McAllister,
2005, S. 29).

22Insofern ist diese Eigenschaft fiir Stout vom jeweiligen Betrachter abhéingig.
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aus, den Begriff Schonheit durch ,enlightment” zu ersetzen. Die seiner Meinung
nach ,falsche* Begriffswahl begriindet Rota damit, dass ,enlightment* ein Begriff
mit graduellen Abstufungen sei - der Kern der Sache kann unterschiedlich weit
enthiillt werden, das Verstehen mehr oder weniger tief sein -, wogegen dies fiir
den Begriff der Schonheit nicht gelte. Dies mache die Schonheit als Attribut fiir
Mathematiker attraktiver (vgl. Rota, 1997, S. 132 {.). Diese Einschéitzung scheint
mir auf verschiedenen Ebenen zumindest problematisch. Zum einen wird durch-
aus auch in der Mathematik der Begriff der Schénheit mit graduellen Abstufung-
en verwendet. Wie sonst kénnten Sétze nach dem Grad ihrer Schonheit geordnet
werden (vgl. z.B. Wells, 1990) oder Mathematiker wie Lawrence Neff Stout (1999)
in die Versuchung kommen, unterschiedliche Beweise derselben Aussage auf ihr
asthetisches Gewicht hin zu untersuchen? Zum anderen aber werden gerade im
Bereich des mit ,enlightment® umschreibbaren Verstehens in der Praxis keine gra-
duellen Abstufungen gemacht. Vor allem, wenn von einem Aha!-Erlebnis die Rede
ist, wird m.E. eine wollstdndige Enthiillung beschrieben. Dieser Eindruck kann
sich im Nachhinein als Irrtum herausstellen, aber im Moment der ,Enthiillung*
scheint vorher Verdecktes nun vollig und nicht nur teilweise offenliegend. Henri
Poincaré spricht in diesem Zusammenhang explizit von einem ,Gefiihl absoluter
Gewissheit* (Poincaré, 1914, S. 45). Des Weiteren spricht die Tatsache, dass Ro-
ta in der oben zitierten Zusammenfassung der Eigenschaften, die zum (falschen)
Schonheitsurteil fithren, die Unausweichlichkeit als qualifizierendes Gefiihl explizit
nennt, dafiir, dass ,enlightment“ nicht das einzige am asthetischen Urteil beteiligte
Charakteristikum ist. Mindestens muss die epistemische Transparenz noch durch
eine emotionale Komponente ergénzt werden.??

»/The mathematician] places great value on the aesthetic aspects of
the understanding and the way that understanding is arrived at [...].*
(Halmos, 1968, S. 385)

Insgesamt zeigt sich, dass die epistemische Transparenz einen zentralen Aspekt
des &sthetischen Urteils in der Mathematik darstellt, obgleich eine Substitution
der mathematischen Schénheit durch diesen Eigenschaftskomplex nicht geboten
ist. Den verschiedenen Auspriagungen des hier Beschriebenen kénnten jedoch un-
terschiedliche Funktionen zukommen. So scheint ein grundsétzliches Erfassen des
Argumentationsgangs gepaart mit der oben beschriebenen subjektiven Zuging-
lichkeit als Voraussetzung zur Wahrnehmung der epistemischen Transparenz im
Sinne eines dariiberhinausgehenden ganzheitlichen Verstehens oder eines Ahal-
Erlebnisses zu fungieren. Damit kommt der mathematischen Schonheit ein das
seinfache* Verstehen iibersteigende, spezifischer epistemischer Wert zu.

23Somit muss auBerdem der an anderer Stelle gediuRerten Einschitzung Rotas widersprochen
werden, die mathematische Schonheit sei eine objektive Eigenschaft eines Stiicks Mathematik,
die nicht auf den subjektiven Gefiihlen und Erfahrungen eines Beobachters griinde (vgl. Rota,
1997, S. 126).
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2.4 Emotionale Wirksamkeit

Im Zusammenhang mit &sthetischen Werturteilen in der Mathematik wird im-
mer wieder auch auf das emotionale Befinden der Urteilenden hingewiesen. Der
Mathematiker Helmut Hasse etwa beschreibt seine Erfahrungen in diesem Zusam-
menhang wie folgt:

~Hierzu moéchte ich aus meiner eigenen, tiefsten Erfahrung bekennen,
dass ich in der Mathematik [...]| sehr viel fir Herz und Seele sehe.*
(Hasse, 1952, S. 15)

Bekenntnisse wie dieses unterstreichen die emotionale Wirksamkeit und sprechen
damit eine haufig eher vernachléssigte Bedeutung der Mathematik an. Mathema-
tisches regt demnach nicht nur den Verstand an, sondern eben auch ,Herz und
Seele®.

Diese grundsatzliche emotionale Komponente des Mathematiktreibens wird insbe-
sondere in Verbindung mit dsthetischen Werturteilen angesprochen. Leone Burton
etwa beobachtet bei Interviews mit praktizierenden Mathematikern Folgendes:

,The mathematicians discussed aesthetics |...] in terms that were emo-
tive, full of expressed feelings.“ (Burton, 2004, S. 63)

Wenn Mathematiker tiber die Schénheit ihrer Gegensténde sprechen, so verwenden
sie eine emotional gefdrbte Sprache. In ihren &sthetischen Werturteilen kommen
die das Mathematiktreiben begleitenden Gefiihle zum Ausdruck.

Neben den allgemein zu beobachtenden Zeugnissen emotionaler Betroffenheit im
Umgang mit (besonders schéner) Mathematik werden auch bestimmte Gefiihle
ausdifferenziert und immer wieder genannt. Diese stehen selten isoliert, sondern
qualifizieren vielmehr haufig die bisher beschriebenen Eigenschaftskomplexe. Be-
sonders relevant fiir das mathematische Schénheitsurteil sind dabei die Uberra-
schung und das FErstaunen sowie das Gefiihl der Unausweichlichkeit. Diese soll im
Folgenden ausfiihrlicher dargelegt werden.

2.4.1 Uberraschung und Erstaunen

David Wells berichtet aus seinen Umfrageergebnissen, dass ,surprise* und ,novel-
ty“ zu den am haufigsten genannten Begriindungen fiir die Wahl eines bestimmten
Resultates zum schonsten Stiick der Mathematik zahlen (vgl. Wells, 1990, S. 39).
Dieser Befund wird durch zahlreiche Beispiele mathematikdsthetischen Verhaltens
bestétigt und findet so auch Eingang in viele Auflistungen einschligiger Schon-
heitskriterien. Allerdings unterscheiden sich die Auferungen sowohl in der Aus-
richtung als auch im Gegenstand der Uberraschung oder des Erstaunens.
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Hardy etwa spricht wie bereits zitiert (siche S. 28) von einer eigentiimlichen und
erstaunlichen Form der Argumente (vgl. Hardy, 1940, S. 113). Doris Schattschnei-
der sperzifiziert dies und nennt unerwartete Ideen und iiberraschende Wendungen
als Kriterien besonderer Schonheit. Sie fasst dies unter dem Begriff der ,,Genialitat®
zusammen (vgl. Schattschneider, 2006, S. 43). Dabei schwingt auch die Bewun-
derung fiir den Erfinder des betrachteten Argumentes mit.?* Dies kommt hiufig
in Beschreibungen von schaffenden Mathematikern dann zum Tragen, wenn das
Moment des ,surprising twist” als Charakteristikum einer schonen Argumentation
herangezogen wird (vgl. z.B. von Neumann, 1976, S. 9).

Auch fiir Thomas Weht ist mit dem Gefiihl, das mit dem Erkennen von ,Genialem
in der Mathematik“ einhergeht, eine Facette des mathematischen Schonheitsbe-
griffs beschrieben:

»Derartige ,trickreiche’ aber logisch korrekte Gedankengénge lesen sich
flir einen Interessierten wie fiir Andere ein logisch gut aufgebauter Kri-
minalroman; fiir den Interessierten bieten sie einfach einen Genuss und
werden als ,schén‘ empfunden.* (Weth, 2007, S. 71)

Die Uberraschung iiber eine unerwartete Form der Argumentation nutzt Weth da-
bei als eine emotionale Wirkung, um den ,Begriff der mathematischen ,Schénheit*
auszudifferenzieren” (Weth, 2007, S. 68). Aufferdem nennt er mit dem ,Erstaunen®
iiber zunéchst nicht offensichtliche Zusammenhénge und Ergebnisse einen weiteren
in den Schénheitsbegriff einfliefkenden Gefiihlskomplex.2® Diese Uberraschung tiber
die innermathematische Tragweite wird immer wieder angefiithrt (vgl. z.B. Stout,
1999, S. 2).

Hiervon abzugrenzen ist ein weiterer Gegenstand des Erstaunens und der Uberra-
schung: die Einfachheit und Prignanz eines Argumentes. Das so ausgeloste Erstau-
nen und Gefiihl des Unerwarteten bezeichnet Weth mit ,Eleganz*?¢ (vgl. Weth,
2007, S. 69). Wie es die obigen Ausfiihrungen zum Eigenschaftskomplex der Ein-
fachheit erwarten lassen, scheint auch die emotionale Reaktion haufig durch die
Einfachheit bezogen auf die Relevanz, also die unter 2.2 beschriebene Okonomie
ausgelost zu werden. Dreyfus und Eisenberg beschreiben dies etwa wie folgt:

,,The conclusion of such a powerful argument tends to contain an ele-
ment of surprise for anyone who did not know the argument before.*
(Dreyfus und Eisenberg, 1986, S. 4)

Wobei mit ,powerful* gerade 6konomisch im oben beschriebenen Sinne gemeint
ist.2” Ahnlich dufern sich auch Wells (1990), Hardy (1940), Borwein (2006) oder
Bungartz (2003) zur emotionalen Wirksamkeit der Okonomie.

24Vgl. dazu auch die Diskussion zum Mathematiker als Genie und Kiinstler in Kapitel 7 und 8.

25Interessanter Weise spricht er nur in diesem Zusammenhang explizit von Erstaunen, wobei er
in den anderen Féllen diese Gefiihlslage umschreibt.

26Zur Problematik der Begriffswahl siehe S. 53.

27 An argument is powerful if it leads to a far-reaching conclusion on the basis of few elemtary
assumptions” (ebd.)
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Weth fiihrt zusédtzlich zum ausdifferenzierten Gefiihl des Erstaunens und des Un-
erwarteten eine weitere Emotion ins Feld. Fiir ihn gibt es wie in den bildenden
Kiinsten?® auch ,Muster der Mathematiker”, die zu einem Ergriffensein ob der
Grofle im Sinne der oben beschriebenen Tragweite des Resultates fiithren:

»In diesen Féllen eréffnet sich die Schonheit eher in Form einer ,Er-
griffenheit‘, welche einen Luft holen, tiefer atmen, das Herz schneller
schlagen lésst.“ (Weth, 2007, S. 69)

2.4.2 Unausweichlichkeit

Ein Gefiihlsbereich, der vom bisher beschriebenen Komplex des Erstaunens und
Uberraschtseins klar abgegrenzt werden muss, ist das immer wieder von Mathe-
matikern ins Feld gefiihrte und mit Schonheit in Verbindung gebrachte Gefiihl der
Unausweichlichkeit.

Der Mathematiker Gregory Chaitin beschreibt z.B. in einem Interview eine iiber
die anfingliche Uberraschung hinausgehende Emotion:

,After the initial surprise it [a beautiful proof] has to seem inevitable.
You have to say, of course, how come I didn’t see this! (Chaitin, 2002,
S. 61)

Ein schoner Beweis enthélt demnach nicht nur zunéchst tiberraschend erscheinende
Wendungen oder unerwartete Ideen, sondern vermittelt auch den Eindruck, dass
das gewiinschte Ziel nun unausweichlich erreicht werden muss. Hardy bestéatigt
dies. Fiir ihn besteht in einem schénen Beweis wie auf S. 28 zitiert ,,no escape from
the conclusions” und die ,jinevitability” ist eines der Kennzeichen schéner ,Muster
der Mathematiker* (Hardy, 1940, S. 113).29

Die Unausweichlichkeit ist somit eine hiufig mit der epistemischen Transparenz
einher gehende emotionale Wirkung schoner Mathematik. Im tiefen Verstehen oder
einem Ahal-Erlebnis stellt sich gleichzeitig zum rationalen Erfassen auch das Ge-
fiihl ein, dass ein Resultat oder ein bestimmter Schluss nun unumgénglich ist.

2.4.3 Zur Rolle des Emotionalen

Schoéne ,Muster der Mathematiker 16sen beim rezipierenden Subjekt eine Fiille
von Emotionen aus. Diese qualifizieren héufig andere bereits beschriebene Eigen-
schaftskomplexe. So wird die Uberraschung iiber die vorgefundene Tragweite oder

28Weth nennt hier als Beispiele prunkvolle Barockgebdude oder mit grofem Orchester aufge-
fiihrte pompose Werke.

29 Auch andere machen das Gefiihl der Unumganglichkeit eines Resultates und seine Zielstrebig-
keit fiir die Schonheit eines Beweises verantwortlich. (Vgl. z.B. (Hasse, 1952, S. 24), (Krull,
1930, S. 211f), (Rota, 1997, S. 132) oder (Tymoczko, 1993, S. 75).)
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Okonomie beschrieben oder die epistemische Transparenz gerade durch das Ge-
fithl der Unausweichlichkeit markiert. Hinzu kommt die Freude iiber das eigene
Erkenntnisvermogen und die eigenen Fahigkeiten.

Die von Thomas Weth genutzte Moglichkeit durch verschiedene Gefiihle bzw. ein
Gefiihl bezogen auf verschiedene Eigenschaften als Tréger, den Begriff der ma-
thematischen Schonheit auszudifferenzieren, weist darauf hin, dass die emotiona-
le Komponente von besonderer Relevanz fiir den dsthetischen Charakter solcher
Eigenschaftskomplexe ist. So liegt die Vermutung nahe, dass erst durch die emo-
tionale Wirksamkeit aus einer etwa epistemischen Eigenschaft (wie einfache Zu-
géanglichkeit oder epistemische Transparenz) eine im eigentlichen Sinne dsthetische
wird.3?

Henri Poincaré geht {iber die rein qualifizierende Aufgabe der Gefiihle fiir an-
dere Eigenschaften schoner Mathematik hinaus. So beschreibt auch er in einer
als emotional zu charakterisierenden Sprache eine Episode seines mathematischen
Schaffens, um daraus Schlussfolgerungen iiber den Erfindungsprozess in der Ma-
thematik im Allgemeinen zu ziehen (vgl. Poincaré, 1914, S. 41fF). Dabei kommt er
zu dem Schluss, dass eine Sensibilitét fiir die Schénheit der Mathematik notwendig
ist, um aus der uniiberschaubaren Vielfalt von Kombinationen etwa bei der Suche
nach allgemeinen Strukturen die zielfithrende auszuwéhlen. Notig ist ihm folgend
ein ,wahrhaft disthetisches Gefiihl“ (Poincaré, 1914, S. 48).3' Schéne Mathematik
zeichnet sich demnach nicht nur durch die Kombination bestimmter allgemeiner
Eigenschaften mit bestimmten allgemeinen Gefiihlen aus, sondern wird durch eine
spezifisch dsthetische Emotion begleitet, welche es wahrzunehmen gilt.

Von einem solchen spezifisch dsthetischen Gefiihl berichten auch andere. So be-
schreiben etwa Davis und Hersh ein ,,Gefiihl starken, perstnlichen &sthetischen
Vergniigens* (Davis und Hersh, 1994, S. 176), welches mit der Wahrnehmung ma-
thematischer Ordnung einhergehe. Ahnliches beschreibt Jonathan Borwein und
spricht vom ,aesthetic buzz* (Borwein, 2006, S. 25). Dies entspricht auch Be-
schreibungsversuchen des Begriffs der ,dsthetischen Erfahrung” in der allgemeinen
Asthetik.

Die zentrale Rolle des Emotionalen fiir die mathematikésthetische Beurteilung
wird auch von empirischen Ergebnissen gestiitzt. So zeigen die Antworten aus ei-
ner von Astrid Brinkmann und Bharath Sriraman durchgefiihrten Interviewstudie
mit aktiven Mathematikern eindriicklich die qualifizierende Funktion des Emotio-
nalen. Auf die Frage etwa, was jeweils personlich unter mathematischer Schonheit
verstanden werde, ist keine Antwort zu finden, in der nicht Eigenschaften wie Ein-
fachheit, Klarheit oder Tragweite von besonderen Gefiihlen begleitet dargestellt
werden (vgl. Brinkmann und Sriraman, 2009, S. 68f.).

30Zur Rolle des Emotionalen fiir dsthetische Werturteile im Allgemeinen vgl. z.B. die Ausfiih-
rungen in Kapitel 4.

31Vgl. hierzu auch die ausfiihrlichere Darstellung der Poincaréschen Position im Rahmen der
Diskussion um den Kunstcharakter der Mathematik unter 6.1.2.
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Weitere empirische Ergebnisse zeigen aufserdem, dass die emotionale Wirksamkeit
anders als etwa epistemische Wirkungen unabhiingig von der Uberpriifung von
Wahrheit oder Korrektheit gesehen werden kann (vgl. Miiller-Hill und Spies, 2011,
S. 277). Dies schlégt sich sowohl im mathematikéisthetischen Urteil iiber das eigene
Arbeiten als auch iiber das Vorgehen anderer Mathematiker nieder. So unterschei-
det Wolfgang Krull (1899-1971) etwa mit Blick auf die Arbeiten seines Lehrers
Felix Klein zwischen ihrem ,eigentiimlich fesselnden Reiz“ und ihrer manchmal
mangelnden Strenge und stellt fest, “vom &sthetischen Standpunkt ist manche feh-
lerhafte Kleinsche Arbeit {iber manche fehlerfreie eines Anderen zu stellen* (Krull,
1930, S. 212f).

Bezogen auf die eigenen Ergebnisse kann hier auch die Selbstbeobachtungen Poin-
carés herangezogen werden:

,Ich sprach oben von dem Gefiihle absoluter Gewiltheit, das die Inspi-
ration begleitet; [...] diese Gefiihl kann oft sehr lebhaft sein und uns
dennoch tduschen, und wir bemerken unsern Irrtum erst, wenn wir den
Beweis festlegen wollen.* (Poincaré, 1914, S. 45)

Poincaré folgert daraus, dass auf jede von &sthetischer Sensibilitdt gepragt Phase
unbewussten mathematischen Arbeitens eine Phase der bewussten Uberpriifung
folgen muss.

Der unmittelbare Charakter des Emotionalen innerhalb mathematischer Schén-
heitsurteile unterstiitzt die Vorstellung, dass es ein spezifisch &sthetisches Ge-
fiithl geben miisse, welches mit der Wahrnehmung mathematischer Schonheit ein-
her gehe. Zumindest aber widerspricht dies Ansétzen, die in der mathematischen
Schonheit keine genuin asthetische, sondern etwa eine Sonderform einer episte-
mischen Kategorie oder lediglich ,quasi dsthetische, Eigenschaften sehen wollen
und dies mit fehlender emotionaler Beteiligung begriinden (vgl. etwa Harré, 1958,
S. 136).32

2.5 Begriff(e) mathematischer Schénheit

Die bisher beschriebenen Eigenschaftskomplexe beriihren ganz unterschiedliche,
aber dennoch miteinander verbundene Facetten mathematischer Schonheit. Die
Ausfithrungen zeigen weiter, dass zwei Bereiche quer zu der Kategorisierung in
Tragweite, Okonomie, epistemische Transparenz und emotionale Wirksamkeit lie-
gen. Dies ist zum einen die problematische Verwendung des Begriffs der ,Eleganz“
und zum anderen der immer wieder durchschimmernde subjektive Charakter des
Werturteils ,schon“. Beides soll daher als Vorbereitung auf die abschliefende Zu-
sammenschau im Folgenden zusammenfassend aufgegriffen werden.

32Zur Rolle des Emotionalen fiir die Einordnung mathematischer Schénheit vgl. auch die Zu-
sammenschau in Kapitel 5.
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2.5.1 Eleganz

Wie die Ausfiihrungen zu den einzelnen Eigenschaftskomplexen in diesem Kapitel
zeigen, wird im Zusammenhang mit mathematisch-dsthetischen Bewertungen im-
mer wieder der Begriff der ,,Eleganz verwendet. Dabei kdnnen die beiden Attribute
elegant und schon in je verschiedener Beziehung zu einander stehen.

In den Ansétzen von Doris Schattschneider und Thomas Weth benennt das Ele-
gante eine bestimmte Facette ihrer Auffassung von mathematischer Schonheit.
Beschrieben wird dabei das, was andere Autoren unter einer besonderen Einfach-
heit im Sinne des Fehlens unnétiger Technika, also im Sinne einer erstaunlichen
individuellen Zugénglichkeit fassen. Insbesondere Weth betont dabei das Moment
des Erstauntseins ob dieser Einfachheit und Pragnanz.

Andere, wie etwa Henri Poincaré, verwenden den Begriff der Eleganz quasi gleich-
bedeutend mit dem der Schonheit. So entsprechen die von ihm angegebenen Cha-
rakteristika, die einem mathematischen Gegenstand Eleganz verleihen, denen die
andere Autoren fiir die mathematische Schonheit ins Feld fithren (vgl. Poincaré,
1914, S. 20f).33 An anderer Stelle nennt er dann explizit Schénheit und Eleganz
in einem Atemzug (vgl. Poincaré, 1914, S. 48). und macht immer wieder die mit
den Eigenschaften einhergehende Zugénglichkeit stark:

~Welchen mathematischen Gebilden legen wir nun diesen Charakter
von Schonheit und Eleganz bei [...|? Offenbar denjenigen, die sich
aus harmonischen Elementen zusammensetzen, so daf unser Geist oh-
ne besondere Anstrengung das Ganze erfassen und gleichzeitig in die
Einzelheiten eindringen kann. (Poincaré, 1914, S. 48)

Eleganz im Rahmen &sthetischer Urteile iiber mathematische Gegenstinde be-
tont also diejenigen Eigenschaften, die das individuelle Erfassen in besonderer
Weise begilinstigen. Diese Eigenschaften spielen, wie bereits oben fiir die Einfach-
heit beschrieben, mindestens die Rolle einer notwendigen Voraussetzung fiir das
mathematische Schoénheitsurteil. Andererseits zeigt dies aber auch, dass das so
verwendete Attribut elegant in den Eigenschaftskomplexen Einfachheit oder epis-
temische Transparenz aufgehen kann. Wo dies mdglich ist, sollte es m.E. auch
im Sprachgebrauch markiert werden, um Verwechslungen mit Verwendungen des
Begriff bezogen auf andere Tréger aus dem Bereich des Mathematischen zu ver-
meiden.

Dies ist insbesondere deshalb geboten, da der Begriff der Eleganz haufig explizit
fiir die Prasentation mathematischer Sachverhalte und nicht fiir die Gegensténde
selbst verwendet wird. Dabei ist die positive dsthetische Bewertung der Prisenta-
tionsform unabhéngig von den &sthetischen Qualitédten des présentierten Gegen-
standes zu sehen. Auch ein hésslicher oder unésthetischer Beweis kann demnach

33Fin #hnliches Vorgehen findet sich bei Ian Glynn (vgl. Glynn, 2010, S. 3f), der aber in der
Hauptsache auf die Eleganz bzw. Schonheit der Naturwissenschaften eingeht.
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elegant dargeboten werden. Rom Harré weist in diesem Zusammenhang darauf
hin, dass sich Eleganz im Allgemeinen dadurch auszeichne, dass diese bewusst
herbeigefiihrt werden muss und die so bezeichnete &sthetische Eigenschaft nicht
zufillig dem Gegenstand anhénge (vgl. Harré, 1958, S. 133).

Die Untersuchungen im folgenden Kapitel legen weiterhin offen, dass bereits Imma-
nuel Kant auf die notwendige Trennung von Eigenschaften der Darstellungsform
und der Gegenstéinde selbst insbesondere bezogen auf die Mathematik verweist
(vgl. S. 101). Gian-Carlo Rota schldgt in diesem Zusammenhang vor, die Eigen-
schaft der Eleganz in Bezug auf die ,Muster der Mathematiker* selbst ganz auszu-
schlieffen und sie der Demonstration vorzubehalten (vgl. Rota, 1997, S. 128). Da
wie beschrieben die Eleganz in Bezug auf die Gegensténde selbst, hdufig synonym
zu anderen Eigenschaften verwendet wird, soll im Folgenden auch aus Griinden
der Eindeutigkeit der Terminologie diesem Vorschlag gefolgt werden.

2.5.2 Der subjektive Charakter

Auf den ersten Blick lassen sich die hier ausgefiihrten Eigenschaftskomplexe klar
unterscheiden in solche, die eine objektive Beschaffenheit des betrachteten Gegen-
standes explizieren und solche, die das beschreiben, was im urteilenden Subjekt
durch diese Gegenstinde evoziert wird. Tragweite und Okonomie scheinen der ers-
ten Gruppe eindeutig zugehorig, epistemische Transparenz und emotionale Wirk-
samkeit der zweiten. Diese klare Abgrenzung ist aus verschiedenen Griinden nicht
haltbar.

So zeigen die obigen Ausfiihrungen immer wieder Querverbindungen zwischen FEi-
genschaftskomplexen der beiden Gruppen. Insbesondere die in Begriindungen fiir
mathematische Schonheitsurteile nahezu immer zu beobachtenden Spezifizierung
von Eigenschaften wie Tragweite oder Okonomie durch Gefiihlsexpressionen (vgl.
z.B. Zitat Hardy S. 28) und die emotionale Sprache, mit der auch {iber die ver-
meintlich ,,objektiven Eigenschaftskomplexe gesprochen wird, weisen auf die sub-
jektive Komponente auch in diesen Bereichen hin.

Auferdem zeigt die hier vorgeschlagene Ausdifferenzierung fiir alle Eigenschaften
inherente ,subjektive Momente. Dazu z&hlt etwa die Rolle der subjektiven Voraus-
setzungen im Sinne eines bestimmten notwendigen Vorwissens und der notwendi-
gen Intuition des Betrachters im Bereich der Tragweite. Individuelle Unterschiede
fiihren zu unterschiedlichen Beurteilungen der innermathematischen Vernetzung
oder der Reichweite der Heuristik und damit zu individuell verschiedenen &stheti-
schen Bewertungen ein und desselben Gegenstandes.

Ahnliches ist auch im Bereich der Einfachheit zu beobachten: Die Frage, inwiefern
ein mathematischer Argumentationsgang besonders gut oder schlecht kognitiv zu-
ganglich ist, hangt von der individuellen Konstitution des Betrachters ab. Der
subjektive Charakter kommt demnach insbesondere im Bereich der strukturellen
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Okonomie zum Tragen. Die Tatsache, dass durch das Uberfiihren von schwer zu
leichter Fassbarem, also von Komplexem zu Einfacherem, ein positives Erlebnis
verbunden ist, scheint dagegen intersubjektive Giiltigkeit zu haben.

Wird also die Tragweite oder die strukturelle Okonomie eines Gegenstandes be-
wertet, so ist das Urteil insofern stark subjektiv geprégt, als dass die individuelle,
insbesondere kognitive Verfasstheit Voraussetzung der Bewertung ist. Ursachen fiir
von einander abweichende Urteile sind in diesen Féllen insbesondere die subjekti-
ven Voraussetzungen in Kenntnisstand und Vorerfahrung. So entstehen individuell
unterschiedliche Bewertungen, denen wohl aber kein genuin &sthetischer Grund
vorausgeht, es ist also nicht ,Sache des Geschmacks®. Ahnliches gilt im Falle der
epistemischen Transparenz, wenn der subjektive Erkenntnisgewinn ausschlagge-
bend fiir das Schonheitsurteil wird.

Dennoch werden auch fiir die Mathematik Geschmacksunterschiede ebenso postu-
liert, wie sich wandelnde Stile (vgl. 6.2). Dies konnte darin begriindet liegen, dass in
das mathematische Schonheitsurteil sowohl subjektive Unterschiede im Bereich des
Verstandesméfigen als auch im Bereich des Emotionalen eingehen. Gerade durch
dieses Zusammenspiel scheint sich eine individuell gefiarbte, genuin dsthetische Be-
wertung zu ergeben. Dies bleibt in der Zusammenschau mit den Ausfiihrungen
zum Kantischen Schénheitsbegriff in Kapitel 5 ndher zu beleuchten.

2.5.3 Ein facettenreicher Begriff

Der eingangs zitierten Forderung folgend, eine disziplindre Wissenschaftsésthetik
miisse die in der Praxis generierten Charakteristika des verwendeten Schonheits-
begriffs explizieren, wurden vier der zentralen Facetten mathematischer Schonheit
in ihrer Breite und Tiefe dargestellt. Dabei wurde sowohl mathematikésthetisches
Verhalten als auch reflektierendere Ansétze einbezogen. Somit umfassen die hier
vorgeschlagenen Explikationen einerseits einen grofen Teil dessen, was in der ma-
thematischen Praxis unter dem Begriff Schonheit gehandelt wird. Zum anderen
geben sie aber auch die aktuelle mathematikdsthetische Diskussion bezogen auf
die Schonheit der ,Muster der Mathematiker* wieder.

»lch kann Thnen damit gleichzeitig klarmachen, daf der Schonheitsbe-
griff des Mathematikers natiirlich ein ganz besonderer, eben mathema-
tischer Schonheitsbegriff ist [...].* (Krull, 1930, S. 215)

Durch die im Ansatz angelegte Breite wird der Facettenreichtum der einzelnen Ei-
genschaften, aber auch des Konstrukts mathematischer Schonheit selbst deutlich.
Dies wird nochmals durch die Tatsache verstirkt, dass unterschiedliche Autoren
je unterschiedliche Schwerpunkte auf einzelne Eigenschaftsbereiche legen oder be-
stimmte Querverbindungen besonders hervorheben. Dies wiederum deutet darauf
hin, dass die Rede nicht von dem einen Schénheitsbegriff der Mathematiker sein
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kann, sondern eher eine Vielzahl von Schionheitsbegriffen zu denken ist. Dennoch
kann ein Groftteil der Ansétze zum Thema innerhalb der hier explizierten vier
Eigenschaftskomplexe vollstdndig aufgehen. Dies spricht fiir die zunéchst aus ei-
nem einzelnen Begriindungsversuch — der Auflistung Hardys — extrahierte Wahl
der relevanten Eigenschaften, auch oder gerade weil sie teilweise widerstreitende
Interessen darstellen konnen.3*

All die Schonheitsbegriffe kénnen im aufgespannten Panorama also nur gefasst
werden, wenn die beschriebenen Schénheitskriterien in der dargestellten Breite ver-
standen werden. Es muss folglich immer die Rede von Eigenschaftskomplexen sein,
die zur mathematischen Schonheit beitragen. Auch sind die aufgezeigten Querver-
bindungen und die fehlende Trennschérfe zwischen diesen Eigenschaftskomplexen,
aber auch innerhalb der Facetten jedes einzelnen Bereichs jeweils mitzudenken.®

Durch eine so angelegte Charakterisierung mathematischer Schénheit kann das
Konstrukt zunéchst inhaltlich zumindest teilweise und vorldufig offengelegt wer-
den. Gleichzeitig wird aber auch die Unzulénglichkeit der verwendeten Begriff-
lichkeit deutlich. Weiter entsteht durch dieses Vorgehen erst die Moglichkeit, eine
spezifizierte mathematikésthetische Perspektive einzunehmen und auf diese Weise
sonst evtl. verborgene Bereiche der mathematischen Praxis sichtbar zu machen.
Dabei muss es ein Ziel der weiteren Arbeit bleiben, das oben Beschriebene poin-
tierter fassbar, systematisierbarer und beurteilbarer zu machen.

Eines folgt aus dem hier vorgeschlagenen Vorgehen sicher: Der eingangs zitierten
Vermutung Hardys muss zugestimmt werden — It is very hard to define mathema-
tical beauty*. Die dsthetischen Werturteile innerhalb der Mathematik spannen ein
schillerndes, facettenreiches Feld auf. Wie fiir alle zentralen Begriffe der Asthetik
ist es in der Tat sehr schwierig oder gar unmdglich, eine vollstindige Begriffs-
klarung fiir mathematische Schonheit zu geben.

34Dennoch kann naturgemif kein Anspruch auf vollstindiges inhaltliches Erfassen aller denk-
barer Ansétze erhoben werden.

35Dies fiihrt u.a. dazu, dass die Unterscheidung der vier Bereiche zunéchst kiinstlich erscheinen
mag. Wenn im Folgenden aber der Frage nach der Rechtfertigung gestellt wird, einen solchen
Schonheitsbegriff als dsthetische Kategorie zu verstehen, so wird sich herausstellen, dass die
Unterscheidung nicht nur der besseren Beschreibbarkeit geschuldet ist.






Kapitel 3

Ein Streifzug durch die Geschichte
der Mathematikasthetik

Schonheitsurteile iiber die Mathematik scheinen eine Konstante in der abendlén-
dischen Geschichte der Mathematik mindestens seit der griechischen Antike zu
sein. Dies jedenfalls legen Arbeiten nahe, die, etwa um die Beschéftigung mit Ma-
thematikésthetik zu rechtfertigen, Aristoteles, Gauft und Hardy in einem Atem-
zug zitieren. In der Tat: Die Geschichte hélt prominente Zeugen bereit, die die
Schonheit mathematischer Gegensténde behaupten. Jedoch stellt sich angesichts
des jeweils unterschiedlichen historischen Hintergrundes die Frage, inwiefern diese
Aussagen vergleichbar sind, also etwa iiber dieselbe Art mathematischer Schonheit
reden, wie sie in Kapitel 2 herausgearbeitet wurde.

Im Rahmen einer systematischen Arbeit wie der hier vorliegenden kann und soll
diese Frage nicht durch den Versuch einer umfassenden, chronologischen ,Geschich-
te der mathematischen Schonheit“ beantwortet werden. Auch erhebt die présen-
tierte Auswahl keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit. Dennoch scheint der vertiefte
Blick an ausgewéhlten Stellen in die historische Entwicklung angebracht, um ei-
nerseits ihren Wert fiir die aktuelle Diskussion und ihre Beziehung zu aktuellen
Begriffen mathematischer Schonheit einschétzbar zu machen. Andererseits kon-
nen so Kontraste und Konstanten benannt werden, die aufzeigen, inwiefern das
Asthetische der Mathematik als historisch tradiertes Konzept gelten kann.

Im Folgenden sollen in diesem Sinne markante Beispiele ausgew#hlt und dargestellt
werden, die den jeweiligen mathematikéisthetischen Zeitgeist aufnehmen! bzw. ihn
nachhaltig prigen®. Die behandelten Positionen spiegeln dabei bestimmte Argu-
mentationslinien ihrer Zeit wider, in dem sie sich etwa auf einen typischen allge-
meinen Schonheitsbegriff beziehen. Damit ist neben der Tatsache, dass iiberhaupt
die Schonheit von Gegenstidnden der Mathematik behauptet wird, ein zentrales

1Unter diese Kategorie fallt insbesondere Proklos, der die antiken Argumentationsginge zusam-
menfasst (vgl. 3.1). Aber auch Hutcheson wird sich als in gewisser Weise typischer Vertreter
der beginnenden Aufklarung erweisen (vgl. 3.3).

2Hier sind insbesondere Augustinus und Boethius zu nennen, die die antike Tradition aufgreifen
und in die christliche Philosophie des Mittelalters einbetten (vgl. 3.2).
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Auswahlkriterium dadurch gegeben, dass diese Verbindung begriindet wird.
Zeitlich gesehen endet die Darstellung in diesem Kapitel mit der beginnenden Auf-
klarung. Dies ist der Stellung des historischen Streifzugs innerhalb der Systematik
dieser Arbeitet geschuldet: Die vorgestellten Beispiele entstanden vor der kriti-
schen Diskussion mathematikésthetischer Positionen durch Immanuel Kant, wie
sie im Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt wird. Der historische Uberblick iiber die
Geschichte der Mathematikésthetik enthélt so gerade solche Positionen, die Kant
in der Kritik der Urteilskraft aufgreift, um sich von ihnen abzugrenzen und die
damit auch fiir das folgende Kapitel Relevanz besitzen.

Eine umfassende historische Untersuchung der ausgewéahlten Beispiele wiirde den
Rahmen dieses Kapitels sprengen. Aus dem allgemeinen Interesse dieser Arbeit
ergeben sich jedoch drei Fragenkomplexe, die die Untersuchung der historischen
Beispiele leiten und gleichzeitig begrenzen kénnen:

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf dem Schonheitskonzept der mathemati-
schen Praxis. Es ist also jeweils die Frage zu stellen, in welchem Kontext und vor
welchem Hintergrund die Schénheit der Mathematik postuliert wird. Zentral fiir
diese Arbeit ist weiterhin die Frage nach der Asthetik der unter Kapitel 1 abge-
grenzten ,Muster der Mathematiker*. Dies fiihrt bei der Betrachtung der Geschich-
te einerseits dazu, dass Ansétze, die sich explizit und eindeutig mit einem anderen
Gegenstandsbereich beschiftigen, hier nur am Rande Beachtung finden. Dazu z&h-
len auch solche Untersuchungen, die eine umgekehrte Perspektive einnehmen und
etwa die historische Relevanz des Mathematischen fiir die Musik oder die Malerei
darstellen. Andererseits miissen die ausgewéhlten Beispiele daraufhin untersucht
werden, welche mathematischen Gegenstinde jeweils mit dsthetischen Attributen
belegt werden. Analog zur Untersuchung aktueller Aussagen unter Kapitel 2 spielt
natiirlich auch bei den historischen Beispielen die Frage nach der Begriindung der
dsthetischen Urteile, also nach den Kriterien mathematischer Schonheit in der
jeweiligen Zeit eine zentrale Rolle.

Die Literaturgrundlage fiir die anstehenden Untersuchungen der historischen Bei-
spiele bilden in der Hauptsache Arbeiten zur Mathematikgeschichte und zur Ge-
schichte des Schonen allgemein sowie einige wenige Arbeiten, die sich explizit mit
historischen Ansétzen zur Mathematikéisthetik im Speziellen beschéftigen®. Die
vielen Arbeiten, die wie oben angedeutet die historischen Aussagen undifferenziert
nebeneinander nennen, dienen hier nur als Pool moglicher Beispiele.

Angesichts der sehr diinnen Literaturlage im Bereich geschichtlicher Betrachtungen
zur Mathematikésthetik leisten die folgenden Untersuchungen — neben ihrem sys-
tematischen Wert im Rahmen dieser Arbeit — einen Beitrag, diese Liicke in der
Literatur zu schlieffen und grenzen sich aufferdem von jenen weitgehend unkom-
mentierten Zitatesammlungen ab.

3Den einzigen ausfiihrlicheren Versuch eines historischen Uberblicks zur Mathematikisthetik
liefert meines Wissens Jullien (2008), wobei ihr Fokus auf der Frage nach dem Kunstcha-
rakter der Mathematik liegt. Ein weiterer sehr knapper Uberblick mit Schwerpunkt auf der
griechischen Antike ist zu finden bei Sinclair und Pimm (2006).
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3.1 Mathematische Asthetik —
asthetische Mathematik in der Antike

In der griechischen Antike kénnen Interdependenzen Mathematik und Schonheit
auf unterschiedlichen Ebenen festgemacht werden. Zum einen berufen sich die all-
gemeinen Schonheitskonzepte auf mathematische Prinzipien, d.h. die angewandten
Kriterien sind rational, mathematisch beschreibbar. So wird die Kenntnis der Ma-
thematik zur Voraussetzung fiir die Erkenntnis des Schonen. Zum anderen wird
dieses Schonheitsideal auf die Mathematik selbst angewandt. Dabei werden etwa
regelméfige geometrische Koérper oder Proportionen, aber nicht zuletzt auch die
Mathematik als Ganze zum Paradebeispiel hochster Schonheit.

Dies soll im Folgenden an einigen prominenten, auch im Rahmen der Mathematik-
asthetik hdufig zitierten Positionen der antiken Philosophie herausgearbeitet wer-
den. Mit den Pythagoreern, Platon und Aristoteles werden dabei zunéichst solche
Autoren in den Blick genommen, die sich im Rahmen allgemeiner Aussagen iiber
das Schone auch iiber die Schonheit der Mathematik &ufsern, um dann Proklos
Diadochus und seine mathematikésthetische Argumentation vor dem Hintergrund
dezidiert mathematikphilosophischer Uberlegungen ins Zentrum zu riicken. Indem
dieser spétantike Gelehrte auf die im ersten Teil referierten Ansétze zuriickgreift,
koénnen seine Auferungen gleichzeitig als Riickschau und Zusammenfassung anti-
ker Positionen gesehen werden.

3.1.1 Mathematisch beschreibbare Schonheit

Bereits im Denken der Pythagoreer sind mathematische und &dsthetische Elemente
eng miteinander verwoben. Die Grundlage bildet die Pythagoreische Vorstellung,
alles Reale und fiir den Menschen Zugéngliche bestehe aus den gleichen Elementen
wie die Zahlen, wie es hier von Philolaos (ca. 470-399 v.Chr.) zusammengefasst
wird:

,»Und wirklich hat alles, was erkannt wird, Zahl. Denn es ist unmdoglich,
dafs ohne diese irgend etwas im Denken erfafit oder erkannt wird.”
(Philolaos, zitiert nach Eco (2004) S. 62)

Aus dieser Grundannahme entsteht ein quantifizierbarer Schonheitsbegriff, der sich
durch die Elemente Ordnung, Symmetrie und Harmonie auszeichnet (vgl. Most,
1992, S. 1343). Tartakievic fasst diesen fiir die gesamte Antike pragenden Ansatz
der Pythagoreer wie folgt zusammen:

,Sie behaupteten [...] die Harmonie sei eine quantitative, mathema-
tische Anordnung, die von Zahl, Maft und Proportion abhinge. Diese
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These war das eigentliche pythagoreische Motiv, das aus ihrer mathe-
matischen Philosophie hervorging und sich auf ihre akustischen Ent-
deckungen stiitzte. Es war ein Motiv ihrer Kosmologie, das sie in ihre
Asthetik {ibernahmen.“ (Tatarkiewicz, 1979, S. 106)

Somit wird zum einen die Schonheit der Welt mathematisch beschreibbar. Die
Pythagoreer sahen in ,mathematischer Regelméfigkeit eine Garantie fiir Harmo-
nie“ (ebd.), d.h. die Kriterien fiir Schénheit tiberhaupt sind mathematische. Zum
anderen fiihrt dies nach Sinclair und Pimm dazu, dass die Pythagoreer in der
Mathematik selbst die hochste Schénheit sahen:

»In fact, the Pythagoreans were overwhelmed by the aesthetic appeal
of the theorems they discovered and were perennially preoccupied with
the interconnectedness permeated their worldview [...]|.* (Sinclair und
Pimm, 2006, S. 4)

Inwiefern dies in Génze haltbar ist, kann hier nicht gekldrt werden. So wird haufig
der hohe Stellenwert betont, den auch die Mathematik als solche fiir die Pyhtago-
reer hatte. Allerdings wird dies im Allgemeinen mit der ,,Alles-ist-Zahl“-Vorstellung
und dem Hinweis auf die Ausfiihrungen des Aristoteles begriindet. Dieser schreibt
in seiner Metaphysik, die Pythagoreer beschéftigten sich ,als erste mit der Mathe-
matik, bauten sie weiter aus und waren, da sie sich mit ihr sehr auseinandergesetzt
hatten, der Meinung, daf in ihren Prinzipien die Prinzipien der Dinge gelegen sei-
en“ (Aristoteles, Metaphysik, 985b). Auch kann die oben beschriebene Anwendung
der Mathematik zur Erkenntnis des Asthetischen und durch den mathematischen
Schonheitsbegriff als sicher angenommen werden. Eine Anwendung eines solchen
Schonheitsbegriffs auf Mathematisches durch die Pythagoreer wird allerdings nur
in der hier zitierten Stelle behauptet. In der Folgezeit jedoch kénnen auch Quellen
fiir eine solche genuin mathematikdsthetische Betrachtung angegeben werden.

In der platonischen Philosophie ist beispielsweise eine direkte Verbindung zwischen
Mathematik und Schénheit deutlich zu erkennen, was insbesondere im Schénheits-
verstindnis Platons (428/427-348/347 v.Chr.) begriindet liegt. So rekuriert er zur
Definition dessen, was Schonheit ist, etwa in seiner Staatsutopie Politeia auf seine
Ideenlehre:

5 sWir sprechen doch von vielen Einzeldingen, die schon oder gut sind
oder sonst von jederlei Art, und unterscheiden sie auch in unserer
Rede‘~ ,Ja‘~ ,Und ebenso sprechen wir von dem Schénen und Guten
an sich, und so setzen wir bei allem anderen, wo wir Einzeldinge an-
nehmen, eine einzige Idee fiir jedes an und bezeichnen die Dinge nach

ihrer Idee.— ,So ist es! ‘— Die Einzeldinge kann man sehen, aber nicht
denken, die Ideen jedoch denken, aber nicht sehen.‘* (Platon, Politeia,
507b)*

4Hier und im Folgenden werden die Schriften Platons nach der Paginierung der Stephanus-
Ausgabe zitiert.
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Der Begriff der Schonheit verbindet also alle schon genannten ,Einzeldinge”. Da-
mit kann nicht nur ein Kunstwerk schon sein, sondern auch ein Mensch oder die
menschliche Seele. Aufierdem kann die Idee des Schénen als Kriterium fiir Schon-
heit gebraucht werden: Je ndher etwas der Idee kommt, desto schoner ist es. Platon
hebt damit das Schéne aus der sinnlich wahrnehmbaren Erfahrung in die geistige
Welt. Die Schonheit ist nicht in der Reaktion der Menschen auf diese Dinge be-
griindet. Damit prigt Platon einen objektiven Schonheitsbegriff, der so auch mit
der Auffassung der Phytagoreer vereinbar ist, da sie iiber die Beschreibung des
Schoénen durch Zahlen und Proportionen ebenfalls einen rein geistigen Mafsstab
setzten.

Anders als die Pythagoreer sieht Platon jedoch die Schénheit unabhéngig von den
schonen Gegensténden eben als eigensténdige ,,Idee des Schonen. Dennoch schlégt
sich der objektive Charakter wiederum in Kriterien wie Ordnung, Maf und Sym-
metrie nieder (vgl. Most, 1992, S. 1346). So setzt er im Dialog Philebos eben diese
Eigenschaften als Grundlage der Schonheit ganz selbstverstédndlich voraus:

Denn Maf und Verhéltnisméfbigkeit wird uns doch iiberall offenbar
Schonheit und Tugend. (Platon, Philebos, 64¢)

Auch fiir die Erscheinungen der Umwelt ist die Néhe zur Idee des Schénen an eine
gewisse Proportionalitdt gebunden:

»Das schonste aller Bander ist nun das, welches das Verbundene und
sich selbst soviel wie moglich zu einem macht; das aber vermag seiner
Natur nach am besten ein gegenseitiges Zahlenverhaltnis zu bewirken.*
(Platon, Timaios, 31c)

Im Philebos liasst Platon durch Sokrates dem Dialogpartner aufierdem erldutern,
dass geometrische Formen diesem Ideal ndher stehen als die bloff nachahmende
Kunst:

»lch versuche also als Schonheit der Gestalten dir nicht, was wohl die
meisten glauben mochten, zu erkldren, etwa die der lebenden Korper
oder die gewisser Gemadlde; sondern ich nennen etwas gerade, sagt
meine Erkldrung und etwas rund, und aus diesen wiederum die Fl&-
chen und Korper, welche gedreht werden oder durch Richtschnur und
Winkelmafs bestimmt, wenn du mich verstehst. Denn diese, sage ich,
sind nicht in Beziehung auf etwas schén wie anderes, sondern immer
an und fiir sich sind sie ihrer Natur nach schén und haben eine eigen-
tiimliche Lust |[...].“ (Platon, Philebos, 51b f.)

Die aus der Geometrie entstandenen Gebilde sind also nicht eben deshalb schon,
weil sie etwas Schones der Natur darstellen, wie dies die Kunst tut, sondern des-
halb, weil sie selbst der Idee des Schénen nahe stehen. So ist es auferdem nicht
erstaunlich, dass Platon im Timaios die Elemente — Feuer, Luft, Wasser und Erde
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— den regelméfigen Korpern — Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder und Wiirfel — zu-
ordnet. Interessanter ist hier die Tatsache, dass er die Wahl dieser Korper auf ihre
ausgezeichnete Schonheit stiitzt:

»,Denn das werden wir niemandem einrdumen, daf es, wenn jeder von
diesen Korpern als eine eigene Gattung besteht, schonere sichtbare
gebe als sie. Dahin also miissen wir streben, die durch ihre Schénheit
ausgezeichneten vier Gattungen der Korper zusammenzufiigen, dann
kénnen wir behaupten, daft wir ihre Natur zur Geniige erfafiten.”
(Platon, Timaios, 53e)

Die Schénheit der Korper leitet Platon in der Folge aus der Schénheit der Dreiecke
her, aus denen sich ihre Seitenflichen zusammensetzen lassen. Da sich jede Fléche
in Dreiecke und jedes Dreieck in zwei rechtwinklige aufteilen ldsst, muss er dazu
entscheiden, welche der rechtwinkligen Dreiecke die schonsten sind, dabei kommt
er leider ohne weitere Begriindung — ,weshalb, das erheischt eine ausfiihrlichere
Darlegung* (Platon, Timaios, 54a) — zu folgendem Schluss:

~Zwei Dreiecken sei denn der Vorzug zuerkannt aus welchen die Kérper
des Feuers und der iibrigen Grundstoffe zusammengefiigt sind, dem
gleichschenkligen und demjenigen, in welchem stets das Quadrat der
groferen Seite das dreifache des der kleineren ist.“ (Platon, Timaios,
54b)

Neben dem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck zéhlt er also solche rechtwink-
ligen Dreiecke zu den schonsten, deren Hypothenuse doppelt so lang ist wie die
kiirzere Kathete. Sechs solcher Dreiecke setzt er zusammen und erhélt so ein gleich-
seitiges.® Aus diesen zwei Arten von besonders schénen ,Grunddreiecken® (Platon,
Timaios, 55a) konnen nun alle Seitenflichen der reguldren Korper zusammenge-
setzt werden.%

Aus heutiger Sicht wendet Caroline Jullien ein, dass die ontologische Nédhe der
mathematischen Ideen zur Idee des Schonen nach Platon keine Aussagen iiber &s-
thetische Qualitdten der mathematischen Gegenstdnde an sich zulieffen, sondern
lediglich etwas iiber die Stellung der Mathematik in der platonischen Ideenwelt
(vgl. Jullien, 2008, S. 23) aussagten. Innerhalb des platonischen Konzeptes kann
diese Unterscheidung aber nicht getroffen werden. Vielmehr wird fiir Platon durch

5Vgl. auch vgl. auch Beschreibung und Abbildung in Brisson (1996), S. 237 bzw. 248. Inter-
essanterweise nutzt Platon hier nicht die Moglichkeit aus nur zwei solchen Dreiecken — zu-
sammengesetzt an der langeren Kathete — ein gleichseitiges zu erzeugen, sondern wahlt eine
relativ aufwéndige Methode, in dem er je zwei der auserkorenen Dreiecke an der Hypothenuse
zusammenstofen ldsst, um dann drei solcher Drachenvierecke so zusammen zu setzen, dass ein
gleichseitiges Dreieck entsteht, dessen Seiten je doppelt so lang sind, wie die langere Kathete
des urspriinglichen Dreiecks (vgl. Platon, Timaios, 54d f.).

6Tartarkiewicz weist darauf hin, dass aufgrund der Autoritit Platons diese Dreiecke auch weit
iber seine Zeit hinaus als Grundformen der Architektur verwendet wurden (vgl. Tatarkiewicz,
1979, S. 146).
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die Beschéftigung mit dem Mathematischen gerade die Schau der Idee des Scho-
nen ermoglicht, was Platon wiederum berechtigt, wie im obigen Zitat geschehen,
davon zu sprechen, dass geometrische Formen schén sind.

Dies hat praktische Konsequenzen: So wird beispielsweise in Platons Idealstaat
die Mathematik nicht zuletzt auf Grund ihrer Ndhe zur Idee des Schénen Teil der
Ausbildung von Wiichtern und Philosophen (vgl. etwa Platon, Politeia, 522 ff.).
Durch die Nédhe der Schonheitskriterien zur Tugend folgt auch die Aufgabe schéner
Dinge, zum tugendhaften Leben zu fiithren. Das bedeutet Platon folgend wieder-
um, dass die Mathematik dies besser leisten kann als die mimetische Kunst (vgl.
Eco, 2004, S. 50). So erhilt die Mathematik insbesondere in Form von Harmonie-
lehre, Geometrie und Astronomie einen Platz im Bereich der dsthetischen Bildung
(vgl. Spies, 2005, S. 24). Dennoch macht Julliens Einwand deutlich, dass sich die
platonische Begriindung fiir die Schonheit der Mathematik stark von bestimmten
zeitgendssischen Positionen unterscheidet.”

Um die mathematikésthetischen Bestrebungen bereits bei den groften Denkern
der Antike zu belegen, wird neben den besprochenen Auferungen Platons hiufig
auch auf Aristoteles (384-322 v.Chr.) hingewiesen, und hier insbesondere auf einen
Hinweis im Rahmen seiner Metaphysik:

»|- - - | so befinden sich diejenigen im Irrtum, die behaupten, die mathe-
matische Wissenschaft spriche nicht vom Schénen oder Guten. |...]
Die hauptsédchlichsten Arten des Schénen sind Ordnung, Gleichmafs
und das Begrenzte; all das beweisen am meisten die mathematischen
Wissenschaften.“ (Aristoteles, Metaphysik, 1078a)

Anders als bei Platon steht im Zentrum der Aristotelischen Schriften zu &stheti-
schen Themen die Kunsttheorie. So gilt seine Poetik als erste erhaltene Arbeit,
die sich systematisch mit einer Kunstform befasst. Dennoch &ufsert er sich immer
wieder auch zur Natur des Schénen und zu den Eigenschaften schoner Dinge. Hier
reiht sich auch das obige Zitat ein. (Vgl. Tatarkiewicz, 1979, S. 168)

In der zitierten Stelle aus dem Kapitel {iber Die Mathematik und ihre Objekte wi-
derspricht Aristoteles nun jenen, die den Bezug des Schonen (und des Guten) zur
Mathematik verneinen.® Er betont dabei, dass in der Mathematik zwar das Scho-
ne nicht explizit thematisiert wiirde, jedoch die der Schonheit zugrunde liegenden

"Dem entgegen stehen in gewissem Sinn die Vertreter der Konkreten Kunst. Hier weisen Gre-
gor Nickel und Michael Rottmann eine der platonischen sehr nahestehende Argumentation
fiir die direkte kiinstlerische Verarbeitung mathematischer Ideen ohne den Umweg iiber die
Darstellung der realen Welt nach (vgl. Nickel und Rottmann, 2006, S. 155ff).

8Dies konnte einer Anmerkung des Ubersetzers Franz F. Schwarz zu Folge eine Replik auf
Aristipp sein, dessen Mathematikauffassung Aristoteles auch an fritherer Stelle bereits dhnlich
kritisiert: ,,Deshalb schméahten auch einige Sophisten, wie etwa Aristipp, die Mathematik;
denn — so meinten sie — bei den anderen Kiinsten |...]| sei stets die Rede davon, ob etwas
besser sei oder schlechter, doch die Mathematik kiimmere sich iiberhaupt nicht um Gutes
und Schlechtes. (Aristoteles, Metaphysik, 996a)
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Prinzipien behandelt und sogar bewiesen wiirden.’ Die angefiihrten Eigenschaften
schoner Dinge Ordnung und Gleichmaf erinnern an den durch die Pythagoreer ge-
pragten klassischen Schénheitsbegriff. Auch folgt er der klassischen Argumentation
und ordnet die Behandlung dieser Kriterien den mathematischen Wissenschaften
zu. Die dritte der genannten Eigenschaften, die Begrenztheit, nimmt nach Tartar-
kiewicz eine Sonderstellung ein. Dieses Kriterium verweist darauf, dass schone
Dinge fiir die Sinne bzw. fiir den Geist erfassbar sein miissen:

LEr [Aristoteles| teilte zwar die Ansicht seiner Landsleute, dass die
Schonheit von der Proportion, der Ordnung und dem wohlgelungenen
Geflige abhénge, aber er filigte ein weiteres Kriterium hinzu: die Er-
fassbarkeit, die Moglichkeit einen schénen Gegenstand mit dem Blick
oder Gedéachtnis zu umfassen. Damit trug er einen subjektiven Faktor
in die Betrachtung des Schoénen hinein.“ (Tatarkiewicz, 1979, S. 189)

Warum Aristoteles aber auch das Begrenzte zu den Eigenschaften zahlt, von denen
die Mathematik in besonderer Weise handelt, ist bei dieser Deutung des Begriffs
unklar.! Mindestens zeigt sich, dass bei Aristoteles der klassische Schluss von
(rein) mathematischen Schonheitskriterien auf den dsthetischen Wert der Mathe-
matik nicht so unmittelbar auf der Hand liegt, wie bei den Pythagoreern. Leider
16st Aristoteles die Ankiindigung, ,deutlicher [...]| dariiber noch an anderer Stelle
sprechen“ (Aristoteles, Metaphysik, 1078b) zu wollen, nicht ein'®.

3.1.2 Proklos — Eine Zusammenfassung der antiken Sicht

Der spitantike Philosoph Proklos (410/12 — 485) kam wéhrend seines Studiums in
Alexandria, u.a. bei Olympiodorus und Heron, sowohl in ersten Kontakt mit der
Philosophie des Platon und des Aristoteles als auch mit der Mathematik und Phy-
sik seiner Zeit. Diese Studien intensivierte er spater als Mitglied der platonischen
Akademie, deren Vorsteher er spiter wurde.'? Unter seinen Lehrern Plutarch und
Syrianus begann Proklos in Athen die Arbeit an Kommentaren zu philosophischen
und theologischen aber auch zu mathematischen Werken seiner Vorgénger. (Vgl.
Morrow, 1970, S. xxxix{t)

Erhalten und viel beachtet ist darunter Proklos” Kommentar zu den Elementen des
Euklid, in denen er sowohl mathematisches Verstindnis beweist als auch Hinweise

9 Denn wenn sie auch das Schéne und Gute nicht nennen, doch deren Werke und Verhéltnisse
beweisen, so bedeutet das nicht, daR sie davon nicht spriachen.“ (Aristoteles, Metaphysik,
1078a)

10Eine ahnliche gefasste Eigenschaft findet sich auch, wie in Kapitel 2 beschriebenen, als Facette
des Schonheitsbegriffs der Mathematiker im Kriterium der Subjektiven Zugénglichkeit wieder
(vgl. 2.2.1).

' Mindestens ist ein solcher Hinweis nicht erhalten (vgl. die Anmerkung von Schwarz in Aristo-
teles, Metaphysik, S. 403).

12Daher auch der Namenszusatz ,,Diadochus®.



3.1 Mathematische Asthetik — dsthetische Mathematik in der Antike 65

fiir seine Studenten sowie seine eigene neuplatonische /neuphytagoreische Mathe-
matikphilosophie unterbringt:

wProclus was a competent mathematician but he could not regard ma-
thematics as a self-enclosed field, without implications for the cosmic
philosophy that he espoused. [...] Proclus regarded mathematics as a
handmaid to philosophy.“ (Morrow, 1970, S. li)

Ein tiefgehendes Versténdnis der Inhalte und Kenntnis der Rezeptionsgeschichte
beweist er an vielen Stellen, an denen er das Vorgehen Euklids kritisiert und etwa
eigene Beweisansiitze liefert, bzw. auf vorhergehende Euklidkommentare eingeht.*?
Dabei setzt er sich u.a. intensiv mit Fragen rund um das Parallelenpostulat aus-
einander.

Prokolos greift aufserdem antike Argumentationslinien zur Mathematikphilosophie
und auch speziell zur Schonheit der Mathematik auf und liefert eine kommentier-
te systematische Zusammenfassung. Die folgende Argumentation findet sich im
Prolog seines Euklid-Kommentars'® und zieht explizit die aristotelischen Schén-
heitskriterien heran:

,,To those who sax these things we can reply by exhibiting the beauty of
mathematics on the principles by which Aristotle attempts to persuade
us. Three things, he says, are especially conductive to beauty of body

or soul: order, symmetry, and definiteness. [...] These characters we
find preeminently in mathematical science.“ (Proclus, Commentary,
IX., 26)

Dieses Zitat steht im Kapitel IX. des ersten Teils des Prologs, das Morrow als
Ubersetzter mit An Answer to the Detractors of Mathematics iiberschreibt. Pro-
klos stellt Einwanden seiner Zeitgenossen, die der Mathematik ihren Stellenwert
absprechen wollen, indem sie ihre Verbindung mit dem Guten und Schénen generell
verneinen, zundchst die Autoritdt des Aristoteles entgegen. Bezogen auf die Krite-
rien fiir Schonheit im Allgemeinen fiihrt Proklos so die oben beschriebene antike
Tradition fort. Ein als schén erkannter Gegenstand zeichnet sich durch Ordnung,
Symmetrie und klare Bestimmtheit (vgl. Proklus, Kommentar, S. 181) aus. Die-
se Kriterien erfiillen die mathematischen Gegensténde in besonderer Weise und
werden so auch fiir Proklos zu Beispielen besonderer Schonheit. Dabei ist das Ma-
thematische allgemein Gegenstand der dsthetischen Betrachtung.

Anders als seine antiken Vorbilder, die diesen Zusammenhang im Kontext allge-
meiner philosophischer Betrachtungen darlegen, erlaubt es der mathematikphi-
losophische Kontext des Prologs, die Schonheitsbehauptungen an Beispielen aus

13Verschiedene Beispielen fiir dieses Vorgehen des Proklos finden sich unter (Morrow, 1970, S.
liff).

MDie Ubersetzung des Euklid-Kommentars von Morrow gilt als eine der genausten, so dass im
Folgenden in der Hauptsache auf diese zuriickgegriffen wird. Zitate"und Ubertragungen ins
Deutsche beziehen sich auf die von Steck herausgegebene deutsche Ubersetzung von Schén-
berger.
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der Mathematik weiter auszufithren. Als Beispiele fiir die besondere Ordnung der
Mathematik fiihrt Proklos den Aufbau mathematischer Argumentationen an: Es
werde klar zwischen Voraussetzungen und Folgerungen unterschieden, komplexe
Theoreme und Aussagen folgen aus einfachen und sind immer wieder auf diese
zuriickfithrbar. Symmetrie sieht er in der Ubereinstimmung der Beweise unter-
einander ,and in their common reference back to Nous* (Proclus, Commentary,
IX., 27). Die Bestimmtheit zeigt sich dagegen in der Mathematik durch die Unver-
anderlichkeit und Sicherheit mathematischer Ideen. (Vgl. Proclus, Commentary,
IX., 26f) Aus diesen Einzelbetrachtungen der Schonheitscharakteristika bekréaftigt
er erneut den Schluss auf die Schonheit der Mathematik:

JIf, then, these are the factors especially productive of beauty, and
mathematics is characterized by them, it is clear that there is beauty
in it.“ (Proclus, Commentary, IX., 27)

Mit dem Postulat, die Mathematik erfiille die Aristotelischen Schénheitskriterien
im Besonderen, stellt sich Proklos auch denjenigen Zeitgenossen entgegen, denen
wauf die Sinnenwelt gerichtete Erfahrungswissenschaften |[.. .| niitzlicher [erschei-
nen| als ihre generellen Theoreme. [Fiir sie| sei die Erdmessung (Geodésie) niitz-
licher als die Geometrie, die Arithmetik des gemeinen Volkes niitzlicher als die
auf (abstrakte) Lehrsétze gegriindete, und die seeménnische Sternkunde (Nautik)
sei niitzlicher als die allgemeine (Astronomie)* (Proklus, Kommentar, S. 181).15
Er verweist darauf, dass die Mathematik die Anwendbarkeit nicht brauche, son-
dern vielmehr eine Berechtigung um ihrer selbst willen habe. Statt die allgemeinen
Theoreme der Mathematik aufgrund ihrer vordergriindigen Nutzlosigkeit abzuwer-
ten, sollten sie gerade deshalb besonders geschitzt werden. (Vgl. Proclus, Com-
mentary, IX., 28f.) Den Kritikern wirft er aber nicht nur eine verdrehte Sicht auf
die Wertigkeit der Mathematik vor, sondern zweifelt auch an ihrem Geschmack:

»30 those who despise mathematical knowledge are they that have no
taste of the pleasures it affords.” (Proclus, Commentary, IX., 28)

3.2 Zahl und Proportion in der christlichen
Philosophie des Mittelalters

Der auf mathematisch-rationalen Kriterien beruhende antike Schonheitsbegriff
hatte auch in der Folge Bestand. Dies ist insbesondere auf den Einfluss der Schrif-
ten des Augustinus (354 - 430) und des Boethius (um 480 - 525) nicht nur auf die

15Dies ist insbesondere deshalb interessant, weil es dem Ansatz von Mathematikern des 20. Jahr-
hunderts nahe kommt. So widerspricht z.B. auch Hardy niemandem, der die Anwendbarkeit,
der von ihm bearbeiteten Mathematik anzweifelt und geht auf solche Zweifler nur am Rande
ein, betont aber anderseits die Asthetik und den Kunstcharakter seiner Wissenschaft (Hardy,
1940, vgl.).
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mittelalterliche Asthetik zuriickzufiihren. Beide kénnen als Gelehrte an der Schwel-
le zum Mittelalter gesehen werden, die einerseits {iber eine ausreichende Bildung
verfiigten, um die Werke antiker Philosophen zu studieren und andererseits den
christlichen Glauben angenommen hatten und somit beides in ihrer eigenen Phi-
losophie verbinden konnten. Thre Ausfiihrungen waren pragend fiir die mittelalter-
liche Asthetik und auch den mathematischen Kanon. So schreibt Tatarkiewicz in
seiner Geschichte der Asthetik iiber die Rolle des Boethius und des Augustinus:

s|Boethius| gab das Prinzip der Hauptstrémungen der antiken Asthetik
an das Mittelalter weiter. Dieses Verdienst teilt er mit Augustinus, der
ebenfalls das Schone als das Verhéltnis der Teile betrachtete: wiahrend
jedoch dieser das Verhéltnis eher als qualitativ auffasste, vermittel-
te Boethius das pythagoreische Prinzip in der radikalen quantitativen
mathematischen Gestalt. (Tatarkiewicz, 1980, S. 96)

Obgleich also sowohl Augustinus als auch spéater Boethius die tradierte, auf ma-
thematischen Prinzipien beruhende Sichtweise auf das Schone beibehielten, scheint
ihnen die antike Bewunderung fiir die Mathematik als Wissenschaft mindestens
um ihrer Schénheit Willen eher fern zu liegen. Sinclair und Pimm zitieren gar die
Warnung der Christenheit vor den Mathematikern in Augustinus’ De Genesi ad
Litteram, um die nicht vorhandene mathematikésthetische Bedeutung des Mittel-
alters zu dokumentieren (vgl. Sinclair und Pimm, 2006, S. 4f).!6 Im Folgenden
soll diese Diskrepanz vor der Frage, ob und inwiefern der Mathematik im Mit-
telalter ein dsthetischer Wert beigemessen wurde, beleuchtet werden. Dazu wird
zunéchst ausfiihrlich Augustinus als frithmittelalterlicher Vordenker und Wegberei-
ter eines qualitativ-mathematischen Schonheitsbegriffs untersucht. Im Anschluss
wird Boethius als Vertreter einer der antiken Auffassung noch niher stehenden
eher quantitativ-mathematischen Asthetik in den Blick genommen.'”

3.2.1 Augustinus — Qualitativ-mathematische Schonheit

LEr iibernahm die dsthetischen Prinzipien der Alten, aber er wandelte
sie um, und in dieser umgewandelten Gestalt iibermachte er sie dem
Mittelalter. Er ist ein Knotenpunkt in der Geschichte der Asthetik:
in ihm laufen alle Linien der alten Asthetik zusammen, und von ihm
gehen jene der mittelalterlichen aus.“ (Tatarkiewicz, 1980, S. 59)

16 Hence the good Christian should beware of mathematicians and all those who make empty
prophecies, especially when they tell the truth, for fear of leading his soul into error by
consorting with demons.“ (De Genesi ad Litteram, Buch II, 23, zitiert nach (Sinclair und
Pimm, 2006, S. 5)). Ob dieser Ausspruch einen tragfiahigen Einwand darstellt bleibt zu kléren,
insbesondere da im Mittelalter der Begriff Mathematiker — gemeint waren héufig ausschlieflich
die Astrologen — anders verwendet wurde.

"Dabei werden ihre Ausfithrungen zur Asthetik nur soweit dargestellt, wie es im Rahmen dieses
historischen Exkurses notwendig und moglich ist.
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Die augustinische Rolle fiir die mittelalterliche Asthetik kann Tartakiewicz folgend
nicht hoch genug eingeschitzt werden. Er war nicht nur ein Vordenker fiir das friihe
Mittelalter, seine weltanschaulichen und &sthetischen Gedanken sollten vielmehr
lange Zeit die leitenden der westlich-christlichen Welt sein und ,ein Jahrtausend
die dsthetische Autoritit der christlichen Asthetik® (Zirfas, 2009, S. 187) bilden.
Als Sohn eines heidnisch-rémischen Verwaltungsangestellten und einer Christin
genoss er eine klassische Rhetorikausbildung aber auch die christliche Erziehung im
Elternhaus, obgleich er sich selbst erst spater dem Christentum anschloss. 33jahrig
getauft griindete er zunéchst ein Kloster und wurde 395 Bischof von Hippo Regio.
Er gilt als einer der Kirchenviiter, und seine Gedanken hatten entsprechenden
Einfluss auf das lateinisch-christliche Mittelalter. (Vgl. Zirfas, 2009, S. 188ff)

Das einzige Werk des Augustinus, das explizit die Asthetik bzw. die Schénheit zum
Gegenstand hatte (De pulchro et apo), ging bereits zu seinen Lebzeiten verloren.
Dennoch kénnen seine Ansichten zum Schonen und den Kiinsten rekonstruiert wer-
den, da er sie auch in anderen Zusammenhéngen immer wieder ausfiihrt, obgleich
lediglich seine Ausfithrungen zur Musik (de musica) einen genuin dsthetischen Ge-
genstand behandeln.(Vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 59)

Augustinus iibernimmt von den Neuplatonikern einen objektiven Schénheitsbe-
griff. So stellt er in De vera religione ,ohne Zweifel* fest, dass die Schonheit eine
Eigenschaft der Dinge sei. Sie kann nicht durch das Vergniigen des betrachtenden
Subjekts begriindet werden, sondern ,man habe deshalb Freude an ihnen, weil sie
schon seien® (Augustinus, De vera religione XXXII, 59. Zitiert nach Tatarkiewicz
(1980) S. 73). Diese Objektivitét beruht auf den Zahlen und ihren Verhéltnissen
als Grundlage des Schénen:

Von hier schritt die Vernunft weiter zu den Kréften der Augen, und
wahrend sie Erde und Himmel betrachtete, fithlte sie, daf ihr nur die
Schonheit gefiel, und in der Schonheit die Formen, in den Formen die
Mafe!® und in den Mafen die Zahlen.“ (Augustinus, De ordine, XLII,
S. 75)

Es ist also nicht der sinnliche Eindruck direkt, der gefillt, sondern die hinterlie-
genden ordnenden mathematischen Prinzipien. Dazu zéhlen nicht nur Mafe und
Proportionen, also Zahlverhéltnisse, sondern auch im Speziellen die zahlenméfige
Gleichheit sowie durch Zahlen darstellbare Eigenschaften, wie etwa der Rhythmus.
Im vierten Buch seiner Arbeit iiber die Ordnung weist Augustinus dariiber hinaus
dem vernunftméfigen Erkennen dieser Schénheitskriterien die spater zum Quadri-
vium zihlenden Wissenschaften zu (vgl. Augustinus, De ordine, S. 73ff): Um die
Schonheit des Gehorten durch die Vernunft grundzulegen, also zur Behandlung
von Harmonie und Rhythmus, bedarf es der Musiklehre. Die Untersuchung der
Schonheit sichtbarer ,Linien und Rundungen, Gestalten und Formen® weist er der

I8 Tatarkiewicz iibersetzt hier statt ,MaRe“ mit ,Proportionen* (vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 74).
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Geometrie zu und das Aufdecken von ,Mafs und Zahl als beherrschende Krifte*
(Augustinus, De ordine, XLII, S. 75) der Himmelsbewegungen der Astronomie.'¥

Das obige Zitat verweist weiter darauf, dass zwischen der wahrnehmbaren Schén-
heit und der Schonheit der Seelen unterschieden werden muss, welche wiederum
nur durch den Geist zu erkennen ist. Dieses geistig Schone macht die Schénheit der
Welt im eigentlichen Sinne aus. Durch sie hindurch ist die oberste Schonheit, die
Schonheit Gottes zu sehen. (Vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 66f) Aus dieser Hierarchie
des Schoénen zieht Augustinus aufterdem den Schluss, dass die Priifung der Schon-
heitsprinzipien und damit das eigentliche dsthetische Urteil der Vernunft obliegen
muss. Begriindet wird dies beispielsweise in seinem Werk {iber die Musik durch die
Beobachtung, dass die Sinne, abgelenkt durch einen wahrgenommenen Wohlklang,
die Gleichheit zweier Silben vermuten kénnten, was sich vernunftméfig betrach-
tet als Tduschung herausstellt. Echtes dsthetisches Wohlgefallen darf also nur auf
Urteilen der Vernunft beruhen:

»,Daraus folgt fiir uns die Mahnung, unser Ergotzen nicht {iber die sinn-
liche Freude zu beziehen, in der auch die Nachahmung der Gleichheit
fiir schon gilt. Mit den Sinnen kdnnen wir die Erfiillung der Gleich-
heit nicht erfassen; im Gegenteil: wir erfassen wahrscheinlich nur ihre
Nichterfiillung, wenn wir auch nicht leugnen kénnen, daf selbst die
Nachahmung auf ihre Art und in ihrer Ordnung schén genannt werden
kann.* (Augustinus, De musica, Buch 6, 10. Kapitel, S. 246)

Hier spiegelt sich auch im Rahmen der Asthetik des Augustinus eine fiir das ge-
samte friithe Mittelalter und dariiber hinaus? prigende Einstellung wieder, die
wiederum zu einer speziellen Wertschiatzung von Vernunft und Mathematischem
fithrte: Basierend auf dem biblischen Wort ,Aber du hast alles nach Maf}, Zahl
und Gewicht geordnet* (Weisheit 11, 21) werden die Gesetze der Arithmetik zu
Wahrheiten, die vom betrachtenden Menschen unabhéngig gelten. Aufferdem wird
ihnen eine {ibergeordnete Stellung im Rahmen der Vernunftprinzipien eingerdumt.
So stellt Augustinus in de ordine fest, ,dafs in der Vernunft das Beste und Méch-
tigste die Zahlen sind oder aber, daff Vernunft und Zahl dasselbe sind“ (Augusti-
nus, De ordine, XLVIII, S. 75) Auf diese Weise erreicht das mathematische Wissen
und damit einhergehend die mathematische Bildung nicht nur bezogen auf &sthe-
tische Werturteile einen Stellenwert. Hein weist jedoch darauf hin, dass immer nur
Vernunft und Glaube gemeinsam zur Erkenntnis fithren konnten. Aufierdem trug
diese Funktion mathematischer Gesetzmafigkeiten zwar zu einer speziellen Wert-
schétzung insbesondere der Arithmetik bei, aber nicht zu weiterer mathematischer

nteressant ist, dass die Unterscheidung der Wissenschaften auf den unterschiedlichen Sin-
nen beruht, denen die Gegensténde der jeweiligen Disziplin zugénglich sind. Deutlich wird
hier, dass zwar die Vernunft allein Richter iiber die hinterliegenden (dsthetischen) Prinzipien
sein kann, den Sinnen aber mindestens in der Auswahl und Zugénglichkeit der Objekte eine
wichtige Rolle zukommt.

20Knut Radbruch weist an Fallbeispielen Bedeutung und Auswirkungen des Ordo-Gedankens bis
ins 20. Jahrhundert nach (vgl. Radbruch, 1997, S. 218ff).
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Forschung und wissenschaftlichem Fortschritt auf diesem Gebiet. Vielmehr stand
die ,philosophische” Verwendung nicht zuletzt im Bereich der Zahlenmystik im
Vordergrund. (Vgl. Hein, 2010, S. 32ff.)

Dies spiegelt sich auch in der augustinischen Verwendung des Mathematischen im
Rahmen seiner Asthetik wider. So ist sein Schénheitsbegriff, wie eingangs erwihnt,
ein qualitativ-mathematischer. Er verweist zwar auf mathematische Gesetzmafig-
keiten, Beziehungen und Begrifflichkeiten, verwendet diese jedoch zur Beschrei-
bung eines aufserhalb der eigentlichen mathematischen Theorie liegenden Phéno-
menbestandes und bezogen auf einen sehr weitgefassten Eigenschaftsbereich. Dies
zeigt sich beispielsweise im Aufspiiren des Rhythmus-Kriteriums auferhalb der
akustischen Kiinste, wenn er vom Rhythmus des menschlichen Kérpers als Schon-
heitsmerkmal spricht (vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 62). Eigentlich arithmetische
Begriffe werden so nicht zur Quantifizierung, sondern als eine Art Metapher ver-
wendet. Tatarkiewicz fiihrt dies auf den Einfluss und die Stellung der Asthetik
innerhalb der augustinischen christlichen Philosophie zuriick:

s|AJls Asthetiker neigte er [Augustinus| zu einem mathematischen Ver-
stdndnis des Schonen, aber als Christ wollte und konnte er auf eine
innere Schonheit nicht verzichten.“ (Tatarkiewicz, 1980, S. 62)

Dennoch diente Augustinus die prinzipiell mégliche quantitativ-mathematische Be-
schreibbarkeit zur Einordnung der Kiinste. So stellte er insbesondere die Musik,
aber auch die Architektur {iber Malerei und Bildhauerei, ,denn mit der unvoll-
kommenen Nachahmung der sinnlichen Wirklichkeit beschéftigt, operieren [Ma-
lerei und Bildhauerei] nicht mit der Zahl und weisen zu wenig Rhythmus auf*
(Tatarkiewicz, 1980, S. 70).

Bisher konnte gezeigt werden, dass aus der antiken Tradition heraus das Mathema-
tische eine zentrale Rolle auch im Rahmen der augustinischen Asthetik spielt und
so, wenn auch in qualitativer Form, in die mittelalterliche Philosophie des Schénen
Eingang findet. Die mathematischen, insbesondere arithmetischen Gesetzmafsig-
keiten werden zum Kriterium &sthetischer Wertzuschreibungen. Fiir Augustinus
und in seiner Tradition sind schéne Dinge in Kunst und Welt ,Muster durch Ma-
thematik“. Fiir die Mathematikdsthetik im Sinne dieser Arbeit stellt sich jedoch
die Frage, ob Mathematisches selbst auch Gegenstand &sthetischer Wertzuschrei-
bungen wurde.

Wie bereits angedeutet wird der Mathematik als Wissenschaft kein direkter Platz
in der Forschung des Augustinus eingerdumt. So steht zu erwarten, dass er auch
in mathematikisthetischer Hinsicht nicht seinen antiken Vorbildern folgt und die
Mathematik als solche zum Paradebeispiel des Schonen erhebt.

In de quantitate animea jedoch wendet er sein Konzept von Schonheit auf geo-
metrische Formen und die ihnen eigenen mathematischen Gesetzmafigkeiten an.
Mathematisches wird also ohne den Umweg der Anwendung etwa im Rahmen
der Architektur zum Gegenstand dsthetischer Werturteile; es wird die Schonheit
von ,Mustern der Mathematiker” untersucht. In der Anwendung des Kriteriums
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der (zahlenméfigen) Gleichheit kommt Augustinus dabei zu einer Rangfolge unter
verschiedenen einfachen geometrischen Figuren. Eco fasst das Ergebnis wie folgt
zusamimen:

,Das gleichseitige Dreieck ist [...]| schoner als das ungleichseitige, weil
mehr Gleichheit in ihm ist; noch schoner ist das Quadrat, in dem gleiche
Winkel gleichen Seiten gegeniiberstehen; am schoénsten ist aber der
Kreis, bei dem kein Winkel die kontinuierliche Gleichheit des Umfangs
unterbricht.“ (Eco, 1991, S. 67)%

Im Rahmen einer mathematikdsthetischen Untersuchung ist die beschriebene &s-
thetische Hierarchisierung geometrischer Figuren bereits bemerkenswert. Um die-
ses frithmittelalterliche mathematikésthetische Verhalten aber einordnen zu koén-
nen, ist ein detaillierterer Blick auf den augustinischen Begriindungszusammen-
hang notwendig und besonders interessant.??

Die Schonheit der geometrischen Figuren wird in de quantitate animea im Zusam-
menhang mit der Frage nach dem Ort der Seele und der Rolle der Vernunft in
Dialogform diskutiert. Augustinus schligt seinem (fiktiven) Dialogpartner Evodi-
us vor ,,ob es nicht vorzuziehen ist zu glauben, |...] dak die Seele weder lang, noch
breit, noch tief ist“ (Augustinus, De quantitate animea, S. 15). Um die Zweifel
des Evodius auszurdumen, wird in der Folge das ,,Unkdrperliche” (Augustinus, De
quantitate animea, S. 16) der Begriffe Lange, Breite und Tiefe gezeigt. Ausgehend
von der klassischen Definition der Linie als breitenlose Linge wird im siebten Ka-
pitel der Begriff der Figur als ein von Linien umschlossener Raum eingefiihrt, um
schliefslich zum unteilbaren Punkt, der weder Linge noch Breite hat, zu gelangen.
Auf diesem Weg geht Augustinus auf die fiir die vorliegende Arbeit besonders in-
teressante Frage ein, welche Figur ,als die bessere und schonere” (Augustinus, De
quantitate animea, S. 21) erscheine. Dazu erarbeiten sich die Dialogpartner zu-
néchst die Figenschaften des Dreiecks, als mit der kleinstnétigen Anzahl an Linien
umschlossenen Figur: In ihm ist die Anzahl der umschliefenden Linien gleich der
Anzahl der Innenwinkel. Auferdem sind alle Winkel dann und nur dann gleich
groft, wenn die Seiten gleich lang sind. Das so beschriebene gleichseitige Dreieck
stellt somit unter den Dreiecken den gréfsten Grad an Gleichheit dar und wird den
anderen vorgezogen. Ungleichheit wird in dieser Figur nun insofern identifiziert, als
dass sich mit Winkel und Seite je verschiedene Elemente gegeniiber liegen. Diese
Gleichheit kann in einer mit vier Linien begrenzten Figur hergestellt werden. Unter
allen Vierecken ist nun wieder dasjenige das schonste, dessen Seiten gleichlang und
dessen Winkel gleichgrof sind. Uber die Figur des Quadrats sagt Augustinus:

21Vgl. auch Hein (2010) S. 125 und Zirfas (2009) S. 194. Eco beruft sich auferdem auf Karel
Svoboda: L’estetique de St. Augustin et ses sources. Paris 1927.

22Dje folgenden Ausfiihrungen gehen somit iiber die mir bekannte Sekundérliteratur, die diese
Stelle im Rahmen von &sthetik- bzw. mathematikgeschichtlichen Untersuchungen anfiihrt,
hinaus.
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+Wie du siehst, herrscht in ihr sowohl die Gleichheit der Linien als
auch die der Winkel. Im Gegensatz zum gleichseitigen Dreieck finden
wir im Quadrat vollige Gleichférmigkeit im jeweiligen Gegeniiber, denn
du siehst, wie hier sich Linie der Linie und Winkel dem Winkel in
Gleichheit entsprechen.“ (Augustinus, De quantitate animea, S. 25)

Ungleichheit beziiglich der konstituierenden Elemente bestehe allerdings in jeder
geradlinig begrenzten Figur dort, wo zwei Linien auf einander treffen und einen
Winkel bilden (Augustinus, De quantitate animea, S. 26). Weitere Gleichheiten,
aber auch entscheidende Ungleichheiten innerhalb der Konstellationen gleichseiti-
ges Dreieck und Quadrat werden an den Eigenschaften der jeweiligen Verbindungs-
linien vom Mittelpunkt der Figuren zu den Ecken und zu den Seitenmittelpunkten
nachgewiesen:

»2Augustin: Welche sind von allen die kiirzesten, und wie viele von ihnen
gibt es in jeder Figur? — Evod: Ebenfalls im Quadrat vier, im Dreieck
drei, es sind jene, die zur gegeniiberliegenden Mitte gefiihrt werden.
— Augustin: Das scheint mir vollkommen richtig zu sein |[...]. Denn
hier siehst du meiner Ansicht nach eine grofte Gleichheit herrschen, die
trotzdem nicht in allen Teilen vollkommen gewahrt ist. (Augustinus,
De quantitate animea, S. 27)

Trotz der zahlenméfigen Gleichheit von Seiten, Winkeln, Strecken vom Mittel-
punkt zu den Ecken und Strecken vom Mittelpunkt zu den Seitenmitten und
grofenmafiger Gleichheit von Seiten untereinander und Winkeln untereinander,
herrscht also grofenmaéfige Ungleichheit zwischen den vom Mittelpunkt ausge-
henden Strecken. Sowohl diese grofkenméfige Ungleichheit als auch der ungleiche
Wechsel von Linie zu Linie im Winkel sind im Kreis behoben, der damit auch die
Figur ist, ,die die hochste Gleichheit besitzt* (Augustinus, De quantitate animea,
S. 27) und damit auch die schénste unter den Figuren ist.

Die mathematischen Objekte werden also als idealisierte Gegenstédnde und auf-
grund der in ihnen bestehenden Gesetzmafigkeiten dsthetisch bewertet. Die Gleich-
miéfigkeit und Schénheit kann somit nur durch die Vernunft erkannt werden, d.h.
es handelt sich um geistige Schonheit, welche tiber dem durch die Wahrnehmung
geometrischer Konstellationen in der Natur evozierten dsthetischen Vergniigen an-
zusiedeln ist. Das Hauptkriterium der Gleichheit wird hier auf die unterschied-
lichsten Arten, von der zahlenméfigen {iber grofenmiéiflige Gleichheit bis hin zur
Gleichheit der aufeinander folgenden Elemente, verwendet. Insbesondere die letzt-
genannte Form der Gleichheit zeigt, dass trotz der Anwendung auf mathematisch
beschriebene Objekte, der Gleichheitsbegriff sehr weitgefasst wird und eher ein
qualitatives Kriterium darstellt. Wenn also Eco behauptet, in der besprochenen
Passage werde ,eine strenge Theorie vom Schonen als geometrischer Regelmafsig-
keit entwickelt® (Eco, 1991, S. 67), so muss dies mindestens um die Bemerkung
erginzt werden, dass selbst diese ,,geometrische Regelméfigkeit ein eher qualitati-
ves Merkmal ist. Auferdem ist dem entgegenzuhalten, dass hier keine &dsthetische
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Theorie im eigentlichen Sinne entwickelt wird. Vielmehr wird die an anderen Stel-
len in seinem Werk (s.o0.) ausgearbeitete augustinische Auffassung vom qualitativ-
mathematischen Schoénheitsbegriff hier auf regelméfige geometrische Figuren als
abstrakte Gegenstéinde angewendet.

3.2.2 Boethius — Arithmetik als Propadeutik des Schonen

Anicius Manlius Torquatus Severinus Boethius lebte fast ein Jahrhundert spéter
als Augustinus und damit bereits nach dem Fall Roms. Als Abkémmling eines
vornehmen stadtromischen Geschlechts genoss er eine ausfiihrliche philosophische
Ausbildung und bekleidete hohe politische Positionen am Hofe Theoderichs in
Ravenna. Anders als Augustinus versuchte er nicht, Grundlegendes iiber das Scho-
ne und die Kunst in der christlichen Weltanschauung hervorzubringen, sondern
gehorte zu denjenigen Gelehrten, die mit ihren Werken das antike Wissen fiir die
Christenheit zu bewahren versuchten. Es sind also keine tatséchlich neuen Gedank-
en in seinen Schriften zu finden, jedoch geht er sowohl bezogen auf Gegenstédnde
der Asthetik als auch der Mathematik detaillierter und qualitativer, da weitgehend
ohne metaphysische Zielsetzung, ein. (Vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 95f) Er iiberlie-
fert die pythagoreische Proportions- und Musiklehre in ihrer urspriinglichen Form.
Seine Werke préagen aufserdem den Wissens- und Bildungskanon mindestens des
frithen Mittelalters, sein Einfluss auf das scholastische Denken kann ,gar nicht
hoch genug eingeschiitzt werden“ (Eco, 1991, S. 51).

Die durch Boethius weitergegebene Auffassung vom Schénen ist insbesondere in
seinen fiinf Biichern iiber Musiktheorie (De institutione musica) enthalten, die die
phythagoreische Harmonielehre aufgreifen und damit auch aus mathematischer
Sicht interessant sind. Aus mathematikhistorischer Perspektive weiterhin inter-
essant ist sein in Abschriften erhaltenes Werk t{iber Arithmetik (Institutio arith-
metica), das hauptsichlich aus der Ubersetzung der Einfiihrung in die Arithmetik
des Nichomachos von Geresa entstand. Aufserdem sind Zeugnisse von einer verloren
gegangenen Ubersetzung der Euklidschen Elemente bekannt.

.Die Asthetik des Boethius, die sich fast ausschlieflich mit der Musik
beschéftigte und die auch nach dem Modell der Musik gebaut war, war
in ihrem Wesen mathematisch, in ihren Konsequenzen intellektualis-
tisch (denn sie reduziert die Kunst auf deren Theorie) und metaphy-
sisch (denn sie endigte mit der Weltmusik*).“ (Tatarkiewicz, 1980, S.
100)

Tatarkiewicz verweist in dieser Zusammenfassung auf die zentralen Themen, die
in Boethius’ Werken beziiglich Schénheit und Kunst enthalten sind. Zum einen
iibernimmt er den mathematischen Schénheitsbegriff der Antike und wendet die-
sen explizit nach pythagoreischem Vorbild auf die Musik an. Dabei wird unter
Musik die theoretische Harmonielehre verstanden, welche zu den mathematischen
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Wissenschaften gehort, und Boethius geht in antiker Tradition davon aus, dass sich
die Schénheit bestimmter Kldnge nur demjenigen erschliefit, der die zu Grunde lie-
genden Zahlenverhéltnisse vernunftméRig erschliefien kann. (Vgl. Eco, 1991, S. 51)
So stellt er in De institutione musica den Musiktheoretiker iiber den ,knechtisch*
praktisch Musizierenden:

»Ein Musiker aber ist der, der auf dem Wege der Theorie sich die Kennt-
nis der Musik nicht durch knechtische Arbeit, sondern durch die Herr-
schaft des Denkens erworben hat |[. . .]. Denn was eben auf den Verstand
und das Nachdenken sich stiitzt, das wird im eigentlichen Sinn der Mu-
sik gerecht.“ (Boethius, De institutione musica, zitiert nach Tatarkie-
wicz, 1980, S. 105)

In der Folge betont er aukerdem, dass das Urteil eines solchen Musikers ,aufgrund
der Theorie oder einer Beweisfithrung allgemeiner Art* (ebd.) erfolgen miisse, also
ganz in mathematischer Manier.

Im obigen zusammenfassenden Zitat verweist Tatarkiewicz zum anderen auf den
metaphysischen Charakter in Boethius’ Asthetik. So dehnt dieser seine Harmonie-
lehre iiber die Instrumentalmusik hinaus auf ,Menschenmusik” und ,Weltmusik*
aus. Erstere beschéftigt sich mit der Harmonie von menschlicher Seele und Kor-
per. Hierzu zdhlt auch die Wirkung bestimmter Klangkonstellationen auf die Seele.
Die Weltmusik hingegen bezeichnet die bereits bei den Phythagordern diskutierte
Harmonie des Kosmos. Sowohl Menschen- als auch Weltmusik gehorchen den sel-
ben mathematischen GesetzméfRigkeiten wie die hérbare Instrumentalmusik, ihre
Grundlage ist die Arithmetik. (Vgl. Eco, 1991, S. 52ff)

Die Mathematik spielte in der klassischen Aufteilung, Arithmetik, Geometrie, Mu-
sik, Astronomie, fiir Boethius nicht nur beziiglich seines Schoénheitsbegriffs eine
wichtige Rolle: Das Studium der mathematischen Wissenschaften — Boethius prag-
te flir diese den Begriff Quadrivium — galt ihm als notwendige Propéddeutik der
Philosophie. In diesem Sinne waren De institutione musica und De institutio arith-
metica als Lehrbiicher auf dem Weg zur Weisheit konzipiert. (Vgl. Hein, 2010, S.
41ff) Die Arithmetik bildet dabei den Anfang und die Grundlage der anderen drei
Disziplinen. Die Gesetze der Zahl bilden also die Grundlage philosophischer wie
auch dsthetischer Erkenntnis und verweisen gleichzeitig auf die Gesetzméafigkeiten
der Welt(musik) und damit auf ihren Schopfer.

Bei aller Wertschatzung der antiken Lehre der Zahlen und ihrer Verhéltnisse ist
festzuhalten, dass Boethius’ Ausfiihrungen zur Arithmetik keine mathematischen
Beweise enthalten und nicht wie die Euklidischen Elemente als geschlossene Theo-
rie angelegt sind. Ziel ist eher, ,Schonheit und Harmonie der Gesetze der Zahlen
als Spiegel der kosmischen Schoénheit und Harmonie* (Hein, 2010, S. 49) darzu-
stellen: ,Beweise hétten die eigentlichen Ziele dieses Werkes eher verdunkelt als
erleuchtet* (ebd.).

Das aus der Antike iibernommene Schonheitsideal bestimmter Proportionen und
Harmonien und die darauf ausgerichtete mathematische Musiktheorie nach Pytha-
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goras ldsst im Denken Boethius’ eine enge Verbindung von Mathematik und As-
thetik entstehen. Die Arithmetik bildet dabei die Grundlage &sthetischer Urteile,
wird selbst aber eher implizit — etwa im Rahmen einer Hierarchisierung bestimm-
ter Verhéltnisse in der Musiktheorie — zum Gegenstand solcher Urteile. In diesem
Fall werden insbesondere bestimmte Zahlverhéltnisse mit dsthetischen Attributen
in Verbindung gebracht, nicht aber mathematische Satze oder gar Beweise. Hier
orientiert sich Boethius nicht mehr am antiken Vorbild.

Die beschriebene Verbindung von Schénheit und Mathematik wurde auf der Grund-
lage der Proportionsédsthetik von Boethius, aber auch in der Folge des Augustinus
im gesamten Mittelalter immer wieder aufgegriffen.?? Besonders ausgeprigt ist
dies in der karolingischen Renaissance?*, aber auch bei den Gelehrten der Schule
von Chartres im 12. Jhd., die die Rolle von Zahl und Verhéltnis fiir die Architektur
betonten und eine auf der Proportionsédsthetik beruhende Weltsicht propagierten
(vgl. Eco, 1991, S. 55ff). Generell stellt Eco die Verwurzelung der beschriebenen
mathematischen Prinzipien nicht nur in der mittelalterlichen Asthetik fest: ,Zahl,
Ordnung, Proportion sind sowohl ontologische als auch ethische und &sthetische
Prinzipien“ (Eco, 1991, S. 60). Obgleich auch andere Aspekte im Ringen um den
Schonheitsbegriff im Mittelalter wie etwa Farbe, Licht, Klarheit oder Funktiona-
litdt eine Rolle spielten und auch das Anwendungsfeld der mathematischen Ver-
héltnisse insbesondere im spéten Mittelalter stark variierte, betont Eco allgemein
die Bedeutung der Proportion:

.Die Asthetik der proportio war tatséchlich die eigentliche Asthetik des
Mittelalters.“ (Eco, 1991, S. 64)

Auch im Rahmen der bildenden Kiinste war die Proportion bzw. ein mathemati-
schen Prinzipien folgender Schonheitsbegriff leitend. Dies gilt {iber das Mittelalter
hinaus auch fiir die Renaissance. Hier erreichen mit Entwicklung und Anwendung
der Perspektive ,die mathematischen Studien |[...] den Hohepunkt® (Eco, 2004,
S. 87). Sie wird zum der Natur zu Grunde liegenden (mathematischen) Prinzip
und damit gleichzeitig zum Schonheitsideal. Die perspektivische Darstellung sorgt
also nicht nur fiir eine moglichst realistische Abbildung der Natur, sondern wurde
,auch als schon und fiir den Betrachter angenehm angesehen (ebd.). In der Anwen-
dung der Perspektive kam es somit in der Folge des antiken und mittelaterlichen
mathematischen Schonheitsbegriffs vermehrt zur Anwendung der Mathematik als
Werkzeug der Kunst und damit zu ,Mustern durch die Mathematik“.2°

23In der direkten Folge des Boethius werden Enzyklopadisten aus verschiedenen Jahrhunderten
wie etwa Cassiodor (ca. 485 — 580), Isidor von Sevillia (560 — 636), Beda Venerabilis (672/673
— 735) oder Hrabanus Maurus (780 — 856) genannt (vgl. Tatarkiewicz, 1980, S. 100).

24Eine herausragende Rolle wird in dieser Zeit dem Hofgelehrten Karls des Kahlen und Boethius’
Kommentator Johannes Scotus Eriugena (9.Jhd.) zugeschrieben (vgl. Tatarkiewicz, 1980, S.
2081F).

25Vgl. daher auch 1.1.1.
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3.3 Hutcheson — Mathematik in der Asthetik der
Aufklarung

Francis Hutcheson (1694-1746) gilt als einer der Griindervéter der schottischen
Aufkldrung. Nach einem Studium der Philosophie, Literaturwissenschaften und
Theologie in Glasgow wurde der gebiirtige Ire zunéchst Leiter der presbyteria-
nischen Akademie in Dublin und ab 1729 Professor fiir Moralphilosphie an der
Universitiat Glasgow. Er pragte nicht nur die Ethik des 18. Jahrhunderts, sondern
auch die Asthetik {iber den angelséichsischen Raum hinaus. In seiner 1725 erstmals
erschienen Schrift Inquiry into the Original of our Ideas of Beauty and Virtue in
Two Treatises fiihrt er seine Ideen zu beiden Disziplinen aus. Auf die Asthetik geht
er im ersten der beiden Traktate Inquiry concerning Beauty, Order, Harmony and
Design ein. Mit diesem Werk gilt Hutcheson als einer der Begriinder der modernen
Asthetik. (Vgl. Sprute, 1998, S. 418f und 424)

Hutchesons Inquiry enthélt aufferdem eine besonders ausfiihrliche Auseinanderset-
zung mit der Schonheit der Mathematik. Obgleich es sich bei seiner Untersuchung
um die Frage nach Schonheit, Ordnung, Harmonie und Design im Allgemeinen
handelt, werden immer wieder mathematische Gegensténde als Beispiele herange-
zogen. Den dritten Abschnitt widmet er unter der Uberschrift Of the Beauty of
Theorems schliefilich explizit der Schénheit mathematischer Séitze.

Auch Referenzen in anderen Werken zu Schénheit und Asthetik der Aufklirung
zeigen, dass die Mathematik ein géngiger Gegenstand asthetischer Urteile in dieser
Zeit war. So stellt bereits Anthony Ashley-Cooper, der dritte Earl of Shaftesbury
(1671-1713), auf den Hutcheson sich ausdriicklich bezieht, fest, dass es nicht notig
sei die Kiinste zu studieren, um herauszufinden, was die Schonheit ausmache: ,Es
geniigt, wenn wir die allereinfachsten Formen betrachten, eine Kugel, einen Kubus,
einen Wiirfel. [...] Warum zieht man die Kugel, den Zylinder, die Pyramide vor
und verwirft und mifachtet die unregelméfigen Figuren?“ (Earl of Shaftesbury,
Die Moralisten, zitiert nach Hauskeller (1994) S. 118). Carolin Jullien weist aufser-
dem auf einen Zeitgenossen Hutchesons, den Schweizer Philosophen Jean-Piere de
Crousaz (1663-1750) hin, der in seinem 1715 erstmals erschienen Traité sur le beau
explizit auf die Schonheit der Mathematik eingeht (vgl. Jullien, 2008, S. 42f.). Dies
geschieht im Rahmen des Kapitels De la Beauté de Sciences, das als Anwendung
seiner zuvor ausgearbeiteten allgemeinen Asthetiktheorie konzipiert ist. Nach ei-
nem langen Abschnitt {iber die Schénheit der Physik hélt er seine Ausfiihrungen
zur Mathematik jedoch eher knapp und verzichtet auf Beispiele mit dem Hinweis,
dass solche im Uberfluss bekannt seien (vgl. Crousaz, 1715, S. 101).

Jedoch scheint es nicht nur ein Gemeinplatz zu sein, mathematische Objekte auf-
grund einer gewissen geometrischen Regelméfigkeit als besonders schon zu empfin-
den. In seinem berithmten Traktat Uber das Schone, der zuerst als Artikel unter
dem Stichwort ,,Schonheit” in der gemeinsam mit d’Alembert herausgegebenen En-
zyclopédie erschien, zieht Denis Diderot (1713-1784) auch die unter Mathematikern



3.3 Hutcheson — Mathematik in der Asthetik der Aufklirung 7

schon genannten Gegenstande heran, um seine Theorie vom Schénen herzuleiten:

JIn der Mathematik versteht man unter einem schénen Problem ein
schwer zu l6sendes Problem und unter einer schonen Losung die einfa-
che und klare Losung eines schwierigen und komplizierten Problems.”
(Diderot, 1989, S. 84)

Diese Beschreibung bezieht sich auf den im Rahmen mathematischer Problemls-
sungen verwendeten Schonheitsbegriff und mutet durchaus modern an. So erinnert
er stark an den in Kapitel 2 beschriebenen Eigenschaftskomplex der Okonomie
bzw. relativen Einfachheit. Diderot schliekt von hieraus auf den fiir seine Asthe-
tik zentralen Begriff der ,Beziehungen* und erteilt gleichzeitig anderen Ansétzen,
wie einem auf Symmetrie und Ordnung beruhendem Schoénheitsbegriff, aber auch
Kriterien wie Grofe oder Niitzlichkeit eine Absage. (Vgl. Diderot, 1989, S. 84).
Auch die Ausfithrungen Immanuel Kants in seiner Theorie der Urteilskraft, die
in den Kapiteln 4 und 7 ausfiihrlich besprochen werden, verweisen darauf, dass
Aussagen iiber die Schénheit und den Kunstcharakter der Mathematik ein durch-
aus gangiges Phénomen darstellten, an dem es sich im Rahmen einer Theorie zur
allgemeinen Asthetik abzuarbeiten galt.

3.3.1 Mathematisches als Prototyp einer allgemeinen Asthetik

Die Schonheit ist fiir Hutcheson eine Idee, die in uns entsteht und von einem spe-
ziellen inneren Sinn wahrgenommen werden kann. Neben einem inneren Sinn fiir
ethische Zusammenhénge (moral sense) konstatiert er somit auch einen inneren
Sinn zur Wahrnehmung #sthetischer Eigenschaften. Die Existenz dieses Schoén-
heitssinns ergibt sich einerseits aus der Beobachtung, dass es Menschen gibt, die
zwar ebenso gut sehen oder héren wie andere, aber anders als diese kein &stheti-
sches Vergniigen an bestimmter Kunst oder Musik zeigen. Den guten Geschmack
oder das gute Ohr, das géngig diesen Unterschied beschreibt, ist Hutcheson zufolge
dann nur ein Ausdruck fiir die (mangelnde) Fahigkeit des Schonheitssinns. Fiir die
Begriindung, warum es sich um einen inneren Sinn handeln muss, zieht Hutcheson
u.a. die Schonheit mathematischer Theoreme heran:

»|In some affairs where our external senses are not much concerned, we
discern a sort of beauty, very like, in many respects, to that observed
in sensible objects, and accompanied with like pleasure. Such is that
beauty perceived in theorems, or universal truths, in general causes,
and in some extensive principles of action. “ (Hutcheson, Inquiry, 1,
XI, S. 35)

Da das von mathematischen Sétzen ausgehende asthetische Vergniigen der Schon-
heit sinnlich wahrnehmbarer Gegenstéinde stark &hnelt, ist es naheliegend davon
auszugehen, dass beides an gleicher Stelle wahrgenommen wird. Bei diesem Sinn
muss es sich um einen inneren Sinn handeln, da etwa im Bereich der Theoreme
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die dufseren Sinne nicht ausschlaggebend fiir ihr Erfassen sind. Hutcheson betont,
dass dieser innere Sinneseindruck der Schénheit unabhéngig vom Wissen um be-
stimmte Zusammenhéinge und dem verstandesméfigen Erfassen zu sehen ist und
es sich damit tatsichlich um einen Sinn handeln muss. Mit den anderen (dufse-
ren) Sinnen ist ihm gemein, ,dass das Vergniigen nicht aus einer Erkenntnis von
Grundsétzen, Verhéltnissen, Ursachen oder von der Niitzlichkeit des Gegenstan-
des entspringt* (Hutcheson 1, XII. Zitiert nach Hauskeller, 1994, S. 36), sondern
notwendig und unmittelbar eintritt. Generell nehmen fiir Hutcheson diese Gegen-
stéinde des Verstandes eine andere Stellung im Rahmen der Asthetik ein als dies in
vom mathematischen Schénheitsbegriff der Antike inspirierten Theorien der Fall
ist: Um &sthetisches Vergniigen zu verspiiren, ist es nicht notwendig, sich Eigen-
schaften wie Proportionalitéit, Gleichférmigkeit oder Zweckméfigkeit bewusst zu
sein. Aber: ,Similitude, proportion, analogy or equality of proportion are objects
of the understanding, and must be actually known before we know the natural
causes of our pleasure* (Hutcheson, Inquiry, 1, XII., S. 35). Sie spielen also eine
Rolle, um diejenigen Eigenschaften zu identifizieren, die in den Gegensténden die
Idee des Schonen halten.

Zur Charakterisierung dsthetisch wirksamer Objekte unterscheidet Hutcheson zu-
néchst zwischen absoluter bzw. origindrer und relativer bzw. komparativer Schon-
heit:

We therefore by absolute beauty understand only that beauty which
we perceive in objects without comparison to anything external, of
which the object is supposed an imitation or picture [...]. Compara-
tive or relative beauty is that which we perceive in objects commonly
considered as imitations or resemblances of something else.“ (Hutche-
son, Inquiry, 1, XVI. S. 39)

Als Beispiele fiir die absolute Schénheit nennt er ,works of nature, artificial forms,
figures, theorems* (ebd.). Den Gegenstanden der Mathematik kommt also diese
Art der Schonheit zu und sie werden einmal mehr als schone Gegenstdnde unter
anderen genannt.

Nachdem Hutcheson in den ersten Kapitel seines Traktates zur Schonheit dar-
gelegt hat, dass dem Menschen ein innerer Sinn fiir Schonheit eigen sein muss,
geht er in Teil zwei darauf ein, wodurch dieser angeregt wird. Er kommt zu dem
Schluss, dass sich Gegensténde, die die Idee der Schénheit evozieren, durch ,Ein-
heit in Mannigfaltigkeit* (,uniformity amidst variety” (Hutcheson, Inquiry, 2, I11.,
S. 40)) auszeichnen. Das Schonheitserleben entsteht also aus einem Zusammenspiel
scheinbar klar getrennter Bereiche. In seinen Ausfiihrungen zur Asthetik macht er
dies zunéchst an seines Erachtens moglichst einfachen Beispielen deutlich, um so
auch die Grundlage zur Betrachtung komplexerer Tréger der &sthetischen Idee zu
legen. Diese Gegensténde einfacher Art findet er in den regelméfigen Figuren und
Korpern der Geometrie:
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»The beauty of an equilateral triangle is less than that of the square,
which is less than that of a pentagon, and this again is surpassed by
the hexagon. [...| The obvious ground of this is greater variety with
equal uniformity.“ (Hutcheson, Inquiry, 2, III., S. 40f)

Die Beobachtung an den regelméfigen ebenen Figuren — zu einem &hnlichen Schluss
kommt er auch beziiglich der regelméfigen Koérper — fithrt Hutcheson also zunéchst
auf einen positiven proportionalen Zusammenhang von Schénheit und Mannigfal-
tigkeit (Zahl der Ecken) bei fester Einheitlichkeit (regelméfige Figur). Dabei weist
er explizit darauf hin, dass diese Argumentation nicht fiir beliebige Eckenanzahlen
zu fihren ist. Nahert sich die Figur beispielsweise zu stark dem Kreis, steigt der
Grad der uniformity.

Die gleiche Argumentation fiihrt er auch fiir die Einheitlichkeit bei fester Mannig-
faltigkeit am Beispiel reguldrer Figuren:

,The greater uniformity increases that beauty amidst equal variety in
these instances: [...]| a square surpasses the rhombus or lozenge, and
this again the rhomboides, which is still more beautiful than the tra-
pezium, or any figure with irregular curve sides. (Hutcheson, Inquiry,
2, I1L., S. 41)

Wenn nun beide Eigenschaften variabel sind, so kann sehr unterschiedlichen Dingen
ein dhnlicher Grad an Schonheit zukommen. Auch das veranschaulicht Hutcheson
an geometrischen Formen. Am Beispiel der Korper stellt er etwa fest, dass ein
Tkosidodekaeder (Polyeder bestehend aus Fiinf- und Dreiecken) aufgrund seiner
grofen Mannigfaltigkeit nahezu genauso schon sei wie einer der Platonischen Kor-
per, der sich gerade durch eine besonders hohe Einheitlichkeit auszeichnet.?¢ (Vgl.
Hutcheson, Inquiry, 2,111, S. 41)

Im Rahmen der Beispiele aus der Geometrie kénnen Einheit und Mannigfaltig-
keit an zahlenméfigen Eigenschaften der betrachteten Konstellationen festgestellt
werden. Wenn er in der Folge sein Schénheitskriterium der Einheit in Mannigfal-
tigkeit auch fiir die Schonheiten der Natur nachweist, so muss er von den quantita-
tiv bestimmbaren Eigenschaften im Rahmen der geometrischen Beispiele zu eher
qualitativen Merkmalen wechseln. Interessant ist auch, dass er mit dem Doppel-
kriterium ,uniformity admids variaty” bezogen auf die Musik einerseits die antike
Lehre von den &sthetisch besonders reizvollen Kriterien {ibernehmen kann — diese
beriihren den Schonheitssinn, da sie einen besonders einheitlichen Zusammenklang
erzeugen. Andererseits kann iiber die grofere Mannigfaltigkeit das Phdnomen er-
klart werden, dass Musikstiicke auch und gerade dadurch iiberzeugen, dass sie in
gewisser Weise von diesem Ideal abweichen: ,|T|hey often give as great a pleasure

26Der Versuch, den dsthetischen Wert verschiedener Gegensténde iiber ein Verhaltnis von Einheit
und Mannigfaltigkeit zu bestimmen, erinnert an das Vorgehen Birkhoffs. Anders als Hutche-
son stiitzt er sich jedoch nicht nur auf ein qualitatives Abwéagen, sondern gibt den Quotienten
von Komplexitdt und Ordnung zur rechnerischen Ermittlung eines &dsthetischen Mafies an.
(Vgl. 8. 7)
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as continued harmony, whether by refreshing the ear with variety, or by awakening
the attention and enlivening the relish for the succeeding harmony of concords|.|*
(Hutcheson, Inquiry, 2, XIII, S. 47)

Sowohl zur Entwicklung seiner Theorie des ,internal sense of beauty*“ als auch zur
Beschreibung der Objekteigenschaften, die diesen Sinn anregen, zieht Hutcheson
die Schonheit mathematischer Gegenstédnde und Gesetzméfigkeiten an prominen-
ten Stellen heran. Dabei steht die Frage, ob solche Gegenstédnde iiberhaupt Trager
der dsthetischen Ideen sein kénnen, zu keiner Zeit zur Diskussion. Vielmehr werden
etwa die geometrischen Figuren zu Prototypen &dsthetisch wirksamer Gegenstédnde.
Dies allein ist aus mathematikdsthetischer Sicht bereits eine interessante histori-
sche Beobachtung. Bezogen auf den eigentlichen Gegenstandsbereich dieser Arbeit,
die Asthetik von Beweisen und Theoremen, stellt aber das dritte Kapitel seiner In-
quiry unter der Uberschrift Of the Beauty of Theorems eine noch aussagekriftigere
Quelle dar.

3.3.2 Theoreme zwischen Einheit und Mannigfaltigkeit

Im Kapitel zur Schénheit von Theoremen wendet Hutcheson nun den erarbeiten
Schonheitsbegriff auf mathematische Sétze an. Diese sind fiir ihn Paradebeispiele
fiir die ,,Einheit in Mannigfaltigkeit:

,And yet there is none [but the beauty of theorems| in which we shall see
such an amazing variety with uniformity, and hence arises a very great
pleasure distinct from prospects of any further advantage.“ (Hutcheson,
Inquiry, 3, L., S. 48)

Anders als bei den geometrischen Figuren kénnen hier die fraglichen Eigenschaften
nicht mehr abgezéhlt werden wie die Kanten eines Korpers und etwa an einer ein-
deutig bestimmbaren Gleichartigkeit der Begrenzungsflachen festgemacht werden.
Hutcheson muss vielmehr auf inhaltliche Kriterien zuriickgreifen, um den Grad an
Einheit bzw. Mannigfaltigkeit bestimmen zu kénnen.

Beispiele fiir diese Art der hochsten Schonheit sind Allaussagen, da dort eine einzi-
ge Aussage unendlich viele Einzelwahrheiten umfasst. Als konkretes Beispiel nennt
er den ,Satz des Pythagoras™:

»Thus, for instance, the 47th Proposition of the first Book of Euclid’s
Elements contains an infinite multitude of truth concerning the infinite
possible sizes of right-angled triangles, as you make the area greater
or less; and in each of these sizes you may find an infinite multitu-
de of dissimilar triangles, as you vary the proportion of the base to
the perpendicular, all which infinites agree in the general theorem.*
(Hutcheson, Inquiry, 3, IL. S. 48)
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Die Schonheit des pythagorédischen Lehrsatzes liegt also gerade darin, dass seine
Aussage eine Konstante darstellt fiir eine unendliche Vielfalt an verschieden recht-
winkligen Dreiecken. Diese kénnen nicht nur in ihrer Grofe variieren, sondern auch
ganz unterschiedliche vom Verhéltnis der Seiten abhéngige Gestalt annehmen. Als
weitere Beispiele solcher Schonheit fiihrt Hutcheson auch Sétze der zu seiner Zeit
aktuellen Mathematik an. So beeindruckt ihn etwa die Newtonsche Fluxionsrech-
nung, in deren Rahmen aus einer einzigen Idee eine Vielzahl an Theoremen etwa
zur Tangentenberechnung hervorgingen (ebd.).

Solchen Beispielen #sthetischen Vergniigens stellt er die Unzufriedenheit gegen-
iiber, die sich einstellt, wenn eine Vielzahl von Experimenten und Beobachtungen
unter keine gemeinsame Regel gefasst werden kénnen:

»Now each of these trial discovers a new truth, but with no pleasure or
beauty, notwithstanding the variety, till we can discover some sort of
unity or reduce them to some general canon.“ (Hutcheson, Inquiry, 3.,
IIL., S. 49)

Die reine Mannigfaltigkeit an Wahrheiten fiihrt also ohne einheitspendendes ge-
meinsames Prinzip nicht zur Schénheit der Aussagen.

Ebenfalls einen Uberschuss an Mannigfaltigkeit und damit geringere Schénheit
macht Hutcheson bei den grundlegenden Axiomen aus. Diese stellen zwar eine
Aussage dar, die fiir eine Vielzahl an Objekten gilt, allein jedoch ist diese Einheit
zu unbestimmt und die Aussage zu unprézise, um dsthetisches Vergniigen zu erzeu-
gen. Dies macht er am Axiom ,Das Ganze ist grofer als seine Teile” und wiederum
einem Beispiel aus der Geometrie deutlich: Allein die Aussage, dass ein Zylinder
grofser ist als eine einbeschriebene Kugel und diese wiederum grofier als der einbe-
schriebene Zylinder sei nicht von &sthetischem Wert. Erst iiber die Konkretisierung
der Grofenverhiltnisse, die diese Kérper zueinander aufweisen entsteht ein scho-
nes Theorem, das Hutcheson zum Schwérmen veranlasst: ,How beautiful is the
theorem, and how are we ravished with its first discovery!” (Hutcheson, Inquiry,
3., IIIL., S. 49)

Hutcheson macht eine weitere Gruppe weniger schoner mathematischer Sétze aus:
die ,einfachen” bzw. zu offensichtlichen Aussagen. Selbst wenn sie eine gewisse Ein-
heit in Mannigfaltigkeit aufweisen, rufen sie kein &sthetisches Vergniigen hervor, da
sie nicht zum Erstaunen fithren. Hier spricht Hutcheson ein Kriterium abseits von
Luniformity admidts varity an, betont aber explizit, dass ,surprise” und ,novel-
ty* in der Auseinandersetzung mit einem Theorem zwar die dsthetische Wirkung
unterstiitzen konnen, aber keine hinreichenden Kriterien fiir Schonheit selbst dar-
stellen. (Vgl. Hutcheson, Inquiry, 3., IV., S. 49f.) Ahnliches gilt fiir eine weitere den
Schonheitssinn ansprechende Eigenschaft. So gelten Hutcheson folgend Theoreme
dann als besonders schon, wenn es sich um ,fundamentale Theoreme* handelt, sie
es also erlauben, dass eine Vielzahl Korollare aus ihnen abgeleitet werden konnen
(vgl. Hutcheson, Inquiry, 3., V., S. 50).

Bemerkenswert ist, dass Hutcheson hier mit dem Gefiihl des Erstaunens einer-



82 Kapitel 3 FEin Streifzug durch die Geschichte der Mathematikédsthetik

seits und der innermathematischen Tragweite andererseits zwei Kriterien zu seiner
dsthetischen Grundeigenschaft hinzunimmt, die auch im Rahmen aktuellen ma-
thematikésthetischen Verhaltens eine prominente Rolle spielen (vgl. 2.1 und 2.4).
Hutcheson beobachtet auferdem, dass im Rahmen mathematischen Arbeitens Ver-
allgemeinerungen, Beweise und Herleitungen héufig erbracht werden, ohne direkten
Nutzen davon zu haben bzw. obwohl die Wahrheit einer Aussage bereits hinrei-
chend gezeigt wurde. Dies fiihrt er auf die ,immediate pleasure of contemplating
the beauty* (Hutcheson, Inquiry, 3, V., S. 51) zuriick. Dem Asthetischen wird also
bereits eine forschungsleitende Funktion zugesprochen.?” Dabei betont Hutcheson
die Rolle des &sthetischen Vergniigens erneut, wenn er den Studenten ans Herz
legt, nicht nur auf Niitzlichkeit und wissenschaftlichen Fortschritt, sondern auch
auf das Vergniigen wahrend der Beschéftigung mit neuen Theoremen bedacht zu
sein (vgl. Hutcheson, Inquiry, 3., VL., S. 52f.).

3.4 Kontraste und Konstanten

Zwischen Asthetischem und Mathematischem scheint in den vergangenen Jahrtau-
senden tatsdchlich durchgingig eine enge Beziehung bestanden zu haben. Wie die
vorangegangenen historischen Beispiele zeigen, erfahrt diese Beziehung zu unter-
schiedlichen Zeiten aber auch sehr unterschiedliche Ausgestaltungen und Begriin-
dungen.

Die hier referierten Beispiele erstrecken sich nicht nur iiber einen langen Zeitraum,
sondern spannen insbesondere beziiglich des Kontextes, in dem die Schonheit der
Mathematik behauptet und begriindet wird, einen weiten Bereich auf. Die Folie
mathematikiisthetischer Auferungen im weiteren Sinne reicht bereits bei den anti-
ken Beispielen von der Kosmologie der Pythagoreer, iiber Hinweise in philosophi-
schen Abhandlungen mit den unterschiedlichsten allgemeinen Themen bei Platon
und Aristoteles, bis hin zum mathematikphilosophischen Prolog des Proklosschen
Euklid-Kommentars. Die mittelalterlichen Beispiele erweitern dieses Spektrum um
eine theologische Abhandlung iiber die Seele und ein Lehrbuch iiber Musiktheo-
rie. Einen wieder anderen Bereich eréffnet Hutchesons Inquiry als Abhandlung zur
allgemeinen philosophischen Asthetik. Dass Mathematisches in so unterschiedliche
theoretische Positionen und iiber die Geschichte hinweg immer wieder mit &sthe-
tischen Werturteilen belegt wird, verweist darauf, dass die Mathematik iiber die
Jahrhunderte den Charakter eines &dsthetischen ,Standardbeispiels® einnimmt. Die
referierten Positionen des Aristoteles und in der Folge des Proklos zeigen jedoch

2"Dies geschieht nicht ohne darauf hinzuweisen, dass ein iibermiRiges Streben nach Schénheit,
speziell nach Einheitlichkeit nicht zwangslaufig von Erfolg gekront sein muss. Dies gelte ins-
besondere auch fiir Aussagen auferhalb der Mathematik, wenn der Versuch unternommen
wird, eine groffe Bandbreite von Phinomenen auf ein einziges Prinzip zuriick zu fiithren (vgl.
Hutcheson, Inquiry, 3., V., S. 51f.).
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auch, dass ein solches Schonheitsurteil auch zu dieser Zeit nicht uneingeschréank-
te Zustimmung erfuhr. Dies werden auch die Darstellungen in den Kapiteln 4
und 7 unterstreichen, wo mit der kritischen Position Immanuel Kants eine weite-
re prominente und in einer allgemeinen Asthetiktheorie verankerte Gegenstimme
ausfithrlich diskutiert wird.

Die Kriterien, die zur Begriindung herangezogen und auf die Mathematik ange-
wendet werden, beruhen bis ins Mittelalter auf der gemeinsamen Tradition der
pythagoreischen Auffassung des Schénen als Ordnung, Harmonie und Proportion.
Dieser klassische Kern fiihrt zu einem mindestens vordergriindig mathematisch
beschreibbaren Schonheitsbegriff. Dieser wird an den jeweiligen Kontext und die
Zielsetzung angepasst, wobei die Nahe zu den eigentlich arithmetischen Begriffen
variiert. Die reine Anwendung eines solchen mathematischen Schonheitsbegriffs
etwa auf Kunstobjekte fiithrt zunéchst zu ,Mustern durch Mathematik“. Die an-
gefiihrten Beispiele aus Antike und Mittelalter zeigen jedoch, dass der Schritt zu
einer Anwendung dieser Kriterien auf die Mathematik selbst offenbar naheliegend
war. Die Untersuchungen Hutchesons stellen dagegen ein Beispiel dafiir dar, die
Schonheit der Mathematik auch iiber einen stirker subjektorientierten Schonheits-
begriff zu begriinden und stehen insofern aktuellen Konzeptionen von Schonheit
allgemein und bezogen auf die Mathematik niher, als der klassische Ansatz.2®

Interessant ist, dass in allen besprochenen Beispielen die Asthetik der Mathematik
aus einem allgemeinen Begriff von Schonheit abgeleitet wird. Die Mathematikés-
thetik ist gleichsam in der allgemeinen Asthetik verankert. In diesem Zusammen-
hang zeigen die Ergebnisse aus Kapitel 2, dass im Laufe der Geschichte eine Wende
eingetreten ist. Wahrend der Begriff der Schonheit im Allgemeinen und insbeson-
dere bezogen auf Beispiele aus der Mathematik in der allgemeinen Asthetik nicht
mehr von besonderem Interesse ist, spielt er im Rahmen der mathematischen Pra-
xis weiterhin eine wichtige Rolle. Dies muss zunéchst dazu fithren, den in der
Mathematik verwendeten Begriff der Schonheit getrennt zu beschreiben und erst
im zweiten Schritt an die philosophische Asthetik anzubinden.

Die mathematischen Gegensténde, denen eine besondere Schonheit zugesprochen
wird, variieren zwischen den betrachteten Positionen. Je nach Zeitgeist und Ziel-
richtung der jeweiligen Schrift sind es die Mathematik als Ganze, regelméfige geo-
metrische Figuren, Zahlenverhéltnisse oder auch Theoreme, die mit dsthetischen
Attributen belegt werden. Bemerkenswert ist, dass geometrische Figuren und ins-
besondere ihre Regelmafigkeit, trotz unterschiedlicher Konzepte von Schoénheit,
immer wieder als besonders schon herausgestellt werden. Ein groffer Bereich der

28 Ausnahmen von der ,modernen“ subjektorientierten Auffassung und Versuche, das Schéne zu
mathematisieren, sind jedoch auch noch in neuerer Zeit zu finden. Beispiele sind etwa Anséatze,
die dem ,goldenen Verhéltnis* das Potential eines Schonheitskriteriums zuschreiben (vgl. z.B.
van der Schoot, 2005) oder auch Birkhoffs ,, Aesthetic Meassure (vgl. 1.1.1). Versuche einer
(rekursive) Anwendungen der so erhaltenen ,Mafe“ fiir Schonheit auf mathematische Sétze
oder Beweise sind mir aber nicht bekannt.
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,Muster der Mathematiker”, denen aktuell ein besonderer asthetischer Reiz zu-
gesprochen wird und die in dieser Arbeit im Vordergrund stehen, die Beweise
oder allgemein mathematische Argumentationen, kommen in den hier vorgestell-
ten Ansdtzen nur in Proklos’ Beispiel vor. Dies liegt sicher an den zur jeweiligen
Zeit géngigen und zuginglichen Vorstellungen von Mathematik. Die Ausnahme
Proklos léasst aber weiter vermuten, dass die Wahl von Beweisen als &sthetisch re-
levante Gegensténde auch vom Kontext abhéngt: Die dsthetische Beurteilung von
mathematischen Argumentationsgéingen, setzt eine vertiefte Auseinandersetzung
mit der Mathematik voraus. Dies war bei dem Euklid-Kommentator Proklos der
Fall, ebenso wie bei den modernen Mathematikern, die ihr mathematikésthetisches
Verhalten dokumentieren.

Die behandelten Beispiele weisen somit sowohl bezogen auf den Kontext und die
verwendeten &dsthetischen Kriterien als auch auf die betrachteten Gegensténde
grofte Unterschiede auf. Dennoch ist allein die Tatsache, in so unterschiedlichen
historischen Zusammenhéngen, immer wieder auf die begriindete Meinung zu sto-
fen, Mathematisches sei schon, eine bemerkenswerte Konstante.



Kapitel 4

Mit Kant gegen die Schonheit der
Mathematik

- - | s0 ist eine Wissenschaft, die als solche schon sein soll, ein Unding.
Denn wenn man in ihr nach Griinden und Beweisen friige, so wiirde
man durch geschmackvolle Ausspriiche (Bonmots) abgefertigt.“ (KU,
§44, S. 177)!

Auf ironische Weise erteilt Immanuel Kant (1724-1804) so im ersten Teil der Kri-
tik der Urteilskraft, seinem Hauptwerk zur Asthetik, der Méglichkeit einer Wis-
senschaftsésthetik im Allgemeinen eine Absage. Im weiteren Verlauf seiner Aus-
fiihrungen geht er — mit ebenso negativem Ausgang — immer wieder auch auf
Moglichkeiten ein, den Begriff der Schonheit auf die Mathematik anzuwenden.
Dennoch verspricht die Untersuchung der Kantischen Position im Rahmen dieser
Arbeit einen fruchtbaren Beitrag zu leisten. Zum einen liefert seine Asthetik, wie
er sie in der Kritik der Urteilskraft ausbreitet, einen prominenten und erprobten
Bezugsrahmen fiir die Untersuchung des Schonen im Allgemeinen und damit auch
die Sprache zur besseren Beschreibung des Phiinomens in der Mathematik.? Zum
anderen widmet Kant der Mathematik iiber sein gesamtes Werk hinweg grofse
Aufmerksamkeit, insbesondere in seinen Ausfiithrungen zur Mathematikphiloso-
phie selbst, etwa in der Kritik der reinen Vernunft.

Auch bezogen auf die {iber die Geschichte sehr unterschiedlichen Begriindungsmus-
ter fiir die Schonheit der mathematischen Gegenstdnde nehmen die Ausfiihrungen

Hier und im Folgenden wird die Kritik der Urteilskraft (KU) nach der Paginierung der zweiten
Auflage von 1793 zitiert. Fiir alle weiteren Schriften Kants wird die Z&hlung der Akademie
Ausgabe (AA) verwendet.

27u Zeiten Kants war die Beschiftigung mit dem Schénen eine Kernfrage der Asthetik. Dies
ist heute im Allgemeinen nicht mehr so, da das Schoéne z.B. nicht mehr als konstituierendes
Element der Kunst angesehen wird. Dennoch spielt die Wertzuschreibung ,,schén® in der Ma-
thematik auch aktuell eine zentrale Rolle. Eine M&glichkeit, einen allgemeinen Bezugsrahmen
fiir den zentralen Begriff der Mathematikésthetik zu erhalten, ist somit die Anleihe bei Asthe-
tikpositionen vergangener Zeiten, wie sie hier vorgeschlagen wird. Eine weitere Mdoglichkeit
besteht im Abgleich mit dem heute in der allgemeinen Asthetik zentralen Begriff der ,#sthe-
tischen Erfahrung® und den in der mathematischen Praxis entstehenden Erfahrung mit dem
Schonen, ungeachtet der unterschiedlichen Nomenklatur.
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Kants eine vermittelnde Stellung ein. So hat er einerseits beobachtet, dass geome-
trische Gebilde auf Grund ihrer Regelméfigkeit ,schén® genannt werden. In dem
er auf diese Moglichkeit eingeht, setzt er sich mit dem Grundgedanken der un-
ter Kapitel 3 beschriebenen antiken Position auseinander. Andererseits priift er
aber auch den Ansatz, die Schénheit mathematischer Gegensténde {iber eine Art
Okonomie zu begriinden und widmet sich damit einem zentralen Kriterium der ak-
tuellen Diskussion (vgl. Abschnitt 2.2). So bildet die Darstellung hier in gewisser
Weise auch eine Klammer zwischen den beiden vorangegangenen Kapiteln.

Im Folgenden wird zunéchst der kantische Schonheitsbegriff kurz skizziert, um sei-
ne Aussagen zur Mathematikéisthetik einordnen zu kénnen. Darauf folgend werden
mit dem freien Spiel der Erkenntniskréfte und der Zweckmaéfigkeit zwei zentrale
Aspekte des Geschmacksurteils nach Kant herausgegriffen. Dabei werden weitge-
hend nur seine Ausfiihrungen im ersten Teil der Kritik der Urteilskraft in Betracht
gezogen. Diese sollen jeweils in dem Umfang thematisiert werden, in dem sie fiir
das Verstdndnis der Einwéinde gegen die Schonheit der Mathematik notwendig
sind. Auf dieser Grundlage folgen dann jeweils die kantischen Argumentationen
gegen die Schonheit regelméfiger Formen bzw. konomischer Beweise.

Obwohl dem Kantischen Mathematikbild und in noch stirkerem MaRe seiner As-
thetikposition in der Kantforschung einige Aufmerksamkeit gewidmet wird, ist
Literatur, die sich dezidiert mit Hinweisen zur Mathematikisthetik in Kants Werk
beschéftigt, eher sparlich vorhanden. Autoren, die sich mit dem Thema beschéfti-
gen, legen noch dazu haufig ihren Schwerpunkt auf die Frage nach dem Kunstcha-
rakter der Mathematik bzw. auf den Geniestatus der ,Mathematikproduzenten®3.
Diese Ansétze werden innerhalb dieser Arbeit in Kapitel 7 besprochen. Ausfiihr-
ungen zur Kantischen Perspektive auf die Schonheit der Mathematik finden sich
noch seltener. Meist stehen sie als Exkurs in einem gréferen Zusammenhang.* Das
folgende Kapitel wird demnach auch dazu beitragen, eine Liicke in der Kantfor-
schung zu fiillen.

Ziel des gesamten Kapitel ist jedoch auch dabei keine umfassende Kantexegese als
Selbstzweck, sondern eine erste Lesung immer mit Blick auf ein genaueres Ver-
stehen des in der mathematischen Praxis verwendeten Schénheitsbegriffs. In einer
abschlieffenden Zusammenschau wird daher auch der Frage nachgegangen, wie
die Einwdnde Kants fiir eine mathematikésthetische Diskussion fruchtbar gemacht
werden konnen.

3Vgl. z.B. Winterbourne (1988), Chernyak und Kahdan (1997), Giordanetti (1995), Wenzel
(2001) oder das Unterkapitel Die epistemische Struktur der Anschauung: Kunst und Mathe-
matik in Koriako (1999).

4Vgl. dazu das Kapitel Can there be Beauty and Genius in Mathematics? in Wenzel (2005),
den Abschnitt Mathematik unter dem Aspekt der Zweckmdafigkeit in Model (1987), den Ab-
schnitt Die formal-objektive ZweckmdfSigkeit mathematischer Urteile oder warum man weder
von Schéonheit noch von einer Teleologie der Mathematik sprechen kann in Wolff-Metternich
(1995) oder auch das Kapitel Die ZweckmdijSigkeit in der Mathematik in Marc-Wogau (1938).
Keiner dieser Autoren behandelt das Thema dabei in einem dezidiert mathematikasthetischen
Zusammenhang.
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So bietet dieser Ansatz — neben der Auseinandersetzung mit einer prominenten
Position gegen die Moglichkeit einer Mathematikasthetik und einem Beitrag zu
einem wenig beachteten Feld der Kantforschung — auch einen systematischen Ge-
winn fiir die in dieser Arbeit vorgeschlagene Auseinandersetzung mit der Schonheit
der Mathematik. Die kantische Position ermoglicht eine systematischen Perspek-
tive auf das bisher vorgestellte sehr weite Feld &sthetischer Wertzuschreibungen
fiir die ,Muster der Mathematik“ und erlaubt so, dieses besser einordnen und be-
grifflich fassen zu konnen. Christian Helmut Wenzel teilt diese Hoffnung, wenn er
seine Ausfithrungen zum Genie in der Mathematik wie folgt abschlieft:

,But the conceptual framework he provided in the third Critique |[...]
nevertheless gives a very suitable background for explaining how ob-
jects of mathematics and mathematical activities, especially with re-
gard to their historic and creative aspects, can all be explained and
given a place in the realm of beauty and genius.“ (Wenzel, 2001, S.
428)°

In diesem Sinne kann dem folgenden Kapitel, wie auch den Ausfiihrungen zur Kan-
tischen Einstellung zum Kunstcharakter der Mathematik (Kapitel 7), nicht nur ein
Exkurscharakter, sondern ein systematischer Ort in den mathematikésthetischen
Studien dieser Arbeit zukommen.

4.1 Der Schonheitsbegriff in der Kritik der
Urteilskraft

Die Analytik des Schonen bildet den Anfang der Kritik der dsthetischen Urteils-
kraft und damit auch den Anfang Kants gesamter dritter Kritik. Im folgenden
sollen die Ausfilhrungen Kants zum Schonen zunéchst kurz skizziert werden. In
diesem Rahmen kénnen dann die Stellen eingeordnet werden, an denen die Ma-
thematik als kontrastierendes Beispiel angefiihrt wird.

4.1.1 Zur Analytik des Schénen

Im Rahmen der Analytik des Schénen kreist Immanuel Kant iiber 22 Paragraphen
und einen mit Allgemeine Anmerkungen liberschriebenen Abschlussabschnitt sei-
nen Begriff der Schonheit von vier verschiedenen Seiten (,Momenten) aus ein.
Im ersten Moment (§§1-5) steht die Natur des Geschmacksurteils im Vordergrund.
Als ,Erkldarung des Schonen“ folgert er aus diesen Ausfiihrungen:

5Wenzel selbst kiindigt an, dies in einem weiteren Artikel umzusetzen, hat die beschriebene
Chance aber m.W. in seinen spéiteren Abhandlungen noch nicht ausfiihrlich bzw. nur mit
anderer Schwerpunktsetzung, als dies hier geschehen soll, genutzt.
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»Geschmack ist das Beurteilungsvermogen eines Gegenstandes einer
Vorstellungsart durch ein Wohlgefallen, oder Miffallen, ohne alles In-
teresse. Der Gegenstand eines solchen Wohlgefallen heifst schon.” (KU,
§5, S. 16) [Hervorhebungen im Original]

Damit wird das ,interesselose Wohlgefallen zum zentralen Kennzeichen eines Ge-
schmacksurteils.

Im darauffolgenden Moment (§§6-9) wird das in einer solchen Einstellung geféllte
Urteil ,schon® ndher bestimmt. Als Eigenschaft des Schonen folgt fiir Kant:

»Schon ist das, was ohne Begriff allgemein gefallt.“ (KU, §9, S. 32)
[Hervorhebungen im Original]

Diese Bestimmung des Schonen ergibt sich aus der zuvor zitierten Forderung, dass
ein Gegenstand oder eine Vorstellungsart dann ,,schon® heiften soll, wenn sie einem
ninteresselosen Wohlgefallen” entspringt. Ein Geschmacksurteil — also auch das
Urteil ,schon® — entsteht demnach aus einem Gefiihl der Lust oder Unlust, wel-
ches nicht auf bestimmten dem Verstand zugénglichen Gesetzméfigkeiten griindet
oder durch deren Erreichen motiviert ist (vgl. §5, KU). Diese dem Verstand als
Erkenntnisvermégen zugénglichen Gesetzméfhigkeiten nennt Kant ,Begriffe”, wor-
aus der erste Teil der zitierten Bestimmung folgt: Schones geféllt ohne Begriff.
Obwohl das Urteil ,schén“ weder ein theoretisches noch ein praktisches Erkennt-
nisurteil ist, geht Kant von einer subjektiven Allgemeingiiltigkeit aus. D.h. ei-
nerseits, dass die Zustimmung aller nicht durch logische Argumente aus den dem
Gegenstand zu Grunde liegenden Begriffen erzwungen werden kann, da diese kei-
ne Rolle fiir das Geschmacksurteil spielen diirfen. Es kann somit keine objektive
Allgemeingiiltigkeit vorliegen. Andererseits ist es dennoch méglich, davon auszu-
gehen, dass das subjektive dsthetische Urteil aller zum selben Schluss fithren muss
(vgl. §8, KU, S. 25f). Schones geféllt damit ohne Begriff allgemein.

Diese Intersubjektivitét fithrt Kant auf die Entstehung des Geschmacksurteils zu-
rlick. So resultiert das Gefiihl der Lust, das zum &dsthetischen Urteil fiihrt, aus
einem freien [von Begriffen unabhéngigen, S.Sp.] Spiel der Erkenntnisvermogen
[Einbildungskraft und Verstand, S. Sp.]* (KU, §9, S. 28). Durch die Beteiligung
des Verstandes wird das Urteil allgemein mitteilbar.%

Die hier stark gemacht Intersubjektivitdt des Geschmacksurteils wird im drit-
ten Moment (§§7-17) aufgegriffen und mit ,der Relation der Zwecke®, die in Ge-
schmacksurteilen eine Rolle spielen, in Verbindung gesetzt. Als Erklarung des Scho-
nen schliekt Kant aus diesen Uberlegungen:

»Schéonheit ist Form der ZweckmdfSigkeit eines Gegenstandes, sofern sie,
ohne Vorstellung eines Zwecks an ihm wahrgenommen wird.“ (KU, §17,
S. 61) [Hervorhebungen im Original]

6Eine eher skeptische Diskussion des Kantischen Konzepts einer subjektiven Allgemeingiiltigkeit
dsthetischer Werturteile findet sich bei (Piecha, 2002, S. 224ff).



4.1 Der Schénheitsbegriff in der Kritik der Urteilskraft 89

Auf das Kantische Konzept einer Zweckméfigkeit ohne Zweck wird in 4.3.1 im
Allgemeinen und in 4.3 mit Bezug auf die Mathematik néher eingegangen.

Im vierten und letzten Moment (§§18-22) steht die Notwendigkeit im Vordergrund,
mit der ein dsthetisches Urteil geféllt wird. Damit folgt als weitere Eingrenzung
des Schonheitsbegriffs:

»Schin ist, was ohne Begriff als Gegenstand eines notwendigen Wohl-
gefallens erkannt wird.“ (KU, §22, S. 68)[Hervorhebungen im Original]

Dies wird aus der zwingenden Zustimmung aller zu einem Geschmacksurteil iiber
die Idee eines ,Gemeinsinns” hergeleitet.

Wie in einem solchen allgemeingiiltig anmutenden und notwendig zu féllenden
Urteil die Erkenntniskrifte Verstand und Einbildungskraft zusammenspielen, ohne
dass der Verstand die Begriffe und die Zwecke vorgibt, wie also das ,freie Spiel der
Erkenntnisvermogen (KU, §9, S. 28) gedacht werden muss, fasst Kant in den
Allgemeinen Anmerkungen zusammen:

»Es wird also eine Gesetzméfbigkeit ohne Gesetz, und eine subjekti-
ve Ubereinstimmung der Einbildungskraft zum Verstande, ohne eine
objektive, da die Vorstellung auf einen bestimmten Begriff von einem
Gegenstande bezogen wird, mit der freien Gesetzmaéfigkeit des Ver-
standes (welche auch ZweckméRigkeit ohne Zweck genannt worden)
und mit der Eigentiimlichkeit eines Geschmacksurteils allein zusam-
men bestehen kénne.”“ (KU, S. 68)

Seine Ausfithrungen verdeutlicht Kant an den zentralen Stellen mit Beispielen.
Dabei greift er tiber die Analytik des Schonen hinweg immer wieder auch auf Ma-
thematisches zuriick. Dieses nimmt dabei, wie bereits erwahnt, immer die Funktion
eines kontrastierenden Gegenbeispiels ein.

4.1.2 Mathematik als Kontrast zum Schonen

Kant bemiiht im Rahmen der Kritik der Urteilskraft immer wieder die Mathematik
als widerstdndigen Gegenstand, der einen Kontrast zu seinen Ausfiithrungen z.B.
zum Schonen, zum Erhabenen und der Kunst darstellt. Bezogen auf das &stheti-
sche Schonheitsurteil sind insbesondere zwei prominente Stellen innerhalb der KU
zu nennen, an denen Kant die Moglichkeit einer Schonheit des Mathematischen
verneint.

Das erste dieser Gegenbeispiele befindet sich in der Allgemeinen Anmerkung zum
Abschluss der Analytik des Schonen und bildet damit einen Teil der abschlie-
fenden Zusammenfassung der Ausfithrungen zum Geschmacksurteil ,,schén“. Zur
Argumentation greift Kant dabei auf seine Ausfilhrungen zum ,freien Spiel der



90 Kapitel 4 Mit Kant gegen die Schénheit der Mathematik

Erkenntniskréfte aus dem zweiten Moment zurilick. Damit stellt er in seiner Zu-
sammenschau die zentrale Rolle dieser eigentiimlichen Konstruktion fiir das Ge-
schmacksurteil heraus und verneint insbesondere durch die begrifflich gegebene
Regelméfigkeit mathematischer Gegenstéinde deren dsthetische Bewertbarkeit. In
4.2 wird dieser Zusammenhang ausfiihrlicher besprochen.

Das zweite hier behandelte Gegenbeispiel dagegen befindet sich — eher unerwartet
— im ersten Paragraphen des zweiten Teils der Kritik, der Analytik der teleolo-
gischen Urteilskraft. Obwohl es somit abseits der eigentlichen Ausfithrungen zum
Geschmacksurteil steht, greift Kant hier zur Argumentation auf seine Ausfiih-
rungen zur Schénheit zuriick. Insbesondere die Rolle der Zweckmiéfigkeit fiir das
asthetische Urteil wird durch das Urteil iiber die Mathematik kontrastierend her-
ausgestellt. Stark gemacht wird an dieser Stelle somit erneut die Abgrenzung der
kantischen Asthetikauffassung von vorhergehenden rationalistischen Ansitzen, wie
er sie bereits in den §15 und 16 (KU) betont. Dieser Zusammenhang wird in 4.3
ausfiihrlicher dargestellt.

Uber die Zweckmifigkeit enthélt das zweite Gegenbeispiel eine zweifache Abgren-
zung des Schonheitsurteils in der Mathematik; zum einen gegen das &sthetische,
zum anderen aber auch gegen das teleologische Urteil.”

Im Folgenden sollen nun diese beiden kantischen Argumentation gegen die Mog-
lichkeit eines Geschmacksurteils iiber die Gegenstdnde der Mathematik diskutiert
und fiir die weitere Untersuchung fruchtbar gemacht werden. Dazu wird die Kan-
tische Argumentationslinie sowie jeweils Reaktionen und Einschétzungen der Se-
kundérliteratur dazu zunédchst vorgestellt. So konnen zentrale Eigenschaften der
mathematischen Schonheit, wie Kant sie bewertet, herausgearbeitet werden.

4.2 Zwischen freiem Spiel und Langeweile

Nun werden geometrisch-regelméfige Gestalten, eine Zirkelfigur, ein
Quadrat, ein Wiirfel usw., von Kritikern des Geschmacks gemeinig-
lich als die einfachsten und unzweifelhaftesten Beispiele der Schonheit
angefithrt.“ (KU, Allgemeine Anmerkung, S. 70)

An dieser Beobachtung muss sich Kant in der Allgemeinen Anmerkung zum ersten
Abschnitte der Analytik abarbeiten, lduft sie doch seiner zuvor eingefiihrt Cha-
rakterisierung eines Geschmacksurteils zuwider. So ist eine solche ,geometrisch-
regelmafige Gestalt* nichts als die beste Umsetzung der zugrundeliegenden Re-

"Dieses zweite Beispiel findet wesentlich seltener Beachtung als das erste. So wird es auch z.B. in
der ausfiihrlichsten Diskussion zu Schénheit und Mathematik in der KU bei Christian Helmut
Wenzel (2005) nicht behandelt, wohl aber in Arbeiten, deren Fokus aus unterschiedlichen
Griinden auf der ZweckméfRigkeit liegt (z.B. Marc-Wogau (1938), Model (1987) oder Wolff-
Metternich (1995)). Dies kénnte u.a. der Stellung auferhalb der eigentlichen Abhandlung zum
Schonen geschuldet sein.
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gel, des zugrundeliegenden Begriffs. Gegenstédnde aber, die im Kantischen Sinne
,schon heifen diirfen, gefallen wie unter 4.1.1 skizziert ohne Begriff dadurch, dass
sie Verstand und Einbildungskraft in ein freies Spiel versetzen, welches zu einem
dsthetischen Wohlgefallen fiihrt.

Der geometrischen Regelméfigkeit billigt Kant aber nur insofern die Moglichkeit
zu, ein Wohlgefallen auszulosen, als Gegenstdnde mit dieser Eigenschaft zum Er-
fiillen bestimmter Aufgaben und Anwendung in der Praxis besonders gut geeignet
sind. Dies macht er an verschiedenen Beispielen deutlich:

»Ein Zimmer dessen Winde schiefe Winkel machen, ein Gartenplatz
von solcher Art, selbst alle Verletzung der Symmetrie sowohl in der
Gestalt der Tiere [...] als der Gebaude oder der Blumenstiicke, mif-
fallt, weil es zweckwidrig ist, nicht allein praktisch in Ansehung eines
bestimmten Gebrauchs dieser Dinge, sondern auch fiir die Beurteilung
in allerlei moglicher Absicht.“ (KU, Allgemeine Anmerkung, S. 70)

Auch weist er darauf hin, dass die geometrische Regelméfigkeit zu bestimmten
Erkenntnissen beitragt und sich etwa bei der Beurteilung von Grofen oder der
Bestimmung von Verhéltnissen besonders eignet (vgl. KU, Allgemeine Anmerkung,
S. 70). In diesen Fillen ist das Wohlgefallen allerdings ,nicht unmittelbar auf dem
Anblicke der Gestalt, sondern der Brauchbarkeit derselben zu allerlei moglicher
Absicht* (KU, Allgemeine Anmerkung, S. 70) gegriindet. Mit dieser eher schlichten
ZweckmiiRigkeit kann also ein Wohlgefallen einhergehen, aber kein #sthetisches.®

Steht aber nicht die Brauchbarkeit und damit der Verstand im Zentrum des Ur-
teilens, sondern die Einbildungskraft, fiihrt die geometrische Regelméfigkeit nicht
zu Wohlgefallen, sondern zu Zwang (vgl. KU, Allgemeine Anmerkung, S. 71f)
und trigt so naturgemé&f nicht zur angestrebten &sthetischen Unterhaltung bei.
So kommt Kant nun entgegen der oben zitierten géngigen Meinung der , Kritiker
des Geschmacks” zu einem vernichtenden Urteil:

,Alles Steif-Regelmiiige (was der mathematischen Regelméfigkeit na-
he kommt) hat das Geschmackwidrige an sich: da® es keine lange Un-
terhaltung mit der Betrachtung desselben gewéhrt, sondern, sofern es
nicht ausdriicklich das Erkenntnis, oder einen bestimmten praktischen
Zweck zur Absicht hat, Langeweile macht.“ (KU, Allgemeine Anmer-
kung, S. 72)

Zunichst, so konnte man meinen, ist die hier vorgestellte Kantische Argumen-
tationslinie ungefihrlich fiir die in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehenden Trager

8Dieser Riickbezug auf die ZweckmiRigkeit ist von der Argumentation des zweiten darzustellen-
den kontrastierenden Beispiels zu unterscheiden. Dort wird die nicht erwartete innermathe-
matische ZweckmaéfRigkeit als Schonheitskriterium diskutiert (vgl. 4.3). Wohingegen hier die
Regelméfigkeit als Schonheitskriterium im Zentrum steht, und dieser eine besondere Zweck-
méfigkeit in der Anwendung zugesprochen wird.
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mathematischer Schonheit, bezieht sie sich doch auf ,,geometrisch-regelméfige Ge-
stalten” und damit auf die unter 1.1.2 abgegrenzten ,Muster aus der Mathematik*.
Eindeutig abgewiesen wird hier durch Kant also das Recht, von der Schonheit der
platonischen Korper oder symmetrisch angeordneter Muster zu sprechen. Britta-
Sophie von Wolff-Metternich zufolge hétte Kant mit dieser Argumentation aufser-
dem auch computergenerierten Darstellungen etwa von Fraktalmengen o.4. den
hiufig behaupteten dsthetischen Reiz absprechen miissen, da diese trotz der nach
einigen Rekursionsschritten komplex erscheinenden Gebilde ,durchweg auf recht
einfache Grundformen zuriickfithrbar* (Wolff-Metternich, 1995, S. 167) seien.

Die Kantische Argumentation lésst sich aber durchaus auch allgemeiner als Ge-
genpostion zu den unter Kapitel 3 vorgestellten Ansétzen der antiken Tradition
verstehen und somit auch gegen die Schonheit der ,Muster der Mathematiker” in
einem bestimmten Zusammenhang von Schonheit und Mathematik anwenden: In-
dem Kant die mathematisierbare Ordnung als ,,geschmackswidrig” erklart, wendet
er sich gegen einen mit mathematischen Regeln identifizierbaren Schoénheitsbe-
griff, der Harmonie, Ordnung und Ebenmafs in den Mittelpunkt stellt. Kant 16st
sich durch die klare Abgrenzung von Schénem und Geometrisch-Regelméfigem
von solchen Traditionen und ,befreit damit den Begriff der Schénheit aus seiner
Verklammerung mit der rationalen, mathematisch bestimmten Form [...]|*“ (Wolff-
Metternich, 1995, S. 163).°

»Niemand wird leichtlich einen Menschen von Geschmack dazu né-
tig finden, um an einer Zirkelgestalt mehr Wohlgefallen, als an einem
kritzlichen Umrisse, an einem gleichseitigen und gleicheckigen Viereck
mehr, als an einem schiefen, ungleichseitigen, gleichsam verkriippel-
ten, zu finden: denn dazu gehért nur gemeiner Verstand und gar kein
Geschmack.“ (KU, Allgemeine Anmerkung, S. 72)

Somit bestétigt er also die Beobachtungen, auf die etwa die in Kapitel 3 vorge-
stellten Autoren ihre Asthetikkonzeptionen allgemein aber auch die mathematik-
dsthetischen Behauptungen griinden. Jedoch will er solche rein verstandesméfig
zu treffenden Urteile vom Geschmacksurteil separiert sehen. Anders als andere
Autoren der Aufklirung (vgl. 3.3) integriert er dieses offenbar géingige Urteil also
explizit nicht in seine Philosophie vom Schénen.

So richtet sich der Vorwurf der ,Langeweile* aber auch gegen die in ,antiker Ma-
nier”, also durch rein rational fassbare Kriterien wie Harmonie und Ordnung, be-
griindete Schonheit von Beweisen und Satzen. Mindestens die aus den antiken und

9 Anzumerken ist, dass von Wolff-Metternich nicht klar zwischen der Argumentationsweise Kants
in der Allgemeinen Anmerkung und in §62 unterscheidet und somit das hier angefiihrte Zitat
auch mit der Argumentation iiber die formale Zweckmaéfigkeit der Mathematik in §62 in Ver-
bindung bringt. Wie die Darstellung unter 4.3 zeigen wird, beschéftigen sich die beiden Stellen
mit unterschiedlichen Eigenschaften, an denen die Schénheit mathematischer Gegenstande
festgemacht wird und behandeln so m.E. verschiedene Aspekte oder mindestens verschiedene
Perspektiven auf diesen Bereich.
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mittelalterlichen Konzepten hergeleitete Schonheit der ,Muster der Mathematiker*
kann somit Kant folgend nicht als genuin dsthetisches Urteil gelten.

4.2.1 Die Rolle des Emotionalen

Die Abgrenzung von seinen Vorgingern in einer rationalistisch gepriigten Asthe-
tik, wie etwa von Baumgarten, Leibniz oder Wolff, ist fiir Kant insgesamt ein
zentrales Thema — nicht nur im Rahmen der KU. Ein kontrastierendes Element
zu solchen Positionen ist die Rolle des Gefiihls fiir das Geschmacksurteil. So ist
der Zeitpunkt, zu dem die Lust im Urteil entsteht eine zentrale Frage, mithin der
wSchliissel zur Kritik des Geschmacks® (KU, §9, S. 27): Folgt das Gefiihl der Lust
direkt auf die Wahrnehmung des zu beurteilenden Gegenstandes, also vor dem
Wirken von Einbildungskraft und Verstand, oder wird es erst durch das freie Spiel
der Erkenntniskrifte hervorgerufen? Kant entscheidet sich gegen die Unmittelbar-
keit des dsthetischen Gefiihls:

,Diese blof subjektive (dsthetische) Beurteilung des Gegenstandes, oder
der Vorstellung wodurch er gegeben wird, geht nun vor der Lust an
demselben vorher, und ist der Grund dieser Lust an der Harmonie der
Erkenntnisvermogen. (KU, §9, S. 29) [Hervorhebungen S.Sp.|

Fir Kant ist also das positive Gefiihl im &sthetischen Urteil eine Reaktion auf
die durch den schonen Gegenstand ausgeloste ,Harmonie der Erkenntnisvermo-
gen®. Dies bedeutet mit anderen Worten, dass etwas dann als schén empfunden
wird, wenn es im urteilenden Subjekt die Einbildungskraft und den Verstand, oh-
ne Begriffe anzunehmen, in ein Spiel versetzen kann, welches das Gefiihl der Lust
auslost. Wiirde das Gefiihl direkt auf die Wahrnehmung folgen, so wére es ,blofse
Annehmlichkeit in der Sinnenempfindung* und kénne, so Kant, ,nur Privatgiiltig-
keit® (KU, §9, S. 27) haben. Das Geschmacksurteil wire dann kein allgemeines
mehr. (Vgl. §9, KU, S. 27ff)

Da nun aber gerade die Begriffe in einem Geschmacksurteil keine Rolle spielen, sind
es allein die ausgelosten Emotionen, durch die diese Harmonie bemerkt wird: ,,Jene
subjektive Einheit des Verhéltnisses [kann| sich nur durch Empfindung kenntlich
machen.* (KU, §9, S. 31). In §15 erinnert Kant an diese Eigenschaft und fasst noch
einmal wie folgt zusammen:

»,Das Urteil heifft auch eben darum &sthetisch, weil der Bestimmungs-
grund desselben kein Begriff, sondern das Gefiihl (des innern Sinnes)
jener Einhelligkeit im Spiele der Gemiitskréfte ist, sofern sie nur emp-
funden werden kann.“ (KU, §15, S. 47f)

Das Geschmacksurteil kann nicht rational auf der Ebene des Verstandes geféllt
werden. Eine Person kann nur fiihlen, ob ein Gegenstand die Erkenntnisvermo-
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gen so in Einklang gebracht hat, dass er als ,schén® beurteilt werden muss. Das
emotionale Erkennen ist integraler Bestandteil des #sthetischen Urteils.'®

Die Erkenntnis mathematischer Regelmifigkeit ist ein rationales Urteil. Es muss
aber die Frage erlaubt sein, ob es sich nicht auch in gewisser Hinsicht um ein
emotional vermitteltes Urteil handelt, wenn Mathematiker von der Schonheit ei-
nes Beweises sprechen. Zumindest grundsétzlich wére ein solcher Schluss auch im
Rahmen der Kantischen Theorie denkbar. So bedeutet die Notwendigkeit von Be-
griffslosigkeit und emotionalem Erkennen im &sthetischen Urteil fiir Kant nicht,
dass einem solchen Urteil kein verstandesméfiges Erfassen vorausgegangen sein
darf. Dies stellt er gleich zu Beginn der Analytik des Schinen klar:

~Wenn die gegebenen Vorstellungen gar rational wéiren, wiirden aber in
einem Urteile lediglich auf das Subjekt (sein Gefiihl) bezogen, so sind
sie sofern jederzeit dsthetisch.* (KU, §1, S. 5)

Die Moglichkeit, dass ein begriffsméfiges Verstehen dem &sthetischen Urteil vor-
ausgehen darf, sofern dieses nicht auf jenes bezogen wird, fithrt Kant selbst nicht zu
einem Riickbezug auf das dsthetische Urteil iiber Mathematisches. Das iiberrascht
nicht, wenn er Kriterien wie die Regelméfigkeit untersucht. Die grundsétzliche
Moglichkeit einer &dsthetischen Beurteilung eines rational gegebenen Gegenstan-
des ist m.E. aber fiir die weitere Diskussion der Kantischen Theorie im Rahmen
mathematikiisthetischer Uberlegungen eine wichtige Grundlage.

4.2.2 Der fehlende Spielraum

Christian Helmut Wenzel diskutiert das Argument zur Langeweile geometrischer
Regelméfigkeit auf einer weiteren Ebene: Durch einen Begriff gegebene geometri-
sche Gebilde fiihrten Wenzel folgend auch deshalb zur Langeweile, weil ihnen das
unendliche Angebot an Variationen fehle, welches wiederum nétig sei, um das freie
Spiel der Erkenntniskréfte in Gang zu setzen. Anders als bei durch die Sinne wahr-
nehmbaren Naturschonheiten sei fiir einen regelméfigen geometrischen Korper z.B.
nur eine endliche Menge an Regeln nétig, um ihn vollstindig zu bestimmen (vgl.
Wenzel, 2001, S. 421f). Mit den Worten von Britta Sophie von Wolff-Metternich
fehlt den mathematischen Gegensténden eine ,,,iiberschiissige Sinnlichkeit* [...],
die sich dem bestimmten, begrifflich geregelten Einheitsbezug des Verstandes ent-
zieht* (Wolff-Metternich, 1995, S. 166f).

Bezogen auf den Bereich der Beweise begegnet Wenzel dem auf Grund der Re-
gelhaftigkeit fehlenden Spielraum mit einer Beobachtung aus der Geschichte des

10Eine ausfiihrliche Studie iiber den Stellenwert des Gefiihls im Geschmacksurteil bei Kant findet
sich bei Matthews (1997).
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Mathematiktreibens: Die Mathematikgeschichte zeige, dass es keine Regel gebe,
die vorschreibe, welche Regel der schaffende Mathematiker anzuwenden habe.!!

Ob die mathematische Regelmébigkeit zu Langeweile oder &dsthetischem Wohlge-
fallen fiihrt, scheint auf die Perspektive bzw. darauf anzukommen, welchem Er-
kenntnisvermogen im Urteil der Vorrang gegeben wird. Ist es der Verstand, der
durch den zu Grunde liegenden Begriff zu seinem Urteil kommt, so handelt es
sich um eine verstandesméfige Erkenntnis und nicht um &sthetische Unterhal-
tung. Steht aber in der (Re)konstruktion mathematischer Gegensténde, wie dies
in der mathematischen Forschung zu beobachten ist, der ,Verstand im Dienste der
Einbildungskraft, ist also das verstandesméfige Erfassen der Begriffe lediglich die
Bedingung der Moglichkeit einer Konstruktion und Beurteilung durch die Einbil-
dungskraft, so ist jedenfalls eine Bedingung zum asthetischen Wohlgefallen auch
nach Kant gegeben.

4.3 Mathematik zwischen Schonheit und relativer
Vollkommenheit

»Man ist gewohnt, die erwdhnten Eigenschaften, sowohl der geometri-
schen Gestalten, als auch wohl der Zahlen, wegen einer gewissen, aus
der Einfachheit ihrer Konstruktion nicht erwarteten, Zweckméfigkeit
derselben a priori zu allerlei Erkenntnisgebrauch Schénheit zu nen-
nen [...]. Allein es ist keine &sthetische Beurteilung, durch die wir sie
zweckméfig finden [. . .]. Man miifite sie eher eine relative Vollkommen-
heit, als eine Schonheit der mathematischen Figuren nennen.“ (KU,
8§62, S. 277f)

Wie im vorher beschriebenen Beispiel aus der Allgemeinen Anmerkung stellt sich
Kant auch mit der hier zu besprechenden Aussage gegen eine zu seiner Zeit offenbar
geldufige Meinung. Anders als oben setzt er sich aber nicht mit einer traditionel-
len Auffassung von Schoénheit, sondern mit einer traditionellen Beurteilung der
Mathematik auseinander. Dass er sich hier nicht gegen , Kritiker des Geschmacks*
im Allgemeinen, also Philosophen, und ihre Uberlegungen zur Asthetik wendet,
sondern iiber ein in der Mathematik iibliches Phianomen spricht, wird noch deut-
licher, wenn man iiber die Kritik der Urteilskraft hinausschaut: So argumentiert
Kant in der Abhandlung Von einem neuerdings erhobenen vornehmen Ton in der
Philosophie ebenfalls gegen ,ausgedehnte Brauchbarkeit und Zweckmaéfigkeit” als
Eigenschaften, die dazu fiithren von schoner Mathematik zu sprechen und bezieht

11Vgl. hierzu auch den im Rahmen der Genie-Diskussion von Wenzel gezogenen Vergleich des
schaffenden Mathematikers mit einem sich die Regeln der Arithmetik erschliefenden Kind
(sieche Wenzel (2005) sowie die Ausfithrungen zu Kapitel 7). Dieser Ansatz beschreibt eine
Moglichkeit, mithilfe der Mathematikisthetik zur Beschreibung der mathematischen Praxis
beizutragen.
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sich dabei auf das erste ausfithrliche Werk zur Mathematikgeschichte des franzo-
sischen Mathematikers Jean-Etienne Montucla.'?

Mit den urteilenden Personenkreisen unterscheiden sich auch die Eigenschaften
schon genannter Mathematik, mit denen Kant sich in §62 beschéftigt, von den un-
ter 4.2 besprochenen. Er argumentiert hier nicht gegen das Kriterium der aufseror-
dentlichen RegelméfRigkeit, sondern gegen das Kriterium einer ,aus der Einfachheit
ihrer Konstruktion nicht erwarteten, ZweckmafRigkeit derselben a priori zu allerlei
Erkenntnisgebrauch“.!® Dies wiederum macht einen anderen Argumentationsgang
und eine Auseinandersetzung mit der Zweckméfhigkeit der Mathematik nétig.

Der Bezug zur Zweckmafigkeit ist auferdem nicht nur eine Reaktion Kants auf ein
mgewohntes Schonheitskriterium fiir die Mathematik, sondern auch der Stellung
des zitierten Einwandes innerhalb der dritten Kritik geschuldet. So dient die Ma-
thematik im Ubergang von der Kritik der dsthetischen Urteilskraft zur Kritik der
teleologischen Urteilskraft nicht nur als kontrastierendes Element zur Schonheit,
sondern auch zur Teleologie: Kant charakterisiert die Zweckméfigkeit der Mathe-
matik als ,objektiv und intellektuell* und damit nicht asthetisch; aber auch als
,blof formal“ und damit nicht teleologisch (vgl. KU, §62, S. 274).

Warum nun kann die Mathematik auf Grund ihrer objektiv-formalen ZweckmaRig-
keit nicht schén, sondern nur ,relativ vollkommen* genannt werden?

4.3.1 Die intellektuelle ZweckmaRBigkeit der Mathematik

Wie Kant an vielen Beispielen aus der Geometrie Fuklids deutlich macht, be-
deutet die objektive Zweckmifigkeit eines mathematischen Gegenstandes seine
,2Angemessenheit* zur Losung vielfaltiger Probleme. Zu betonen ist dabei, dass
die Zweckmafigkeit nicht die Bedingung der Moglichkeit des betrachteten Gegen-
standes ist, denn diese ist ja der zu Grunde liegende Begriff (KU, §62, S. 271).
Aufserdem begriindet nicht die aufermathematische Anwendbarkeit die besonde-
re Zweckméfigkeit, sondern eine ,Zweckméfigkeit in dem Wesen der Dinge* (KU,
§62, S. 273) steht im Fokus. Dies folgert Kant aus der Beobachtung, dass der ,Eifer
der alten Geometer, die innermathematischen Eigenschaften und Gesetzméfigkei-
ten ihrer Gegensténde zu erforschen, ungetriibt war, obwohl sie die Anwendbarkeit
dieser Ergebnisse z.B. in der Physik noch nicht ahnen konnten (KU, §62, S. 272f).

12 Wenn z. B. die Geometrie einige schén genannte Eigenschaften des Zirkels (wie man im Mon-
tucla nachsehen kann) aufstellt, und nun gefragt wird: woher kommen ihm diese Eigenschaf-
ten, die eine Art von ausgedehnter Brauchbarkeit und Zweckmaéfigkeit zu enthalten scheinen?
so kann darauf keine andere Antwort gegeben werden als: quaerit delirus, quod non respon-
det Homerus.“ (AA VIII, S. 393) Vgl. auch den Hinweis dazu von Konrad Marc-Wogau (vgl.
Marc-Wogau, 1938, S. 187).

13Dieses Kriterium erinnert stark daran, wie auch in aktuellen Ausfithrungen der Eigenschafts-
komplex der Okonomie beschrieben wird (vgl. 2.2). Eine genauere Analyse liefert die Zusam-
menschau der gesamten Ausfilhrungen zum Schonheitsbegriff in Kapitel 5.
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Die im Falle der Mathematik beobachtete Zweckméfigkeit ist demnach eine intel-
lektuell erkannte, also objektive ZweckmaéfRigkeit, die aber nicht notwendigerweise
auf einen bestimmten Zweck gerichtet sein muss. Sie ldsst sich ,gleichwohl ihrer
Maoglichkeit nach als blof formale (nicht reale), d.i. als ZweckméRigkeit, ohne daf
doch ein Zweck ihr zum Grunde zu legen |[...]| dazu noétig wire* (KU, §62, S. 274)
begreifen.

Die Vielfalt an Moglichkeiten zur Losung bestimmter Probleme oder zur Herleitung
neuer Regeln ist in dem Prinzip, welches der Konstruktion der mathematischen
Gegensténde in der Vorstellung zu Grunde liegt, also nicht bereits mitgedacht.'4
Es ist nun nach Kant diese Fiille an nicht vorher bestimmter und aus der Einfach-
heit des zugrundeliegenden Begriffs nicht zu ersehender Zweckmafhigkeit, die eine
besondere Bewunderung fiir diese Gegenstiande auslost (KU, §62, S. 275{f). Diese
Bewunderung darf nun aber nicht mit einem &sthetischen Wohlgefallen verwechselt
werden. Kant begriindet dies wie folgt:

,,Es ist keine Beurteilung ohne Begriff, die eine blofse subjektive Zweck-
miéfigkeit im freien Spiele der Erkenntnisvermégen bemerklich macht:
sondern eine intellektuelle nach Begriffen, welche eine objektive Zweck-
méfigkeit, d.i. Tauglichkeit zu allerlei (ins Unendliche mannigfaltigen)
Zwecken deutlich zu erkennen gibt.“ (KU, §62, S. 277)

Die Grundlage fiir das scheinbare Schénheitsurteil sieht Kant also in einer intel-
lektuell erkennbaren Zweckmafigkeit und nicht in einem nur emotional fassbaren
freien Spiel der Erkenntniskréfte. Durch den formalen Charakter der Zweckméfig-
keit, also durch nicht begrifflich gegebene Zwecke, lassen sich die vorgeblich &sthe-
tisch Urteilenden dariiber hinweg tduschen, dass sie eben doch nicht von dem den
Gegenstand bestimmenden Begriff (Konstruktuionsprinzip) abstrahieren, wenn sie
ihre Bewunderung fiir die mathematischen Gegenstéande auf eine ,aus der Einfach-
heit ihrer Konstruktion nicht erwarteten Zweckméfigkeit* griinden.

Die Grundlage der beschriebenen Kantischen Argumentation, der Mathematik eine
Zweckméfigkeit zuzuordnen, die sowohl formal als auch objektiv ist, steht zunéchst
in deutlichem Gegensatz zu den Kantischen Ausfiihrungen zur Vollkommenheit in
§15. Dort differenziert er seinen Begriff der Zweckméfigkeit aus und charakterisiert
die Vollkommenheit als eine bestimmte Art der ZweckméRigkeit. Er unterscheidet
zunéchst zwischen subjektiver und objektiver Zweckmaéfigkeit und die objektive
ZweckmiéfRigkeit noch einmal in duflere und innere. Die Vollkommenheit wird da-
bei als objektive innere Zweckmdfigkeit gedacht (KU, §15, S. 44).1% Anders als
die subjektive Zweckméfigkeit setzt die objektive immer einen Zweck, d.h. einen
Begriff von dem, ,was das Ding sein solle (KU, §15, S. 45) voraus. Die qualitative'®

14Fiir eine ausfiihrliche Erliuterung des Kantischen Konzepts der mathematischen Konstruktion
siehe (Koriako, 1999, S. 237ff).

15Demgegeniiber steht die Niitzlichkeit als objektive dufiere ZweckméRigkeit.

16Kant stellt der qualitativen Vollkommenheit auch eine quantitative zur Seite, die aber die qua-
litative voraussetze und ,ein blofter Groftenbegriff sei, der angebe, dass ein Gegenstand alles
enthélt, was den gegebenen Begriff ausmacht. Kant spricht hier von ,Vollstandigkeit®. (KU,
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Vollkommenheit zeichnet sich nun durch ,die Zusammenstimmung des Mannigfal-
tigen in demselben zu diesem Begriffe (welcher die Regel der Verbindung desseblen
an ihm gibt)* (KU, §15, S. 45) aus. Ein Gegenstand wird also dann qualitativ voll-
kommen genannt, wenn er so beschaffen ist, dass die ihn ausmachenden Einzelei-
genschaften alle darauf ausgerichtet sind, einen vor dem Gegenstand bestimmten
Zweck zu erfiillen.

Die Schénheit dagegen ist Kant folgend durch eine ,formale subjektive Zweckmd-
Bigkeit“ (KU, §15, S. 46) gekennzeichnet. D.h. im Gegensatz zu einer objektiven
Zweckméfigkeit ist hier kein Begriff von dem, was das Ding sein soll, vorausgesetzt,
sondern lediglich die Forderung nach der ,,Zusammenstimmung des Mannigfaltigen
zu Einem* (KU, §15, S. 45), ohne aber einen Begriff von diesem ,Finen“ zu ha-
ben. Kant spricht deshalb auch von einer ,, Zweckmdfigkeit ohne Zweck®. Hieraus
ergibt sich fiir Kant nicht nur ein gradueller, sondern ein spezifischer Unterschied
zwischen dem &sthetischen Urteil ,,schén” und dem logischen Urteil ,yollkommen*
(vgl. KU, 8§15, S. 47).

Zur Moglichkeit einer formalen objektiven Zweckméafigkeit nimmt Kant in §15 wie
folgt Stellung:

Eine formale objektive Zweckméfkigkeit aber ohne Zweck, d.i. die blo-
e Form einer Vollkommenheit (ohne alle Materie und Begriff von dem
wozu zusammengestimmt wird, wenn es auch blofs die Idee einer Ge-
setzméfigkeit tiberhaupt wére) sich vorzustellen, ist ein wahrer Wider-
spruch.“ (KU, §15, S. 46)

Dies begriindet er damit, dass bei einer formalen ZweckméfBigkeit eben von dem
begrifflich gegebenen Zweck abstrahiert werde und so ,nichts als die subjektive
Zweckmifigkeit der Vorstellungen im Gemiite des Anschauenden (KU, §15, S.
46) ibrigbleibe. Ohne die Grundlage eines gegebenen Zwecks kann die Zweck-
méfigkeit also nicht objektiv intellektuell erkannt und beurteilt werden. Damit
verneint Kant in §15 gerade die Art der Zweckméfigkeit, die er in §62 der Mathe-
matik zuordnet.

Anselm Model sieht hier aber keinen Widerspruch in der Sache, sondern ein ,,Un-
geniigen des klassifikatorischen Schemas, in das Kant die Phédnomene der ,Zweck-
miRigkeit* zu zwingen sucht* (Model, 1987, S. 280).}7 Widerspricht Kant in §15
der Moglichkeit einer formalen objektiven Zweckméfigkeit, so macht er dies, um
die Vollkommenbheit als Kriterium eines Geschmacksurteils auszuschlieften. In §62
dagegen nutzt er die objektive formale Zweckméfigkeit, um der Mathematik trotz

§15, S. 45). Die quantitative Vollstdndigkeit spielt in der folgenden Kantischen Argumenta-
tion keine Rolle mehr, so dass Anselm Model vermutet, Kant habe sie nur unterschieden,
um Missverstidndnisse zu vermeiden (vgl. Model, 1987, S. 262). Konrad Marc-Wogau weist
aullerdem darauf hin, dass die Klassifikation des Begriffs Vollkommenheit iiber Kants Werk
hinweg nicht konsistent bleibt (vgl. Marc-Wogau, 1938, S. 170f).

1"Konrad Marc-Wogau dagegen versucht diesem Widerspruch dadurch zu begegnen, dass er
zwischen einer ,inneren Vollkommeheit* und einer ,dufieren unterscheidet (vgl. Marc-Wogau,
1938, S. 172).
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der zu beobachtenden Zweckmafigkeit ohne Zweck den Schonheitsstatus ab- und
den einer ,relativen Vollkommenheit* zuzusprechen. Eine Umwidmung der Bedeu-
tung kommt dabei m.E. im Ausdruck ,objektive formale Zweckmafigkeit“ dem
Pradikat ,objektiv bzw. der Rolle der Zwecke fiir die Existenz der Gegensténde
zu. So bestimmt Kant in §15 den Zweck als dasjenige, ,,dessen Begriff als der Grund
der Moglichkeit des Gegenstandes selbst angesehen werden kann“ (KU, §15, S. 45).
Eine objektive Zweckméfigkeit in diesem Sinne kann damit nur auf der Grund-
lage eines so verstandenen Zwecks, also des ,Begriffs von diesem, was es fiir ein
Ding sein solle“ (KU, §15, S. 45), gedacht werden. Bezogen auf die Mathematik
ist diese Rolle des Zwecks nicht mehr haltbar. Voraussetzungen der Existenz eines
mathematischen Gegenstandes ist das Konstruktionsprinzip und die a priori gege-
bene Vorstellung des Raums bzw. der Zeit. Ein solcher Gegenstand ist auch ohne
einen begrifflich gegebenen Zweck vollstandig bestimmt. Dennoch ist ein mathema-
tischer Gegenstand zu ,ins Unendliche mannigfaltige Zwecken* brauchbar. Diese
ZweckméfRigkeit kann beurteilt werden, ohne den Begriff eines bestimmten Zwecks
vorauszusetzen und ist insofern Zweckméfigkeit ohne Zweck und keine ,objektive
ZweckmiRigkeit im Sinne der Bestimmung in §15.'® Allerdings handelt es sich
auch nicht um subjektive Zweckméfhigkeit, da diese nur im Subjekt gefiihlsméfig
zum Ausdruck kommen kann. Die mathematische ZweckmafRigkeit aber ist intel-
lektuell erkennbar und insofern objektiv.

Damit stimmen auch die Charakterisierungen des Begriffs ,formale” Zweckmé-
Rigkeit in §15 und 62 nicht ganz iiberein. So stellt sich Kant in §15 die formale
Zweckméfigkeit als eine Zweckméfigkeit vor, bei der von einem Zweck abstrahiert
wird und somit ,nichts als die subjektive Zweckméfigkeit der Vorstellungen im
Gemiite des Anschauenden wbrigbleibt (KU, §15, S. 46 [Hervorhebung S.Sp.]).
Bezogen auf die Mathematik stellt Kant sich eine Zweckméfigkeit ohne im Begriff
des Gegenstandes enthaltene Zwecke vor:

,Die mannigfaltigen Regeln, deren Einheit (aus einem Prinzip) diese
Bewunderung erregt, sind insgesamt synthetisch, und folgen nicht aus
einem Begriffe des Objekts.” (KU, §62, S. 275)

Als mathematische Gegenstédnde sind die ,mannigfaltigen Regeln“ zwar nicht ana-
lytisch aus dem gegebenen Objekt herzuleiten, sie sind aber dennoch als Begriffe
gegeben.'® Dementsprechend sind im Falle der mathematisch-formalen Zweckmé-
Rigkeit nicht nur die ,Vorstellungen im Gemiite des Anschauenden® die beurteilba-

18 Die objektive Zweckmifigkeit zu beurteilen, bediirfen wir jederzeit den Begriff eines Zwecks.*
(KU, 8§15, S. 45)

19Mathematische Urteile sind nach den Ausfithrungen Kants in der Kritik der reinen Vernunft
anders als empirische Urteile als synthetische Urteile a priori zu betrachten. D.h. die Er-
kenntnisse sind nicht bereits im Begriff, der dem betrachteten Gegenstand zugrunde liegt,
mitgedacht und insofern nicht analytisch sondern synthetisch. Aufferdem geht dem Urteil
keine empirische Erfahrung voraus, so dass es kein Urteil a posteriori sein kann. Fiir eine aus-
fiihrlichere Darstellung siehe z.B. (Shabel, 2003, S. 102ff) oder (Kauferstein, 2006, S. 25ff), die
die Bestimmung des mathematischen Urteils jeweils unter einem speziellen Blick auf Kants
Mathematikauffassung ausfiihren.
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ren Spuren. Eine mathematische Zweckmafigkeit ohne Zweck ist also nicht zwin-
gend eine subjektive.

So ist m.E. auch der Unterschied zwischen der ,qualitativen Vollkommenheit* in
§15 und der ,relativen Vollkommenheit* in §62 zu deuten. Die qualitative Vollkom-
menbheit ist nach Kant ,die Zusammenstimmung des Mannigfaltingen in demselben
zu diesem Begriffe [dem vorher bestimmten Zweck, S.Sp.]“ (KU, §15, S. 45). Die
Zwecke eines mathematischen Gegenstandes sind nun nicht vor dem Gegenstand
begrifflich bestimmt, sondern gehen erst aus der Vorstellung synthetisch hervor.
Daher kann ein mathematischer Gegenstand nicht in diesem Sinne qualitativ voll-
kommen sein. Dennoch wird an diesen Gegensténden eine ,Zweckméfigkeit dersel-
ben a priori zu allerlei Erkenntnisgebrauch®, also eine verstandesméfig verwertbare
Zweckmafigkeit ohne im Begriff enthaltenen Zweck, beobachtet (vgl. Eingangszi-
tat). In der Beschéftigung mit der Mathematik kann so auch eine ,,Zusammenstim-
mung des Mannigfaltingen in demselben* zu einer Vielzahl sehr unterschiedlicher
saus der Einfachheit ihrer Konstruktion nicht erwarteter (vgl. Eingangszitat) syn-
thetischer Begriffe, also eine Art der Vollkommenbheit, erlebt werden. Kant schlégt
den Terminus ,relative Vollkommenheit* vor.

4.3.2 Gegen eine freie Schénheit der Mathematik

Gleichgiiltig, ob die Vollkommenheit qualitativ oder relativ zu nennen ist: Wird
die Mathematik auf Grund einer intellektuell erkennbaren Zweckméfigkeit mit
dem Pradikat ,schon” belegt, so kann dies mit den in §16 eingefiihrten Kantischen
Kategorien gesprochen keine ,freie Schonheit* (,pulchritudo vaga®) sein. Diese un-
terscheidet er dort von der anhdngenden Schionheit (,pulchritudo adhaerens®):

»Die erstere setzt keinen Begriff von dem voraus, was der Gegenstand
sein soll; die zweite setzt einen solchen und die Vollkommenheit des
Gegenstandes nach demselben voraus.“ (KU, §16, S. 48)

Damit greift Kant die vorher fiir ein Geschmacksurteil geforderte Begriffslosigkeit
und das dadurch in Gang gesetzte freie Spiel der Erkenntniskrifte wieder auf und
setzt sich mit Ansédtzen auseinander, die eine Art der Vollkommenheit und die
Schonheit gleich setzten. Eine solche Argumentationslinie findet Kant bei seinen
Vorgéngern seit Alexander Gottlieb Baumgarten in der Philosophie des Schénen
hiufig — Kant spricht von ,namhaften Philosophen® (KU, §15, S. 44) — und grenzt
sich mit dem Ausschluss der Vollkommenheit als Voraussetzung der freien Schon-
heit explizit von solchen rationalistischen Tendenzen?® ab.

Ein Schénheitsurteil also, dessen Voraussetzung die Vollkommenheit und damit

20 Anselm Model nennt vor allem Alexander Gottlieb Baumgarten, Gottfried Willhelm Leibniz
und Johann Christoph Gottsched sowie den Baumgarten-Schiiler Georg Friedrich Meier, die
das Schone gleichsetzten mit einem (verworren gedachten) intellektuellen Urteil und es so mit
dem Begriff der Vollkommenheit in Verbindung bringen (vgl. Model, 1987, s. 260ff).
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die objektive innere Zweckméfigkeit des beurteilten Gegenstandes ist, ist nach
Kant kein genuin dsthetisches Urteil. Durch den notwendig als Begriff gegebenen
Zweck ist es nicht geeignet die Erkenntniskréfte in ein freies Spiel zu versetzen.
Es ist allenfalls ein ,auf einem Begriffe gegriindetes Wohlgefallen* (KU, §16, S. 51)
zu erwarten. Damit ist die anhdngende Schonheit keine dsthetische Kategorie im
Kantischen Sinne, und nur die freie Schonheit, die Art der ZweckméRigkeit sowie
die Rolle der Vollkommenheit werden zum Priifstein.

Die Schonheit der Mathematik kann in diesem Sinne fiir Kant lediglich anhdngen-
de, also die Vollkommenheit voraussetzende Schonheit und damit keine &sthetische
Kategorie im eigentlichen Sinne sein. Diese Zuordnung bestéatigt Kant in §62 auch
dadurch, dass er erneut wie bereits in (KU, §15, S. 46f) die Moglichkeit einer ,intel-
lektuellen Schonheit” verneint mit dem Hinweis darauf, dass sich sonst Schénheit
und intellektuelles Wohlgefallen nicht mehr spezifisch unterscheiden liefien (vgl.
KU, §62, S. 278).

Innerhalb der dargestellten Argumentation in §62 geht Kant bezogen auf die Ma-
thematik allerdings nicht erneut auf das mogliche Miteinander von Vollkommen-
heit und freier Schonheit ein, welches er in §16 hervorhebt: Dort weist Kant darauf
hin, dass bei der Beurteilung eines Gegenstandes hdufig auch der Begriff, durch den
er gegeben ist und der Zweck, auf den er gerichtet ist, bekannt sind. Dies fithrt ihn
aber in §16 keineswegs dazu, die Moglichkeit eines Geschmacksurteils {iber gege-
bene Gegenstinde generell in Frage zu stellen. Vielmehr verspricht das Erkennen
beider Eigenschaften, der Vollkommenheit und der Schénheit, einen besonderen
Wert zu haben:

»Eigentlich aber gewinnt weder die Vollkommenheit durch die Schoén-
heit, noch die Schonheit durch die Vollkommenheit; sondern, weil es
nicht vermieden werden kann, wenn wir die Vorstellung, wodurch uns
ein Gegenstand gegeben wird, mit dem Objekte durch einen Begriff
[..] vergleichen, die zugleich mit der Empfindung im Subjekte zusam-
menzuhalten, so gewinnt das gesamte Vermogen der Vorstellungskraft,
wenn beide Gemiitszustinde zusammenstimmen.* (KU, §16, S. 51f)

Allerdings kann das in diesem Zusammenhang gefillte Geschmacksurteil nur dann
ein reines sein, wenn der Urteilende von dem bekannten Zweck ,abstrahiert”. Freie
Schonheit kann also nur beurteilt werden, wenn der Zweck nicht bekannt ist, oder
im Urteil von ihm abgesehen wird. (vgl. KU, §16, S. 52)

4.3.3 Zur Schdnheit mathematischer Demonstrationen

Fiir mathematikésthetische Betrachtungen bemerkenswert ist der den §62 abschlie-
fende Hinweis auf die dsthetischen Qualitéiten einer Prasentation mathematischer
Sachverhalte:
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Eher wiirde man eine Demonstration solcher Eigenschaften, weil durch
diese der Verstand, als Vermogen der Begriffe, und die Einbildungs-
kraft, als Vermogen der Darstellung derselben, a priori sich gestérkt
fithlen [...] schon nennen kénnen.“ (KU, §62, S. 278)

Da ein mathematischer Vortrag oder die schriftliche Présentation also gleicherma-
fen den Verstand und die Einbildungskraft stdrken, besteht das Potential, beide in
ein freies Spiel zu versetzen und damit zur Grundlage fiir ein genuin &sthetisches
Urteil iiber diese Prdsentation, nicht aber iiber den mathematischen Gegenstand
selbst, zu werden. Denn in diesem Fall sei ,wenigstens das Wohlgefallen, obgleich
der Grund desselben in Begriffen liegt, subjektiv (KU, §62, S. 278f). Wird eine
mathematische Prasentation als ,elegant beschrieben, so beruht dies nach Kant
auf einer in der Anschauung gestirkten Einbildungskraft gepaart mit der ,, Prdzi-
sion, die die Vernunft hineinbringt* (KU, §62, S. 278, Hervorhebung S.Sp.) und
enthilt somit die Voraussetzungen fiir ein fisthetisches Urteil.?! Diese Einschitzung
des &dsthetischen Charakters mathematischer Demonstrationen hat sich in Kants
Werk erhalten. So weist Wenzel auf die Mitschrift einer Anthropologie-Vorlesung
Kants aus dem Wintersemester 1772/73 hin. Dort zieht Kant mathematische Be-
weise und ihre Demonstrationen als Beispiel heran, um zu zeigen, dass ,schéne
Vorstellungen von Gegenstédnden“ (AA XXV, Anthropologie Collins, S. 183) von
der Schonheit der zu Grunde liegenden Gegensténde zu unterscheiden sind:

SWir haben schone Vorstellungen von Gegensténden, die an sich gar
keine Schonheit haben z.B. mathematische Figuren sind nicht schén,
geometrische Demonstrationen kénnen durch ihre Kiirze eine Schénheit
haben, wegen der Vollstdndigkeit, des natiirlichen Lichts und leichter
Faflichkeit. Das Wohlgefallen an der Erleichterung an Beweisen macht
ihre Schénheit aus. Es ist hier eine Ubereinstimmung mit den subjek-
tiven Gesetzen des Verstandes, so daft ich etwas sehr leicht einsehen
kann.“ (AA XXV, Anthropologie Collins, S. 183)

Es ist also insbesondere die den Verstehensprozess auf eine Wohlgefallen auslo-
sende Weise unterstiitzende Wirkung (geometrischer) Demonstrationen, die zum
dsthetischen Urteil beitrdgt. Darauf weisen die in Anschlag gebrachte Eigenschaft
der ,Jeichten Fasslichkeit* und der Terminus ,natiirliches Licht“?? ebenso hin, wie
das beschriebene ,Wohlgefallen an der Erleichterung* der komplexen Sachverhalte.
Dazu trégt die Pragnanz, gekennzeichnet durch ,Kiirze und Vollstédndigkeit®, bzw.
— wie Kant es in KU, §62 nennt — die ,,Prézision” der Prasentation bei.

21 Auch heute noch wird das Attribut elegant in Bezug auf die Mathematik in der Regel bezogen
auf die Préisentation derselben verwendet (vgl. Hinweise von Rota u.a. dargestellt unter 2.5.1).

22Hier greift Kant vermutlich auf die mindestens seit Decartes gingige Verwendung des Be-
griffs natiirliches Licht (lumen naturale) als Metapher fiir eine besondere Art der unmittelbar
evidenten verstandesmifigen Erkenntnis (vgl. Ritter, J./ Griinder, K.(Hrsg.): Historisches
Worterbuch der Philosophie Bd. 5, Darmstadt, 1992. Artikel Lumen naturale, Neuzeit) zu-
rick.
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Christian Helmut Wenzel weist darauf hin, dass hier sowohl Elemente einer sub-
jektiven wie auch einer objektiven Zweckméfigkeit in Zusammenhang mit ei-
nem &sthetischen Geschmacksurteil gebracht werden und schlieft daraus, dass fiir
Kant die subjektive Zweckmaéfigkeit zu diesem Zeitpunkt noch nicht notwendig
mit dem #sthetischen Urteil verbunden war (vgl. Wenzel, 2001, S. 426). Viel-
leicht hatte Kant dort die strikte Unterscheidung zwischen den beiden Arten der
ZweckmiéfRigkeit noch nicht vollzogen, wie Wenzel es in seinen spéteren Ausfiih-
rungen beschreibt (vgl. Wenzel, 2005, S. 138f). Da Kant sich aber auch in die-
ser Anthropologie-Vorlesung ausdriicklich nur auf die Schénheit mathematischer
Demonstrationen bezieht, ist diese Einschidtzung mindestens fraglich. Denn Kant
geht, wie dargestellt, auch zu einem Zeitpunkt auf die Eleganz als &sthetische Ka-
tegorie ein, zu dem er die Unterscheidung von objektiver und subjektiver Zweck-
mépigkeit sicher vollzogen hatte und dies in Bezug auf das dsthetische Urteil auch
in §62 gerade zur Abgrenzung von der relativen Vollkommenheit herangezogen
hatte.

4.4 Probiersteine fiuir die mathematische Schonheit

Immanuel Kant benutzt in der Kritik der Urteilskraft die Mathematik und Ver-
suche, ihre Schonheit zu begriinden, als Kontrast, um bestimmte Eigenschaften
seiner Konzeption des Geschmacksurteils herauszustellen. Dadurch werden gleich-
zeitig Eigenschaften bzw. Argumentationslinien markiert, die es fiir Kant proble-
matisch machen, von einem &sthetischen Urteil bezogen auf die Mathematik zu
sprechen. Durch ihren dezidierten Bezug zur Mathematik — wie Kant sie sieht —
und zur Frage nach dem Schoénen allgemein sind es diese ,Nebenprodukte®, die aus
mathematikéisthetischer Perspektive besonders interessant sind. Im Folgenden sol-
len deshalb diese fiir eine Mathematikésthetik kritischen Punkte zusammenfassend
herausgestellt und diskutiert werden.

4.4.1 Zusammenschau der Kantischen Einwande

Bezogen auf das zu beurteilende Objekt wurde in 4.3.1 und 4.3 die Relevanz der
Zweckmaéfkigkeit herausgearbeitet. Dabei stellt sich die Frage, ob dem beurteilten
Gegenstand eine subjektive oder objektive Zweckmifigkeit anhéngt. Im letzteren
Fall ist zu entscheiden, in welchem Sinne dieser Terminus zu verstehen ist, wobei
die Notwendigkeit des Zweckes fiir die Existenz des Gegenstandes eine zentrale
Rolle spielt. Eine weitere charakteristische Art der Zweckméfigkeit, die schonen
Gegensténden im Allgemeinen sowie der Mathematik nach Kant zukommt, ist
die formale. Auch im Falle einer solchen ,Zweckméfigkeit ohne Zweck” sind un-
terschiedliche Formen moglich. So kann einerseits ein Zweck gedacht werden, der
zwar im Begriff des betrachteten Gegenstandes enthalten ist, von dem aber im
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vorliegenden Urteil abstrahiert wird. Andererseits ist das Fehlen des Zwecks aber
auch dann denkbar, wenn ein moglicher Zweck nicht analytisch aus dem Begriff
des Gegenstandes gefolgert werden kann, wie dies fiir die Mathematik gilt.
Neben der rein objektbezogenen Frage nach den Bedingungen der Existenz des
Gegenstandes wird mit der Unterscheidung von subjektiver und objektiver Zweck-
maéfigkeit bereits der Blick auf den Urteilenden und die Art, wie dieser die Zweck-
miéfigkeit erkennt, gelenkt. So steht bezogen auf den Prozess des Urteilens das
Zusammenwirken der Erkenntniskréfte des urteilenden Subjekts im Vordergrund.
Dies zeigt die unter 4.2 dargestellte Kontrastierung. Hier ist die Frage zu stellen,
ob der Verstand der Einbildungskraft dient und es so zu einem ,freien Spiel der
Erkenntniskrafte“ kommt oder ob umgekehrt die Einbildungskraft einem intellek-
tuellen Urteil vorausgeht. Da dieser Prozess aber auch abhingig vom betrachteten
Gegenstand und seinen Eigenschaften ist, kann auch der zugrunde liegende Fra-
genkomplex nicht allein angesichts der subjektiven Gestimmtheit des Urteilenden
beantwortet werden.

Dennoch ist das, was der Prozess der Beurteilung auslost, zentral fiir die Frage
nach dem &sthetischen Charakter eines Urteils. Insbesondere die Ausfiihrungen
unter 4.1.1 zeigen, dass nach der Beziehung von Gefiihl, Wahrnehmung des Ge-
genstandes und Urteil zu fragen ist. Ob positive Emotionen unmittelbar auf die
Wahrnehmung eines Gegenstandes folgen, durch das Spiel der Erkenntniskrifte
hervorgerufen werden oder als intellektuelles Wohlgefallen einer verstandesméfi-
gen FErkenntnis geschuldet sind, ist dabei zentral fiir die Entscheidung iiber die
Art des Urteils. In diesem Zusammenhang spricht sich Kant, wie unter 4.2.1 (S.
94) sowie 4.3.1 (S. 101) gezeigt, keineswegs grundséitzlich gegen eine Kombinati-
on intellektueller und &dsthetischer Urteile aus, sondern erkennt vielmehr an, dass
an vielen Stelle das eine dem anderen zwangslédufig vorausgeht, aber dennoch die
Moglichkeit besteht, die Bereiche zu trennen.

Die Eigenschaften, die Kant heranzieht, um der mathematischen Schonheit den
Charakter einer &dsthetischen Eigenschaft abzusprechen, bewegen sich, wie diese
Zusammenschau zeigt, auf unterschiedlichen Ebenen. So werden sowohl bestimm-
te Eigenschaften der beurteilten Objekte herangezogen als auch das urteilende
Subjekt betrachtet. Auf der Ebene des Subjekts wiederum ist einerseits der Pro-
zess des Urteilens, andererseits aber auch die Art, wie sich dieser Prozess dufert,
zu beschreiben. Dabei zeigen die Darstellungen zum Schonheitsbegriff allgemein
und mit Bezug zur Mathematik, dass die unterschiedlichen Ebenen innerhalb der
Kantischen Theorie eng verzahnt sind. Vor diesem Hintergrund kann die folgende
schlagwortartige Zusammenschau das Spannungsfeld aufspannen, in dem in der
Kantischen Asthetik Geschmacksurteile und Urteile iiber mathematische Gegen-
stdnde kontrastiert werden.

Um zu entscheiden, ob es sich bei einem herangezogenen (mathematischen) Bei-
spiel um ein Geschmacksurteil handeln kann, betrachtet Kant in der Kritik der
Urteilskraft sowohl die beurteilten Gegensténde als auch die Begriindungen des
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Urteilenden fiir sein Urteil sowie dessen emotionale Beteiligung im Spannungsfeld
von

e Art und Rolle der Zweckméfigkeit,
e Verhéltnis von Einbildungskraft und Verstand sowie
e der Beteiligung des Emotionalen.

In diesem Feld verortet Kant, wie oben beschrieben, verschiedene Eigenschaften:

Die freie Schéonheit eines Gegenstandes etwa als FErgebnis eines dsthetischen Ge-
schmacksurteils und Referenzgrofse zeichnet sich im Sinne der Kantischen Theorie
wie oben dargestellt als formale subjektive Zweckméfigkeit, bei der von einem
Zweck abstrahiert wird. So kann ein freies Spiel der Erkenntniskréfte angestofen
werden, das die Ursache ist fiir ein dsthetisches, also nicht auf einem intellektuellen
Urteil griindenden, Wohlgefallens.

Die Regelmdfigkeit geometrischer Gestalten dagegen zeugt Kant folgend von einer
objektiven Zweckméfigkeit, bei deren Beurteilung die Erkenntniskraft im Dienst
des Verstandes steht, so dass das hervorgerufene Gefiihl lediglich ein intellektuel-
les Wohlgefallen dariiber sein kann, dass der Gegenstand besonders gut mit dem
in der Regelméfigkeit enthaltenen Begriff iibereinstimmt. Wiirde im Urteil iiber
die Regelméfigkeit vom Zweck abstrahiert, wéire nicht dsthetische Unterhaltung,
sondern Langeweile das Ergebnis.

Eine weitere Eigenschaft, die Kant in der mathematischen Praxis beobachtet, be-
zeichnet er mit relativer Vollkommenheit. Die Grundlage eines solchen Urteils ist
eine zwar formale aber objektive Zweckméifigkeit, die sich durch eine nicht zu
erwartende Vielfalt erst aus dem Begriff der betrachteten Gegenstinde synthe-
tisch zu konstruierender Zwecke auszeichnet. Diese Zwecke sind damit ihrerseits
nicht fiir die Existenz des beurteilten Gegenstandes notwendig, so dass nicht von
qualitativer Vollkommenheit die Rede ist, aber dennoch als Begriffe gegeben. Die
Einbildungskraft spielt bei der Konstruktion dieser Zwecke in der Anschauung eine
Rolle. Zu ihrer Erkenntnis aber ist der Verstand vorrangig, so dass Kant auch hier
ein intellektuelles Wohlgefallen ausmacht, das wegen der vorausgehenden Erkennt-
nis der Vollkommenheit nur eine anhéingende Schonheit sein kann. Demgegeniiber
sieht er bei der Beurteilung der Fleganz mathematischer Demonstrationen sowohl
die Einbildungskraft als auch den Verstand beteiligt, so dass er ihr ein zwar auf
Begriffen griindendes aber dennoch subjektives Wohlgefallen zuspricht.

4.4.2 Aktuelle Beziige des Ansatzes

Durch die spezifische Unterscheidung von &sthetischem und intellektuellem Wohl-
gefallen bricht Kant mit der durch Baumgarten gepriigten rationalistischen As-
thetik und kann so auch als Wegbereiter aktueller Ansétze gesehen werden. Auch
wenn der Begriff der Schénheit aktuell keine prominente Rolle in der allgemeinen
Asthetik mehr spielt, ist der Ansatz, sowohl die Ebene des Objekts als auch die der
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subjektiven Einstellung im Urteilsprozess einzubeziehen, weiterhin aktuell. Gerade
der fiir die heutige Diskussion zentrale Begriff der ,Asthetischen Erfahrung“ lebt
hiufig in dhnlich aufgespannten Theorien.??

Eine explizit auf die Kantische Asthetik zuriick gehende Definition der #sthetischen
Erfahrung findet sich z.B. bei Franz von Kutschera (1988). Auf die Kantische Theo-
rie aufbauend und das ,was man heute gemeinhin unter ,asthetischer Erfahrung’
versteht (Kutschera, 1988, S. 74) integrierend, ergibt sich fiir Kutschera folgende
Begriffsbestimmung:

JAsthetische Erfahrung ist eine Form #ufieren Erlebens, in der die Auf-
merksamkeit sich auf die sinnliche Erscheinungsweise des Gegenstandes
richtet. Zu dieser zdéhlen neben seinen optischen, akustischen, hapti-
schen, Geruchs- und Geschmackseigenschaften auch seine expressiven
Qualitdten.” (Kutschera, 1988, S. 74)

Zunichst ist ein Bezug zu Kant nicht direkt erkennbar. Eine kurze Klarung des
hier verwendeten Schliisselbegriffes des ,dufseren Erlebens” aber lidsst dies deutlich
werden und wendet aufierdem den Blick auf die Rolle der sinnlichen Wahrnehmung
als ein weiteres in den bisherigen Ausfiihrungen nicht beachtetes Motiv.

Kutschera unterscheidet zunéchst allgemein zwischen duferen und inneren Erfah-
rungen. Diese wiederum werden jeweils in die zwei Typen ,,Beobachten” und ,Erle-
ben“ unterteilt. Die erste Unterscheidung ist dabei ein Differenzieren beziiglich der
Art der Gegenstédnde (psychisch versus materiell) der Erfahrung und damit auch
verbunden mit der Art des Erfassens (Innewerden versus Wahrnehmung vermittels
unserer Sinne).?* Der Begriff der duReren Erfahrung wird explizit gleichbedeutend
mit sinnlicher Wahrnehmung von &ufieren realen Gegenstianden verwendet.

Die zweite Unterscheidung zwischen Beobachten und Erleben dagegen bezieht
sich auf das Gewicht, das emotionalen Qualitdten in der jeweiligen Erfahrung
zukommt.?® Bei einer ,Beobachtung” geht es lediglich um das Erfassen von ,ob-
jektiven“ Informationen {iber den Gegenstand, nicht aber um die Bedeutung des
Gegenstandes fiir den Beobachtenden oder seine emotionalen Folgen. Gefiihle wie
etwa Befriedigung oder Enttduschung konnen eine Beobachtung begleiten, sind
aber nicht integraler Bestandteil der Erfahrung. Wire das der Fall, so wiirde Kut-
schera von ,Erlebnis* sprechen, denn ,fiir Erleben sind emotionale Komponenten
wesentlich” (Kutschera, 1988, S. 16). Wichtig ist hier die emotionale Bedeutung fiir
den Betrachtenden, also die Art und Weise, wie der Gegenstand aufgefasst wird.

23Vgl. dazu (Carroll, 1999, S. 156fF) oder (Reicher, 2005, S. 56fF).

24 Auflere Erfahrung ist Erfahrung vermittels unserer (dufieren) Sinne von Gegenstinden oder
Sachverhalten der Aufienwelt. Innere Erfahrung besteht im Innewerden oder Innesein eigen-
seelischer Zustande, Vorginge oder Akte. (Kutschera, 1988, S. 11) Leider spezifiziert Kut-
schera dabei den Begriff ,eigenseelisch“ nicht. Da er aber haufig {iber den alltagssprachlichen
Gebrauch argumentiert, kann davon ausgegangen werden, dass er damit das Gewahrwerden
psychischer Gegenstinde, also nicht-materielle und nicht-abstrakte Gegenstande meint.

25 Beobachtungen sind Erfahrungen, in denen emotionale Komponenten keine Rolle spielen.“
(Kutschera, 1988, S. 13)
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Kutschera betont ausdriicklich, dass es sich bei diesen Polen der Unterscheidung
lediglich um Typen der Erfahrung handelt, also viele Zwischenformen denkbar sind
(vgl. Kutschera, 1988, S. 21).

Wenn &sthetische Erfahrung wie oben zitiert ,dufleres Erleben* ist, so handelt es
sich Kutschera zufolge also gerade um eine sinnliche Wahrnehmung von Gegen-
stdnden der dufteren Umwelt, in der die Emotionen des Subjekts eine wesentliche
Rolle spielen. Es geht also um eine emotional gefirbte sinnliche Wahrnehmung
der realen Welt. Aus dieser Bestimmung der dsthetischen Erfahrung als ,dufseres
Erleben* folgt fiir Kutschera ebenfalls ein vernichtendes Ergebnis in Bezug auf die
Moglichkeiten einer Mathematikésthetik:

»Theoreme und geometrische Verhéltnisse, sofern sie nicht an physi-
schen Objekten auftreten, [sind| keine Gegensténde asthetischer Beur-
teilung [...].%

(Kutschera, 1988, S. 88)

Franz von Kutschera begriindet seine Absage an das Asthetische der ,Muster der

Mathematiker mit dem Hinweis, es handele sich hier nicht um dufere Erfahrun-
26

gen.

Mit der Betonung der sinnlichen Wahrnehmung als Voraussetzung eines dstheti-
schen Urteils reiht sich Kutschera einerseits in die aktuelle Diskussion ein, ande-
rerseits greift er aber auch einen bereits bei Baumgarten bestehenden Topos auf
(vgl. Reicher, 2005, S. 35). Nicht von Ungefihr entstand der Begriff Asthetik aus
dem griechischen Aisthesis — sinnliche Erkenntnis. In der Diskussion um den &s-
thetischen Charakter bestimmter Urteile ist demnach auch die Frage zu stellen,
ob die Grundlage des Urteils ein inneres oder dufteres Erleben ist. Das oben aufge-
spannte Spannungsfeld, in dem mathematische Gegenstinde und das Asthetische
verortet werden miissen, kann somit um ein weiteres Schlagwort erweitert werden.
Entscheidend ist somit auch

e die Rolle der sinnlichen Wahrnehmung.

Auch Kant geht auf die sinnliche Wahrnehmung als Grundlage &sthetischer Urteile
ein. Allerdings wird fiir ihn die Nichtsinnlichkeit mathematischer Gegensténde
nicht zum Grund, die Moglichkeit dsthetischer Werturteile zur Mathematik zu
verneinen, oder wenigstens nicht der vorrangige.

26 Auch Kutschera hat sich ausgiebig mit der Philosophie der Mathematik auseinandergesetzt,
so dass sein Einwand &hnlich ernst zu nehmen ist, wie der Kantische gegen die &dsthetische
Beurteilung der Mathematik. An dieser Stelle in seiner Asthetik richtet sich Kutschera aber
nicht gegen eine allgemeine Mathematikersicht, sondern vielmehr gegen die unter 3.3 darge-
stellte Position des britischen Philosophen Francis Hutcheson und dessen inneren Sinn fiir
Asthetisches.
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4.4.3 Maoglichkeiten fiir die Mathematikasthetik

Das Hauptinteresse Kants im Rahmen seiner Asthetik und wohl auch der Grund,
warum er sich iiberhaupt mit Urteilen iiber das Mathematische im Rahmen der
Analytik des Schéonen auseinandersetzt, ist darin zu sehen, dass durch den Kontrast
bestimmte Eigenschaften eines genuin asthetischen Urteils herausgestellt werden
konnten. Durch den Abgleich einzelner Eigenschaften aber kann jeweils nur eine
sichere negative Aussage liber den dsthetischen Charakter der betrachteten Urteile
gefillt werden. Stimmen etwa die Einschitzungen einer Eigenschaft mit allen oben
iber die Schonheit zusammengefassten Figenschaften iiberein, so liegt es in der
Natur der Sache, dass so nur iiber Parallelen zum Kantischen Geschmacksurteil
entschieden werden kann. So taucht z.B. die im vierten Moment der Analytik des
Schonen angefiihrte Notwendigkeit dsthetischer Urteile, nicht in einem der oben
aufgespannten Fragenkomplexe auf.

Die auf Grund der Kantischen Diskussion der Mathematik innerhalb seiner As-
thetik gemeinsam mit dem Kutscheraschen Einwand entstandene Spannungsfel-
der bieten m.E. aber dennoch eine Méglichkeit der Anwendung, die von der auf-
gezeigten, der Auswahl geschuldeten Problematik nicht beriihrt wird: Durch die
Einordnung in diesen Spannungsfeldern kénnen Urteile iiber die Mathematik aus
der Perspektive einer allgemeinen Asthetik beschrieben werden. Ziel der Untersu-
chungen ist es dann nicht zuerst, zu entscheiden, ob und inwiefern diese oder jene
Eigenschaft der Mathematik im Kantischen Sinne eine genuin dsthetische ist. Viel-
mehr besteht zunéchst nur die Hoffnung, diese Eigenschaften begrifflich fassbar zu
machen und dabei einen Blickwinkel einzunehmen, den nur die Asthetik bietet.
Diese spezielle Sicht zeichnet sich insbesondere durch die auf die Verbindung der
Ebenen des Objekts und des Subjekts gerichtet Aufmerksamkeit aus. Eine wei-
tere Besonderheit der ,#sthetischen Perspektive* ist, dass dem Emotionalen die
Moglichkeit eingerdumt wird, nicht nur Beiwerk der Erkenntnis zu sein.

Die Auswahl der Probiersteine als Argumente in einer negativen Antwort auf den
dsthetischen Charakter mathematischer Gegensténde bietet dabei einen speziellen
Ausschnitt der dsthetischen Sicht. Dieser kann aber gerade fruchtbringend fiir eine
Diskussion im Rahmen der Mathematikéisthetik sein, da er, wie §62 der KU zeigt,
eine u.U. entlarvende Perspektive auf mathematikdsthetische Aussagen innerhalb
der mathematischen Praxis erzwingt.2”

27Bei einer Anwendung auferhalb der Kantischen Theorie ist allerdings auf die Besonderheiten
des Kantischen Mathematikbildes und die Differenzen zur aktuellen Auffassung zu achten.



Kapitel 5

Eine Theorie des Schonen in der
Mathematik

Fiir die Zusammenschau der Ergebnisse zur Schonheit der ,,Muster der Mathema-
tiker” sollen im Folgenden die Eckpfeiler des aus der kantischen Argumentation
herausgearbeiteten Spannungsfeldes — die Rolle der Zweckmaéfigkeit, Verh&ltnis
und Funktion von Verstandeskréften und Emotionen sowie die Rolle der sinnlichen
Wahrnehmung — als Priifsteine der aktuellen Begriffe mathematischer Schonheit
herangezogen werden. So kénnen die mathematischen Schonheitskriterien im Kon-
trast der Kantischen Kritik betrachtet werden, und es tritt der Charakter der in
Kapitel 2 systematisch dargestellten Eigenschaftskomplexe deutlicher hervor und
wird begrifflich fassbar. Umgekehrt kann im Spiegel der zeitgenossischen Auffas-
sung das von Kant kritisierte Phianomen eingegrenzt und der aktuellen mathema-
tikésthetischen Perspektive gegeniibergestellt werden. Die in Kapitel 3 skizzierten
vorkantischen Positionen aus der Geschichte der Mathematikéisthetik bieten dabei
ein weiteres kontrastierendes Element.

5.1 Relative Vollkommenheit als Facette
mathematischer Schonheit

Wenn Kant in §62 der Kritik der Urteilskraft das mathematikésthetische Argument
der ,aus der Einfachheit ihrer Konstruktion nicht erwarteten, Zweckmafigkeit der-
selben a priori zu allerlei Erkenntnisgebrauch* diskutiert, trifft er mindestens auf
den ersten Blick zentrale Charakteristika mathematischer Schonheit. So spricht
er sich damit gegen den genuin dsthetischen Charakter verschiedener in Kapi-
tel 2 explizierter Eigenschaftskomplexe aus: Zum einen wird die ,Einfachheit der
Konstruktion® in Relation zu weiteren Eigenschaften gestellt und so mindestens
eine Facette dessen beschrieben, was oben unter der Bezeichnung Okonomie dar-
gestellt wurde. Des weiteren steht die Zweckméfigkeit und damit die Tragweite
des betrachteten Gegenstandes im Fokus. Nicht zuletzt verweist das Ziel ,allerlei
Erkenntnisgebrauch® wiederum auf ein epistemisches Moment. Inwieweit diese aus
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dem ersten Eindruck entstehenden Parallelitdten auch einem konkreten Vergleich
standhalten, ist im Weiteren zu kldren. Angesichts der Problematik beziiglich der
Interpretation der Kantischen Begrifflichkeiten, werden dazu neben den Ergebnis-
sen aus Kapitel 4 insbesondere die in §62 der Kritik der Urteilskraft ausgefiihrten
Beispiele herangezogen.

Zuniichst ist in dem von Kant angefiihrte Argument die klassische Form der Okono-
mie, die Mittel-Resultat-Relation, enthalten (vgl. 2.2.2): Ein mathematischer Ge-
genstand gilt dann als besonders schén, wenn er trotz einer einfachen Gestalt bzw.
Konstruktion einen groffen Anwendungsbereich findet. Ein Blick auf die von Kant
in §62 vorgestellten Beispiele fiir diese Beziehung verweist aber auch auf die der
Okonomie zugeordneten Beziehung von Einfachem und Komplexem (vgl. 2.2.3). So
beschreibt er etwa, wie hilfreich die Figur des Kreises fiir die Losung geometrischer
Konstruktionsaufgabe ist:

»In einer so einfachen Figur, als der Zirkel ist, liegt der Grund zu einer
Auflésung einer Menge von Problemen, deren jedes fiir sich mancherlei
Zuristung erfordern wiirde, und die als eine von den unendlich vie-
len vortrefflichen Eigenschaften dieser Figur sich gleichsam von selbst
ergibt.“ (KU, §62, 272)

Die einfache Figur des Kreises wird also zur Losung fiir eine Vielzahl einzeln be-
trachtet schwer zugénglicher Probleme. Des Weiteren hebt Kant die Eigenschaft
des Kreises hervor, unendlich viele mogliche Losungen auf einmal fassen zu kon-
nen, etwa als geometrischer Ort aller rechtwinkliger Dreiecke iiber einer gegebenen
Grundlinie. In diesem Sinne gibt Kant hier implizit ein Beispiel fiir das Hutche-
sonsche Kriterium der Einheit in Mannigfaltig (vgl. 3.3). Auerdem verweist das
Beispiel auf den Zusammenhang einer vereinfachenden, zusammenfassenden Lo-
sung komplexer oder zunéchst komplex erscheinender Probleme.

Wenn Kant in diesem Zusammenhang von ,Einfachheit der Konstruktion* spricht,
so ist hier eine objektive Einfachheit gemeint, in dem Sinne, dass er dabei di-
rekt den zugrunde liegenden Begriff anspricht. So nutzt er an anderer Stelle die
Umschreibung ,so einfach auch ihre Erklarung ist, welche ihren Begriff bestimmt
(KU, §62, S. 272). Dies kann zu der unter 2.2.1 beschriebenen subjektiven Zuging-
lichkeit beitragen, ist aber, da es um mathematische Begriffe und Konstruktionen
im Kantischen Sinne geht, nicht wie diese von der Verfasstheit und den Vorerfah-
rungen des betrachtenden Subjekts abhéngig.

Wie unter 4.3.1 ausfiihrlich dargestellt, weist Kant der Mathematik eine objektive,
aber dennoch formale Zweckméfigkeit zu. Ein mathematischer Gegenstand kann,
ohne dass dies in dem ihm zugrunde liegenden Begriff enthalten wére, beliebig
viele (innermathematische) Zwecke erfiillen. Die Kantischen Beispiele zeigen, dass
diese Zwecke insbesondere in der Losung vielfaltiger Probleme durch ein einziges
Prinzip — etwa dem Kreis als geometrischer Losungsmenge — bestehen. Damit ent-
spricht die beschriebene Zweckméfigkeit zundchst dem Aspekt der Tragweite als
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weitreichender Heuristik (vgl. 2.1.2). Die ZweckméRigkeit des zweiten der oben
dargestellten Tragweiteaspekte — der innermathematischen Vernetzung — nimmt
Kant im Rahmen seiner Beispiele nicht explizit in den Blick.

Auch kann die Kantische ,, Tauglichkeit zur Auflésung vieler Probleme* (KU, §62,
S. 271) mit der als weitreichende Heuristik in den Schonheitsbegriff eingehenden
Eigenschaft nicht vollstdndig identifiziert werden. Wird diese aktuelle Position
doch vom Prozess des Erkennens aus beschrieben und etwa das Moment der In-
tuition in der Erkenntnis entsprechender Losungszusammenhénge stark gemacht.
Die mathematische Zweckmaéfigkeit dagegen bewertet Kant vom verstandesméfig
fassbaren Produkt aus und kann sie so als objektiv beschreiben.! In diesem Sin-
ne ist auch die Formulierung der ,,Zweckmaéfigkeit zu allerlei Erkenntnisgebrauch
von den mathematischen Aussagen aus zu verstehen und zielt nicht in erster Linie
auf das tiefe Verstehen oder das Ahal-Erlebnis des rezipierenden Subjektes.

Die Eigenschaft mathematischer Gegensténde, die Kant in §62 lieber als ,relati-
ve Vollkommenheit“ denn als Schonheit bezeichnen wiirde, entspricht somit dem
unter 2.2 beschriebenen Eigenschaftskomplex der inhaltlichen Okonomie soweit
dieser nicht die Erfahrungen, Féhigkeiten und Befindlichkeiten des betrachtenden
Subjekts einbezieht.

5.2 Einbildungskraft, Verstand und Gefiihl im
mathematikasthetischen Urteil

Die Kantische Einschétzung, ob ein Urteil als Geschmacksurteil gelten kann oder
nicht, beruht mafigeblich auf der Rolle der beteiligten Erkenntniskrafte und der
Emotionen. So sind fiir Kant die zu seiner Zeit géngigen Begriindungen fir die
Schonheit der Mathematik in erster Linie auf den Verstand gegriindet. Ob diese
Einschitzung auch mit Blick auf die Charakteristika mathematischer Schonheit
nach Kapitel 2 gilt, ist im Folgenden zu diskutieren.?

Das Urteil iiber die ,relative Vollkommenheit“ und damit bestimmte Facetten der
Eigenschaftskomplexe Okonomie und Tragweite (s.0.) bedarf als Urteil iiber be-
grifflich fassbare Zweckmifigkeiten immer der verstandesméfigen Grundlage. Bei

IHier zeichnet sich eine Diskrepanz zwischen Kantischer Einschitzung einerseits und Mathe-
matikasthetik vor dem Hintergrund mathematischer Praxis andererseits ab, die im Zusam-
menhang mit der Frage nach dem Kiinstlercharakter des Mathematikers noch deutlicher wird
(vgl. Kapitel 7 bzw. 8).

2Mit der Kritik der Urteilskraft ging, wie unter 4.2 dargestellt, ein Bruch mit rationalistischen
Theorien des Schonen einher und die erstmals in den Vordergrund gestellte Rolle der Einbil-
dungskraft fiir das #sthetische Urteil konnte die darauffolgenden Uberlegungen zur Asthetik
mafgeblich beeinflussen. So bleibt diese Frage auch vor dem Hintergrund zeitgendssischer As-
thetiktheorien ein kritisches Moment fiir die Einordnung der in Kapitel 2 herausgearbeiteten
Eigenschaften.
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anderen der oben explizierten Eigenschaftskomplexe spielen Verstand und Ein-
bildungskraft eine weniger offensichtliche Rolle. Von besonderem Interesse ist in
diesem Zusammenhang die epistemische Transparenz (vgl. 2.3).

Wie oben ausgefiihrt, setzt sich auch Kant im Rahmen der Analytik des Schénen
mit der Beobachtung auseinander, dass Geschmacksurteile iiber Gegenstande ge-
fallt werden sollen, die bereits begrifflich erfasst wurden (vgl. 4.2.1). Demnach ist
es auch im Rahmen der Kantischen Asthetik grundsétzlich méglich, trotz vorher-
gehenden Verstehens eines Gegenstandes die Gemiitskrifte in ein freies Spiel zu
versetzten und so dennoch zum Schonheitsurteil zu gelangen. Fiir die Einordnung
des mathematikéisthetischen Schénheitsurteils ist diese grundsétzliche Moglichkeit
von besonderer Bedeutung, gilt es hier doch als Gemeinplatz, dass der Erfahrung
mathematischer Schoénheit das verstdndige Nachvollziehen des betrachteten Ge-
genstands notwendig vorausgehen muss.

Eine Besonderheit der mathematischen Schénheit besteht darin, dass mit der epis-
temischen Transparenz ein epistemisches Moment zum integralen Bestandteil des
dsthetischen Urteils wird. Die unter diesen Eigenschaftskomplex gefasste beson-
dere Art des tiefen Verstehens hebt sich also von dem eine dsthetische Erfahrung
erst ermoglichenden Wissen um die Sachverhalte ab. Vielmehr verschmilzt das
plotzliche, umfassende, tiefe Verstehen in Form von Aha!-Erlebnissen mit dem ma-
thematikésthetischen Erlebnis selbst. Dieses ist wie unter 2.3.2 ausgefiihrt von der
Verfasstheit des rezipierenden Subjekts abhéngig. Die Wahrnehmung von Klarheit
und struktureller Okonomie bedarf der Intuition und das ,,Aha!“ wird mindestens
emotional begleitet bzw. allererst durch die Emotionen als solches wahrgenommen
und so von anderen Arten des Verstehens unterschieden.

Damit wird zumindest ein Zusammenhang von Verstand und Einbildungskraft do-
kumentiert, der von anderer Art als das mathematisch-begriffliche Urteil ist. Die
»gegebenen Vorstellungen* von den mathematischen Gegensténden sind zwar ,,gar
rational“, werden im Urteil aber ,auf das Subjekt (sein Gefiihl) bezogen* wie es
Kant zu Beginn der Kritik der Urteilskraft auch fiir ,,jederzeit dsthetische” Urteile
erlaubt (KU, §1, S. 5)3.

Fiir die Einordnung des jeweils gefillten Urteils ist es nach Kant wie beschrieben
nicht nur von besonderer Bedeutung, wie die Erkenntniskréfte zusammenspielen,
sondern auch wie das jeweilige Wohlgefallen erfasst werden kann. Die Wahrneh-
mung der epistemischen Transparenz und damit die Unterscheidung des mathe-
matikésthetisch wirksamen von anderen Arten des Verstehens geschieht durch die
begleitenden Emotionen. Dies gilt auch fiir die Wahrnehmung der &sthetischen
Schoénheit nach Kant.

Am Beispiel der epistemischen Transparenz als stark subjektorientierter Eigen-
schaft, tritt die Rolle des Emotionalen naturgeméfs besonders hervor. Die Ausfiih-
rungen zum Eigenschaftskomplex der emotionalen Wirksamkeit unter 2.4 zeigen
auflerdem, dass auch die objektgebundenen Eigenschaften wie Tragweite oder der

3Vgl. dazu auch die Darstellung unter 4.2.1
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Aspekt der Okonomie, der als relative Vollkommenheit beschrieben werden kann,
im mathematikésthetischen Urteil von qualifizierenden Gefiihlen begleitet werden.
Es ist gerade die ,erstaunliche® Okonomie oder die ,unerwartete Tragweite, die
mathematikésthetisch wirksam ist.

Fiir die Wahrnehmung der Schénheit der ,Muster der Mathematiker” ist somit die
emotionale Wirkung von zentraler Bedeutung. Dies wird von jenen Autoren bekraf-
tigt, die angesichts schoner Mathematik sogar ein spezielles ,Asthetisches Gefiihl“
beschreiben. Die Rolle von Emotionen — ob spezifisch dsthetisch oder qualifizie-
rend — in der Schonheitswahrnehmung beschreibt eine Parallele zum kantischen
Geschmacksurteil, die Kant in seiner Argumentation gegen Mathematisches als
asthetische Gegensténde nicht in Betracht zieht.

Die in Kapitel 3 dargestellten, in antiker Tradition stehenden historischen Po-
sitionen lassen die subjektiv-emotionale Seite aktueller mathematikdsthetischer
Kriterien im Kontrast noch deutlicher hervortreten: Dort sind es rein rational
fassbare Eigenschaften der Objekte, die die Schonheit eines Gegenstandes bestim-
men, wahrend in der mathematischen Praxis mindestens mit der epistemischen
Transparenz und der emotionalen Wirksamkeit der subjektive Prozess des Rezi-
pierens im Zentrum stehen. In der phytagoreeischen Asthetik wurden zwar diesen
Eigenschaften je bestimmte Wirkungen auf den Rezipienten zugesprochen, in den
aktuellen Konzepten der Mathematikéisthetik dagegen ist es die Wirkung selbst,
die zum relevanten Kriterium wird.

Fiir einen allgemeinen Schénheitsbegriff und die Vorstellung vom Geschmacksurteil
gelten diese Gegensétzlichkeiten auch zwischen der kantischen und der rationalis-
tischen Asthetik in antiker Manier. Bezogen auf die Bewertung der Mathematik
bezieht sich Kant jedoch weiterhin auf rein objektive, produktorientierte Eigen-
schaften, die er dann wiederum als falschliches Schonheitsurteil entlarvt. Den so
entstehenden Kontrast nutzt er systematisch, um die Spezifika genuin asthetischer
Urteile deutlich zu machen.

Bei einem auf der epistemischen Transparenz, wie sie oben beschrieben wurde,
fuenden mathematischen Schonheitsurteil handelt es sich also um ein (ausschliefs-
lich) emotional zu fassendes, positives Erlebnis, in dem sowohl Verstand als auch
Einbildungskraft angesprochen werden. Ob diese nun tatséchlich in ein begriff-
lich unbestimmtes also ,freies Spiel* versetzt werden, wie Kant es sich fiir genu-
in dsthetische Urteile vorstellt, kann hier nicht abschliefend beantwortet werden.
Da ein grundsétzliches, rationales Erfassen der betrachteten Gegenstidnde dem
mathematisch-dsthetischen Werturteil vorausgehen muss und auch besondere Ar-
ten des Verstehens als Facetten des mathematikésthetischen Erlebnisses beschrie-
ben werden, handelt es sich dabei um eine ,rational vermittelte® Erfahrung. Das
Spiel der Erkenntniskréfte, das zur mathematischen Schonheit fiihrt, kann somit
als emotional zugéngliches, rational vermitteltes Erleben beschrieben werden.
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5.3 Aisthesis der Mathematik

Als rein intellektuelle Konstrukte kénnen die Gegenstédnde der Mathematik die
rationalen Kriterien wie Ordnung oder Ebenmaf$ der antiken und mittelalterlichen
Asthetik besonders gut umsetzten und wurden daher immer wieder als Parade-
beispiel auch der allgemeinen Asthetik herangezogen. Die Grundidee von mathe-
matischen Gegenstdnden als abstrakte Entitdten ist es aber gerade, die sie aus
dem Aufmerksamkeitsbereich aktueller Asthetikkonzeptionen riicken lisst. Wird
Asthetik als Aisthesis im engeren Sinne, also als Theorie der sinnlichen Erkennt-
nis verstanden, so wird die &sthetische Erfahrung h#ufig als unmittelbar auf die
sinnliche Wahrnehmung folgend gedacht, was die rational vermittelte mathema-
tikiisthetische Erfahrung per se ausschliefst.*

Durch die oben beschriebene Bindung des mathematischen Schonheitsurteils wird
die Rolle der sinnlichen Wahrnehmung in diesem Urteil in der Tat schwer be-
stimmbar. So wird insbesondere bezogen auf die Frage, inwieweit die mathema-
tische Schoénheit eine genuin #sthetische Kategorie darstellt, eine kritische Stelle
markiert.

Zunichst kann banaler Weise festgehalten werden, dass auch etwa Sétze oder Be-
weise in der Form ihrer Présentation in Lehrbiichern oder Vorlesungen mit den
dufseren Sinnen aufgenommen werden. Diese sinnliche Wahrnehmung geht aber in
vielen Fillen bereits dem grundsétzlichen Verstehen voraus und zahlt somit ledig-
lich zu den Voraussetzungen mathematikisthetischer Erlebnisse. Der eigentliche
Tréger mathematischer Schonheit ist dann aber nicht der sichtbare geschriebene
Beweistext, sondern etwa die dahinter liegende Beweisidee. So beschreiben auch die
in Kapitel 2 explizierten Eigenschaftskomplexe nicht das Ergebnis ausschlieflich
sinnlicher Wahrnehmung. Es handelt sich vielmehr um die Reaktion auf ebenfalls
abstrakte Beziehungen des Gegenstandes sowie die Beschreibung subjektiver, epis-
temischer und emotionaler Prozesse. Die so beschriebene mathematische Schonheit
ist also sicher nicht unmittelbar sinnlich zugénglich.

Die historischen Positionen 16sen diese Schwierigkeit bzw. umgehen sie auf un-
terschiedliche Weisen: Von den Denkern in Antike und Mittelalter werden héufig
regelméfige geometrisch Figuren betrachtet und zu Beispielen schoner Mathematik
gekiirt. Die diese Formen konstituierenden Regeln und Strukturen kénnen an zeich-
nerischen Darstellungen moéglicher Exemplare unmittelbar, bzw. unmittelbarer als
dies fiir den Gehalt niedergeschriebener, mathematischer Aussagen gilt, iiber den
Sehsinn wahrgenommen werden. So kann durch eine gewisse Einschriankung der
Beispiele das auf der Grundlage rationaler Kriterien getroffene Schonheitsurteil
an die sinnliche Wahrnehmung angebunden werden. Hutcheson dagegen erweitert

4Vgl. hierzu etwa die unter 4.4.2 skizzierte Position Kutscheras, der die Mglichkeit, von schéner
Mathematik zu sprechen daher explizit verneint. Vielen anderen Konzeptionen scheint dieser
Schritt so selbstverstdndlich, dass sie die ,,Muster der Mathematiker* nicht einmal als mdgliche
Trager dsthetischer Eigenschaften erwédhnen.
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das Spektrum der Sinne. Der von ihm angenommene innere dsthetische Sinn, ldsst
ebenfalls eine ,sinnliche Wahrnehmung und &sthetische Bewertung abstrakter Ge-
genstinde, wie etwa mathematischer Theoreme zu.

Die Metaphern aus dem Bereich des Visuellen, die im Zusammenhang mit der
Schonheit von Beweisen oder Theoremen héufig verwendet werden und die oben
insbesondere im Eigenschaftskomplex der epistemischen Transparenz zusammen-
gefasst wurden, erinnern immer noch an die Vorstellung Hutchesons. Es wird zwar
kein physiologisch tatséichlich vorhandener innerer Sinn angenommen, jedoch bei-
spielsweise vom ,inneren Auge* gesprochen, vor dem ein ganzer Beweis gleichsam
wauf einen Blick” erscheint. Obschon nicht direkt durch die &ufieren Sinne zugéng-
lich, wird auch das Erfassen mathematischer Schonheit der sinnlichen Wahrneh-
mung dsthetischer Qualitidten in anderen Bereichen &hnlich erlebt und beschrieben.
Diese Metaphorik verweist aufferdem auf die zentrale Rolle der Einbildungskraft
fiir die Wahrnehmung mathematischer Schénheit.

Die Frage nach der Moglichkeit des unmittelbaren sinnlichen Zugangs fiihrt wei-
terhin zu Gegensténden, die weder den oben abgegrenzten ,Mustern der Mathe-
matiker” noch den ,Mustern aus der Mathematik* eindeutig zugeordnet werden
konnen. In diese Grauzone fallen etwa Bildbeweise oder praformale Beweisformen
sowie die zeichnerische Darstellung bestimmter Zusammenhénge etwa im Rah-
men der Geometrie oder auch computergenerierte Grafiken, die mathematische
Zusammenhénge sichtbar machen. Diese Beispiele teilen mit den ,Mustern aus der
Mathematik* die Eigenschaft, dass hier mathematische Strukturen zu einer Dar-
stellungsform abseits der geschriebenen oder gesprochenen Fachsprache kommen.
Somit handelt es sich bei den angesprochenen Beispielen um eine besondere Art
der Darstellung von ,Mustern der Mathematiker”, die diese ohne den Umweg iiber
die (formale) sprachliche Reprisentation unter Umsténden leichter zugénglich und
insbesondere leichter ,als Ganzes” fassbar macht.? Inwiefern hier bereits von einer
unmittelbaren sinnlichen Wahrnehmung der mathematischen Schonheit gespro-
chen werden kann und ob hier die gleichen Schonheitscharakteristka gelten, wie
sie in Kapitel 2 expliziert wurden, wire Gegenstand einer eigenen Untersuchung.
Diese weiterfithrenden Fragen beriihren zwar auch den im Rahmen dieser Arbeit
im Mittelpunkt stehenden Gegenstandsbereich, miissen hier jedoch als randsténdi-
ges Phénomen in der theoretischen Untersuchung zunéchst unbeantwortet bleiben.
Anhand eines geometrischen Inkommensurabilitédtsbeweises wird in Kapitel 10 die
Frage nach der aisthetischen Wirkung durch ein konkretes Beispiel erneut ins Be-
wusstsein riicken (vgl. 10.2.3).

5Zur Abgrenzung vgl. die Diskussion unter 1.1.2.
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5.4 Mathematische Schonheit als asthetische
Eigenschaft

Obwohl die in Kapitel 2 dargestellten zeitgenossischen Positionen zur Schonheit
mathematischer Gegenstéande einerseits und die Kritik der Urteilskraft andererseits
in ganzlich unterschiedlichen Kontexten stehen, zeigt die vorangegangene Zusam-
menschau einen fruchtbaren Dialog. Die hervortretenden Eigenheiten der Kanti-
sche Mathematikauffassung kénnen zum Verstédndnis seiner skeptischen Haltung
gegeniiber der Mathematikisthetik beitragen.® Gleichzeitig kann die mindestens
in ihren Grundziigen weiterhin aktuelle Asthetik Kants genutzt werden, um die
mathematische Schonheit in der allgemeinen Asthetik zu verorten:

Der durch die Gegenargumentation Kants auf die Rolle der (innermathematischen)
ZweckmaéfRigkeit gelenkte Blick zeigt, dass die oben explizierten Schénheitsbegriffe
der Mathematiker tatsdchlich Facetten aufweisen, die als relative Vollkommen-
heit im Kantischen Sinne beschrieben werden kénnen und damit von &sthetischen
Urteilen im Sinne Kants abzugrenzen sind. Hierzu zéhlen insbesondere die das
Subjektive ausblendenden Aspekte von Tragweite und Okonomie. Sie dokumen-
tieren den innermathematischen Nutzen der betrachteten Gegenstéinde und bieten
eine Objektivierbarkeit der so begriindeten ,,Schonheit”, disqualifizieren sich aber
gleichzeitig, genuin ,jsthetische” Eigenschaften zu sein.”

Der Zuordnung zur relativen Vollkommenheit entziehen sich aber nicht nur die
subjektbezogenen Facetten von Okonomie und Tragweite, sondern auch der gesam-
te Eigenschaftskomplex der epistemischen Transparenz. Dort wird der moéglichen
Zweckméfigkeit der Gegensténde keine Beachtung geschenkt. Es geht nicht um das
Wozu“, sondern um ein besonderes Erfassen des ,Warum®“ und das Verstehen um
seiner selbst willen. Dennoch verweist der Fokus, der hier auf eine bestimmte Art
des Verstehens mathematischer Zusammenhénge gelegt wird, auf ein dem mathe-
matischen Schénheitsurteil integrales epistemisches Moment. Dies wird verstérkt
durch die Notwendigkeit eines dem mathematikésthetischen Erlebnis vorausgehen-
den, grundsétzlichen Verstehens. Aufgrund der Notwendigkeit des Emotionalen zur
Wahrnehmung der mathematischen Schénheit und auch der den Sinneswahrneh-
mungen dhnlich beschriebenen Unmittelbarkeit der Erfahrung ist es jedoch nicht
geboten, den in der mathematischen Praxis verwendeten Schénheitsbegriff als rein
epistemische Eigenschaft zu betrachten.®

6Dies tritt in Kants Position zum Kiinstlercharakter noch deutlicher hervor (vgl. Kapitel 7)
und wird daher in der darauf folgenden Diskussion zum Kunstcharakter der Mathematik
zusammenfassend diskutiert (vgl. Kapitel 8).

"Wie unter 4.3.2 vorgestellt, erwartet auch Kant nicht die vollige Abwesenheit des Wissens
um die Vollkommenheit eines Gegenstandes, und stellt gar fest, dass ,,das gesamte Vermogen
der Vorstellungskraft“ (KU, §16, S. 52) gewinne, wenn objektives Erkennen und subjekti-
ves Schonheitsurteil zusammenstimmen. Im eigentlichen Geschmacksurteil miisse jedoch von
diesem Wissen abstrahiert werden.

8Vgl. dazu auch die Diskussion der Position Gian Carlo Rotas unter 2.3.3.
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So geht auch die Rolle der Einbildungskraft im mathematikésthetischen Urteil iiber
die Vorbereitung des rein begrifflichen Erfassens hinaus. Die Ergebnisse aus Kapitel
2 verweisen vielmehr auf Wechselwirkungen von Verstand und Einbildungskraft,
die letztlich zur emotionalen Wirksamkeit fiihren. Ob dies uneingeschrinkt mit
dem ,freien Spiel der Erkenntniskréafte“ nach Kant gleichzusetzen ist, kann hier
auch aufgrund des unterschiedlichen Gewichts, was in verschiedenen der zu Ra-
te gezogenen aktuellen Positionen auf das rationale Erfassen gelegt wird, nicht
abschliefend entschieden werden. Jedoch kann der subjektive, emotionale Cha-
rakter der mathematikésthetischen Erfahrung nicht deutlich genug hervorgehoben
werden, grenzt dies doch jeden der oben beschriebenen Eigenschaftskomplexe von
ghnlichen, auch in anderen Bereichen wirksamen Eigenschaften ab und kennzeich-
net gleichzeitig die wechselseitigen Beziehung der benannten Charakteristika (vgl.
auch 2.5.2).

Die mathematische Schonheit, wie sie in Kapitel 2 herausgearbeitet wurde, stellt
sich also als emotional erlebbares, rational vermitteltes subjektives Wohlgefallen
dar.? Ob auf diese Weise eine genuin #isthetische Erfahrung beschrieben wird,
kann nicht abschliefend entschieden werden — was aufgrund der Vielschichtigkeit
dieses Begriffs im Ubrigen auch auf andere als #isthetisch bezeichneten Erlebnis-
se zutrifft. Die Ausfithrungen haben aber gezeigt, dass die Erfahrungen, die auf
dem spezifischen Zusammenspiel der beschriebenen Eigenschaften mathematischer
Schonheit beruhen, keinem anderen Erfahrungsbereich ohne weiteres zugeordnet
werden konnen. Die spezifische Untersuchung des Phénomens und damit die Diszi-
plin der Mathematikésthetik als Theorie des (mathematisch) Schénen behélt somit
ihre Berechtigung und ihren speziellen Auftrag. Gleichzeitig verweist die Subjek-
torientierung und die eigentiimliche Wechselbeziehung von Emotionen, Intuition
und Rationalem in den verschiedenen Facetten der mathematischen Schonheit auf
tragfihige Gemeinsamkeiten mit Beschreibungen &sthetischer Erfahrungen, aus-
gelost etwa durch Objekte der bildenden Kiinste. So gibt es m.E. gute Griinde,
die Beweisen und Theoremen zugesprochene Schonheit als dsthetische Eigenschaft
im engeren Sinne anzunehmen, wobei die Besonderheit der relativen Vollkommen-
heit und des epistemischen Momentes als integrale Bestandteile ebenso beachtet
werden miissen, wie die Entfernung zur sinnlichen Wahrnehmung.

9Wie unter 4.3.3 dargestellt, sieht Kant selbst die Méglichkeit zu einem solchen Wohlgefallen
und damit zu ein Geschmacksurteil im Bereich der Mathematik nur im Bereich der mathema-
tischen Darstellung, da hier ,,doch wenigstens das Wohlgefallen, obgleich der Grund desselben
in Begriffen liegt, subjektiv ist, da die Vollkommenheit ein objektives Wohlgefallen bei sich
fuhrt (KU, §62, S. 278f).
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Kapitel 6

Mathematik als Kunst betrachtet

,Hierzu mochte ich aus meiner eigenen, tiefsten Erfahrung bekennen,

dass ich in der Mathematik [...| in immer steigendem Mafe die Merk-
male einer Kunst und damit sehr viel fiir Herz und Seele sehe.” (Hasse,
1952, S. 15)

Mit diesem Bekenntnis erdffnet der Algebraiker Helmut Hasse in seiner Vortrags-
niederschrift Mathematik als Wissenschaft, Kunst und Macht seine Ausfiihrungen
zum Kunstcharakter der Mathematik. Er folgert weiter, dass seines Erachtens die
Mathematik mehr ist als eine reine Geisteswissenschaft. Hasse benennt Analogien
zwischen Kunst und Mathematik, die die unterschiedlichsten Bereiche der beiden
Disziplinen beriihren: Zunéchst nimmt er die Voraussetzungen des mathemati-
schen Schaffens in den Blick und konstatiert die ,Freiheit des Mathematikers zur
rein kiinstlerischer Gestaltung®* (Hasse, 1952, S. 18). Sowohl die Arbeit von Kiinst-
lern als auch von Mathematikern sieht Hasse anders als in anderen Wissenschaften
nicht durch den Bezug zur realen Welt bestimmt, so dass Raum bleibe fiir die freie
Gestaltung. Dies fithrt ihn zu einer weiteren Parallele beziiglich der Art des Ar-
beitens in beiden Disziplinen: Der Produktionsprozess konne jeweils als ein dem
Ziel der Schonheit und des ,harmonischen Zusammenklangs in sich und mit bereits
Bekanntem® verpflichtetes ,Intuitives Schaffen* (Hasse, 1952, S. 19) beschrieben
werden. Ein Mathematiker sehe wie der Kiinstler zuerst das Gesamtwerk vor sei-
nem inneren Auge bevor er die so ,erschaute Wahrheit* etwa eines Beweises nach
logischen Regeln ausfithren und niederschreiben konne. Als weitere Gemeinsam-
keit sieht Hasse in beiden Disziplinen die Schonheit auf unterschiedlichen Ebenen,
4im Kleinen“ und ,ijm Grofen“ verwirklicht.! Dies fiihrt ihn einerseits dazu, die
Begriinder mathematischer Theorien mit groffen Kiinstlern in einem Atemzug zu
nennen. Konkret stellt er fest, dass ,Mathematiker dieser Art, wie etwa Leibniz,
der Schopfer der Differential- und Integralrechnung [...| mit den Schépfern mo-
numentaler Kunstwerke, einem Beethoven, Goethe, Michelangelo, zu vergleichen*
(Hasse, 1952, S. 25) seien. Andererseits attestiert er diesen grofsen mathematischen
Schopfungen einen ,dynamischen, mitreiffenden Charakter” (Hasse, 1952, S. 25) als

1Vgl. dazu auch die ausfiihrliche Darstellung in Kapitel 2.
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wesentliches Merkmal. Aus der Sicht der Rezipienten kommt er so zur Vergleich-
barkeit von mathematischem Beweis und Drama. Dies leitet Hasse schlieflich zu
einer Analogie beziiglich des Umgangs mit den Werken in Mathematik und Kunst.
Er unterstellt jedem Mathematiker, den ,,unwiderstehlichen Drang* seine schénen
Produkte anderen mitzuteilen, was diesen wiederum dazu veranlasst, die zunéchst
nur intuitiv schwelende Schonheit in eine mitteilbare ,Form vollendeter Schon-
heit“ zu giefen (Hasse, 1952, S. 26).2 Hasse stellt fest, dass dhnlich zu anderen
Disziplinen der Kunst auch in der Mathematik ,der schonste Gedanke durch eine
héfliche dufsere Form entstellt werden* (Hasse, 1952, S. 26) konne, was wiederum
die Interpreten der Kunstform Mathematik in die Pflicht nimmt:

»Weil es zum innersten Wesen der Mathematik gehort, dafs sie mitgeteilt
werden will, und weil sie zudem eine so exklusive, schwer zugéngliche
Kunst ist, ist es in meinen Augen die Pflicht jedes Mathematikers, dafs
er sein Bestes dazu tut, anderen das Tor zum Verstdndnis zu &ffnen.*
(Hasse, 1952, S. 27)

Mit den hier skizzierten Analogien von Mathematik und Kunst stellen die Aus-
fiihrungen Hasses einen der umfassensten Uberblicke zur Thematik dar. So be-
hauptet er nicht nur den Kunstcharakter der Mathematik, sondern untermauert
diese Behauptung, in dem er Parallelen auf den verschiedensten Ebenen andeu-
tet. Gleichzeitig ist der Vortrag Mathematik als Wissenschaft, Kunst und Macht
aber auch paradigmatisch fiir die Literatur zu diesem Bereich der Mathematik-
asthetik: Erstens wird der auf einem intuitiven Kunstbegriff griindende Vergleich
von Mathematik und Kunst herangezogen, um den Charakter der Mathematik zu
fassen. Dabei eroffnet haufig die Frage, inwiefern die Mathematik zu den Kiinsten
oder den Wissenschaften zu zéhlen ist, die Erorterungen. Zweitens sind es, wie im
Bereich der Charakteristika mathematischer Schonheit (vgl. Kapitel 2), insbeson-
dere aktive Mathematiker, die so ihr Betéatigungsfeld beschreiben, wobei nicht nur
die blofse Behauptung zu beobachten ist, dass der Mathematik der Kunststatus
gebiihrt. Vielmehr werden ihr auch Gemeinsamkeiten mit den unterschiedlichsten
Kiinsten zugesprochen. So werden Parallelen zur Musik ebenso postuliert wie zu
den bildenden Kiinsten oder der Dichtung. Wenn Mathematiker ihre subjektive
Sicht der Mathematik beschreiben, nehmen sie drittens naturgeméifs wenig Bezug
aufeinander.

Doch auch weniger essayistische Arbeiten nutzen die Einlassungen anderer héiu-
fig nur dazu, eine Beschiftigung mit dem Thema iiberhaupt zu rechtfertigen, um
sich dann der eigenen Theorie zuzuwenden. Allenfalls werden Beziige zu dhnlich

2Hasse sieht zusitzlich im in der modernen Mathematik immer verfolgten Streben nach Forma-
lisierung gleichzeitig eine ,,Tragik des Mathematikers* begriindet, in der die Gefahr liege, dass
so der eigentlich schéne Inhalt von einem zuviel an Formalitét iibermannt werden koénne (vgl.
Hasse, 1952, S. 27ff). Diese Einschétzung teilen auch andere Zeitgenossen Hasses. So kann et-
wa, Krull folgend die Frage der Darstellung fiir den ,mathematischen Asthetiker ebenso zum
»qualvollen Problem* werden, wie das finden neuer Theoreme (vgl. Krull, 1930, S. 214f). Zur
Diskrepanz der asthetischen Bewertung von Darstellung und Inhalt vgl. die Ausfithrungen
zur Eleganz unter 2.5.1.
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argumentierenden Ansétzen oder der allgemeinen Kunsttheorie hergestellt. Eine
Zusammenschau der einen Kunstcharakter der Mathematik behauptenden und be-
schreibenden Literatur steht bisher noch aus. Die folgenden Ausfiihrungen sollen
helfen diese Liicke zu schlieffen. Daher kommen hier zundchst nur Ansétze zu Wort,
die der Moglichkeit eines Vergleiches zwischen dem Bereich des Kiinstlerischen und
der Mathematik grundsétzlich positiv gegeniiber stehen. Von besonderem Inter-
esse ist damit nicht mehr die Tatsache, dass die Mathematik mit verschiedenen
Kunstformen verglichen wird, sondern wie diese Parallelen begriindet werden und
welche Facetten im Mittelpunkt stehen. Dabei sind sowohl die Begriindungsmuster
als auch die Bezugsrahmen so verschieden, dass aus systematischer Sicht zunéchst
nur die Grundaussage (Kunst und Mathematik sind prinzipiell vergleichbar) eine
Gemeinsamkeit darstellt.

Die Ausfithrungen Hasses unterscheiden sich insofern von vielen anderen, dass er
wie beschrieben die unterschiedlichsten Parallelen zwischen Kunst und Mathe-
matik ausmacht und damit eine Vielzahl von Facetten benennt, die im Zentrum
von ausfiihrlicheren mathematikésthetischen Betrachtungen einzelner Aspekte ste-
hen. Vergleiche von mathematischen und kiinstlerischen Produkten fiihren nicht
nur zu allgemeinen Aussagen iiber den Kunststatus, sondern auch dazu, der Ma-
thematik bestimmte kunstspezifische Eigenschaften wie etwa Moden und Stile in
ihrer Entwicklung zu zuschreiben. Auch das Wissenschaftssystem wird mit den
institutionellen Formen der Kunst verglichen und beispielsweise die Frage nach
Kritikern und Publikum in beiden Disziplinen diskutiert. Insbesondere steht im-
mer wieder die Arbeitsweise des schaffenden Mathematikers im Fokus und wird
durch den Vergleich mit dem Kiinstler charakterisiert. Durch Parallelisierung mit
der Kunst konnen auferdem Eigenschaften von Mathematik aufgezeigt werden,
die in anderen Vergleichen — etwa mit den Geistes- oder Naturwissenschaften —
nicht oder nur am Rande zur Sprache kimen. Der konkreten Frage, ob die Mathe-
matik eine Kunstform darstellt, tritt so vor allem durch die jeweilige Begriindung
eine spezifische Beschreibung der mathematischen Praxis, ihrer Produkte und der
beteiligten Personen zur Seite. Neben einem systematischen Interesse aus Sicht
der Mathematikésthetik, lohnt sich damit auch aus allgemein mathematikphilo-
sophischer Sicht eine ausfithrlichere Auseinandersetzung mit solchen Mathematik-
Kunst-Vergleichen.

Die Diversitdt moglicher Herangehensweisen spiegeln die folgenden Unterkapitel.
Zur systematischen Einordnung dient jeweils ein bestimmter Komplex von Ge-
meinsamkeiten von Mathematik und Kunst, der als Begriindungsmuster fiir die
Kunstbehauptung herangezogen wird.

Dabei wurden jeweils die Positionen einzelner Autoren ausgewéhlt und skizzen-
haft dargestellt, um einen vertieften Einblick in die verschiedenen Facetten von
Kunst-Mathematik-Vergleichen zu erhalten. Dennoch kénnen und sollen die aus-
gewdhlten Theorien nicht in Génze wiedergegeben werden. Ziel muss es aber sein,
zu kléren, welche Mathematikbeschreibung durch den Bezugsrahmen der jeweili-
gen Parallelisierung entsteht und welche Aspekte speziell der mathematikésthe-



124 Kapitel 6 Mathematik als Kunst betrachtet

tischen Sicht geschuldet sind. Auch wenn aus Griinden der Tiefe die mdoglichen
Perspektiven auch hier zunéchst isoliert dargestellt werden, soll der Facettenreich-
tum, den Hasse aufspannt immer im Hintergrund stehen — auch und insbesondere
wenn abschliefend die Moglichkeiten und Grenzen einer Theorie der Kunstform
Mathematik diskutiert werden.

6.1 Kreativitat und Freiheit
— Mathematisches und Kiunstlerisches Schaffen

Eine der prominentesten Parallelen von Mathematik und Kunst und damit auch
eine héufig bemiihte Begriindung fiir den Kunstcharakter der Mathematik ist die
Arbeitsweise der jeweils beteiligten Personen. So stellt etwa Armand Borel in sei-
nem Vortrag Mathematik: Kunst und Wissenschaft fest, dass das ,Gefiihl einer
Kunst* noch starker wird, ,wenn man daran denkt, wie der Forscher arbeitet
und fortschreitet* (Borel, 1981, S. 20). Durch solche Auferungen wird also der
Kunststatus der Mathematik durch den Kiinstlercharakter des Mathematikers be-
stimmt. Dabei wird das mathematische Schaffen aus verschiedenen Perspektiven
betrachtet und beschrieben. Einerseits wird von einem externen Standpunkt die
Arbeit des Mathematikers und des Kiinstlers in den Blick genommen und so Aus-
sagen iber ,den Mathematiker mit denen iiber ,,den Kiinstler im Allgemeinen
verglichen. Da es sich wie bereits beschrieben bei den Autoren solcher Aussagen
héufig um (aktive oder ehemals aktive) Mathematiker handelt, ist diese Perspek-
tive nicht mit einer ethnologischen Herangehensweise an den Mathematiker quasi
als ,unbekanntes Wesen* zu verwechseln. Die Beschreibungen sind somit h&ufig
die Verallgemeinerung der eigenen Erfahrungen in der mathematischen Wissen-
schaftspraxis. Andererseits wird aber auch der individuelle Schaffensprozess von
Mathematikern direkt aus ihrer personlichen Erfahrung heraus beschrieben, also
ein interner Standpunkt eingenommen. Beiden Ansétzen gemein ist somit, dass
sie auf ,Expertenwissen aus dem Bereich der Mathematik zuriickgreifen kénnen
und dieses mit einem eher landlaufigen Begriff von der Arbeit eines Produzenten
schoner Kunst vergleichen.3

6.1.1 ,,Maker of Patterns"

»A Mathematician, like a painter or a poet, is a maker of patterns.
[...] A painter makes patterns with shapes and colours, a poet with
words. [...] A mathematician, on the other hand, has no material to

3Eine Ausnahme stellt Martin Schiralli dar, der an der Schnittstelle von Asthetik und Erkennt-
nistheorie arbeitete (s.u.).
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work with but ideas, and so his patterns are likely to last longer, since
ideas wear less with time than words.“ (Hardy, 1940, S. 84f)

So wie in diesem prominenten Zitat aus A mathematician’s Apology vergleichen
viele die Arbeit des Mathematikers mit der von bildenden Kiinstlern, Dichtern
oder Komponisten. Hardy fiihrt dies auf eine Gemeinsamkeit in der Struktur ih-
rer Produkte zuriick: Sowohl der Mathematiker als auch der Kiinstler produzieren
Muster — jener aus Farbe auf Leinwand bzw. Worten, dieser aus Ideen. Dahinter
steckt die Annahme eines vergleichbaren Schaffensprozesses, der in beiden Diszi-
plinen durch das Hervorbringen innovativer bzw. origineller Muster gepréagt ist,
die einzig aus dem menschlichen Geist heraus entstehen. Sowohl die Arbeit der
Kiinstler wie auch der Mathematiker beruht demnach auf Freiheit und Kreativitdt
im Umgang mit den jeweiligen ,Materialien.

Martin Schiralli differenziert das, was Hardy oben unter dem Hervorbringen von
Mustern allgemein zusammenfasst, weiter aus. Auf diese Weise stellt er Parallelen
der jeweiligen Arbeitsweise von Mathematikern und Kiinstlern beziiglich unter-
schiedlicher Aspekte des Schaffensprozesses heraus:

~Mathematicians often: wonder at the patterns discerned in experience;
analyse patterns — noticing, noting, associating patterns and elements
of patterns; represent patterns, i.e. describe them in formal terms; ma-
nipulate patterns; create novel or original symbolic patterns; imagine
the possibilities of patterns; connect pattern possibilities, i.e. analyse
classify and theorise patterns, thereby creating larger, more compre-
hensive patterns.

Mathematicians also: demonstrate, i.e. prove (or describe) the necessi-
ty (or nature) of patterned relationships using other patterns, viz. the
patterns of logical operations.

In so doing, mathematicians: compute, i.e. perform operations on pat-
terned relationships using other patterns, viz. arithmetical, algebraic
and so forth.

Finally, mathematicians: appreciate the historical and contemporary
achievements of other mathematicians; evaluate the achievements of
other mathematicians. (Schiralli, 2006, S. 110f, Hervorhebungen im
Original)

Nahezu alle der hier beschriebenen Handlungen im Umgang mit den ,Mustern der
Mathematiker* identifiziert Schiralli in der Folge auch im kiinstlerischen Schaf-
fen. Einen Hauptunterschied sieht er aber darin, dass die Muster der Kiinstler auf
die sinnliche Wahrnehmung bezogen sind bzw. von dieser ausgehen. So wundere
sich der Kiinstler gerade iiber durch die sinnliche Erfahrung gegebene Struktu-
ren. Wo der Mathematiker ,seine Muster in einer formalen Form darstellt, nutzt
der Kiinstler Sinneseindriicke. Trotzdem erkennt Schiralli beziiglich der Grund-
strukturen inhaltliche Gemeinsamkeiten und greift den traditionellen Topos der
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Manipulation von Raum und Zeit auf, der in beiden Disziplinen zu finden sei (vgl.
Schiralli, 2006, S. 112).

Das Beweisen oder genaue Beschreiben sowie der rechnerische Umgang mit den
Mustern sieht Schiralli in der Kunst naturgeméfs nicht direkt gegeben. Andererseits
beschreibt er selbst, wie oben zitiert, gerade diese Aktionen als die Performance der
Mathematiker. Er verweist aufserdem auf eine dhnliche Handlung im Umgang mit
den Mustern der Kunst, wenn er beschreibt, dass Kiinstler oder Kunstwissenschaft-
ler ,attempt to understand the nature and possibilities of patterned relationships
using other patterns, viz. those of logical operations” (Schiralli, 2006, S. 111).

Im Rahmen der Kunst findet Schiralli mit der Entwicklung stilistischer Begrifi-
lichkeiten und Zuordnungen unter verschiedenen Aspekten aus dem Bereich des
Asthetischen eine zusitzliche Titigkeit vor, die er der Mathematik nicht zuordnet.
Nimmt man die unter 6.2 dargestellten Ansétze aber ernst, so ist auch diese Art
des Umgangs mit Mustern keineswegs ausschliefslich in der Kunst zu finden. Die
oben zitierte Liste miisste demnach auch fiir die Mathematik um die stilistische
Einordnung der Muster ergénzt werden.

Beziiglich des folgenden Unterkapitels mindestens bemerkenswert ist aufserdem die
Tatsache, dass Schiralli einerseits nur von Mathematikern spricht, andererseits fiir
den Bereich der Kunst immer Kiinstler und Kunstwissenschaftler nennt. Hier gibt
er also einen Hinweis auf die institutionelle Trennung von Produktion und Kritik
der Kunst im Gegensatz zur Mathematik. Bestimmte der beschriebenen Tétigkei-
ten miissen dem Kiinstler, andere dem Kunstwissenschaftler zugeschrieben werden
— wobei Schiralli selbst diese Differenzierung hier nicht vornimmt. Dies ist inner-
halb der Mathematik nicht eindeutig moglich (vgl. 6.4).

Ausgehend von der Behauptung Hardys, dass sowohl Mathematiker als auch Kiinst-
ler als ,maker of patterns* beschrieben werden kénnen, stellt Schiralli also eine dif-
ferenzierte Beschreibung des Umgangs mit den jeweiligen Mustern zur Verfiigung,
um so die Gemeinsamkeiten der beiden Disziplinen noch stirker zu machen:

HIf mathematics may productively be viewed as the creative exploration
and formal representation of pattern possibilities, art may equally and
symmetrically be viewed as the creative exploration and sensory repre-
sentation of pattern possibilities.“ (Schiralli, 2006, S. 124)

Die daraus gleichsam zwangsweise resultierende Frage, ob man angesichts dieser
Parallelen {iberhaupt von unterschiedlichen Disziplinen sprechen kénne, also nach
dem Kunststatus der Mathematik, bleibt allerdings offen.

Quasi als Nebenprodukt der mathematikésthetischen Uberlegungen gelingt Schiral-
li iber den Vergleich von mathematischem und kiinstlerischem Tun eine differen-
zierte Darstellung der Arbeit des Mathematikers (und auch des Kiinstlers) im
Allgemeinen. Dabei nimmt er eher die Perspektive des Beobachters als die des Be-
teiligten ein. So steht das oftmals als kreativer Akt beschriebene und zum Kiinst-
lervergleich herangezogene Hervorbringen neuer Theoreme und Beweise nicht im
Vordergrund seiner Analyse. Dieser Aspekt wird im Folgenden herausgestellt.
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6.1.2 ,Ein wahrhaft asthetisches Gefiihl*

Arbeiten zur Kreativitét in den Wissenschaften im Allgemeinen und in der Mathe-
matik im Besonderen sind hiufig zu finden.* Eher selten wird dabei der Vergleich
mit der Kunst nicht nur gezogen, sondern auch ausfiihrlicher begriindet. Eine zen-
trale Referenz fiir Auseinandersetzungen mit dem mathematischen Schaffen stellt
Henri Poincaré und insbesondere seine Sammlung Wissenschaft und Methode (vgl.
Poincaré, 1914) dar. Ein Blick in die Literatur zum Thema zeigt, dass die Ein-
schiatzung Jacques Hadamards im Vorwort von The Psychology of Invention in
the Mathematical Field nicht an Aktualitédt verloren hat:

»This study, like everything which could be written on mathematical
invention, was first inspired by Henri Poincaré’s famous lecture before
the Société de Psychologie in Paris.“ (Hadamard, 1945, S. vii)

Da sich viele Autoren auf Poincaré berufen, um den Kiinstlerstatus des Mathe-
matikers zu begriinden, seine fiir die Mathematikisthetik interessanten Aussagen
aber selten ausfiihrlicher beleuchtet werden®, soll dies im Folgenden geschehen.
Dabei wird sich spéter zeigen, dass seine Darstellungen auch oder gerade im Kon-
trast zur Kantischen Position fiir die Diskussion um die Kiinstleranalogie eine
fruchtbare Spannung entstehen lassen (vgl. Kapitel 8).

Henri Poincaré beginnt seine Ausfiihrungen {iber Die Mathematische Erfindung
mit der Feststellung, dass die ,Entwicklungsgeschichte der mathematischen Erfin-
dung [...] ein Problem [sei], das den Psychologen das lebhafteste Interesse (Poin-
caré, 1914, S. 35) einflofen konne. Diesem ,Problem“ begegnet er in der Folge
durch die Reflexion eigener Erfahrungen als schaffender Mathematiker, aus denen
er dann wiederum Riickschliisse auf die mathematische Erfindung im Allgemeinen
zieht. Hier soll seine umfassende Theorie nun insbesondere mit Blick auf die Ver-
bindung zur Asthetik der Mathematik wiedergegeben und diskutiert werden.%

Poincaré beschreibt den Prozess der mathematischen Erfindung als einen Wechsel
von bewusster und unbewusster Arbeit. In einer ersten bewussten Phase macht
sich der Mathematiker das zu losende Problem zu eigen und beginnt ein zunéchst
erfolglos anmutendes Ringen um die Losung. Durch diese Periode wird die ,Ma-
schine der unbewufiten Arbeit in Schwung gebracht* (Poincaré, 1914, S. 45), so
dass in einer nun folgenden Phase, in der sich das bewusste Ich etwas vollig ande-
rem zuwendet, das unbewusste oder ,sublime Ich®, wie Poincaré es nennt, weiter
auf die Losung hinarbeiten kann. In einem meist unerwarteten Moment erscheint

4Siehe dazu auch die Literaturauflistung und Hinweise bei Brinkmann und Sriraman (2009).

5Eine Ausnahme stellt Corline Jullien (2008) dar.

6Bine der prominentesten ausfiihrlichen Darstellungen des Poincaréschen Ansatzes liefert
Jacques Hadamard (1945). Er diskutiert in The Psychology of Invention in the Mathemati-
cal Field insbesondere Poincarés Aussagen zur Rolle von Unbewusstem und Bewusstem und
zieht dazu weitere zentrale Werke zu den psychologischen Grundlagen des mathematischen
Schaffens sowie Ergebnisse einer empirischen Studie und weitere Erfahrungsberichte heran.
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diese dann dem Mathematiker als ,plotzliche Erleuchtung® (Poincaré, 1914, S. 44).
Dieses Ergebnis unbewussten Arbeitens muss dann wiederum bewusst aufgegriffen
werden: ,Man muft die Resultate dieser Inspiration ausarbeiten, aus ihnen die un-
mittelbaren Folgerungen ableiten, sie ordnen, die Beweise redigieren und vor allem
sie priifen.” (Poincaré, 1914, S. 45)

Auf das Wechselspiel von unbewusster und bewusster Arbeit und insbesondere
das plotzliche Zutagetreten der Ergebnisse des unbewussten Prozesses verweisen
Berichte von Mathematikern immer wieder (vgl. z.B. Littlewood, 1986, S. 190ff).
So zitiert etwa Bartel Leendert van der Waerden in seiner Antrittsrede Einfall und
Uberlegung in der Mathematik” Carl Friedrich Gauss, der das Erlebnis, wie er zur
Lésung eines lange schwelendes Problems gelangt ist, in einem Brief als Blitzein-
schlag beschreibt. Allerdings héilt Gauss selbst diesen Geistesblitz fiir gottliche
Eingebung und nicht fiir das Ergebnis der eigenen (unbewussten) Tétigkeit und
sieht sich selbst aufierstande den Weg von den Vorarbeiten zur Lésung zu beschrei-
ben (vgl. van der Waerden, 1953, S. 121). Hierin gerade sieht van der Waerden,
der in seinen Ausfiihrung auch von eigenen Erlebnissen dieser Art berichtet (vgl.
van der Waerden, 1953, S. 127f), die Stérke Poincarés:

,Diese Fahigkeit Poincarés, das eigene unbewusste Denken bewusst zu
beobachten, steht ziemlich vereinzelt da. Andere Wissenschaftler haben
wohl blitzartige Einfélle, wissen aber nicht, wie sie zustande kommen.*
(van der Waerden, 1953, S. 122)

Fiir die Mathematikasthetik von besonderer Bedeutung ist die Beschreibung Poin-
carés dessen, was in der Phase unbewussten Arbeitens geschieht. Dort wird ihm
folgend die eigentliche mathematische Erfindung hervorgebracht. In diesem Pro-
zess muss aus der Vielzahl moglicher Ansétze der erfolgreiche ausgewéhlt werden.
Poincaré betont, dass es sich dabei nicht um einen mechanischen oder gar prinzi-
piell maschinell ausfiihrbaren Prozess handeln konne:

»,Die Regeln, nach denen eine solche Auswahl getroffen werden muf,
sind ungemein fein und subtil, und es ist fast unmdoglich, sie in genau-
er Fassung wiederzugeben: sie lassen sich mehr fiihlen als formulieren
[...] (Poincaré, 1914, S. 46)

Hier spielt nun das ,Gefiihl fiir die mathematische Schénheit und damit ein ,wahr-
haft &sthetisches Gefiihl* (Poincaré, 1914, S. 48) die zentrale Rolle. Das unbewusste
Ich wahlt demnach nach &sthetischen Kriterien diejenigen Moglichkeiten aus, wel-
che ,niitzlich und schén zugleich” (Poincaré, 1914, S. 49) seien.® Dabei kommt es
insbesondere auf eine harmonische Ordnung und Einfachheit an, die adsthetische

"Hier spiegelt sich das Zusammenwirken von unbewusster (Einfall) und bewusster Arbeit (Uber-
legung) bereits im Titel.

8Seymor Papert vermutet hier eine dritte Instanz zwischen Unbewusstem und Bewusstem: , its
Job is to scan the changing kaleidoscope of unconscious patterns allowing only those which
satisfy its aesthetic criteria to pass through the portal between the minds* (Papert, 1988, S.
110).
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Emotionen hervorruft und gleichzeitig eine tiefe Erkenntnis liefert, mithin das Kri-
terium der epistemischen Transparenz erfiillt.” Auch van der Waerden beschreibt
sowohl die Schonheit als auch die Evidenz der unbewusst hervorgebrachten ma-
thematischen Einfélle, steht aber der Haltung Poincarés skeptisch gegeniiber, dass
beides miteinander einher gehe:

»chone, symmetrische, elegante Vorstellungskombinationen haben mehr
Chancen, die Richtigen zu sein; sie werden auch leichter aufgefunden,
weil sie uns besser gefallen, aber das Gefiihl der Sicherheit, das einen
Einfall so oft begleitet, hat eine andere Quelle.* (van der Waerden,
1953, S. 129)

Diese Quelle findet van der Waerden in der zuvor stattgefundenen bewussten Uber-
legung und dem unbewussten Abgleich der gefundenen Losung mit den bewusst
erarbeiteten Anforderungen an die gesuchten Loésung. Damit betont er den Wert
der bewussten Vorarbeit und greift die Vorstellung wieder auf, dass bei ausrei-
chender Uberlegung ,nur ein ganz kleiner Einfall“ (van der Waerden, 1953, S. 124)
geniige. Warum aber gleichzeitig die schonen Kombinationen mit héherer Wahr-
scheinlichkeit auch richtig und brauchbar sind, darauf geht er nicht ein, sondern
betont im Weiteren wiederholt, dass das Gefiihl fiir Schonheit und das Gefiihl der
Sicherheit, das richtige Ergebnis gefunden zu haben, zwei unabhéngige , Richtlini-
en“ der unbewussten Arbeit seien (vgl. van der Waerden, 1953, S. 129).1°
Jacques Hadamard iibernimmt die These Poincarés und weist dem Sinn fiir mathe-
matische Schonheit ebenfalls eine unerléssliche Rolle im Prozess mathematischen
Schaffens zu. Er zieht aus der Analyse der Poincaréschen Argumentation folgendes
Fazit und fasst sie damit gleichzeitig treffend zusammen:

,We have reached the double conclusion:

that invention is choice

that this choice is imperatively governed by the sense of beauty.“
(Hadamard, 1945, S. 31)

Eine Voraussetzung fiir die Wahl auf der Grundlage des dsthetischen Gefiihls sieht
Poincaré explizit in der Freiheit, die nur im unbewussten Prozess gegeben ist.
Das unbewusste Ich ist nicht der Disziplin fester Regeln unterworfen, sondern
kann angesichts der bestehenden Vielfalt seiner dsthetischen Intuition folgen (vgl.
Poincaré, 1914, S. 52).

9Zur ausfiihrlicheren Darstellung und Einordnung des Poincaréschen Begriffs von mathemati-
scher Schonheit vgl. 2.3 und 2.4. Zum Zusammenhang von Schonheit und Niitzlichkeit bei
Poincaré und den daraus resultierenden Verbindungen von Mathematikdsthetik und der An-
wendung der Mathematik innerhalb der Naturwissenschaften siehe Jullien (2008) S. 57-67.

10Die unterschiedlichen Urteile zum Zusammenhang von #sthetischen und epistemischen Eigen-
schaften verweisen hier erneut auf die Diskussion iiber die Rolle von subjektiver Zuganglichkeit
und epistemischer Transparenz als Voraussetzung fiir das &sthetische Erleben einerseits oder
als Bestandteil des mathematischen Schénheitsbegriffs andererseits (vgl. insbesondere 2.3.3).
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Hier wird also die Arbeit des Mathematikers als Wechselspiel zwischen bewusster
disziplinierter Anwendung bekannter Regeln einerseits und dem nicht unter eine
Regel fassbaren, freien und intuitivem Streben nach mathematischer Schénheit
beschrieben. Letzterem kommt dabei die ,Hauptrolle® im Prozess des Mathema-
tikschaffens zu (vgl. Poincaré, 1914, S. 46). Die mathematische Erfindung kommt
damit insbesondere durch die zentrale Rolle dsthetischer Kriterien dem kiinstle-
rischen Schaffensprozess sehr nah, was Poincaré an anderer Stelle in der Samm-
lung Wissenschaft und Methode zum expliziten Vergleich von Mathematikern und
Kiinstlern veranlasst:

,Die Suche nach dieser eigentiimlichen Schonheit |...] bringt uns dazu,
diejenigen Tatsachen zu wéhlen, welche am geeignetesten dazu sind,
diese Harmonien zu vervollstédndigen, so wie der Kiinstler unter den
eigenartigen Gesichtsziigen seines Modells diejenigen auswahlt, welche
das Portrét vervollstdndigen und ihm Leben und Charakter verleihen.*
(Poincaré, 1914, S. 13)

Auch erinnert die Poincarésche Vorstellung an die Arbeit des Kiinstlerischen Ge-
nies wie sie etwa Immanuel Kant beschreibt.!! Dies wird dadurch unterstrichen,
dass Poincaré die Fahigkeit zu solchem mathematischen Schaffen als Gabe be-
schreibt:

»Nicht jeder kann offenbar diese Intuition, dieses Gefiihl fiir mathe-
matische Ordnung besitzen, welches uns verborgene Relationen und
Harmonien erraten laft.“ (Poincaré, 1914, S. 39)

Wem die nétige dsthetische Intuition nicht gegeben ist, der kann bestenfalls ma-
thematische Schliisse Schritt fiir Schritt nachvollziehen und damit die Mathematik
verstehen und anwenden. Allerdings sind diese Menschen ,auferstande selbst et-
was zu schaffen®. Nur diejenigen, die diese Gabe haben, kénnen ,schopferisch tétig
sein“ (Poincaré, 1914, S. 39).12

6.1.3 Der Mathematiker als Kiinstler

Die beiden hier vorgestellten Anséatze stellen jeweils Moglichkeiten dar, vermittels
der Arbeitsweise Mathematiker mit Kiinstlern zu vergleichen und konnen damit

1Vgl. Kapitel 7 und den Vergleich der beiden Ansitze unter 8.1. Hadamard zitiert in diesem
Zusammenhang aufferdem Paul Valéry, und stellt heraus, dass dieser die Arbeit des Kiinst-
lers ganz dhnlich der Ausfithrungen Poincarés iiber den Mathematiker beschreibt. Auch der
Dichter fithrt das kiinstlerische Schaffen auf einen Auswahlprozess zuriick, wobei das Genie
gerade in der Wahl zum Ausdruck komme. (Vgl. Hadamard, 1945, S. 30)

12Gerade ein solches dem kiinstlerischen Genie #hnliches Talent spricht Kant den Mathematikern
explizit ab. Die beiden Positionen stellen somit eine fiir die Frage nach dem Kunstcharak-
ter der Mathematik zentralen Gegensatz dar. Dies wird in der Zusammenschau dieses Teils
(Kapitel 8) daher erneut diskutiert.
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stellvertretend auch fiir andere Autoren gesehen werden. Wie diese beiden aus-
fiihrlichen Arbeiten zeigen, kann bei einem solchen Vergleich der Fokus bereits auf
unterschiedlichen Ebenen der Betrachtung liegen.

Einerseits wird von einer eher entfernten Warte aus der Umgang von Mathema-
tikern und Kiinstlern mit ihren Gegensténden beschrieben. Dabei macht die An-
nahme, dass es sich in beiden Disziplinen um den kreativen Umgang mit Mustern
und deren innovative Produktion handelt, das Beschriebene anschaulich und greif-
bar. Fiir die Beschreibung methodischer Gemeinsamkeiten von Mathematik und
Kunst ist diese Annahme aber nicht unbedingt notwendig, wie etwa Johanna Heit-
zers Ansatz zeigt:

,Die Ausiibung beider Disziplinen [fiihrt| auf zentrale methodische Ge-
gensatzpaare: Anschaulichkeit und Strenge, Konkretisierung und Ab-
straktion, Einzelfall und Verallgemeinerung, kithner Entwurf und de-
taillierte Ausfithrung sind kontrire Aspekte, mit denen und mit deren
fruchtbarer Diskrepanz sich sowohl Kiinstler als auch Mathematiker
auseinanderzusetzen haben.“ (Heitzer, 2007, S. 65)

Dabei zeigt Heitzer aufserdem, dass diese allgemeine Reflexionsebene auch am kon-
kreten Gegenstand Bestand haben kann. So fiihrt sie diese Spannungsfelder am
Beispiel der Spirale, als sowohl fiir die Kunst als auch fiir die Mathematik promi-
nentem Gegenstand, weiter aus.

Um aufgrund solcher allgemeinen Charakteristika mathematischen und kiinstleri-
schen Arbeitens Aussagen iiber den Kiinstlerstatus der Mathematiker treffen zu
koénnen oder auch allererst die Aussagekraft der Parallelen zu bewerten, ist zu-
néchst die Frage von Bedeutung, inwiefern dieses Handlungsrepertoir nur das von
Kiinstlern und Mathematikern auszeichnet oder ob auch andere kunstferne Dis-
ziplinen unter diese Beschreibung fallen kénnen. Dabei spielen einerseits gerade
die vorgeschlagenen Kombinationen eine Rolle. Eine zentrale Stellung bei der Be-
antwortung kommt andererseits insbesondere der von Schiralli mit ,,create novel
or original symbolic patterns“ benannten Handlung zu.'® Dies kann durch Aussa-
gen unterstiitzt werden, die die Fantasie als zentrale Fahigkeit des Mathematikers
markieren. So betont der Mathematiker Wolfgang Krull ,in aller Schéarfe, dass
eine besondere ,mathematische Fantasie* den kiinftigen Forscher vor dem begab-
ten Durchschnitt der Mathematikstudierenden auszeichne und diese der kiinstle-
rischen Fantasie sehr nahe stehe (vgl. Krull, 1930, S. 208). Die Beschreibung des
Mathematikers als Schépfer innovativer und origineller Muster ist somit fiir die
Mathematikdsthetik von besonderer Bedeutung.

13Eine Anniherung an diese Frage bediirfte einer ausfiihrlicheren Analyse etwa auf der Basis
des von Schiralli vorgeschlagenen Handlungsrepertoirs. Dies wiirde aber den Rahmen dieser
Ausfiihrungen sprengen und kann daher hier nicht geleistet werden, obgleich mit der Ant-
wort auch Aussagen iiber die mathematikésthetische Relevanz solcher Ansétze tiberhaupt
verbunden wére.
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Die Frage nach der mathematikésthetischen Relevanz beantwortet Poincaré expli-
zit mit dem Verweis auf das an der mathematischen Erfindung notwendig beteiligte
dsthetische Gefiihl. Dies wird verstarkt durch die Einschétzung, dabei handele es
sich um ein angeborenes Talent, also die Parallele zum kiinstlerischen Genie. Bei
solchen aus der Introspektive des Mathematikers entstandenen Theorien, wird also
nicht nur eine fiir die Psychologie interessante Beschreibung eines schwer fassba-
ren Phdnomens geben, sondern auch der Kiinstlercharakter des Mathematikers auf
genuin &sthetische Argumentationen gegriindet.

6.2 Stile in Mathematik- und Kunstgeschichte

It is well known that the style in which mathematical proofs are writ-

ten has undergone considerable fluctuations. [...] On the other hand,
in other respects there has been remarkable constancy. (von Neumann,
1976, S. 4)

Diese Beobachtung fiithrt John von Neumann an, wahrend er der Frage nachgeht,
ob die Arbeit des Mathematikers der eines empirischen Wissenschaftler gleicht.
Sein beildufiger Hinweis darauf, dass er nicht der einzige sei, der davon ausgeht,
dass das mathematische Denken verschiedenen Stilen unterliege, sondern dass es
sich vielmehr um eine allseits bekannte Tatsache handele, kann durch einen Blick in
die Literatur bestatigt werden. So wird nicht nur in Arbeiten zum Kunstcharakter
der Mathematik darauf hingewiesen, dass das mathematische Arbeiten, die Art
der (schriftlichen) Kommunikation, die verwendeten Beweismethoden oder auch
die zentralen Forschungsgegensténde und der Umgang mit ihnen Verdnderungen
im Laufe der Mathematikgeschichte unterliegen:

»In fact, I believe that mathematical thought patterns also change with
time and that these in turn affect aesthetic criteria — not only in terms
of what counts as an interesting problem, but also what methods the
mathematician can use to approach these problems, as well as how a
mathematician judges their solutions.“ (Borwein, 2006, S. 23)

Jonathan Borweins Uberzeugung kann stellvertretend fiir viele mathematikphilo-
sophische Ansitze gesehen werden.'® Dabei weist er neben der generellen Verin-
derung der ,Denkmuster” in der Mathematik auch auf Wechselwirkungen mit den
Kriterien mathematischer Schonheit hin. Die Moglichkeit solcher Stile beruht fiir
Borwein, wie auch fiir viele andere, auf der Grundannahme der Mathematik als
Kulturleistung.

John von Neumann geht in The Mathematician iiber das reine Postulieren ver-
schiedener mathematischer Stile hinaus. Die stilistische Verinderung gemeinsam

14vgl. stellvertretend Ruelle (2007), McAllister (2005) oder Borwein (2006).
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mit der Beobachtung &sthetischer Werturteile im mathematischen Arbeitsprozess
fiihren ihn zu dem Ergebnis, dass die Mathematik als Kunst und weniger als em-
pirische Wissenschaft zu sehen sei (vgl. von Neumann, 1976, S. 9). Den diagno-
stizierten Kunststatus der Mathematik nutzt er z.B. um auf eine Gefahr fiir die
Entwicklung der Mathematik hinzuweisen, sollte sich diese zu weit von realen Pro-
blemstellungen entfernen:

It becomes |...] more and more l’art pour lart. |...] At the inception
the style is usually classical; when it shows signs of becoming baroque,
then the danger signal is up.“ (von Neumann, 1976, S. 9)

Hier werden nicht nur Stile im mathematischen Denken identifiziert und daraus
Schliisse auf den Kunstcharakter der Mathematik gezogen. Uberdies kommt es zur
Charakterisierung und Wertung der Mathematik mittels aus der Kunstgeschichte
bekannter Epochenbezeichnungen.

Wahrend es von Neumann innerhalb seines Essays zu technisch erscheint, Beispiele
etwa fiir ,barocke* Mathematik zu geben (vgl. von Neumann, 1976, S. 9), machen
es sich andere Autoren gerade zur Aufgabe, diese direkte Parallele zu explizieren.
Im Folgenden sollen nun zunéchst drei solcher Stilgeschichten der Mathematik
umrissen werden, die sich sowohl in der Herangehensweise als auch in ihren Ergeb-
nissen unterscheiden. Gerade diese Unterschiede bieten dann die Grundlage eine
Diskussion der Moglichkeiten solcher Ansétze insbesondere bezogen auf die Frage
nach dem Kunststatus der Mathematik.

6.2.1 Mathematischer Barock und weitere Stilvergleiche

In seiner Vortragsniederschrift zur Stilkunde des Raumbegriffs geht Karl Hein-
rich Hofmann der These nach, ,dafs auch die Mathematik in ihrem geschichtlichen
Werden durch Stile gezeichnet ist, die sich mit dem Ablauf der Zeiten wandeln“
(Hofmann, 1982, S. 171). Mit Fokus auf der jeweiligen Raumauffassung betrachtet
er Beispiele aus der Kunst- und Mathematikgeschichte und schliefft daraus auf Ge-
meinsamkeiten in der Entwicklung beider Disziplinen. Diese fiihren ihn schlieflich
dazu, innerhalb der Mathematikgeschichte nicht nur iiberhaupt von Stilen zu spre-
chen, sondern diese auch mit den entsprechenden Bezeichnungen aus dem Bereich
der Kunstgeschichte zu versehen:

Dem klassischen Stil der antiken griechischen Kiinstler und Architekten entspricht
demnach die Raumauffassung der in den Elementen des Euklid zusammengetrage-
nen Geometrie, die sich Hofmann folgend wesentlich durch die Elemente Gerade,
rechter Winkel, Parallelitat, Symmetrie und Rhythmus auszeichnet:

»,Die Antithese der Vertikalen gegen die Horizontale, des Lastens gegen
das Stiitzen und die rhythmische Symmetrie der Sdulenreihung ist die
in Stein verewigte Raumauffassung der Griechen.“ (Hofmann, 1982,
S. 177)
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Fiir die Renaissance beschreibt Hofmann zunéchst die umgekehrte Richtung und
geht auf die Verwendung euklidischer Kenntnisse fiir die perspektivische Darstel-
lung des dreidimensionalen Raums in der Zeichenebene ein. Fiir die Darstellung
und mathematische Beschreibung der Raumauffassung der Renaissancekiinstler
bedarf es demnach lediglich der klassischen Mathematik Euklids. Die Renaissance-
kiinstler schafften es mit Hilfe dieser mathematischen Grundkenntnisse Dreidi-
mensionales auf die Zeichenebene zu bringen und hoben somit nach Hofmann
,die kiinstlerischen Raumvorstellung |...]| auf eine neue Stufe des Bewusstseins®
(Hofmann, 1982, S. 181). Damit stellt die Renaissancekunst ein Beispiel fiir ein
Hofmann folgend ,sich immer aufs neue wiederholendes* historisches Phdnomen
dar:

»Als selbststdndiger Ausdruck menschlicher Kreativitéit stellt die Ma-
thematik geistiges Riistzeug bereit, das zu gegebener Zeit und unter
passenden Umsténden in unvorhergesehener und auch unbeabsichtigter
Weise geniitzt und angewendet wird.“ (Hofmann, 1982, S. 181)

In diesem Sinne entsteht die Raumauffassung der Renaissance als ,Muster durch
Mathematik“. Auf die Entwicklungen, die durch die zunéchst kiinstlerische Frage-
stellung auch innerhalb der Mathematik angestofien wurden, geht Hofmann hier
nicht weiter ein.

Die fiir die Mathematikasthetik interessantere Zuordnung von Merkmalen der
Kunstepoche zu einer ,Renaissance der Mathematik* macht Hofmann nun nicht
mehr strikt am Raumbegriff fest. Vielmehr wahlt er Indikatoren, die das jeweilige
System und Arbeitsweisen beschreiben, wie etwa die Haufung und gegenseitige Be-
einflussung durch grofse Vertreter der Kunst bzw. der Mathematik. So findet er die
Entsprechung fiir das in der Renaissancekunst von Italien ausgehende ,kollektive
Genie* (Hofmann, 1982, S. 182) des 15. und 16. Jahrhunderts in der Mathematik-
geschichte erst viel spéter:

Was Massaccio im Jahre 1423 in der Brancaccikapelle fiir den kiinstle-
rischen Ausdruck in der Malerei leistet und damit die Renaissance der
Kiinste eingleitet hatte, vollbrachte Kepler fir die Mathematik |[...]
im Jahre 1609 in der ,Astronomia Nova‘.* (Hofmann, 1982, S. 184)

Die ,Hochrenaissance in der Mathematik* datiert Hofmann somit in das 17. und be-
ginnende 18. Jahrhundert, gekennzeichnet durch die Entstehung der analytischen
Geometrie und modernen Analysis (vgl. Hofmann, 1982, S. 185). Dieser Epoche
ldsst er dann auch in der Mathematik einen dem kiinstlerischen Barock korrespon-
dierenden Stil folgen. Der ,,Barock der Mathematik* wird dem 19. und frithen 20.
Jahrhundert zugeordnet und mit Namen wie Gaufs, Klein oder Poincaré in Verbin-
dung gebracht. Kennzeichnendes Element ist die ,Neigung zur Synthese und zur
Systematisierung vorhandenen mathematischen Einzelwissens“ (Hofmann, 1982,
S. 189) aber auch die Ablosung der euklidischen Raumvorstellung durch die Topo-
logie, mit der ,die mathematische Theorie des Raumes nach zweitausend Jahren
eine von Grund auf neue Gestalt* (Hofmann, 1982, S. 188) erhilt.
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Interessanter Weise handelt es sich bei der von Hofmann vorgeschlagenen Zuord-
nung von Stilen der Kunstgeschichte zu den Entwicklungen der Mathematik nur
um inhaltliche, nicht aber um zeitliche Parallelen. So kommt er abschliefend zu
zwei — sich in Teilen widersprechenden — Thesen zur Stilgeschichte in Mathematik
und Kunst:

Im Ansatz einer Stilkunde des Raumbegriffs und der Raumvorstellung
in der Mathematik- und Kunstgeschichte erscheinen Anhaltspunkte fiir
die Annahme, daf einer Kulturepoche eine letztlich einheitliche Raum-
konzeption eigen ist, die sowohl in der bildenden Kunst und Architek-
tur als auch in der mathematischen Raumtheorie zu vergleichbaren
Stilmerkmalen fiihrt.“ (Hofmann, 1982, S. 189)

Zunichst begriindet er die inhaltlichen Gemeinsamkeiten und &hnlichen Stilmerk-
male der Kulturleistungen Mathematik und Kunst also iiber die Pridgung durch
die selbe Kulturepoche. Wie die angefiihrten Beispiele zeigen, treten die heraus-
gearbeiteten inhaltlich und organisatorisch vergleichbaren Muster in Kunst und
Mathematik aber keineswegs zeitgleich auf, was Hofmann zu einer weiteren Ver-
allgemeinerung veranlasst:

»Die Artikulation des Raumbegriffs einer Stilepoche eilt im Bereich der
bildenden Kiinste der Artikulation des entsprechenden Raumbegriffes
in der Mathematik voraus, in der Regel um anderthalb bis zwei Jahr-
hunderte, mit einer der allgemeinen Beschleunigung des Geschichts-
ablaufs entsprechenden abnehmenden Tendenz dieser Phasenverschie-
bung.“ (Hofmann, 1982, S. 189)

Auf die Frage, warum die stilbildenden Prégungen einer Kulturepoche im Falle der
Mathematik erst wirksam werden, wenn sich die sie umgebenden iibrigen kulturel-
len Hervorbringungen bereits in einer néchsten Stilepoche befinden, geht Hofmann
nicht ein.'®

Auch Max Bense (1910-1990) geht ausfiihrlich auf verschiedene Stile innerhalb
der Mathematikgeschichte ein und widmet der ,,Stilgeschichte sogar ein ausfiihrli-
ches Unterkapitel innerhalb des ersten Teils der Geistesgeschichte der Mathematik.
Die Identifikation verschiedener Stilepochen der Mathematik und ihre Parallelisie-
rung mit Entwicklungen der Kunstgeschichte fithrt ihn jedoch nicht dazu, von der
Mathematik als Kunst zu sprechen. Fiir ihn ist Mathematik ,reine Wissenschaft,
nichts anderes (Bense, 1946, S. 119) und ein Schluss auf ihren Kunstcharakter
halt er explizit fiir nicht zuléssig. Sein Ansatz soll hier dennoch besprochen wer-
den, da er neben der Behauptung von Stilen der Mathematik allgemein auch zu
einer Zuordnung zu den Stilepochen der Kunst kommt, die sich grundlegend von
der oben beschriebenen Hofmannschen Einteilung unterscheidet.

15Als Ausblick stellt er sich ausgehend von der zweiten These die Frage, ob und wie sich der
nicht mehr klar zu definierende ,,Stil“ der auf den Barock folgenden modernen Kunstformen
in der aktuellen Mathematik niederschlagt (vgl. Hofmann, 1982, S. 190f).
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»Die| Proportion liegt dem Stil der Renaissance und der Klassik als
das stilbildende generalisierte mathematische Formelement zugrunde.
Und das nennen wir das euklidisch Element der Renaissance und der
Klassik.“ (Bense, 1946, S. 132)

Aus der Beobachtung, dass zur Beschreibung der Kunst bis zur Renaissance allein
die Mathematik der euklidischen Elemente geniigt, kommt Bense zur Parallelisie-
rung dieses Kunststils mit der griechischen Mathematik und zu dem Schluss, dass
,Euklids Bemithungen um eine geometrische Theorie gewisser Verhaltnisgleichun-
gen als klassische Mathematik” (Bense, 1946, S. 132) beschrieben werden konne.'6
Diese Zuordnung iiberdauert Bense folgend einen langen Zeitraum bis zur auf-
kommenden Differential- und Integralrechnung. Hier gelte nun, dass die Kunst im
Barock nur mit Hilfe der mathematischen Errungenschaften ihrer Zeit beschreib-
bar sei:

»Man hat gesagt, dafs so, wie die Formen der Renaissance noch nach
dem Verfahren der klassischen Geometrie des Euklid bestimmbar sind,
die geschwungenen Linien des Barock nur mit Hilfe des infinitesimalen
Kalkiils zu errechnen seien. (Bense, 1946, S. 125)

Die durch Newton und Leibniz angestolene neue Epoche der Mathematik fallt
Bense folgend nicht nur zeitlich und in der Anwendbarkeit der mathematischen
Erkenntnisse auf die Produkte der Kunst dieser Zeit mit dem kiinstlerischen Ba-
rock zusammen. Vielmehr erkennt er hier die Folge als wiederum gemeinsames
stilbildendes Element. Er findet sie in der formalen Mathematisierung der Leib-
nizschen ,mathesis universalis®, wie auch als Grundlage der Mathematik im enge-
ren Sinne (Infinitesimalkalkiil, Folgen als Interpretation einer stetigen Funktion,
Potenzreihen usw.) der Barockzeit:

»Der barocke Stil in der Mathematik, wie iiberhaupt der Stil des ba-
rockalen Geistes, entwickelt sich stets aus der Folge: sie erscheint als
Kurve wie auch als genaues axiomatisch-deduktives System. [...]| Die
Mathematik im Zeitalter der Mathesis universalis und der Infinitesi-

malrechnung offenbart den mathematischen Barockstil.“ (Bense, 1946,
S. 127)

Zum mathematischen Barock z&hlt Bense auch die Weiterentwicklung in Analysis
und Funktionentheorie sowie die ,,LLehre von den Irrationalen* nach Weierstrafl, De-
dekind und Cantor, aber auch Hilberts Arbeiten zur Grundlegung der Mathematik
(vgl. Bense, 1946, S. 127f).17 Dem stellt er den Intuitionismus nach Kronecker und

16 Auf die Anwendung der griechischen Mathematik durch die Kiinstler der Renaissance und
damit auf Fragen nach ,Mustern durch Mathematik* (vgl. 1.1.1) geht Bense ausfiihrlicher in
der spéter erschienen Fortsetzung Geistesgeschichte der Mathematik I (Bense, 1949, S. 304—
315) ein.

17Fiir eine genaue Zuordnung von mathematischen und kiinstlerischen Leistungen des barocken
Stils siehe auch das Kapitel Mathematik und Kunst im Zeitalter des Barock (Bense, 1949,
S. 316ff).
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Brouwer gegeniiber, in dem ,ein romantischer Zug“ (Bense, 1946, S. 126) liege. Aus
dem Gewicht, das in dieser mathematischen Richtung Lésungskonstruktionen ein-
gerdumt wird, schlieftt Bense hier eine ,partikulare Auffassung von Mathematik
(Bense, 1946, S. 128), die nicht auf ein allgemeines mathematisches System, son-
dern auf die Untersuchung einzelner Probleme ausgerichtet sei. Dies identifiziert er
mit der individualistischen Herangehensweise der Kunst und Lyrik der Romantik.
Die mathematische Romantik zeichnet sich somit durch Problemdenken statt des
barocken Systemdenkens aus und wird von Bense als ,Gegenbewegung“ (Bense,
1946, S. 130) zum mathematischen Barock verstanden.

Anders als Hofmann kommt Bense also nicht nur zu einer inhaltlichen, sondern
auch zu einer zeitlichen Parallelitat kiinstlerischer und mathematischer Stile. Ge-
meinsam ist beiden, dass sie sowohl iibergreifende inhaltliche Konzepte, wie den
Raumbegriff oder die Folge, als auch systematische Beobachtungen heranziehen
und sie als in beiden Disziplinen zu findende stilbildende Elemente identifizieren.

Bemerkenswert ist, dass Bense abgesehen von der beschriebenen Stilgeschichte in
Parallelitdt zur Kunst weitere Moglichkeiten sieht, Stile in der Mathematik auszu-
machen. So weist er etwa auf die von Felix Klein in seinen Vorlesungen zur Elemen-
tarmathematik vom hoheren Standpunkt aus herausgearbeiteten unterschiedlichen
Entwicklungsreihen hin und fasst zusammen, dass Klein damit, obgleich er keinen
expliziten Kunstvergleich anstrebe, im Prinzip auch eine Art Stilgeschichte vorlege
(vgl. Bense, 1946, S. 132ff). Auch diesen Ansatz fiihrt Bense aber schlieflich auf sei-
ne eigene kunstidhnliche Stilzuordnung zuriick oder zieht mindestens Querverweise
zu dieser. Er stellt beispielsweise fest, dass in Kleins ,Entwicklungsreihe B* ,alle
Merkmale der Barockmathematik vorhanden sind“, da dort der Funktionsbegriff
eine zentrale Rolle spiele und dieser sich wiederum auf die Folge als stilbildendes
Element des Barock zuriickfiihren lasse (vgl. Bense, 1946, S. 134).18

Sowohl Hofmann als auch Bense folgern an verschiedenen Stellen aus den zur
Beschreibung der Kunst einer bestimmten Epoche notwendigen mathematischen
Werkzeugen auf den Stil dieser Mathematik. Dies ist insofern problematisch, als
die Produkte der Kunst als gegeben angesehen werden. Mit Blick auf ihre Be-
schreibung mit mathematischen Mitteln sind daher héchstens Aussagen iiber die
Stilzugehorigkeit des jeweiligen Kunstwerks moglich.

Eine Beschreibung der beteiligten Mathematik oder gar die Zuordnung zu einem
mathematischen Stil kann auf dieser Grundlage dagegen nicht geleistet werden.

18Eine genaue Analyse der Kleinschen Perspektive auf die Mathematikgeschichte in der Ent-
wicklungsreihenzuordnung sowie der Einschitzung Benses findet sich in Allmendinger und
Spies (2013). Als weiteres von der Kunst zunéchst unabhéngiges stilbildendes Moment mar-
kiert Bense in den Teilen III und IV seiner Stilgeschichte der Mathematik den ,Gegensatz
zwischen Problemdenken und Systemdenken“ (Bense, 1946, S. 134) innerhalb der Mathema-
tikgeschichte. Damit macht er quer zur chronologischen Geschichtsschreibung liegende stilbil-
dende Element aus und diskutiert diese ausfiihrlich. Da dabei zunéchst keine Parallelen zur
Asthetik bzw. Kunsttheorie gezogen werden, soll auf eine ausfiihrliche Besprechung dieser aus
mathematikhistorischer Sicht sicher interessanten Beobachtungen hier verzichtet werden.
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Dies wiirde voraussetzen, die jeweiligen mathematischen Mittel mittels ihrer eige-
nen Anwendung zu beschreiben.

Bense spitzt den Zusammenhang von mathematischer und kiinstlerischer Entwick-
lung am Ende des zweiten Teils seiner Konturen einer Geistesgeschichte der Ma-
thematik weiter zu und kommt zu dem Ergebnis, dass prinzipiell jeder stilistische
Wandel in der européischen Kunstgeschichte verbunden sei mit ,der Einfiithrung
mathematischer Methoden und Theoreme, auf die die formalen Elemente jenes
Stils mehr oder weniger einheitlich und vollstdndig zuriickgefiihrt werden kénnen*
(Bense, 1949, S. 423). Diesen Zusammenhang in der Geschichte der beiden Dis-
ziplinen interpretiert Bense nicht nur als Niederschlag einer immanenten Verbin-
dung zwischen , gesellschaftlichen, 6konomischen und politischen Prozessen einer-
seits und intellektuellen, geistigen Vorgiangen andererseits” (ebd.), sondern schlieft
daraus auch auf eine allgemeine Gesetzmafbigkeit, die er das ,,Theorem von der ur-
spriinglichen Einheit &sthetischer und mathematischer Kategorien“ (ebd.) nennt
und damit auf die Grundlage zur Entwicklung seiner eigenen &dsthetischen Theo-
riebildung!?:

,Es handelt sich um eine Asthetik der reinen kiinstlerischen Formen,
und das Hauptunternehmen dieser Asthetik besteht darin, diese rei-
nen kiinstlerischen Formen auf mathematische Formen zuriickzufiih-
ren. (Bense, 1949, S. 423)

Auch Frangois Le Lionnais iibertrégt Stilbezeichnungen und -charakteristika auf
die Mathematik. Zentral ist fiir ihn dabei die Unterscheidung zwischen klassischem
und romantischem Stil, jeweils differenziert nach den betrachteten Gegenstinden
— Theoreme einerseits und Methoden andererseits. Mittels der Stilzugehorigkeit
versucht Le Lionnais somit verschiedene Auspriagungen mathematischer Schonheit
zu charakterisieren.

Die ,klassische Schonheit* von Theoremen oder grofseren Zusammenhingen cha-
rakterisiert er wie folgt:

We say that a mathematical proposition has classic beauty when we
are impressed by its austerity or its mastery over diversity, and even
more so when it combines these two characteristics in a harmoniously
arranged structure. (Le Lionnais, 2004, S. 124)

Somit macht Le Lionnais den klassischen Stil an bestimmten Charakteristika ma-
thematischer Schénheit fest. Konkret wéhlt er Kriterien, die den oben beschriebe-
nen Eigenschaftskomplexen der Okonomie (vgl. 2.2), aber auch der epistemischen
Transparenz (vgl. 2.3) zuzuschreiben sind, die die klassische Mathematik kenn-
zeichnen:

19 Aus den hier skizzierten Grundlagen entwickelt Bense spéter die Theorie, die unter der Be-
zeichnung informationstheoretische Asthetik bekannt wird.
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It seems to us that a method earns the epithet of classic when it per-
mits the attainment of powerful effects by moderate means. |...]
Equally classic are the methods which cast a new light on previously
known facts, bringing together and unifying discoveries formerly con-
sidered disparate.“ (Le Lionnais, 2004, S. 136f)

Hieraus folgert er, dass der indirekte Beweis nicht zu den klassischen Methoden zu
zdhlen ist. Dies ist mindestens bemerkenswert, da gerade der Widerspruchsbeweis
hiufig als das Standardbeispiel fiir ein 6konomisches Vorgehen angefiihrt wird.
Dabei spielt sicher die der klassischen Mathematik zugeordnete Kombination von
Eigenschaften eine entscheidende Rolle, wenn Le Lionnais etwa den indirekten
Beweis fiir die Irrationalitit von /2 explizit dem romantischen Stil zuordnet2°
und folgert:

JFrom the pedagogical point of view romanticism (in method of proof)
is very often synonymous with difficulty. (Le Lionnais, 2004, S. 141)

So bilden Resultate, die der mathematischen Romantik zuzuordnen sind, einen kla-
ren Kontrast zum klassischen Stil und sind gekennzeichnet durch eine spezielle Art
der emotionalen Wirksamkeit. Die stilbildende Gefiihlswelt beschreibt Le Lionnais
als ,glorification of violent emotion, nonconformism and eccentricity” (Le Lion-
nais, 2004, S. 130). Hierzu zdhlt er die hiufig mit mathematischer Schonheit in
Verbindung gebrachten Gefiihle (vgl. 2.4) des Erstaunens und der unerwarteten
Wendungen (vgl. Le Lionnais, 2004, S. 130ff) sowie den Eindruck eines ,Mysteri-
um®, der etwa durch die Verwendung von ,, Tricks® in einer Beweisfiihrung entstehen
kann (vgl. Le Lionnais, 2004, S. 141ff).

Anders als Hofmann oder Bense unternimmt Le Lionnais nicht den Versuch die
von ihm identifizierten Stile einer bestimmten zeitlichen Epoche oder mathema-
tischen Schule zuzuordnen. Vielmehr fiihrt er Beispiele iiber die gesamte Mathe-
matikgeschichte hinweg an.?! Eine Parallelisierung zur Kunst besteht lediglich in
der Bezeichnung der Stile und in ihrer Charakterisierung, bei der er jeweils An-
leihen etwa in Dichtung und Literatur von Klassik bzw. Romantik macht. Uber
diese Verbindung versucht er, die Zuordnung der jeweils gewahlten mathemati-
schen Beispiele zu veranschaulichen. Diese Zuordnung wird umso deutlicher, als er
im Gegensatz zu den beiden oben beschriebenen Ansétzen ausschlieflich (mathe-
matik)asthetische Kriterien zur Identifikation heranzieht. Die Stilfrage wird hier
eindeutig eine Frage der (Mathematik-)Asthetik.

20Fi{ir die Diskussion dieses Beispiels siehe Kapitel 10 sowie Spies (2012) mit besonderem Blick
auf die (mangelnde) epistemische Tansparenz und die didaktischen Implikationen.

21Insofern ahnelt sein Vorgehen der Strukturierung der Mathematikgeschichte, wie sie Felix Klein
im Zwischenstiick seiner Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus (Klein, 1908,
S. 82ff) vorschléagt (vgl. Allmendinger und Spies, 2013).
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6.2.2 Grenzen und MGdglichkeiten der Stilfrage

Die drei besprochenen Beispiele zeigen zunéchst, dass die Vorstellung etwa einer
barocken oder klassischen Mathematik nicht eine Redensart von Mathematikern
wie etwa dem oben zitierten John von Neumann bleiben muss. Es ist moglich, ge-
wisse Stile im Verlaufe der Mathematikgeschichte zu identifizieren und diese auch
den aus den Kiinsten bekannten Stilen zuzuordnen. Solche Ansétze zur Stilfrage
der Mathematik zeigen somit eine explizite Parallelisierung mathematischer und
kiinstlerischer Arbeit. Auch wenn damit, wie im Fall Benses, ausdriicklich nicht der
Kunstcharakter nachgewiesen werden soll, wird die Mathematik doch mindestens
als Kunstform behandelt. Dies wiederum rechtfertigt einerseits die Betrachtung
solcher Ansétze innerhalb der Mathematikasthetik, und fiihrt andererseits zu der
Frage nach dem Gewinn fiir das Nachdenken tiber Mathematik allgemein.

Die Beispiele zeigen aber auch eindriicklich, dass sowohl die Identifikation be-
stimmter Strémungen als auch die Zuordnung zur Kunst einer gewissen Beliebig-
keit zu unterliegen scheint. Hier soll und kann nun kein weiterer Versuch unter-
nommen werden, die ,richtige” Zuordnung zu finden. Vielmehr wird mit Blick auf
einen moglichen Kunstcharakter der Mathematik der Frage nach Voraussetzungen,
Moglichkeiten und Grenzen der Rede iiber mathematische Stile nachgegangen.

Die deutlichen Differenzen bezogen auf die Identifikation bestimmter kiinstleri-
scher Stilrichtungen in der Mathematik zeigen zunéchst, dass die Parallelitat nicht
fiir jedermann offensichtlich und eindeutig zu erkennen ist. Die zum Vergleich her-
angezogenen stilbildenden Elemente spielen somit eine zentrale Rolle. Zunéchst
miissen also Gemeinsamkeiten von Kunst und Mathematik herausgearbeitet wer-
den, die die Identifikation eines Stils in beiden Disziplinen erlauben.?? Wie die oben
beschriebenen Beispiele zeigen, kdnnen diese bereits sehr unterschiedlicher Natur
sein. Sie reichen von dhnlichen sozialen Gefiigen, wie etwa der Haufung beson-
ders ausgezeichneter beteiligter Personen, iiber gemeinsame Grundvorstellungen
— beispielsweise des Raumbegriffs — bis zur Umsetzung gemeinsamer inhaltlicher
Prinzipien.

All diese moglichen Ebenen der Gemeinsamkeit, die es erlauben von Kunst und
Mathematik gleichen Stils zu sprechen, haben Herbert Mehrtens folgend ihre Be-
rechtigung und miissten in einer Schau auf die Mathematikgeschichte vor diesem
Aspekt beachtet werden:

,Es ginge darum |[...]| den Kontext der Produktion der Mathematiker
und Kiinstler sehr weit zu fassen und sehr dicht zu beschreiben, um sich
an all das anzunédhern, was den kulturellen Zusammenhang ausmacht.“
(Mehrtens, 1990, S. 546)

22Dass ein solches gemeinsames ,Imaginires* existiert, schlieft Herbert Mehrtens aus der ,sozia-
len Wirklichkeit, also aus der Tatsache, dass stilistische Vergleiche von Kunst und Mathe-
matik angestellt werden (vgl. Mehrtens, 1990, S. 539).
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Was dies bedeuten wiirde, zeigt bereits die von Mehrtens angebotene Skizze mog-
licher Themen bezogen auf die kiinstlerische und mathematische Moderne (vgl.
Mehrtens, 1990, Kap. 7). Dabei wird deutlich, dass die oben dargestellten Ansétze
jeweils nur Teilaspekte eines solchen Programms einlésen. Thnen fehlt mindestens
die geforderte Breite, da je ,nur” einzelne stilbildende Eigenschaften herangezogen
werden.

Mehrtens zeigt aukerdem, dass selbst bezogen auf ein bestimmtes Merkmal die
Beschreibung keineswegs zu eindeutigen Ergebnissen kommen muss. Dies verdeut-
licht er an dem beiden Disziplinen gemeinsamen Umgang mit Raum und Fléiche:
Die Geschichte von ,,Geometrie und Kunst* kénne einerseits als gemeinsamer , Er-
kenntnisweg“ dargestellt werden. Andererseits kann die Entwicklung aber auch
sasymmetrisch“ beschrieben werden, in dem der wissenschaftlichen Erkenntnis der
Vorrang gegeben wird (vgl. Mehrtens, 1990, S. 549f).

Dieses Beispiel zeigt aufserdem, dass die Diskussion von Stilen sich mindestens be-
zogen auf die Mathematik nicht ausschlieflich auf genuin &dsthetische Eigenschaf-
ten — etwa im Sinne der in Kapitel 2 herausgearbeiteten Kriterien mathematischer
Schénheit — stiitzt. Ahnlich der Zuordnung zu bestimmten Stilepochen durch die
Kunsttheorie, werden bezogen auf die Mathematik auch bestimmte zentrale In-
halte oder institutionelle Besonderheiten als stilbildend erkannt. In jedem Fall
jedoch werden Merkmale herausgearbeitet, die auflerhalb der engen wissenschaft-
lichen Systematik liegen und aufserdem Parallelen im Bereich des Kiinstlerischen
erkennen lassen. Es handelt sich also mindestens um kunstéhnliche bzw. kunst-
spezifischen Eigenschaften.?3

Die Identifikation von Stilen arbeitet naturgeméf mit mathematikhistorischen
Phénomenen. Mit Hilfe mehr oder weniger explizit ausgezeichneter stilbildender
Elemente wird eine spezielle Art der ,,Ordnung” in die historischen Beobachtungen
gebracht, bestimmte Stromungen werden aufgedeckt und Entwicklungen begriff-
lich fassbar. Ahnlich dem Vorgehen in der Kunstgeschichte erlauben Ansitze zur
Stilgeschichte der Mathematik die Zusammenfassung und Beschreibung von Phé-
nomenen innerhalb der Mathematikgeschichte vor dem Hintergrund bestimmter
dsthetischer bzw. kunstdhnlicher Eigenschaften. Dabei enthélt die Zuordnung zu
einem bestimmten Stil immer auch ein wertendes Moment. So stellt etwa der Ma-
thematikhistoriker David Rowe iiber die Gottinger Mathematikszene zu Beginn
des 20. Jahrhunderts nicht ohne Bewunderung fest:

,Tastes differed, but style mattered, and mathematical creativity found
various forms of personal expression.“ (Rowe, 2002, S. 64)

Schon die Beobachtung, dass die Stilfrage eine Rolle fiir die mathematische Praxis
der von ihm beschriebenen historischen Periode spielt, lasst Rowe nicht nur auf
den Kunstcharakter dieser Mathematik schliefen, sondern auch auf eine besondere
Wertigkeit.

23Wird die philosophische Asthetik als Kunsttheorie aufgefasst, sind auch dies genuin dsthetische
Eigenschaften.
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Die Mathematikisthetik wird im Feld der Mathematikgeschichte auf zweifache
Weises wirksam. Einerseits werden #sthetische Werturteile als Erklarung fiir be-
stimmte Entwicklungsschritte im Laufe der Mathematikgeschichte herangezogen.
Insbesondere diejenigen wissenschaftstheoretischen Ansétze, die von regelméfigen
revolutiondren Umwélzungen ausgehen, sehen den Erfolg neuer Ideen oder Denk-
ansitze in deren dsthetischen Qualititen begriindet.?* Aber auch im Kleinen, in-
nerhalb der Entscheidungsprozesse wihrend des mathematischen Schaffens, wird
das Asthetische als eine nicht unbedeutende Motivation von Autoren mathema-
tischer Texte angesehen. Die Identifikation lasst damit Antworten auf die Frage
nach dem ,Warum® einer bestimmten Art der Textgestaltung zu. So kann etwa
auch der Drang nach etwas &dsthetisch Neuem zu einer bestimmten Art zu schrei-
ben und damit zu einem Stilwechsel fiihren. Reviel Netz spricht in The ludic proof
etwa von ,the inflation of style* als einem in der Mathematikgeschichte hdufig zu
beobachtenden Phénomen:

What was at first striking an original becomes banal and automated
so that a new, even more radical departure is required merely in order
to capture the original sense of surprise. Thus a style, during its pe-
riod of growth, tends to become more pronounced — until it is finally
discarded.“ (Netz, 2009, S. 107)

Andererseits hilt Holger Wille fest, dass ,Asthetisierungsprozesse |[...] in gewis-
ser Hinsicht Formen einer Distanzierung gegeniiber den Gegenstédnden, mit de-
nen man es zu tun hat“ sind und sich daraus ein eigener Wert der ,#sthetischen
Historisierung wissenschaftlicher Erkenntnisse* (Wille, 2004, S. 252) ergebe. Zur
Identifikation bestimmter Stile wird zwangsweise eine Metaperspektive auf die
Mathematikgeschichte eingenommen, und die mathematikhistorischen Phanome-
ne werden mit Hilfe dsthetischer, also nicht in der Wissenschaftssystematik be-
griindeter Eigenschaften beschrieben, bewertete und klassifiziert.?> Dabei kénnen
stilbildende Element eine vermittelnde Rolle zwischen behandelten Gegenstéanden
und den handelnden Personen einnehmen und auf den vorangegangenen Denkakt
verweisen.26

24Ein Klassiker ist hier etwa Kuhn (1978), der dsthetischen Argumenten gerade fiir die Entwick-
lung der Mathematik eine besondere Relevanz beimisst (S. 166f). Dies wird aufgegriffen und
weiterentwickelt etwa in McAllister (1996) (Kap. 8) und Feyerabend (1983) (Kap. 18). Wille
schliefft aus der Beobachtung solcher Anséatze, dass die Wissenschaftsésthetik in Zeiten des
Umbruchs eine Aufwertung erfahrt: ,Anomalien, Krisen und Revolutionen scheinen Phano-
mene zu sein, die einen Diskurs iiber die Schonheit des Wahren begiinstigen, werden in ihnen
doch auch gerade |[...] diejenigen empirischen Priifungsverfahren fraglich, die bislang als so
verlasslich galten.* (Wille, 2004, S. 251)

25Insofern bietet die Behandlung der Stilfrage eine Moglichkeit eines ,wissenschaftsexternen®
Blicks auf die Mathematikgeschichte, der sich nicht auf eine reine Institutionengeschichte
beschrankt (vgl. Epple, 2000, Kap. 5). Max Bense pladiert in diesem Zusammenhang fiir
eine explizite Unterscheidung der Geistesgeschichte, zu der er die Stilgeschichte z&ahlt, vom
eigentlichen Geschéft der ,Forschungsgeschichte” (vgl. Bense, 1946, S. 109ff).

26Vgl. dazu etwa Granger (1968), S. 16 oder die Ergebnisse der Netzschen Textanalyse (vgl. 6.3.2).
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Wie der Ansatz von Le Lionnais zeigt, kann die Zuordnung von Stilen aber auch
unabhéngig von zeitlichen Zusammenhangen sein und damit eine quer zu einer
chronologischen Darstellung stehende Systematik bieten. Die Identifikation solcher
wiederkehrender Muster kann wiederum dazu beitragen, aktuelle Entwicklungen
oder den Umgang mit einem bestimmten Stoffgebiet zuzuordnen und auch aus
mathematikasthetischer Perspektive zu beurteilen.

Dass ein Stil eine wiederkehrende Kategorie darstellen kann, widerspricht zunéchst
der Verwendung des Begriffs im Rahmen der Kunstgeschichte. In allgemeineren
Zusammenhéngen (individuelle Stile, Denk-Stil, Lebens-Stile (vgl. Miiller, 1992)
) ist es jedoch {iblich, Stile als quer zur historischen Entwicklung liegendes Un-
terscheidungsmerkmal zu verwenden.?” Ein solches Vorgehen etwa im Rahmen
einer Philosophie des Stils bedarf einerseits einer allgemeinen Charakterisierung
des Begriffs, in der andererseits die zur Identifikation eines Stils einzunehmende
Perspektive genau festlegt ist. Ein Beispiel dieser Art liefert Gilles-Gaston Gran-
ger (1968) unter dem Titel Fssai d’une Philosophie du Style. Er charakterisiert
den Stil als eine Integration des Individuellen im Umgang mit dem bearbeiteten
Gegenstand und somit als ein Ph&nomen, das jeder menschlichen Praxis eigen ist
(vgl. Granger, 1968, S. 8). Dieses Vorgehen ist im Rahmen von Mathematikphi-
losophie und -geschichte von besonderem Interesse, da ihm Fallstudien aus der
Mathematik als erste Beispiele dienen. Dabei beschreibt er einerseits die Arbeits-
weise einzelner Personlichkeiten und ihren Umgang mit bestimmten Problemen
als stilbildend, zeigt aber andererseits am Beispiel der komplexen Zahlen auch
auf, wie diese auf sich stilistisch unterscheidende Weise eingefiihrt werden kénnen
(vgl. Granger, 1968, S. 20f). Obgleich Granger der Stilfrage eine bedeutende Rolle
fiir die interne Entwicklung der Mathematik einerseits und ihre Beziehung zur Welt
der konkreten Objekte andererseits zuspricht (Granger, 1968, S. 21), schliefst er an
diese Analysen keinen Mathematik-Kunst-Vergleich an?®, so dass eine ausfiihrliche
Diskussion des Ansatzes im hier diskutierten Zusammenhang nicht weiter fithrt.

Aus den jeweiligen Begriindungen dafiir, dass die Frage nach Stilen der Mathema-
tik iberhaupt angemessen ist, ldsst sich eine erste Voraussetzung fiir eine solche
mathematikésthetische Betrachtungsweise der Geschichte ablesen: Die Mathema-
tik, ihre Produkte und Arbeitsweisen miissen als zeitlich bedingte Kulturleistung
aufgefasst werden. Nur wenn von historischen Veridnderungen ausgegangen wird,
die {iber die blofse Vermehrung mathematischer Resultate hinausgehen, ist es iiber-
haupt denkbar, Stile in der zugrunde liegenden Denkweise auszumachen. Um des
weiteren einen Abgleich mit den Stilen der Kunst vorzunehmen, miissen aufferdem
Wechselwirkungen mit der die Mathematik umgebenden Kultur vorausgesetzt wer-
den. So sieht Bense in der Parallelisierung von mathematischen und kiinstlerischen

2"Die von Le Lionnais verwendeten Bezeichnungen aus der Kunstgeschichte werden bei einer
Stilanalyse in diesem Sinn im Allgemeinen nicht benutzt.

28 Abgesehen von der Feststellung, dass die Mglichkeit zur stilistischen Variation in mathemati-
schen Texten auf ein kreatives Handeln der Mathematiker verweist (vgl. z.B. Granger, 1968,
S. 104). Dies schliefft an die unter 6.3.2 diskutierte Position Reviel Netz’ an.
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Stilen auch die Chance zu einer ,kritische[n] und reflektierte[n| Spiegelung der ma-
thematischen Wissenschaften an der menschlichen Gesellschaft und ihrer Kultur®
(Bense, 1946, S. 109). Reviel Netz geht noch einen Schritt weiter und behauptet,
mindestens fiir die von ihm ausschlieklich betrachtete griechische Antike, dass das
Asthetische der Mathematik dieser Zeit nur vor dem Hintergrund der entspre-
chenden Asthetik verstanden werden kénne. Dies begriindet er damit, dass ein
Mathematiker seine dsthetisch motivierte Auswahl immer mit Blick auf die Vor-
lieben eines moglichen Publikums treffe, welches wiederum aus Menschen eines
bestimmten kulturellen Hintergrundes bestehe?® (vgl. Netz, 2009, S. 16).

Aus der Identifikation von mathematischen und kiinstlerischen Stilen wird nicht
nur auf Einfliisse der Kiinste auf die Mathematik, sondern auch auf echte Wech-
selwirkungen geschlossen:

Verdnderungen auf dem Gebiet der Kiinste und der Wissenschaften
finden vielfach nicht unabhéngig voneinander statt, sondern weisen oft-
mals Interdependenzen und Parallelitidten auf.“ (Wille, 2004, S. 254)

Aus dieser Beobachtung der Kunst- und Mathematikgeschichte begriindet sich fiir
Holger Wille die Relevanz der Stilfrage fiir die disziplindre Wissenschaftsésthe-
tik im Allgemeinen. Wie die oben vorgestellten Ansétze zeigen, wird eine solche
Grundannahme fiir die Mathematikésthetik genutzt und gemeinsame Stilrichtun-
gen wie etwa der kiinstlerische und mathematische Barock identifiziert. Reviel Netz
folgert aus der Analyse von mathematischen Texten griechischer Autoren und Wer-
ken der alexandrinischen Poetik sogar eine ,Konvergenz* von wissenschaftlichem
und kiinstlerischem Stil dieser Zeit (vgl. Netz, 2009, S. 227).3 So verstanden kann
das stilgeschichtliche Vorgehen als Aspekt einer Kulturgeschichte der Mathematik
im Sinne der Radbruchschen Unterscheidung typischer Forschungsrichtungen der
Mathematikgeschichte (vgl. Radbruch, 1989, S. 118ff) mit spezifisch mathematik-
dsthetischer Perspektive beschrieben werden.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die Identifikation bestimmter
Stromungen innerhalb der Mathematik und die daraus resultierende Parallelisie-
rung zur Kunst nicht unproblematisch sind. Insbesondere die Frage nach dem
Kunstcharakter der Mathematik kann auf diese Weise sicher nicht umfassend be-
antwortet werden. Dennoch ist die haufig in Betracht gezogene Moglichkeit, Pa-
rallelen zwischen Kunst und Mathematik zu ziehen und gemeinsame stilbildende

29Das heifst fiir ihn nicht, dass ein Stiick Mathematik nur zur #sthetischen Erbauung des Publi-
kums entstiinde. Netz ist aber davon iiberzeugt, dass ein mathematischer Text immer auch
eine dsthetische Funktion iibernimmt: ,,Even if Archimedes’ decisions, in making his choice of
presentation, were not primarily about aesthetics (I believe they were), they still could not
fail to have aesthetic consequences.”“ (Netz, 2009, S. 15)

30In Bezug auf die Beziehungen von Kunst und Mathematik in anderen Epochen kann Netz keine
so detaillierten Untersuchungen aufweisen. Seiner Vermutung, die beiden Bereiche befinden
sich heutzutage in so unterschiedlichen kulturellen Sphéren, dass von einer gemeinsamen
Grundlage der Asthetik nicht auszugehen sein kénne (vgl. Netz, 2009, S. 228) widersprechen
aber bereits die oben vorgestellten Ansétze sowie die Skizzen von Mehrtens fiir die Moderne.
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Eigenschaften auszumachen ein Indiz dafiir, von der Kunstform Mathematik zu
sprechen. Die Aussagekraft dieses Anhaltspunktes ist dabei abhéngig von der Brei-
te und der Tiefe der ausgezeichneten stilbildenden Elemente, und es ist die Frage zu
stellen, inwiefern sich diese exklusiv auf Mathematik und Kunst beziehen. Wéren
die Merkmale zu allgemein und kénnten zugleich auf alle Kulturleistungen einer
bestimmten Zeit Anwendung finden, wire dies zwar kulturhistorisch aufschluss-
reich, liefe aber keine Aussagen iiber die Ahnlichkeit der Mathematik zur Kunst
zu. Festzuhalten ist weiterhin, dass zur Identifikation bestimmter Stile nicht nur
die Produkte der Mathematik sondern auch ihre Praxis, also die Denk- und Ar-
beitsweisen der Mathematiker sowie die sozialen und kulturellen Wechselwirkungen
einbezogen werden miissen. Unabhéngig von den Fragen um den Kunststatus eroff-
net die Zuordnung von Stilen nach (mathematik-)asthetischen Merkmalen damit
einen umfassenden und gleichzeitig speziellen Blick auf die Mathematikgeschichte
und zeigt ein Feld auf, in dem der &sthetische Blick auf Mathematik in besonderer
Weise wirksam wird. Auch als nicht selten anzutreffende Metaperspektive auf die
Geschichte des Faches, ist das Phidnomen mathematischer Stile somit durchaus
beachtenswert.

6.3 Der mathematische Text als Kunstwerk

yDer [...] Vergleich, zwischen schopferisch gestaltender Mathematik
und Dramatik, ist mir aber als solcher aus dem Herzen gesprochen.
Bringt er doch gerade das zum Ausdruck, was in meinen Augen ein
sehr wesentlicher Zug wirklich grofier mathematischer Schépfungen ist,
némlich ihren dynamischen, mitreifenden Charakter. (Hasse, 1952, S.
25)

So bestétigt Helmut Hasse die Einschidtzung eines Mathematikerkollegen, ein Be-
weis konne ein ,groffes Drama in drei Akten“ sein. Er teilt damit die nicht selten
geduferte Auffassung eines Stiicks Mathematik als Drama, Erzdhlung oder Gedicht
und verweist gleichzeitig auf eine zentrale Begriindung fiir diesen Vergleich: Eine
mathematische Argumentation ist mehr als eine Abfolge logisch korrekter Schliisse.
Vielmehr kann sie durch ihren Aufbau eine Beziehung zwischen Leser und Inhalt
entstehen lassen und so etwa den Wahrheitsnachweis eines bestimmten Theorems
gleichsam zur Erzdhlung werden lassen. Dabei ist es insbesondere das Zusammen-
spiel von formaler Struktur und Inhalt, an denen die literarischen Eigenschaften
und damit auch die dsthetischen Qualitdten festgemacht werden kénnen.

Der Mathematiker Felix Klein teilt diese Sicht auf die Mathematik und schwérmt
in seinen berithmten Vorlesungen Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus von den Werken seiner franzosischen Mathematikerkollegen:
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»Die Werke von Monge, oder um ein neueres Buch zu nennen, der
,Traité d’analyse‘ von Picard lesen sich geradezu wie ein gut geschrie-
bener spannender Roman.“ (Klein, 1908, S. 91)

Im Gegensatz zum Gliederungsschema in euklidischer Tradition erkennt er hier ei-
ne ,neue Kunstform der mathematischen Darstellung” (Klein, 1908, S. 91). Der
klassischen Definition-Satz-Beweis-Struktur mathematischer Sétze sieht er eine
wkinstlerisch gegliederte Deduktion“ (ebd.) gegeniiber. Es ist demnach die Struk-
tur, von der die mathematisch-literarischen Qualitdten abhéngen und die dafiir
sorgt, dass aus einem schlichten Wahrheitsnachweis ein ,spannender Roman* wird.
Klein spricht daher auch von unterschiedlichen ,,Stilen der mathematischen Dar-
stellung” (ebd.).3!

Die im Folgenden skizzierten Ansétze nehmen den Vergleich mathematischer Texte
mit Werken der Literatur ernst und deuten diese Analogie weiter aus. Dabei liegt
einerseits das Hauptaugenmerk auf der inhaltlichen Spannung und dem Moment
der erzdhlten mathematischen Geschichte und andererseits auf den verwendeten
strukturellen Elementen im Vergleich von Beweis und Erzéhlung oder Gedicht.

6.3.1 Mathematik als Roman

Robert S. D. Thomas arbeitet in seinem Essay Mathematics and Narrative ge-
meinsame Elemente von Mathematik und Romanen bzw. historischen Erzdhlungen
heraus. In Texten beider Genres erkennt er eine dhnlich beschreibbare Dramatur-
gie: Zu Beginn werden jeweils die zentralen Charaktere vorgestellt und zu einander
in Beziehung gesetzt. Aus diesen Beziehungen entwickelt sich eine Handlung an
deren Ende wieder ein Beziehungsgeflecht beschrieben wird (vgl. Thomas, 2002,
S. 44). Dies begriindet Thomas’ Annahme, nicht die Personen oder mathemati-
schen Objekte selbst, sondern vielmehr ihre Beziehungen stiinden im Vordergrund
allen (mathematischen) Interesses. Durch diese besondere Perspektive auf die Be-
ziechungen kommt Thomas zu dem Schluss, dass der Vergleich von Mathematik
und Erzéhlung tiefer und weitreichender sei, als Analogien zur Musik oder Poesie
(vgl. Thomas, 2002, S. 46).

Eine weitere wichtige Analogie stellt Thomas im Umgang mit den dargebotenen
Handlungen heraus:

~We somehow grasp a proof as a whole, as we somehow grasp a story
as a whole.“ (Thomas, 2002, S. 45)

In beiden Fallen spielt die Vorstellungsgabe und Intuition der Leser eine zentrale
Rolle. Nur mit Hilfe der Fantasie wird die Geschichte einerseits und der Beweis
andererseits lebendig oder gar Realitéit, wie Thomas vermutet (vgl. Thomas, 2002,

31Es handelt sich also um #sthetische Bewertungen, wie sie im Zusammenhang mit dem Eigen-
schaftskomplex der Eleganz unter 2.5.1 beschrieben sind.
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S. 44f).32 Der Aufbau der Texte spiele dabei eine unterstiitzende Rolle, wenn etwa
durch Lemmata die lineare Struktur der Argumentation einer Riickblende gleich
unterbrochen werde. Auf diese Weise erzeugen Thomas folgend mathematische
Texte eine dhnliche Wirkung wie etwa ein Roman — eine Tatsache, die jeder sofort
nachvollziehen kénne:

»There is an analogue in proof of dramatic tension, but I need not
spell out how it works: its elegant release is instantly recognizable.”
(Thomas, 2002, S. 45)

Um die Frage nach Art und Entstehung dieser Spannung innerhalb eines mathema-
tischen Textes befriedigender zu beantworten, bedarf es einer genaueren Analyse
des Handlungsstrangs, also dem Textteil, in welchem sich das Beziehungsgeflecht
dandert. Auch hier kann die Analogie zur Literatur hilfreich sein, wie die Ausfiih-
rungen von Apostolos Doxiadis zeigen.33

Doxiadis nimmt in FEuclid’s Poetics: An examination of the similarity between
narrative and proof ebenfalls die Struktur des Inhaltes in den Blick und erkennt
,strong structural analogies between making narratives and proving mathematical
theorems” (Doxiadis, 2005, S. 175). Um diese Ahnlichkeiten zu zeigen, wihlt er
nicht den direkten Vergleich der beiden Strukturen, sondern einen Umweg iiber
die ,spatial analogy“, der Moglichkeit der metaphorischen Darstellung als Weg mit
Start- und Zielpunkt.?* Er zeigt zunichst auf, dass die Struktur einer Erzéhlung
immer einem bestimmten Muster folgt: Fiir einen Helden entwickelt sich aus ei-
ner bestimmten Situation heraus ein Ziel und beschrieben wird dann der Weg des
Helden zum Ziel. Dort angelangt, sind verschiedene Ausgénge denkbar. Die Ge-
schichte kann so in Form einer Landkarte visualisiert werden und gentigt somit der
,spatial analogie (vgl. Doxiadis, 2005, S. 176f). Auch der Beweis eines Theorems
folgt nach Doxiadis diesem Schema: Ein Mathematiker méchte eine bestimmte Be-
hauptung beweisen und versucht wie ein Hund, der eine Spiirung aufnimmt, (oder
ein Held auf der Suche nach dem heiligen Gral) dieses Ziel zu erreichen. Auch
dabei sind verschiedenen Ausgéinge denkbar und die Arbeit des Mathematikers
kann nachtréglich als Weg mit Hohen und Tiefen dargestellt werden (vgl. Doxia-
dis, 2005, S.179fF).

Ein Problem entsteht bei dieser Argumentation m.E. durch eine Vermischung un-
terschiedlicher Ebenen. So wird die von einem Autor erschaffene Reise eines fikti-
ven Romanhelden, auf der einen Seite, mit der Arbeit des realen Mathematikers
(Autors) an seinem Werk, auf der anderen Seite, verglichen. Diese Analogie zeigt

32Vgl. dazu auch die Diskussion zur Einfachheit als Kriterium fiir mathematische Schénheit unter
2.2 und 2.3.

33Die Mathematik-Literatur-Analogie Doxiadis’ wurde bereits in Spies (2008b) diskutiert.

34Er verweist explizit auf das mathematische Vorgehen, die Isomorphie zweier Gegenstinden
(,F*) iiber den Nachweis von Isomorphiebezichungen (,F; und F“) zu einem dritten zu
zeigen (vgl. Doxiadis, 2005, S. 175f) und verleiht so einer eigentlich nichtmathematischen
Argumentation einen mathematischen Anstrich.
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aber zunédchst lediglich, dass die Geschichte der Mathematik Stoff fiir Romaner-
zahlungen bietet.?® Ein Ausweg bestiinde darin, in beiden Fillen die Sicht eines
Lesers zu beschreiben, also auf die oben beschriebene Perspektive von Robert Tho-
mas zuriickzugreifen. Dass dies auch mit der von Doxiadis gewahlten Metaphorik
denkbar wére, zeigen Berichte, in denen das Nachvollziehen eines Beweises als Le-
sen eines Abenteuers beschrieben wird. Ein Unterschied besteht dabei darin, dass
in der Mathematik der Autor eines Beweises gleichzeitig der Held ist und der Le-
ser den Weg des Helden (allerdings meist ohne Irrwege) real nacherfahren muss,
um das Ziel zu erkennen.?® Wihrend Thomas aus dem Vergleich von Erzihlung
und Beweis aus der Leserperspektive auf die Rolle der Beziehungen zwischen den
betrachteten mathematischen Gegensténde schlieft, lasst der Doxiadische Ansatz
Aussagen iiber die Beziehung des Rezipienten zum Gegenstand zu.

Fiir das Nachdenken iiber die mathematische Praxis bieten Doxiadis’ Vergleiche
des mathematischen Schaffens mit den Erlebnissen von Romanhelden aufserdem
eine interessante, wenn auch nicht v6llig neue Perspektive. So schwingt die ,,spatial
analogie in der Mathematikgeschichtsschreibung haufig mit, was sich etwa in der
Verwendung der géngigen Metapher vom ,Irrweg” spiegelt. Zusétzlich bietet aber
insbesondere die Zusammenstellung moéglicher Ausginge mathematischen Arbei-
tens, die Doxiadis aus den Ausgéingen von Romanerzihlungen erhilt (vgl. Doxia-
dis, 2005, S. 181), ein facettenreiches Schema, in dem sich viele Einzelfille der
Mathematikgeschichte wiederfinden.

Wie die hier beschriebenen Ansétze von Thomas und Doxiadis zeigen, eréffnet der
Vergleich mit der erzdhlender Literatur auf der inhaltlichen Ebene einen speziel-
len Blick sowohl auf die mathematischen Produkte als auch die mathematische
Praxis. So ergénzen sie die unter 6.1 beschriebenen Ansétze zum mathematischen
Produktionsprozess und zum Kiinstlercharakter des Mathematikers. Insbesonde-
re bietet dabei die Literaturwissenschaft eine mogliche Sprache zur Beschreibung
der inhaltlichen Grundanlagen mathematischer Texte aufierhalb der Mathematik
selbst.

6.3.2 Mathematik als Poesie

Ein bestimmter (personlicher) Stil etwa in der bildenden Kunst kann in der Re-
gel durch eine genaue Analyse der Kunstwerke bestimmt werden. Dies gibt nicht
nur Aufschluss iiber die Verwendung der kiinstlerischen Mittel, sondern ldsst die
Kunstkritik auch Aussagen {iber den dsthetischen Wert der jeweils betrachteten
Kunstobjekte machen. Ahnliche Analysen finden sich auch bezogen auf die Text-
Gattung Mathematik. Im Vordergrund solcher Untersuchungen, bei denen bei-

35FEvtl. ist es gerade das, was Doxiadis als Autor von Uncle Petros and Goldbach’s Conjecture
hauptséchlich interessiert. Explizit verfolgt er jedoch das oben vorgestellte Ziel.

36Vgl. etwa Poincaré, 1914 (S. 39): ,)[. ..] selbst dann, wenn ich nicht stark genug bin, selbstiandig
zu schaffen, so finde ich doch selbst den Beweis von neuem, wéhrend ich ihn wiederhole.“
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spielsweise Werkzeuge der allgemeinen Kunsttheorie Verwendung finden kénnen,
stehen formale, in gewisser Weise objektivierbare Qualitéiten des jeweiligen Textes.
Der niedergeschriebene mathematische Beweis oder die mathematische Theorie,
wie sie in einem Buch festgehalten ist, wird dabei wie ein Kunstwerk behandelt
und somit zum zentralen Gegenstand der mathematikésthetischen Diskussion.

Ein ausfiihrliches und tiefgehendes Beispiel fiir ein solches Vorgehen bietet Reviel
Netz’ The Aesthetics of Mathematics: A Study. Dort untersucht er die Frage nach
der mathematischen Schonheit und der Rolle des Asthetischen in der Mathematik
insbesondere an niedergeschriebenen Zeugnissen der antiken griechischen Mathe-
matik. Anders als Thomas oder Doxiadis steht dabei die narrative Struktur der
mathematischen ,Erzéhlungen“ im Vordergrund, so dass Netz mogliche inhaltli-
che Analogien von Mathematik und Literatur durch solche, die insbesondere Form
und Aufbau betreffen, ergdnzen kann. Dabei betrachtet er sowohl die grofen Bo-
gen ganzer Theorien oder Lehrbiicher als auch kleinschrittig den Aufbau einzelner
Beweise.

Aus dieser genauen, nah am Text arbeitende Betrachtungsweise kann er zunéchst
den Beleg fiir eine Voraussetzung der mathematikasthetischen Untersuchung iiber-
haupt gewinnen:

»The mathematical kernel of an argument — whatever we take this to
be — only very weakly underdetermines the form it may take. The
mathematician makes decisions for the form, decisions that are mathe-
matically undetermined (in a traditional, narrow sense of mathematics)
and therefore may well be dominated by the aesthetic function.“ (Netz,
2005, S. 257)

Aufbau und Struktur jeweils mathematisch korrekter und zielfithrender Argumen-
tationen kénnen sehr unterschiedlichen Dramaturgien gehorchen. Eine bestimmte
Form entsteht daher nicht ausschlieflich aus beweistechnischer Notwendigkeit, son-
dern ist Netz folgend den &sthetischen Vorlieben des Verfassers geschuldet. Netz
nennt dies auch ,the dialectic of freedom and necessity” und unterstellt, dass be-
reits diese Spannung den menschlichen Sinn fiir Schonheit anspreche (Netz, 2005,
S. 281). Diese Unterbestimmtheit der Form erméglicht nicht nur Entscheidungen
auf der Basis &sthetischer Beweggriinde. Die Wahl einer bestimmten Argumen-
tationsstruktur kann etwa auch padagogisch-didaktischen Erwagungen geschuldet
sein. Netz benennt hier somit eine nur notwendige, wohl aber zentrale Bedingung
dafiir, mathematisch Texte als Produkte kiinstlerischen Schaffens zu interpretie-
ren.

Reviel Netz erkennt die dsthetische Dimension in der Mathematik auf verschie-
denen Ebenen. Erstens kann eine mathematische Geschichte auf unterschiedliche
Art erzdhlt werden. Der Leser wird dabei je nach Aufbau in verschiedener Weise
angesprochen und ,mitgenommen. So betrachtet Netz vergleichend den Aufbau
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von Archimedes’ Kugel und Zylinder und Buch I der Euklidischen Elemente. Da-
bei arbeitet er zwei gédnzlich verschiedene Typen mathematischer Erzahlstruktur
heraus (vgl. Netz, 2005, S. 2561f) und vergleicht dies mit Anlage und Struktur von
Romanen (vgl. Netz, 2005, S. 259). Indem er ein weiteres Werk des Archimedes
heranzieht, identifiziert er aullerdem gemeinsame, fiir diesen Autor charakteristi-
sche Merkmale, die ihm erlauben von einem ,archimedischen Stil* zu sprechen.
Die Analogie zur Literatur geht aber Netz folgend nicht soweit, auch den ma-
thematischen Texten, die aus der Kunsttheorie bekannten Stilbezeichnungen zu
zuweisen:

L certainly wouldn’t like to suggest that, say, Euclid was a ,realist
whereas Archimedes was a ,romantic’ etc. (Netz, 2005, S. 259)

Auch wenn Netz folgend die Identifikation mit Stilen der Kunstgeschichte nicht
geboten ist, so konnen doch auf der Grundlage dsthetischer Erwagungen die Eukli-
dischen und Archimedischen Texte klar unterschieden und somit unterschiedlichen
Stilen zugeordnet werden. Eine solche Zuordnung findet sich bereits bei Felix Klein
(1908), der Euklids Elemente seiner ,Entwicklungsreihe A“ zuordnet, wihrend er in
einer Schrift Archimedes’ die ,durchaus modern anmutende Weise* der , Entwick-
lungsreihe B* erkennt (Klein, 1908, S. 86f). Wenn auch diese Zuordnung Kleins auf
einer eher intuitiven Einschétzung beruht, stiitzt sie die von Netz angefithrte Un-
terscheidung und zeigt auferdem, dass die Zuordnung der gesamten griechischen
Antike zu einem gemeinsamen mathematischen Stil, wie sie Max Bense oder Karl
Heinrich Hofmann vorschlagen (vgl. 6.2), mindestens fraglich wird.

Zweitens sieht Netz die Moglichkeit im Aufbau mathematischer Texte Metrik und
Rhythmus festzustellen und somit eine Analogie zur Poesie zu ziehen. Um die ,ma-
thematical prosody“ zu bestimmen betrachtet er beispielsweise das Wechselspiel
von deskriptiven und narrativen Sequenzen eines Beweises, von Konstruktion und
logischem Beweisgang in der griechischen Geometrie (vgl. Netz, 2005, S. 262f).
Auch hier sind Reihenfolge und Lénge der Passagen nicht durch innermathema-
tische Notwendigkeit vorgegeben und lassen so dem Mathematiker ,kiinstlerische
Freiheit”, also Raum fiir Entscheidungen auf der Basis dsthetischer Kriterien.
Durch die Abfolge von Behauptung und wenn-dann-Argumenten sieht Netz insbe-
sondere eine Analogie zur Struktur von Gedichten, da auf diese Weise Zeilen und
Strophen eines mathematischen Beweises ausgezeichnet seien. Dabei unterscheiden
sich die entstehenden ,,Reimschemata“ verschiedener Beweise wiederum stark von
einander. Dies hat einerseits Auswirkungen auf den Verstehensprozess des Lesers
und verursacht andererseits jeweils spezifische dsthetische Wirkungen:

Following a proof as it unfolds, you are carried along it; the structure of
this intellectual motion has significance in both cognitive and aesthetic
terms.“ (Netz, 2005, S. 268)

Interessanter Weises sieht er hier die dsthetische Wirkung der Beweisstruktur be-
reits im Prozess des schritt- bzw. zeilenweise Rezipierens, steht also im Kontrast zu
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jenen Autoren, die fordern, ein Stiick Mathematik miisse zunéchst als Ganzes ge-
fasst werden kénnen, um seine Schonheit zu erkennen.?” Insbesondere unterstellt er
dhnlich der Poesie auch in der Mathematik die unmittelbare Wahrnehmbarkeit der
“mathematical prosody*. Das heifst, dass er das Rezipieren eines mathematischen
Beweises als einfaches Lesen, bei dem zeitgleich Struktur und Inhalt aufgenommen
werden, aufzufassen scheint. Dass die mathematische Rezeption hiufig gleichsam
als ,Nacherfinden“ beschrieben wird (s.o.), bezieht er nicht mit ein. Jedoch betont
er, dass die &sthetischen Qualititen des mathematischen Textes nur dann wahr-
nehmbar werden, wenn der Text in die jeweilige (mathematische) Sprache des
Lesers tibersetzt ist. So bediirfe es etwa der Darstellung in moderner Schreibweise,
damit ein heutiger Leser die Schonheit eines antiken Beweises erkennen kdnne:

»The rhythm of a mathematical proof, for instance, can only be per-
ceived when the proof is perceived as a flowing sequence, i.e. translated
to your own mathematical language.“ (Netz, 2005, S. 284)

Dies mache gleichzeitig den grofiten Unterschied von Mathematik und anderen
Kunstformen aus dem Bereich der Literatur aus, obgleich auch der mathematische
Text aus Worten bestehe. Netz begriindet diese Eigenart der Mathematik damit,
dass dort die dsthetisch relevanten Eigenschaften mehr im Bereich des Logischen
als im Bereich der verwendeten Sprache angesiedelt seien. Dies spreche aber kei-
neswegs dagegen, die Mathematik als eine Kunstform zu betrachten.(Vgl. Netz,
2005, S. 284f)

Vor dem Hintergrund der in Kapitel 2 herausgearbeiteten Schonheitskriterien ist es
auferdem bemerkenswert, dass Netz explizit kognitive und &dsthetische Wirkungen
unterscheidet, zeigen doch die oben vorgestellten Ergebnisse, dass das Moment des
Verstehens als epistemische Transparenz einen nicht zu vernachléassigenden Beitrag
zur mathematisch-dsthetischen Erfahrung leistet. In der Zusammenfassung seines
Aufsatzes wiederholt Netz diese Unterscheidung und konkretisiert sie auf inter-
essante Weise. Er weist darauf hin, dass die dsthetischen Eigenschaften nicht den
epistemischen subsumiert werden diirfen, was ihn u.a. zur Unabhéngigkeit der Ma-
thematikésthetik innerhalb der Philosophie der Mathematik fiihrt (vgl. Netz, 2005,
S. 287). Diese Uberzeugung zieht der Mathematikhistoriker Netz insbesondere aus
Analyse und Vergleich antiker Arbeiten, in denen er immer wieder rein dstheti-
sche Beweggriinde fiir einen bestimmten Aufbau oder ein bestimmtes Vorgehen
lokalisiert:

JFor our writing of the history of mathematics, than, the aesthetic is a
category we need in order to be able to state the full range of possible
motivations of authors in their writings: as simple as that.“ (Netz, 2005,
S. 288)

37Vgl. dazu etwa McAllister (2005) und die Diskussion zur subjektiven Zuginglichkeit schéner
Mathematik unter 2.2.1.



152 Kapitel 6 Mathematik als Kunst betrachtet

In dem Netz hier das Asthetische als relevante Kraft fiir die Genese der Mathe-
matik ausweist, widerspricht er Ansétzen, die mathematische Schonheit als rein
epistemisches Kriterium anzusehen. Das heifst aber nicht, dass keine Interdepen-
dezen von &dsthetischen und anderen Eigenschaften zu erkennen waren. Vielmehr
hebt Netz auch hervor, dass etwa die narrative Struktur, die er in Euklids Texten
herausgearbeitet hat, auch und vielleicht vor allem eine pédagogische Funktion
erfiillt, in dem sie es dem Leser erleichtert, dem Argumentationsgang zu folgen.3®
Auf den Einfluss einer solchen epistemischen Transparenz als dsthetisches Krite-
rium geht Netz aber nicht ein.

In Netz (2009) dehnt er das Konzept der verschiedenen Beweggriinde weiter aus
und weist in der von ihm betrachteten Periode um 300 v.Chr. unter der Bezeich-
nung ,ludic”, ,survey“ bzw. ,pedagogic* drei verschiedene mathematische Stile aus
(vgl. Netz, 2009, S. 108). Der spielerische Stil ist dabei derjenige, der am ehes-
ten die in Kapitel 2 zur mathematischen Schonheit herausgearbeiteten Kriterien
erfillt:

»The ludic is a treatise of the ideal type discussed above: a work based
on obtaining results in surprising, intricate waxs, where the author
brings out his own voice in rich, modulated ways, and where the textual
surface is often made deliberately opaque by, say, long passages of
calculation. The fundamental narrative structure usually leads to some
striking results towards the end of the treatise, and the ludic structure
is predicated upon the readers expectations regarding the route leading
to the conclusion — expectations that are deliberately sustained so as
to be subverted later.“ (Netz, 2009, S. 108)

Die auf der Grundlage einer genauen Analyse der Produkte identifizierten Sti-
le setzt Netz auflerdem mit der antiken griechischen Literatur in Beziehung. Er
wahlt somit einen Blick auf die Mathematik dieser Zeit unter Einbeziehung der
Mathematikdsthetik, wie er unter 6.2.2 beschrieben ist.

Die zunéchst isolierte Betrachtung der Produkte, wie sie in gedruckter Form die
Mathematik reprisentieren, bietet nicht nur die Grundlage fiir die Frage nach der
mathematischen Schonheit, sondern eréffnet auch unabhéngig von den Umstédnden
ihrer Entstehung Hinweise auf deren Kunstwerkcharakter. Insbesondere sind sie
als Ergebnisse literarischer Produktion betrachtet Zeugnisse eines kiinstlerischen
Schaffensprozesses, was sich etwa an den von Netz herausgearbeiteten Merkma-
len individueller Stile und der Wirkung der so genutzten Gestaltungsfreiheit auf
die Rezipienten zeigt. Die genaue Analyse mathematischer Texte als literarische

38Das Gefiihl, dass Euklid nicht hauptsichlich durch positive #sthetische Griinde bei der Formu-
lierung seiner Elemente geleitet wurde teilen auch andere. So fiihrt etwa Hasse das Werk als
ein Beispiel dafiir an, wie durch perfektionierte Formalisierung die urspriingliche Schénheit
verloren geht: ,In diesem Euklidischen Endzustand hat das Werk dann vdllig die Fahigkeit
verloren, andere zu erbauen |[...]. Es gilt hier wie in der Kunst: Manches ist vielleicht gera-
de deshalb schén weil es noch nicht den zwar vollendeten, aber kalten Zustand klassischer
Schonheit erreicht hat.“ (Hasse, 1952, S. 29)
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Werke, bietet somit eine nicht zu vernachléssigende Ergénzung zur Identifikation
bestimmter Stilepochen innerhalb der Mathematikgeschichte. Sowohl die Ausfiih-
rungen zur Stilgeschichte unter 6.2 als auch die Untersuchungen zum Kiinstler-
status des Mathematikers zeigen jedoch auch, dass vor dem Hintergrund der Fra-
ge nach dem Kunststatus der Mathematik eine ausschliefsliche Betrachtung der
Werke* viele Facetten der Kunstform Mathematik aufser Acht lassen wiirde. Dies
bestétigt auch der folgende Vergleich von Mathematik- und Kunstwelt.

6.4 Das mathematische Wissenschaftssystem und
die Kunstwelt

Klassische Kunsttheorien bestimmen vermittels bestimmter Eigenschaften der be-
trachteten Objekte, ob diese als Kunstwerke gelten oder nicht. Daneben stehen
Versuche, den Kunstwerkcharakter nicht an intrinsischen Charakteristika festzu-
machen, sondern den Kontext eines potentiellen Kunstwerks als bestimmendes
Moment heranzuziehen.?® Ob ein Stiick Mathematik als Kunst betrachtet werden
kann, héngt in einem solchen Rahmen auch vom Bewusstsein der schaffenden Ma-
thematiker aber auch von der Frage, wer sich aus welchen Griinden mit diesem
beschiftigt, also der Frage nach Publikum und Kritikern ab. Insbesondere letz-
tere fiihrt dazu, neben der Psychologie der Produzenten auch weitere Bereiche
mathematischer Praxis einzubeziehen und aus mathematikésthetischer Perspekti-
ve zu betrachten. Insofern kann iiber die Anwendung solcher Kunsttheorien der
Untersuchungsgegenstand der Mathematikdsthetik vom Individuum des schaffen-
den Mathematikers, wie er in 6.1 im Vordergrund stand, und dessen Produkten
(vgl. 6.3) auf das Wissenschaftssystem als soziales Gefiige ausgeweitet werden.

6.4.1 Von der Kunst- zur Mathematikwelt

Einen wichtigen, aber nicht unumstrittenen Ansatz, den Begriff der Kunst all-
gemein zu fassen, stellt die Institutionstheorie nach Arthur Coleman Danto dar.
Weiterentwickelt von George Dickie spricht sie den Kunstwerken immanente Eigen-
schaften ab, und kann sich somit auch zur Kunstdefinition nicht auf solche Objekt-
eigenschaften stiitzten. Stattdessen wird der Blick auf das System der ,Kunstwelt
(,,Artworld®) gerichtet:

»A work of art is an artifact of a kind created to be presented to an
artworld public.“ (Dickie, 1997, S. 92)

39Zur allgemeinen Beschreibung solcher Ansitze siehe Reicher (2005) (S. 154ff) oder Carroll
(1999) (S. 205fF).
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Unter einem Kiinstler versteht Dickie dabei eine Person, die die Kenntnisse und
Fahigkeiten besitzt ein solches Kunstwerk zu schaffen, wihrend sich das Publikum
wiederum dadurch auszeichnet, dass es in der Lage ist, die ihm prasentierten Wer-
ke zu verstehen. Die ,artworld* umfasst dabei eine Vielzahl von ,artworld systems®,
die jeweils aus prisentierenden Kiinstlern einer bestimmten Richtung (Maler, Bild-
hauer usw.) und deren Publikum bestehen (vgl. Dickie, 1997, S. 91f).4°
Innerhalb der Institutionstheorie wird also gerade das als Kunstwerk bestimmt,
was von der Kunstwelt diesen Status verliechen bekommt. Dabei setzt sich die
Kunstwelt mindestens aus Kiinstlern und einem Publikum zusammen, umfasst in
der Regel aber auch Kunstkritiker usw.

In The Art of Mathematics nutzt Jerry P. King nun Dickies institutionstheore-
tische Argumentation, um den Kunststatus der Mathematik nachzuweisen. King
macht eine starke Strukturdhnlichkeit zwischen Mathematik und Kunstwelt aus,
und halt damit Dickies Definition der Artworld wie folgt wortlich auf die Mathe-
matik iibertragbar:

,1. A mathematician is a person who participates with understanding
in the making of a work of mathematics.

2. A work of mathematics is an artifact of a kind created to be
presented to a mathworld public.

3. A public is a set of persons the members of which are prepared in
some degree to understand an object which is presented to them.

4. The mathworld is the totality of all mathworld systems.

5. A mathworld system is a framework for the presentation of a work
of mathematics by a mathematician to a mathworld public.“
(King, 1992, S. 168)

King nutzt hier also die oben skizzierten Dickieschen Begriffsbestimmungen (vgl.
Dickie, 1997, S. 92) und ersetzt jeweils lediglich die Worte aus dem Bereich der
Kunst durch die entsprechenden aus dem Bereich der Mathematik. Die Mathema-
tik bzw. die ,Mathewelt“ konne somit als Teilmenge in die Kunstwelt eingebettet
werden bzw. bilde ein ,artworld system“ (vgl. King, 1992, S. 172). Angewendet
auf eines der ,Muster der Mathematiker*, etwa den unter 10.2 diskutierten Wider-
spruchsbeweis fiir die Irrationalitit von v/2, ergibt sich so eine eindeutige Aussage
iiber dessen Kunststatus: Der Beweis ist als Artefakt von einem Mathematiker fiir
die Prasentation vor dem Mathewelt-Publikum erschaffen worden. Dieses Publi-
kum versteht die ihnen présentierten Zeichen als mathematischen Beweis, dafiir
dass die Quadratwurzel aus 2 eine irrationale Zahl ist. Demnach ist er Teil dieser
Mathewelt, also Teil einer Untermenge der Kunstwelt und damit ein Kunstwerk.

40Djckie ist die Zirkularitit dieser Definition bewusst. Er betont jedoch, dass sie dennoch Aussa-
gekraft habe, da liber die beschriebenen Abhéngigkeiten auch die verwendeten Begriffe weiter
préazisiert wiirden. (Vgl. Dickie, 1997, S. 92f)
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6.4.2 Kritiker und Publikum

Trotz der postulierten Strukturdhnlichkeit — King spricht in mathematischer Ma-
nier von ,Isomorphie” — zwischen den Systemen um Mathematik und Kunst, macht
er ,signifikante* (King, 1992, S. 173) Differenzen aus. So seien Kritiker innerhalb
der Mathematik nicht zu finden, obwohl die die Mathewelt aufspannenden Sétze
grundsétzlich deren Vorhandensein ebenso zuliefen wie in der Kunstwelt:

»/ The] artworld system includes a plenitude of people whose profession
is that of criticism; the mathworld system includes none.”“ (King, 1992,
S. 173)

Dabei bezieht er sich stellvertretend fiir alle schaffenden Mathematiker auf die
Aussagen G.H. Hardys, der zu Beginn seiner Apology feststellt, dass es eine ,me-
lancholische Erfahrung“ fiir einen Mathematiker sei, iber Mathematik zu schrei-
ben und die kritische Beurteilung im Allgemeinen fiir die Aufgabe von ,second-rate
minds“ hilt (Hardy, 1940, S. 61).4! Demzufolge ist es die vornehmste Aufgabe eines
Mathematikers, Mathematik zu schaffen. Dass Mathematiker auch die Produkte
anderer etwa im Rahmen von Review-Verfahren beurteilen, ist fiir King dabei
nicht vergleichbar mit der Rolle professioneller Kunstkritiker. Es unterstreiche le-
diglich den Unterschied, bedeute es doch, dass die Kritiker immer selbst aus der
Szene der schaffenden Mathematiker stammen. Insbesondere fehlen King zufolge
Kritiker, die durch ihre Beurteilung die Werke der schaffenden Mathematiker der
Offentlichkeit zugéinglich machen und meinungsbildend wirken. (Vgl. King, 1992,
S. 173f)

Aus dem Fehlen externer Kritiker folgt fiir King wiederum, dass es auch quasi kein
Publikum aufserhalb der Mathematikerszene selbst gebe:

JOutside of the mathematicians themselves as creating artists, it con-
sists mainly of those relatively few persons with true mathematical
understanding: mainly some of those who use mathematics and some
of those who teach mathematics. But not all, even, of these.“ (King,
1992, S. 175)

Die Rezipienten mathematischer Werke sind demnach in der Regel selbst schaffen-
de Mathematiker, was der Tatsache geschuldet sei, dass das ,mathworld public*
das Prasentierte wirklich verstehen miisse. King nutzt also hier eine Beobachtung,
die insbesondere im Rahmen der Diskussion um den mathematischen Schénheits-
begriff immer wieder geiuRert wird (vgl. Kapitel 3)*2: Das inhaltliche Verstéindnis

41 Auf die Tatsache, dass Hardy hier aus der Perspektive eines schaffenden Mathematikers iiber
die Zunft der Kritiker schreibt und in der abwertenden Haltung explizit Parallelen zu der Hal-
tung von Kiinstlern gegentiber Kunstkritikern zieht (,Statesmen despise publicists, painters
despise art-critics |...]* (Hardy, 1940, S. 61)), geht King nicht ein.

42Es handelt sich quasi um einen mathematikésthetischen Gemeinplatz, der aber insbesondere
mit Blick auf die mathematikdidaktische Anwendung von grofer Bedeutung ist (vgl. Kapi-
tel 9).
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ist notwendig fiir die Erkenntnis des dsthetischen Wertes eines Stiicks Mathematik
und grenzt somit den Kreis moglicher Rezipienten der Kunstform Mathematik ein.
Dass ein solcher Zusammenhang auch im Rahmen anderer Kiinste besteht, folgt
fiir King breits aus der Tatsache, dass Dickie in seiner Charakterisierung der Art-
world ebenfalls fordert, dass das Publikum in spezieller Weise darauf vorbereitet
sein muss, die ihm présentierte Kunst zu verstehen (s.o.). Auf diesen Umstand ver-
weisen auch andere Argumentationen fiir den Kunststatus der Mathematik (vgl.
etwa Borel, 1981).

King l&sst bei seiner Argumentation die vielen populdrwissenschaftlichen Arbeiten
auler Acht, in denen schaffende Mathematiker nicht selten mit dem Hinweis auf
Schonheit und Kunstahnlichkeit versuchen, einem breiten Publikum ausgewéhlte
Stiicke der Mathematik niher zu bringen.*® Mit Hilfe solcher Ansiitze wird aber
das potentielle Publikum tiber die Mathematiker selbst hinaus erweitert. Aufer-
dem présentieren sich so die jeweiligen Autoren als Interpreten ,mathematischer
Evergreens®.44

Aus der Tatsache, dass man nicht zwingend ein schaffender Mathematiker sein
muss, um die Werke dieser zu verstehen, folgt, dass King hier lediglich einen quan-
titativen nicht aber einen qualitativen Unterschied von Kunst und Mathematik
beschreibt.

Auch Thomas Tymoczko kommt in seinem Essay Value Judgements in Mathema-
tics: Can we Treat Mathematics as an Art? zu dem Schluss, dass das Vorhanden-
sein von Kritikern bzw. eines zur Kritik fahigen Publikums eine zentrale Rolle zur
Beantwortung seiner Hauptfrage spielt. Dazu bezieht er sich zwar nicht wie King
explizit auf einen institutionstheoretischen Ansatz als kunsttheoretische Grundla-
ge, legt aber die Annahme zu Grunde, dass ,artists, products and audience” (Ty-
moczko, 1993, S. 71) notwendig vorhanden sein miissen, wenn von einer Kunstform
die Rede sein soll. Der Borelschen Argumentation folgend scheint es auch ihm zu-
néchst so, als wiirden im Falle der Mathematik Kiinstler und Publikum der selben
Personengruppe, den Mathematikern, entstammen. Eine solche Konstellation fin-
det er bei keiner anderen Kunstform und sieht so darin eine zentrale Forderung,
soll der Kunststaus der Mathematik positiv entschieden werden:

,If aesthetics criticism is to get off the ground in mathematics, there
must be some independence between artists and critics. (Tymoczko,
1993, S. 71)

Aus der Beobachtung, dass auch in verschiedenen anerkannten Kiinsten vom Pu-
blikum bestimmte Fahigkeiten mindestens zur Performance der Gegenstédnde er-
wartet werden, zieht Tymoczko den Schluss, dass der Mathematiker nicht aus-

43Vgl. stellvertretend Basieux (2003), Devlin (2002) oder auch Hardy (1940). Dies ist besonders
irritierend, da King selbst in The Art of mathematics mit dem Anspruch auftritt, Mathematik
fiir den gebildeten Laien zuginglich zu machen.

44 Naturgemif kann auf diese Weise nicht die aktuellste Forschungsmathematik présentiert wer-
den. Die Autoren sehen darin aber meist kein Problem, und wahlen etwa Beweise aus Euklids
Elementen, um den #sthetischen Wert herauszustellen.
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schliefflich mit dem Kiinstler identifiziert werden koénne. Vielmehr miisse der ty-
pische professionelle Mathematiker als sensibler Leser und Kritiker gesehen und
von der Untermenge der ,inventive artists in mathematics unterschieden werden
(vgl. Tymoczko, 1993, S. 72). Dies gehe einher mit der Unterscheidung zweier Ty-
pen kiintlerischen Tuns innerhalb der Mathematik: ,One was the composition of
proofs, and one was the presentation/performance of proofs.“ (Tymoczko, 1993,
S. 73) Tymczko pladiert demnach fiir die Unterscheidung zwischen Komponisten
und Interpreten von Mathematik.

Der Vorschlag, eine zur Musik parallele Zuordnung der beteiligten Personen auch
in der Mathematik zu wéhlen, scheint auf den ersten Blick naheliegend. Auf den
zweiten Blick wirft er aber auch Fragen auf: So sind die Interpreten im Bezugssys-
tem der Musik weder mit den Musikkritikern noch mit dem Publikum gleichzu-
setzen. Wenn also ein schaffender Mathematiker dem Komponisten entspricht und
der diese Werke prasentierende Mathematiker dem Interpreten, besteht die Frage
nach den Kritikern weiter — insbesondere, da Tymoczko nicht auf die Funktion der
Mathematiker als Reviewer o.4. eingeht. Auch ist es zumindest bemerkenswert,
dass die Moglichkeit, ein Publikum aufterhalb der Gruppe der professionellen Ma-
thematiker zu finden, auch von ihm nicht erwogen wird.

Auf der Grundlage einer instituitonstheoretischen Bestimmung dessen, was Kunst
ausmacht, stellen gerade die Rezipienten der Mathematik offenbar eine entschei-
dende Grofe dar. Dabei ist es der mathematikdsthetische Gemeinplatz, dass zur
dsthetischen Bewertung das inhaltliche Verstdndnis notwendig vorausgesetzt wer-
den muss, der zu Problemen fiihrt: Meist wird solches Verstdndnis nur oder haupt-
sdchlich innerhalb der mathematischen Institute vermutet. Die professionellen Ma-
thematiker bekommen aber innerhalb des Kunstsystems Mathematik bereits den
Status der Kiinstler zugeschrieben, was dann wiederum dazu fiihrt, dass das po-
tentielle Publikum und die potentiellen Kritiker aus der Gruppe der Kiinstler
stammen. Dazu kommt, dass sich die schaffenden Mathematiker selbst eher nicht
als Kritiker oder Publikum sehen wiirden.

Dieses Problem riihrt m. E. daher, dass im Bereich der Kiinste zwischen der Kunst-
kritik als universitdrer Disziplin und dem kiinstlerischen Produzieren klar unter-
schieden wird, wahrend im Bereich der Mathematik die Produktion den Kernbe-
reich im Wissenschaftssystem darstellt. Der Kiinstler arbeitet in der Regel aufier-
halb der Hochschulen und versteht sich zu Recht nicht als Kritiker. Aufserdem wird
diese Kunst von einer mehr oder weniger breiten nichtprofessionellen Offentlich-
keit rezipiert. Dies auf die Mathematik zu iibertragen, kann zum einen Tymocz-
ko folgend bedeuten, innerhalb der professionellen Mathematiker unterschiedliche
Funktionen zu unterscheiden: Der schaffende Mathematiker als Komponist, der
lehrende Mathematiker als Interpret und nicht zuletzt der ein Stiick Mathematik
besprechende Mathematiker als Kritiker. Zum anderen sollte aber nicht verges-
sen werden, dass durchaus ein Publikum aufserhalb der Gruppe der schaffenden
Mathematiker zu finden ist. Dazu zéhlen mindestens die Studierenden, an die die
Darbietung der Interpreten gerichtet ist. Denkbar sind hier aber auch die Leser
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von populérwissenschaftlicher Literatur, deren Ziel darin besteht dem gebildeten
Laien die Mathematik und ihre Schénheiten néher zu bringen und ihnen so auch
den Kunstcharakter vor Augen fiihrt.

6.4.3 Ziele der Produzenten

Die fehlenden Kritiker machen nicht den einzigen und auch nicht den entschei-
denden Unterschied zwischen Kings Mathworld und Dickies Artworld aus. Ein
zentrales Hindernis, durch die Strukturdhnlichkeit der beiden Systeme auf den
Kunstcharakter der Mathematik zu schliefen, liegt m.E. vielmehr im Bewusstsein
der Produzenten.

Generell kann dem Dickieschen Konzept zur Charakterisierung von Kunst vor-
geworfen werden, dass es so allgemein ist, dass es nicht nur die Mathematik um-
fasst sondern auch Systeme, iiber deren Kunststatus eindeutig negativ entschieden
wird. Das bedeutet nicht, dass die hier von King auf die Mathematik tibertrage-
nen Eigenschaften keine gute Charakterisierung dieser boten, nur erlauben sie
keine Aussagen iiber den Kunstcharakter der Mathematik. Dieses Problem des
institutionstheoretischen Ansatzes im Allgemeinen und der Kingschen Folgerung
daraus illustriert auch Thomas Tymoczko in seiner Besprechung von The Art of
mathematics:

»|- - - | Dickie’s definition, even if it characterizes art and even if, accor-
ding to King, it characterizes mathematics, also characterizes mortuary
science.“ (Tymoczko, 1995, S. 125)

Hier soll diese generelle Kritik zundchst nicht weiter diskutiert werden. Fir die
mathematikisthetische Frage nach dem Kiinstlercharakter des schaffenden Ma-
thematikers ist m.E. der Blick auf den Ubergang von Mathematik- zur Kunstwelt
an einer bestimmten Stelle eintréglicher. So {ibersieht King, dass sich Dickie fol-
gend ein Kiinstler nicht allein dadurch auszeichnet, dass er sein Handwerk versteht
(,An artist is a person who participates with understanding in the making of a
work of art.*), was leicht auf den Mathematiker, aber ebenso auf Akteure in vielen
weiteren Bereichen (Handwerke oder auch schulischer Unterricht) iibertragbar ist.
Zusétzlich dazu ist aber nach Dickie dem Kiinstler die Erkenntnis eigen, dass das,
was er produziert, als Kunst prasentiert wird:

»/A] general aspect characteristic of all artists, namely, the awareness
that what is created for presentation is art [...].* (Dickie, 1997, S. 89)

Bezogen auf das Publikum folgert Dickie daraus ,a general aspect charakteristic
of all publics, namely the awareness that what is presented to it is art (Dickie,
1997, S. 90). Wiirden an dieser Stelle ebenfalls die Worte ,art* und ,mathematics*
ausgetauscht, wie King es bei den {ibrigen definierenden Satzen vorschligt, ergibe
sich die sicher richtige Aussage, dass ein Mathematiker weifs, dass seine Produkte
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Mathematik sind und er sie als solche présentiert. Diese Einsicht wére allenfalls
ein weiteres Indiz fiir die Strukturéhnlichkeit von ,Mathworld“ und ,Artworld®.
Um nun aber von dieser Ahnlichkeit der Systeme auf den Kunststatus der Mathe-
matik schliefen zu koénnen, diirfte der Begriff ,art“ an dieser Stelle gerade nicht
ausgetauscht werden.

Damit also die Mathematik als ,artsystem” im Dickieschen Sinne gesehen werden
konnte, miisste man davon ausgehen, dass Mathematiker in der Rolle des Kiinstlers
das Ziel vor Augen haben, Kunstwerke zu schaffen, die spéter als solche prasentiert
werden sollen und dass Mathematiker in der Rolle des Publikums anerkennen, dass
das, was sie beispielsweise in einem Artikel einer Fachzeitschrift lesen, die Prasen-
tation eines Kunstwerks ist.

Beides setzt bereits voraus, dass man die ,Muster der Mathematiker* als Kunst-
werke auffassen kann, so dass mittels der institutionstheoretischen Herangehens-
weise schlechterdings keine Entscheidung iiber den Kunststatus der Mathematik
getroffen werden kann; selbst wenn man versuchen wiirde, nur die Stiicke der Ma-
thematik, die ,schén“ genannt werden, als Elemente der Artworld zu betrachten?®.
Durch die notwendige Korrektur der Kingschen Argumentation geht also ihre Aus-
sagekraft beziiglich des Kunststatus der Mathematik verloren. Die durch King auf-
gezeigten Strukturdhnlichkeiten zwischen der Kunst in ihrer Umgebung und der
Mathematik in ihrer Umgebung kldren die Frage, ob die Gegenstidnde der Mathe-
matik als Kunstwerke aufgefasst werden konnen, nicht. Dennoch muss auf Grund
dieser Erkenntnis die Moglichkeit einer Identifikation von Kunst und Mathematik
nicht verworfen werden. Vielmehr liegt durch die aufgezeigte Strukturdhnlichkeit
in beiden Systemen zumindest ein weiteres Indiz fiir die Annahme kunstédhnlicher
Eigenschaften der Mathematik vor.

Aus mathematikisthetischer Sicht interessante Verweise bieten Antworten auf die
durch den Kingschen Fehler aufgeworfene Frage, ob die schénen Gegensténde der
Mathematik in der Interaktion von Mathworld-Kiinstlern und -Publikum als sol-
che behandelt werden. Auch wenn viele Mathematiker fiir den Kunststatus ihrer
Produkte pladieren, ist das allgemeine Bewusstsein dafiir natiirlich keineswegs un-
umstritten. Jacques Hadamard bezeichnet es in seiner Arbeit The Psychology of
Invention in the Mathematical Field sogar als grofen Fehler davon auszugehen,
dass Mathematiker eine bestimmte Losung oder Entdeckung allererst anstreben,
um ein Publikum auf sich aufmerksam zu machen (vgl. Hadamard, 1945, S. 133).
Anders sieht dies der eingangs zitierte Helmut Hasse:

»Ein echter Mathematiker, der etwas schones gefunden hat, spiirt in sich
den unwiderstehlichen Drang, diese seine Entdeckung anderen mitzu-
teilen. Fiir die eigene Erbauung geniigt in den meisten Féllen schon
die rohe, intuitiv erschaute Form und der unbehauene Beweis. Fiir die

45Der Ubertrag von Artworld zu Mathworld kénnte dann wie folgt geschehen: A work of beautiful
mathematics is an artifact of a kind created to be presented to a mathworld public and to be
realized as beautiful.
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Mitteilung an andere aber mufs, ebenso wie in der Kunst, das Werk erst
in eine Form vollendeter Schonheit gegossen werden.” (Hasse, 1952, S.
26)

Der komponierende Mathematiker wird also erst durch den Drang zur Prasen-
tation seines Werks dazu veranlasst, das Stiick Mathematik aufzuschreiben und
damit dessen Schonheit in eine zugéngliche Form zu bringen. Ein mathemati-
sches Produkt wird demnach (auch) mit dem Ziel ver6ffentlicht, einem Publikum
die Erfahrung der mathematischen Schonheit zu ermdglichen. Gleichzeitig konnen
Kunstdefinitionen herangezogen werden, die einem Gegenstand gerade dann als
Kunstwerk erkennen, wenn er mit der Intention belegt ist, dsthetische Erfahrun-
gen auszulosen.® Setzt man nun also etwa den Standpunkt Hasses voraus und
geht weiter davon aus, dass die mathematische Schonheit eine genuin dsthetische
Erfahrung ermoglicht, so kann die Mathematik als ,Asthetische Kommunikation‘
(vgl. Reicher, 2005, S. 164) beschrieben werden und geniigt damit gerade diesen
Jkommunikationstheoretischen bzw. ,dsthetischen” Kunstdefinition.

6.5 Der Mathematik-Kunst-Vergleich

Den in diesem Kapitel diskutierten Anséitzen ist zunéichst gemein, dass sie Paralle-
len zwischen Kunst und Mathematik ausmachen und diese begriinden. Gleichzeitig
zeigen sich vielfaltige Moglichkeiten, dieses Ziel zu verfolgen und damit auch ver-
schiedenste Folgerungen, die sich aus der Annahme solcher Parallelen ergeben.
Die Griinde, Folgen und Chancen dieser Diversitdt sollen im folgenden skizziert
werden.

Wenn im Bereich der Mathematik Ahnlichkeiten mit der Kunst beschrieben und
aufgegriffen werden sollen, so muss mindestens implizit ein Begriff davon voraus-
gesetzt werden, was jeweils unter Kunst (und auch unter Mathematik) verstanden
werden soll. Wie die hier beschriebenen Ansétze zeigen, wird selten der zugrun-
de liegende Kunstbegriff expliziert oder gar Bezug auf eine spezielle Kunsttheorie
genommen. Dies verwundert insofern nicht, als dass auch in der allgemeinen Philo-
sophie der Kunst kein Konsens iiber eine Definition besteht. D.h. es existiert keine
einheitliche Charakterisierung des Kunstbegriffs, und es besteht die Moglichkeit,
dass eine solche nicht moglich ist. Die oben zitierten Mathematiker oder Mathe-
matikphilosophen, die der Frage nach dem Kunststatus ihrer Disziplin nachgehen
oder sie als Kunstform behandeln, begegnen diesem Problem meist auf pragma-
tische Weise und betrachten Eigenschaften, die im allgemeinen Sprachgebrauch

46Maria Reicher fasst z.B. auf diese Weise Kunst als eine spezielle Form der Kommunikation auf.
Thre , kommunikationstheoretische Definition der Kunst* lautet konkret: ,,z ist ein Kunstwerk
genau dann, wenn x von einem Sender (Produzenten) als Medium einer dsthetischen Erfah-
rung intendiert ist.“ (Reicher, 2005, S. 164) Noel Carroll spricht in diesem Zusammenhang von
,aesthetic definitions of art®, da explizit die Intention des Asthetischen in den Kunstbegriff
einbezogen wird (vgl. Carroll, 1999, S. 160ff).
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dem zugeschrieben wird, was unbestritten zur Kunst zdhlt. In den hier besproche-
nen Positionen zeigt sich somit meist ein eher als konservativ zu beschreibender
Kunstbegriff. Auferdem werden jeweils nur einzelne Facetten zum Vergleich her-
angezogen: die Arbeitsweise des Kiinstlers, das Phinomen unterschiedlicher Stile,
strukturelle Eigenschaften von Kunstwerken (einer bestimmten Gattung) oder die
Beziehung von Produzenten und Rezipienten. Die aus solchen punktuellen Betrach-
tungen hervorgehenden Aussagen iiber den allgemeinen Kunststatus der Mathema-
tik sind naturgeméf leicht kritisierbar.*” Fiir die Frage inwiefern Mathematik als
Kunst betrachtet werden kann oder nicht sind sie m.E. aber dennoch von grofsem
Belang, tragen sie doch in der Zusammenschau und durch die Kontrastierung mit
Gegenargumenten in ihrer Gesamtheit zu einem umfassenden Blick bei (vgl. dazu
Kapitel 8).

Der Abgleich der Mathematik mit einzelnen Eigenschaften der Kiinste ist aber
nicht nur fiir die zentrale Frage der Mathematikisthetik nach dem Kunststatus
von Bedeutung. Das Vorgehen fiihrt ebenfalls dazu, dass jeweils eine bestimmte
Facette der Mathematik herausgegriffen und aus der speziellen Perspektive der
Kunstésthetik beschrieben wird. Wie die obigen Ausfilhrungen zeigen, gelangen
dabei die unterschiedlichsten Bereiche der Mathematik in den spezifisch mathe-
matikdsthetischen Fokus. Es werden sowohl Aussagen iiber die Arbeitsweise des
Mathematikers im Allgemeinen sowie den individuellen Prozess der mathemati-
schen Erfindung getroffen, als auch die mathematische Praxis im weiteren Sinne
mit Blick auf das Wissenschaftssystem untersucht. Auch kénnen mit Hilfe der
mathematikéisthetischen Perspektive Eigenschaften mathematischer Texte identi-
fiziert werden, die iiber den rein mathematischen Gehalt und die logische Struktur
hinausweisen. Dies wiederum fiihrt dazu, dass mit Hilfe eines &sthetikspezifischen
Blicks auf die Mathematikgeschichte Gemeinsamkeiten und Motivationen abseits
der inhaltlichen Genese ausgezeichnet werden kénnen.

Aus Sicht der Mathematikésthetik zeigen die oben ausgefithrten Ansétze verschie-
dene Funktionen des Asthetischen beziiglich der Mathematik und der Philoso-
phie der Mathematik: Sie reichen vom Auswahlkriterium bei der mathematischen
Erfindung iiber die verbindende Eigenschaft innerhalb der Kommunikation von
Komponist, Interpret, Kritiker und Publikum bis hin zum stilbildenden Element
mathematischer Texte und mathematischen Handelns. Bemerkenswert dabei ist,
dass die asthetischen Eigenschaften immer neben anderen in die Untersuchung
eingehen, dabei aber hdufig als zentral beschrieben werden und in ,,géngigen” Be-
schreibungen jener Gegenstinde hiufig keine Beachtung finden. Mit Bezug auf die
oft im Hintergrund stehende Frage, ob Mathematik als Kunst oder Wissenschaft
zu behandeln sei, erklart sich so, warum héufig beide Alternativen angebracht und
attraktiv erscheinen und nicht immer eine abschlieffende Entscheidung getroffen
werden kann:

47Wie die Diskussion iiber die Anwendung des institutiontheoretischen Ansatzes unter 6.4 zeigt,
gilt dies aber auch wenn der zu Grunde gelegte Kunstbegriff zwar explizit gegeben, aber zu
weit angelegt ist.
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Ich hoffe, dafs ich wenigstens den Eindruck hervorgerufen habe, daf
Mathematik eine dufterst komplexe Schopfung ist, die so viele wesent-
liche gemeinsame Ziige mit Kunst, experimentellen und theoretischen
Naturwissenschaften aufweist, dafs sie als alle drei zugleich betrachtet,
und deswegen auch von allen drei unterschieden werden mufs.“ (Borel,
1981, S. 36)

Unabhéngig davon, ob die Schlussfolgerung Armand Borels geteilt wird, bestétigt
die hier versuchte Zusammenschau mindestens den beschriebenen Eindruck. Insbe-
sondere verweisen die sehr unterschiedlichen Herangehensweisen auf die Komplexi-
tdt der Mathematik allgemein und die Notwendigkeit der dsthetischen Perspektive,
um ein umfassendes Bild zu erhalten.

Zunéchst kann der Eindruck entstehen, dass fiir die beschriebenen Effekte zwar
ein mathematikésthetischer Blick aber nicht zwingend der Kunstvergleich nétig
ist. Die kunstspezifische Behandlung von mathematischer Praxis, Texten und Ma-
thematikgeschichte leitet aber einerseits allererst den Blick auf einen bestimmten
aus mathematikédsthetischer Sicht interessanten Bereich und bietet andererseits
eine bereits vorhandene Sprache zur Beschreibung der so fokussierten Phanome-
ne. Hierin liegt m.E. der besondere Gewinn des Mathematik-Kunst-Vergleichs fiir
die Mathematikésthetik aber auch fiir die allgemeine Frage nach der Natur der
Mathematik im weitesten Sinne.



Kapitel 7

Mit Kant gegen den
Kunstcharakter der Mathematik

»Es gibt weder eine Wissenschaft des Schonen, sondern nur Kritik, noch
schone Wissenschaft, sondern nur schone Kunst.“ (KU, §44, S. 176)

Immanuel Kant sieht einen spezifischen Unterschied zwischen Wissenschaft und
Kunst, also auch zwischen Mathematik und Kunst. Dabei bezieht er sich auf die
zu betrachtenden Produkte und insbesondere auf die am Entstehungsprozess be-
teiligten Personen und spricht so in der Kritik der Urteilskraft nicht nur der Ma-
thematik den Kunstcharakter, sondern auch den Mathematikern den Geniestatus
ab.

In der dritten Kritik wird die Theorie des Schénen und des Geschmacks zunéchst
vollig unabhéngig von einer Theorie der Kunst entfaltet, und erst im néchsten
Schritt das Naturschone vom Kunstschonen unterschieden. Dennoch beruht die
Kantische Argumentation gegen die Behauptung, die Wissenschaft der schénen
Kunst zuzurechnen nicht allein darauf, dass die Gegenstdnde der Wissenschaft
sich einem genuin &sthetischen Urteil entziehen. Vielmehr geht Kant mit seiner
Gegenargumentation iiber die in Kapitel 4 beschriebenen Einwénde hinaus. Die
zentralen Kontraste bilden dabei der Kantische Geniebegriff und seine Vorstellung
einer dsthetischen Idee: Dem Genie in der Kunst setzt Kant den Mathematiker als
»grofien Kopf* entgegen, und der dsthetischen Idee stellt er Vernunftideen und Ver-
standesbegriffe gegeniiber, wobei die Unterschiede insbesondere in der Rolle der
Einbildungskraft liegen. So greift er zentrale ,Problemstellen” aus der Diskussion
um die Schonheit der Mathematik, die Regelméfigkeit mathematischer Gegen-
stdnde und das Verhéltnis von Verstand und Einbildungskraft im Geschmacksur-
teil wieder auf und deutet diese in Bezug auf seine Auffassung von Kunst bzw.
dem kiinstlerischen Genie aus. Aufserdem stellt er sich mit dieser auf der Rolle
der Einbildungskraft beruhenden Kontrastierung auch gangigen Auffassungen zur
Asthetik des Mathematischen und dem Kiinstlerstatus des Mathematikers seiner
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Zeit entgegen.! So schreibt der Mathematiker und Zeitgenosse Kants Jean Lerond
D’Alembert (1717-1783) in der berithmten Einleitung zur Enzyklopddie:

»,Die Vorstellungskraft arbeitet in einem schépferischen Mathematiker
nicht weniger stark als in einem schaffenden Dichter. [...] Vielleicht ge-
biihrt Archimedes mit groferer Berechtigung als allen grofsen Méannern
des Altertums der Platz neben Homer.“ (D’Alembert, 1751, S. 93ff)

Im Folgenden wird zunéchst allgemein auf den Begriff der Kunst und des Kiinstlers
eingegangen, wie Kant sie im ersten Teil der Kritik der Urteilskraft einfithrt. Nach
einer Skizze seiner Position und Verortung innerhalb der dritten Kritik werden
die Zusammenhénge genauer beleuchtet, die die Einwénde gegen den Kunststa-
tus der Mathematik tragen. Diese Einwénde kénnen dann im n#chsten Abschnitt
ausfiihrlich dargestellt und diskutiert werden.

Neben den Ausfiihrungen Kants werden dabei auch einige wenige Sekundérquellen
zur Diskussion herangezogen. Die Literaturgrundlage zur Mathematik innerhalb
der Kantischen Kunsttheorie ist eher diinn, und die wenigen Ansétze nehmen das
Verhaltnis nicht umfassend in den Blick, sondern beschéftigen sich jeweils nur mit
einzelnen der im folgenden aufgegriffenen Aspekte. Dies ist u.a. der Tatsache ge-
schuldet, dass in der Regel nicht explizit die Mathematikésthetik im Zentrum der
Betrachtungen steht. Bezogen auf den Geniestatus des Mathematikers werden ins-
besondere Giordanetti (1995) zur Werkgeschichte des Geniebegriffs bei Kant und
Wenzel (2001) sowie Wenzel (2005) u.a. zur Negativbewertung des Wissenschaft-
lers im Rahmen der KU zu Wort kommen, wihrend Winterbourne (1988), Koria-
ko (1999) (§14) und Chernyak und Kahdan (1997) eher den Kunstwerkcharakter
mathematischer Gegenstédnde in den Blick nehmen. Insbesondere den letztgenann-
ten Anséitzen geht es primér nicht darum, die Frage nach einem Kunststatus der
Mathematik zu kldren, sondern vielmehr werksystematische Aussagen zu begriin-
den. Wihrend sich Winterbourne (1988) mit der Stellung der dritten Kritik in
Kants Gesamtwerk befasst, gehen Chernyak und Kahdan (1997) der Frage nach,
ob Kants Mathematikauffassung angesichts der Weiterentwicklungen in der Ma-
thematik haltbar wire und beziehen sich dabei insbesondere auf die Kritik der
reinen Vernunft.2

Inwieweit die Kantische Position als eine dem Kunstcharakter der Mathematik
negativ gegeniiberstehende Sichtweise fiir die mathematikésthetische Diskussion
fruchtbar gemacht werden kann, soll abschlieffend diskutiert werden.

1Fiir weitere Beispiele vgl. auch die Analyse unter 3.3.

2Vorgeblich eine Auseinandersetzung mit der Asthetik der Mathematik vor dem Hintergrund der
Kantischen Theorie verspricht Meike Aissen-Crewett: Mathematik ist reine Dichtung. Kants
Asthetisierung der Mathematik. Potsdam, 2000. Da es sich hierbei allerdings um eine — nicht
gekennzeichnete und unkommentierte — wortliche Ubersetzung von Winterbourne (1988) und
Chernyak und Kahdan (1997) handelt, wird dies keinen weiteren Eingang in diese Arbeit
finden.
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7.1 Die Kunstauffassung in der Kritik der
Urteilskraft

Als Folgerung aus der Theorie iiber die &sthetischen Urteile behandelt Kant die
Kunst nach den Ausfiihrungen zum Schénen und zum Erhabenen als ein Gebiet im
Abschnitt Deduktion der dsthetischen Urteile. Dabei gelangt er iiber verschiedene
Stufen der Begriffsabgrenzung schliefflich zum Begriff der ,schénen Kunst® und
greift dabei auch auf das Mathematische als Kontrast zuriick.

7.1.1 Die Abgrenzung der schénen Kunst

In §43 nimmt Kant zunéchst auf der allgemeinsten Ebene die ,,Kunst iiberhaupt®
(KU, §43, S. 173) in den Blick. Dabei greift er iibliche Verwendungen des Wortes
Kunst in verschiedenen Zusammenhéngen auf: Zunéchst grenzt Kant die Hervor-
bringungen der Natur klar von der Kunst ab mit der Begriindung, dass ein Kunst-
werk ,,Hervorbringung durch Freiheit, d.i. durch eine Willkiir, die ihren Handlungen
Vernunft zum Grunde legt* (KU, §43, S. 174) voraussetzt.3

Wird Kunst als ,,Geschicklichkeit des Menschen (KU, §43, S. 175) aufgefasst, so ist
diese von der Wissenschaft, als theoretischem Vermogen abzugrenzen. Dabei will
Kant unter Kunst nur die Fahigkeiten verstanden wissen, die nicht allein durch das
Wissen-wie entstehen. So bahnt sich hier bereits die Unterscheidung zwischen dem
Kiinstler als Genie und dem Wissenschaftler als ,,groem Kopf“ an.* Unter diesen
Geschicklichkeiten unterscheidet Kant dann als drittes die ,freie Kunst“ von der
,Lohnkunst, also die Kunst vom Handwerk.® Der Unterschied beruht im Wesent-
lichen auf dem Zweck, zu welchem das Geschick eingesetzt wird. Das Handwerk
gilt zunéchst als generell unangenehme oder beschwerliche Téatigkeit und wird fiir
den Ausiibenden erst durch die erwartete Wirkung, etwa eine Entlohnung, ver-
lockend, wihrend der freie Kiinstler einer Beschéftigung nachgeht, die ,fiir sich
selbst angenehm* ist. In diesem Sinne stellt er hier die freie Kunst als ,Spiel* dem
Handwerk als ,,Arbeit, d.i. [als|] Beschéftigung, die fiir sich selbst unangenehm |[. . .|
und nur durch ihre Wirkung anlockend ist* (KU, §43, S. 175) gegeniiber. Kant be-
tont aber, dass auch hinter der freien Kunst notwendig Arbeit stehe, so dass es
lediglich anmute, als sei sie ,nur ein Spiel* (vgl. KU, §43, S. 175f). Dieser Gedanke

3Diese Unterscheidung gilt natiirlich nur, wenn man etwa die instinktmiRig ,handelnden* Tiere
als Urheber von Natur betrachtet. Bezogen auf den gottlichen Schopfer ist auf dieser Grund-
lage erst recht von Kunst zu sprechen. (Vgl. KU, §43, S. 174)

4Vgl. ausfiihrlicher 7.2.

5Der Begriff freie Kunst wird dabei explizit anders verwendet, als in der Bezeichnung ,Sieben
freie Kiinste: ,Ob auch unter den sogenannten sieben freien Kiinsten nicht einige, die den
Wissenschaften beizuzdhlen, manche auch, die mit Handwerken zu vergleichen sind, aufge-
fiihrt worden sein méchten: davon will ich hier nicht reden.“ (KU, §43, S. 176)
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wird immer wieder aufgegriffen und insbesondere mit Blick auf die Vorbereitung
des Kiinstlers vertieft.

Ab 8§44 stellt Kant dann seine Auffassung von der ,schénen Kunst* im Speziellen
dar. Auch hier nutzt er wieder die Abgrenzung des zu bestimmenden Begriffs von
anderen denkbaren: Kant unterscheidet die ,mechanische* von der ,dsthetischen®
Kunst und innerhalb der letzteren wiederum zwischen ,angenehmer* Kunst — hier-
unter féllt fiir Kant beispielsweise Dekoration oder auch Musik, die der blofsen
Unterhaltung bei Tisch dient (KU, §44, S. 178) — und ,schéner Kunst“. Die schone
Kunst ist damit nicht mechanisch, also nicht allein auf die Umsetzung einer aus
der Erkenntnis gegebenen Regel gerichtet, sondern auf das Gefiihl der Lust. Diese
Emotionen diirfen aber nicht, wie im Falle der angenehmen Kunst, unmittelbar
und ausschliefslich durch Sinneseindriicke evoziert werden:

S0 ist dsthetische Kunst, als schone Kunst, eine solche, die die reflektie-
rende Urteilskraft und nicht die Sinnenempfindungen zum Richtmafe
hat.* (KU, §44, S. 179)

Bemerkenswert ist, dass er auch hier wieder die Wissenschaft als Kontrast heran-
zieht. Er wendet sich, wie eingangs in diesem Kapitel zitiert, sowohl gegen eine
Wissenschaft des Schonen als auch gegen schone Wissenschaft, was er mit der
ironischen Bemerkung, dass in einer solchen ,,Bonmots® an die Stelle von Bewei-
sen und Begriindungen treten miissten, begriindet. Dass aber dennoch héufig von
schoner Wissenschaft die Rede ist, filhrt Kant auf eine ,Wortverwechselung® (KU,
8§44, S. 177) zuriick, welche aus der Tatsache resultiere, dass viele wissenschaftliche
Disziplinen die Grundlage und Voraussetzung fiir die eigentlichen Kiinste darstell-
ten (vgl. KU, §44, S. 176f). Dazu gehoren die klassische Bildung der Aufkliarung,
also Kenntnis alter Sprachen, Belesenheit, Kenntnis der Geschichte und der Alter-
tiimer im Speziellen (vgl. KU, §44, S. 177). Die heute zu den Naturwissenschaften
gezdhlten Disziplinen und die Mathematik zdhlt er dabei nicht auf, obgleich auch
zu seiner Zeit bereits mathematische Kenntnisse etwa in der Malerei die Technik
der Kiinstler bestimmte (vgl. 1.1.1). Die ,Wortverwechselung® im Falle der schénen
Mathematik weist er hier also noch nicht nach.

Die bisher ausgefiihrten Gedanken greift Kant in den Paragraphen 51 bis 53 wie-
der auf, um die verschiedenen Disziplinen der schénen Kunst zu unterscheiden
und nach ihrem &sthetischen Wert zu ordnen. Dabei rdumt er der Dichtkunst die
hochste Stellung ein (vgl. KU, §53, S. 215ff).

7.1.2 Mathematik als Kontrast zur schonen Kunst

Auch im Rahmen der Begriffsbestimmung und zur néheren Charakterisierung der
schonen Kunst zieht Kant immer wieder die Mathematik als Kontrast heran. Da-
bei greift er einerseits auf bereits in Kapitel 4 diskutierte Argumente gegen ein
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echtes Geschmacksurteil iber die Gegenstéande der Mathematik zuriick. Anderer-
seits entstehen aber durch die Fokussierung auf die schone Kunst auch Argumente,
die speziell gegen den Kunstcharakter der Mathematik sprechen. So widmet sich
Kant unter der Voraussetzung ,Schone Kunst ist Kunst des Genies® (KU, §46,
S. 181) iiber die Paragraphen 46 - 50 dem Kiinstler und dem Entstehungsprozess
schoner Kunstwerke und nimmt dabei explizit den Mathematiker kontrastierend
in den Blick. Zentral ist hier die Frage nach der Regelhaftigkeit und der daraus
resultierenden Lehr- und Lernbarkeit von Kunst und Mathematik.

Der zweite Abschnitt des ersten Teils der Kritik der Urteilskraft triagt den Titel
Die Dialektik der dsthetischen Urteilskraft und umfasst die Paragraphen 55 bis 60.
Hier greift Kant sein Konzept der dsthetischen Idee auf und fiithrt es weiter aus. In
der Abgrenzung zu ,Vernunftideen* und ,Verstandesbegriffen wird dabei das Ma-
thematische erneut zum Kontrast (vgl. KU, §57, Anmerkung I, S. 239ff). Indem er
das Genie dort ,,durch das Vermogen #sthetischer Ideen* (KU, §57, Anmerkung I,
S.242) charakterisiert, zeichnet Kant den Kiinstler und im Folgenden auch dessen
Produkte mit Hilfe dieser Ideen aus. Auch entstehen so Verbindungen zur Frage
nach dem Geniestatus des Mathematikers.

Die beiden hier skizzierten Argumentationsstringe Kants gegen den Kunststatus
der Mathematik werden im folgenden getrennt aufgegriffen und ausfiihrlich disku-
tiert.

7.2 Keine Genies, sondern grole Kopfe

,Genie ist das Talent (Naturgabe), welches der Kunst die Regel gibt.“
(KU, 846, S. 181)

Jedes Kunstwerk bedarf als kiinstliches Produkt einer Regel als Grundlage seiner
Herstellung. Das &sthetische Urteil darf aber nicht auf einer begrifflich fassbaren
RegelméRigkeit beruhen®, woraus Kant folgert, dass ,die schéne Kunst sich selbst
nicht die Regel ausdenken [kann|, nach der sie ihre Produkte zustande bringen
soll* (KU, §46, S. 181f). Die dennoch zur Produktion notwendige Regel erfihrt
die Kunst nun gleichsam durch die Hintertiir durch das naturgegebene Talent des
schaffenden Subjekts. So wird ausgehend von seiner beriihmten Begriffsbestim-
mung das Genie fiir die Entstehung schoner Kunst notwendig.

Daraus leitet Kant weiter in §46 vier zentrale Eigenschaften des Genies ab: Die
erste Eigenschaft ist die ,Originalitét. Aufserdem miissen die Produkte des Genies
,exemplarischen Charakter haben, d.h. sie miissen anderen einen Mafstab zur
Beurteilung liefern. Andererseits darf drittens das Genie selbst sich der Regel, nach
der es ein Produkt hervor gebracht hat, nicht bewusst sein. Als vierte Eigenschaft
fiihrt Kant die Exklusivitat des Bezugs von Genie und Kunst an, indem er explizit

6Vgl. zum Geschmacksurteil nach Kant auch 4.1.
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betont, ,dafs die Natur durch das Genie nicht der Wissenschaft, sondern der Kunst
die Regel vorschreibt® (KU, §46, S. 183).”7 Mit dieser letzten Eigenschaft schlieRt
er also ausgehend von seiner Geniedefinition explizit aus, den Wissenschaftler im
Allgemeinen und damit auch den Mathematiker in diesem Sinne als Genie zu
verstehen. Doch auch zur Illustration der iibrigen Charakteristika zieht Kant den
Mathematiker als Gegenbeispiel heran, von dem er das Genie abgrenzt. Dabei ist
es insbesondere die Lehr- und Lernbarkeit sowie der Prozess der Entstehung, in
denen Kunst und Mathematik unterschieden werden.

7.2.1 Zur Lernbarkeit von Kunst und Mathematik

Aus der zweiten der genannten Eigenschaften, dem exemplarischen Charakter der
Produkte eines Genies, schlieftt Kant in §47, dass das Hervorbringen schéoner Kunst
nicht (systematisch) lehr- und also auch nicht lernbar ist (vgl. KU, §47, S. 183f).
Einem Menschen, dem von der Natur das Talent zur Kunst gegeben ist und der
sich dessen bewusst ist, geniigt ein anderes Kunstwerk als Modell, um Ahnliches
hervorzubringen (vgl. KU, §47, S. 185).

Um die Exemplarik so nutzen und umsetzten zu kénnen, bedarf es aber abgesehen
von Talent weiterer Voraussetzungen: Erst gewisse mechanische, durch Regeln be-
stimmte und auf Zwecke gerichtete Kunstfertigkeiten bieten die Grundlage fiir die
Originalitdt des Genies. Diese handwerklichen Grundlagen der Kunst sind expli-
zierbar und damit in Génze lernbar. Die Regel, die erst durch das Genie der Kunst
gegeben wird, kann dagegen nicht versprachlicht werden. Sie kann nur aus dem
Produkt eines Genies ,abstrahiert“ werden und in einem anderen mit &hnlichem
Talent ausgestatteten Menschen die Umsetzung &hnlicher Regeln evozieren:

,Die Muster der schonen Kunst sind daher die einzigen Leitungsmit-
tel, diese auf die Nachkommenschaft zu bringen: welches durch blofe
Beschreibung nicht geschehen kénnte.“ (KU, §47, S. 185)

Kant will dabei diese ,Nachfolge* von der ,Nachahmung® unterschieden wissen.
Erstere ist nur denjenigen moglich, die selbst mit Genie ausgestattet sind. Nach-
ahmung dagegen ist das Produkt einer ,methodische[n] Unterweisung nach Regeln,
soweit man sie aus jenen Geistesprodukten und ihrer Eigentiimlichkeit hat ziehen
kénnen“ fiir die nicht mit Genie begabten ,guten Kopfen* (KU, §49, S. 200f).

"Wie Piero Giordanetti darstellt, tauchen im Kantischen Werk diese Eigenschaften, insbeson-
dere die Betonung des Genies als ,Erfinder”, hdufig im Zusammenhang mit dem Geniebegriff
auf. Anders als in §46 wurden diese Eigenschaften jedoch in fritheren Arbeiten haufig zur
Begriffsbestimmung genutzt. Die oben zitierte Definition (,,Genie ist das Talent, welches der
Kunst die Regel gibt.“) aus der in der Kritik der Urteilskraft diese Eigenschaften als Charakte-
risierungen des Genies erst gefolgert werden, wird von Kant erst kurz vor der Entstehung der
dritten Kritik eingefiihrt. Dies ist Giordanetti folgend darauf zuriick zufiihren, dass Kant erst
zu dieser Zeit eine klare Unterscheidung zwischen Mathematiker und kiinstlerischem Genie
sieht. (Vgl. Giordanetti, 1995, S. 429f)
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In diesem Sinne bedeutet Lernen fiir Kant Nachahmung, und das Hervorbringen
schoner Kunst ist gerade nicht lernbar.

Wie dennoch die Vorbereitung angehender Kiinstler gestaltet werden kann, darauf
geht Kant im Anhang des ersten Teils der Kritik der Urteilskraft ein. Dort stellt er
zunéchst zusammenfassend fest, dass eine der Kunst vorausgehende ,Methoden-
lehre* nicht moglich wire®, da das ,,Urteil des Geschmacks nicht durch Prinzipien
bestimmbar* (KU, §60, S. 261) sei, um dann das Meister-Schiiler-Verhéltnis in der
Kunst naher zu beschreiben:

LEs gibt also fiir die schone Kunst nur eine Manier (modus), nicht
Lehrart (methodus). Der Meister muf$ es vormachen, was und wie es
der Schiiler zustande bringen soll; und die allgemeinen Regeln, worun-
ter er zuletzt sein Verfahren bringt, kénnen eher dienen, die Haupt-
momente desselben gelegentlich in Erinnerung zu bringen, als sie ihm
vorzuschreiben.“ (KU, §60, S. 261)

Ein angehender Kiinstler schirft zudem Kant folgend an den ,Mustern der scho-
nen Kunst* seinen Geschmack. Dies ist notig, um in der Folge die eigenen Werke
beurteilen und nachbessern zu kénnen (vgl. KU, §48, S. 190f). Daraus und aus
der in §59 begriindeten These, dass das ,Schéne das Symbol des Sittlich-Guten*
sei (KU, §59, S. 258) folgert Kant spéter wiederum, dass die ,Propadeutik zu aller
schonen Kunst [...| nicht in Vorschriften, sondern in der Kultur der Gemiitskréf-
te durch diejenigen Vorkenntnisse |...], welche man humaniora nennt” (KU, §60,
S. 262) liege. Um also den Geschmack eines angehenden Kiinstlers zu schulen und
zu sensibilisieren, steht zunéchst die ,,Entwicklung sittlicher Ideen und die Kultur
des moralischen Gefiihls* (KU, §60, S. 264) an.’

Der Geschmack des Kiinstlers ist, anders als die Gabe des Genies, nicht notwendig
fiir die Hervorbringung schoner Kunst (vgl. §48) jedoch, wie Kant in §50 betont,
sehr hilfreich. So bezeichnet er zum einen den Geschmack als ,die Disziplin (oder
Zucht) des Genies* (KU, §50, S. 203), der dem iiberschwéiinglichen Genie einen
Rahmen setzt. Zum anderen versichert die Priifung durch den Geschmack auf
Grund der Intersubjektivitéit der Geschmacksurteile (vgl. 4.1.1) dem Kiinstler die
Zustimmung seines Publikums. Daher rdumt Kant mit Blick auf die Produkte dem
Geschmack einen gewissen Vorzug vor dem kiinstlerischen Talent ein (vgl. KU, §50,
S. 203). Somit legt Kant auch besonderen Wert auf die Schulung des Geschmacks
bei der Vorbereitung angehender Kiinstler.

8 Methodenlehre® wird hier in der Bedeutung verwendet, wie in den ersten beiden Kritiken,
die je in Elementar- und Methodenlehre gegliedert sind. So grenzt Kant hier den Bereich der
Kunst und des Geschmacksurteils erneut explizit von den Wissenschaften ab: ,Die Einteilung
einer Kritik in Elementarlehre und Methodenlehre, welche vor der Wissenschaft vorhergeht,
l1at sich auf die Geschmackskritik nicht anwenden.“ (KU, §60, S. 261)

9Auf ein Zusammenwirken von ethischer und #sthetischer Bildung wird hiufig hingewiesen.
Insbesondere wird die Moglichkeit gesehen, durch die Beschéaftigung mit der Kunst zur mo-
ralischen Erziehung beizutragen (vgl. Spies, 2005). Kant dagegen nutzt hier die Verbindung
in entgegengesetzter Richtung und lasst die Moral Mittel der Kiinstlerbildung werden.
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Fiir den Wissenschaftler gilt nun im Gegensatz zur Kunst, dass seine Tatigkeit
prinzipiell lernbar sei. Indem er gerade Isaac Newton als Beispiel anfiihrt, macht
Kant dabei auch fiir die fiihrenden Képfe der Wissenschaft keine Ausnahme. Viel-
mehr stellt er sie explizit den Kiinstlern, hier den Poeten, gegeniiber:

»0 kann man alles, was Newton in seinem unsterblichen Werke der
Prinzipien der Naturphilosophie, so ein grofer Kopf auch erforderlich
war, dergleichen zu erfinden, vorgetragen hat, gar wohl lernen; aber
man kann nicht geistreich dichten lernen [...]* (KU, §47, S. 183f)

Obwohl Kant also die Leistungen Newtons durchaus anerkennt und ihn zu den
ygrofen Kopfen* zdhlt, sieht er die dazu notwendigen Voraussetzungen nicht in
einem angeborenen Talent begriindet. Diese Einschétzung beruht auf den begriffs-
miéfig gegebenen Regeln wissenschaftlicher Erkenntnis und der daraus folgenden
Vorstellung, in der Wissenschaft konne jeder Schritt, der zur Hervorbringung ihrer
Gegenstinde notwendig ist, spiter expliziert werden. Das sei sogar ,,ganz anschau-
lich und zur Nachfolge bestimmt“ (KU, §47, S. 184) méglich.!? Dabei erkennt Kant
durchaus graduelle Unterschiede der Gelehrsamkeit unter den Wissenschaftlern an,
will diese aber spezifisch vom Genie des Kiinstlers unterschieden wissen:

»Im Wissenschaftlichen also ist der grofste Erfinder vom miihseligsten
Nachahmer und Lehrlinge nur dem Grade nach, dagegen von dem,
welchen die Natur fiir die schéne Kunst begabt hat, spezifisch unter-
schieden.”“ (KU, §47, S. 184)

Kant betont explizit, dass mit dieser Unterscheidung ,keine Herabsetzung* der
Fahigkeiten des Wissenschaftlers einher gehe. Durch die Moglichkeit ndmlich, von
vorangegangenen groften Kopfen zu lernen, werde der wissenschaftliche Fortschritt
gesichert, wihrend die Kunst sich mit jedem Kiinstler neu erfinden miisse. (Vgl.
KU, §47, S. 184ff)

Auf die Lernbarkeit in den Wissenschaften, bei der die Urteilskraft eine entschei-
dende Rolle spielt, geht Kant auch in der Kritik der reinen Vernunft ein.'! Dort
heifit es im zweiten Buch unter der Uberschrift Von der transzendentalen Urteils-
kraft iberhaupt:

»[So] zeigt sich, dafl zwar der Verstand einer Belehrung und Ausriistung
durch Regeln fahig, Urteilskraft aber ein besonderes Talent sei, welches
gar nicht belehrt, sondern nur geiibt sein will.“ (KrV, B 172)

Ein Mensch kann demnach zwar alle Regeln einer Wissenschaft lernen und es
in dieser auch zu einer gewissen Meisterschaft bringen, die korrekte Anwendung

10Djiese Einschitzung hat sich im Laufe des Kantischen Werks erst entwickelt und ist mit Blick
auf die mathematische Praxis mindestens problematisch, wie die folgenden Ausfithrungen
im Besonderen und die zusammenfassende Diskussion aller Ansétze zum Kunstcharakter in
Kapitel 8 zeigen.

11vgl. auch Winterbourne (1988) S. 268f.
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aber ist nicht lehrbar. So bedarf es der von Kant als ,Mutterwitz“ bezeichneten
Gabe, um im konkreten Fall entscheiden zu kénnen, ob ein Gegenstand unter die
bekannte Regel féllt oder nicht. Das Fehlen dieses Talentes ist Kant folgend haufig
zu beobachten und stellt einen ,nie zu bessernden Mangel“ (KrV, B 173) dar. In
der Regel wird versucht, diesen Mangel durch eine grofe Anzahl von Beispielen
auszugleichen, die Kant daher als den “Géngelwagen der Urteilskraft* (KrV, B
174) bezeichnet. (Vgl. KrV, B 172ff) Bezogen auf die Wissenschaften sind also
zwar alle Regeln lernbar, und es besteht die Moglichkeit iiber das Nachvollziehen
von Beispielen ihre Anwendung anzubahnen, die zum produktiven Umgang mit
diesen Regeln und Beispielen notwendige Urteilskraft selbst aber ist — wie die
Gabe des Kiinstlers — ein angeborenes Talent. Diese Uberzeugung aus der Kritik
der reinen Vernunft greift er jedoch in der Kritik der Urteilskraft, wie oben gezeigt,
nicht mehr auf bzw. verneint die Notwendigkeit eines besonderen Talentes fiir die
Ausiibung der Wissenschaften sogar.'?

7.2.2 Methodenerfinden vs. regelmiBige Produkte

Eine explizite Absage an den Geniestatus des Wissenschaftlers und des Mathe-
matikers im Besonderen und eine klare Abgrenzung vom Kiinstler, wie er sie im
Rahmen der KU ausspricht, entwickelt sich erst in Kants kritischer Phase. So
weist Piero Giordanetti in einer Reflexion aus der Zeit um 1772 eine ,Gleichset-
zung zwischen Kunst und Wissenschaft* (Giordanetti, 1995, S. 410) beziiglich des
Geniegedankens nach. Auch eine in den anthropologischen Schriften der 1770er
Jahre vorgenommene Unterscheidung zwischen dem Erfinden neuer mathemati-
scher Methoden, das notwendig des Genies bedarf, und den durch Fleif erlernba-
ren bestehenden Inhalten der Mathematik gibt Kant spéter auf (vgl. Giordanetti,
1995, S. 411f). So sieht er schlieflich in §47 der Kritik der Urteilskraft keinen
spezifischen Unterschied zwischen der Arbeit des Mathematikers und dem, ,was
durch Fleiff vermittels Nachahmung erworben werden kann“ (KU, §47, S. 183)
und begriindet dies damit, dass auch die Hervorbringung neuer mathematischer
Theorien ,auf dem natiirlichen Wege des Forschens und Nachdenkens nach Re-
geln® liege (KU, §47, S. 183). Mathematischer Fortschritt entsteht durch direktes
Erschlieffen neuer Regeln aus bereits bestehenden bekannten (lernbaren) Regeln,
wahrend der Kiinstler die Regel jeweils ganz neu setzen muss. Der kritische Kant
schliefst also von den (begrifflich explizierten) Produkten der Mathematiker auf de-
ren Entstehungsprozess. Dabei beriicksichtigt er ein mogliches kreatives Moment
mathematischer Forschung nicht mehr bzw. verneint es sogar. Er argumentiert da-
bei nach folgendem Muster: Wenn in einem mathematischen Beweis jeder Schritt
begrifflich nachvollzogen werden kann und auf den néchsten folgend schliefilich
zum FErfolg fiihrt, dann waren auch fiir den Mathematiker, der den Beweis notiert
hat, die notwendigen Schritte jeweils eindeutig ersichtlich. Um- und Irrwege, die

127ur Diskussion dieser Sichtweise insbesondere im Kontrast zu Poincaré vgl. auch Kapitel 8.
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Auswahl aus einer unendlichen Anzahl moglicher Schritte, der Weg von der Be-
weisidee zum aufgeschriebenen Endprodukt und all dies wird dabei nicht beachtet
bzw. als unbedeutend eingeschétzt. Dies ist umso erstaunlicher, als solche Facet-
ten des ,Methodenerfindens®, wie skizziert, in den fritheren Uberlegungen fiir Kant
noch den Geniestatus des Mathematikers rechtfertigten.

Ahnlich der kantischen Einschitzung in den vorkritischen Arbeiten sehen auch
Zeitgenossen Kants die Regelméfigkeit der mathematischen Produkte und den
Kiinstlerstatus des Mathematikers nicht als Gegensatz. So schreibt etwa Novalis
(Friedrich Freiherr von Hardenberg 1772-1801):

,Die Mathematik ist dchte Wissenschaft — weil sie gemachte Kenntnis-
se enthélt — Produkte geistiger Selbstthétigkeit — weil sie methodisch
genialisiert. Sie ist Kunst, weil sie genialisches Verfahren in Regeln ge-
bracht hat — weil sie lehrt Genie zu seyn — weil sie die Natur durch
Vernunft ersetzt.” (zitiert nach Radbruch, 2009, S. 18)

Zu dieser Einschétzung kann Novalis kommen, da er Knut Radbruch folgend zu den
mathematischen Gegensténde eine der kantischen dhnliche Haltung einnimmt, dar-
iiber hinaus aber ,einen wesentlich umfassenderen Horizont intellektueller Produk-
tivitdt zugrunde [legt], der nicht nur fiir die Gegenstinde der Mathematik, sonder
fiir die gesamte Mathematik als Rahmen fungiert, und zwar fiir ihre Konzeption,
Intention, Architektur und Dramaturgie” (Radbruch, 2009, S. 18f). Novalis kann
somit durch die Integration der Tétigkeit im Umgang mit den Gegenstdnden der
Mathematik und der Wirkung auf die beteiligten Personen die reine Produktper-
spektive erweitern und so die Mathematik sowohl begriindet den Wissenschaften
als auch der Kunst zuordnen sowie ein mathematisches Genie annehmen.'?

Christian Helmut Wenzel diskutiert in diesem Zusammenhang insbesondere ein Zi-
tat aus Reflexion 922. Dort beschéftigt sich Kant ebenfalls mit den Eigenschaften
des kiinstlerischen Genies in Abgrenzung etwa zum regelhaften ,Mechanismus“ in
den Wissenschaften. Ahnlich der Ausfithrungen in der Kritik der Urteilskraft hilt
er in dieser Notiz aus den spdten 1770er Jahren fest, dass die ,,Freyheit des talents
von der Leitung und dem Zwange der Regeln [...] in einigen schonen Kiinsten
nothwendig“ (Refl. 922, AA XV, S. 409) sei. Dem fiigt Kant spéter die von Wenzel
diskutierte Stelle hinzu, dass die Mathematik ,an sich selbst lauter Regel* (Re-
fl. 922, AA XV, S. 410) sei. Wenzel widerspricht mit dem Hinweis darauf, dass es
keine Regel gebe, die die Wahl der Regeln vorschreibe. Vielmehr scheine es erst im
Nachhinein, als ob der gewéhlte auch der einzig notwendige Weg sei. Fiir Wenzel
folgt daraus, dass es in der Mathematik nicht den von Kant postulierten ,natiirli-
chen Weg des Forschens und Nachdenkens“ (s.o0.) gebe und dass ein Mathematiker
daher auch nicht jeden Schritt der mathematischen Erfindung nachvollziehbar ma-
chen konne (vgl. Wenzel, 2005, S. 135f):

13Radbruch stellt dariiber hinaus fest, dass Novalis ,mit dieser originellen Idee in den Jahren der
Frithromantik tibrigens nicht allein“ (Radbruch, 2009, S. 19) stehe.
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»The steps are ,intuitive‘ in the sense that we can reproduce them, that
they do not violate other mathematical rules, that they make sense,
and that they are part of a theory that works as far as we can see at
the time and within a certain framework. The steps are intuitive in this
sense, but not in an absolute sense, as if no other steps were possible.”
(Wenzel, 2005, S. 136)

So kommt Wenzel zu dem Schluss, dass zwischen ,mathematics* und ,,doing ma-
thematics“ eine Unterscheidung zu machen sei. Darin sieht er gerade eine Parallele
zur Dichtung, wo ebenfalls ein Unterschied zwischen Lesen und Dichten bestehe
(vgl. Wenzel, 2005, S. 134f).'* Damit favorisiert Wenzel die Argumentation aus
Kants friitheren Werken, Mathematiker und Kiinstler aufgrund des Methodenerfin-
dens in der Mathematik beziiglich ihres Geniestatus’ gleich zusetzen. Ob daraus
auch Parallelen zwischen den Rezipienten von Kunst (Dichtung) und Mathema-
tik zu ziehen sind, mithin es also doch zu einem genuin &sthetischen Urteil iiber
Mathematik kommen kann, bleibt zu kléren.

Wenzels Argumentation kann durch den Vergleich von Mathematik und den kanti-
schen Ausfithrungen zur Musik m.E. deutlich gestiitzt werden. So weist Kant mit
Blick auf die Musik der mathematisch gegebenen Regel der Produkte eine zentrale
aber dennoch untergeordnete Rolle zu: Da im Falle der Musik nicht die Sprache
das formgebende Element sein kénne, sondern die zugrunde liegende dsthetische
Idee allein durch die Tonfolge, Harmonie und Rhythmus transportiert werde, wel-
che wiederum mathematisch beschreibbar sind, werde die mathematische Form
zur notwendigen Voraussetzung der musikalischen Wirkung. Dabei ist es auch die-
se mathematische Regelhaftigkeit, auf der nach Kant die Allgemeingiiltigkeit des
musikalischen Geschmacksurteils beruht. Gleichwohl macht Kant unmissverstand-
lich klar, dass die Mathematik ,an dem Reiz und der Gemiitsbewegung, welche
die Musik hervorbringt [.. .| nicht den mindesten Anteil, (KU, §53, S. 220) hat.'®
Obgleich also ein Musikstiick wie ein Mathematischer Beweis in Génze mathe-
matisch beschreibbar ist, evoziert es beim Rezipienten einen &sthetischen Genuss
und macht eine dsthetische Idee erkennbar. Auch spricht Kant dem Komponisten
nicht den Geniestatus ab, obwohl seine Produkte mittels mathematischer Regeln
begrifflich fassbar sind. Hier schliefst er also nicht wie im Fall der Mathematik vom

MDabei weist Wenzel darauf hin, dass in der historischen Entwicklung ein Stiick Mathematik
einmal Methode und einmal Gegenstand sein kann und damit einerseits dem Bereich ,,mathe-
matics itself“ und andererseits dem Bereich ,doing mathematics® zuzuordnen ist (vgl. Wenzel,
2005, S. 134f). Vgl. dazu auch den methodologischen Vorschlag Moritz Epples, in mathema-
tikhistorischen Untersuchungen insbesondere das ,mathematische Handeln“ in den Blick zu
nehmen, und sich diesem iiber die Unterscheidung von ,epistemischen Gegenstdnden“ und
sepistemischen Techniken zu nidhern (Epple, 2000, S. 149f).

15Die Werke der Tonkunst beschreibt Kant hier also als ,Muster durch Mathematik* (vgl. 1.1.1),
wiirde man aber von der regelgebenden Funktion der Mathematik auf ihren Kunstcharakter
oder einen eigenen &dsthetischen Wert schlieffen, kime das wohl einer der in §44 beschriebenen
Wortverwechselungen (vgl. Darstellung S. 166) gleich.
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begrifflich vollstandig gegebenen Produkt auf die Lernbarkeit des Produktionspro-
zesses.

Im Rahmen der Geniediskussion in der Kritik der Urteilskraft kann Kant somit
den Mathematiker nur als Kontrast zum kiinstlerischen Genie heranziehen, weil
die begrifflich fassbare Regelméafigkeit der jeweiligen Produkte den Ausgangspunkt
bildet. So zu argumentieren ist, wie die kantischen Ausfiihrungen zur Musik zeigen
nicht zwingend geboten. Wird nun der Entstehungsprozess mathematischer Pro-
dukte einbezogen, so ist diese Gegenargumentation nicht mehr haltbar.'® Dann
muss der Schluss zuléssig sein, dass die verdffentlichten Produkte der Mathemati-
ker nur scheinen, als 0b sie in ihrer deduktiven Ordnung schon immer in der Welt
bestanden hétten und jeder Schritt notwendig auf den néichsten folgen miisse. Ob-
wohl die Entstehung etwa eines Beweises oder einer Theorie eine Geschichte hat
und im Allgemeinen nicht ,geradlinig verlduft, wenn etwa vom zu Beweisenden
Jrickwérts” auf Bekanntes gearbeitet wird, werden diese Spuren im notierten End-
produkt verwischt.!” Dass Kant diesen Als-ob-Charakter der Mathematik nicht
aufgreift ist mindestens bemerkenswert, da er ein ganz dhnliches Konstrukt fiir die
schone Kunst ausmacht. So beschreibt er in §45 das Verhéltnis der schonen Kunst
zur Natur und kommt zu folgender Charakterisierung;:

»chone Kunst ist eine Kunst, sofern sie zugleich Natur zu sein scheint.“
(KU, §45, S. 179)

Obgleich ein Kunstwerk einer Zweckméfigkeit unterliegt und es nach bestimmten
vorher gesetzten Regeln entstanden ist, muss es diese ,Spuren verwischen“ und
erscheinen, als ob es ein Naturprodukt ware. Als Natur erscheint ein Kunstwerk
gerade dann, wenn ,zwar alle Piinktlichkeit in der Ubereinkunft mit Regeln |...]
angetroffen wird; aber ohne Peinlichkeit [...], ohne eine Spur zu zeigen, daf die
Regel dem Kiinstler vor Augen geschwebt* (KU, §45, S. 180) habe.!8

7.3 Uber die Anschauung hinaus

7.3.1 Asthetische Idee vs. Verstandesbegriff

In §49 wendet sich Kant zunéchst vom Kiinstler ab und einer Eigenschaft scho-
ner Kunstwerke zu, welche Geschmacksurteile iiber diese erst méglich macht: Ein

16Wie bereits der Hinweis auf das von Kant geforderte Talent zur Urteilskraft zeigt, gilt diese
Annahme nicht nur bezogen auf die Aussagen anderer Mathematiker oder aktueller Mathe-
matikphilosophen, sondern auch mit Blick auf Kants eigene Theorie von der mathematischen
Konstruktion.

17Vgl. auch die Vergleiche der Schaffensprozesse in Kunst und Mathematik unter 6.1 und die
Diskussion in Kapitel 8.

18In der Mathematik ist es also gerade umgekehrt: Der mathematische Aufschrieb weist nur
Peinlichkeit”, also Genauigkeit und Regelméfigkeit auf, ohne eine Spur zu zeigen, dass die
Regel dem Mathematiker nicht zu jeder Zeit vor Augen schwebte.



7.3 Uber die Anschauung hinaus 175

Kunstwerk muss Kant folgend ,,Geist* haben, d.h. ihm muss ein die Gemiitskrafte
belebendes Element eigen sein (vgl. KU, §49, S. 192). Solcher ,Geist* wird einem
Produkt der schonen Kunst gerade dann zugeschrieben, wenn in ihm dsthetische
Ideen zur Darstellung kommen. Wie der Geniebegriff der zentrale Punkt in Bezug
auf die Produzenten schoner Kunst ist, so spielt der Begriff der dsthetischen Idee
damit eine zentrale Rolle fiir die Bewertung ihrer Produkte.

LUnter einer dsthetischen Idee aber verstehe ich diejenige Vorstellung
der Einbildungskraft, die viel zu denken veranlafst, ohne daf ihr doch
irgendein bestimmter Gedanke, d.i. Begriff, addquat sein kann, die folg-
lich keine Sprache vollig erreicht und verstéindlich machen kann.“ (KU,
8§49, S. 192f)

Als Anschauung, die nicht in Génze begrifflich gefasst werden kann, ist die &s-
thetische Idee Kant folgend das ,Gegenstiick zur Vernunftidee als einem ,Be-
griff [...], dem keine Anschauung (Vorstellung der Einbildungskraft) addquat sein
kann“ (KU, §49, S. 193), da es sich hierbei um transzendente Begriffe handelt (vgl.
KU, §57, S. 239).'° In beiden Fillen geht es um ,Vorstellungen, die nach Kant
explizit niemals zur Erkenntnis werden kénnen (vgl. KU, §57, S. 240). Damit un-
terscheidet sich sowohl die #sthetische als auch die Vernunftidee nach Kant von
den fiir die Mathematik zentralen ,Verstandesbegriffen®. Fiir diese gilt, dass ,der ih-
nen korrespondierende Gegenstand [...| jederzeit in der Anschauung (reinen oder
empirischen) gegeben werden kénnen“ (KU, §57, S. 240) muss.

Darius Koriako sieht in der Kantischen Bestimmung der &sthetischen Idee den-
noch Parallelen zu dessen Mathematikverstdndnis: So ist Kunst und Mathematik
gemeinsam, dass die zu Grunde liegenden Begriffe in der Anschauung gegeben sind,
dass ,sie nicht durch Allgemeinbegriffe re-prasentieren, sondern durch das Beispiel
das Gemeinte sinnlich fafbar prisentieren” (Koriako, 1999, S. 157). Auferdem
stellt Koriako heraus, dass sowohl mathematische als auch dsthetische Urteile bei
Kant auf den Grundformen Raum und Zeit beruhen. Die Urteilsgrundlage ist also
in beiden Bereichen fiir alle Subjekte gleich gegeben, so dass jeweils mindestens
von einer allgemeinen Zustimmung zum Einzelurteil ausgegangen werden kann,
Urteile in Kunst und Mathematik also den selben ,Giiltigkeitsmodus” aufweisen
(vgl. Koriako, 1999, S. 165).2° In beiden Bereichen sieht Koriako somit eine #hn-
liche ,epistemische Struktur der Anschauung” (Koriako, 1999, S. 154) und halt
zusammenfassend fest:

9Vgl. dazu etwa die Ausfithrungen zum mathematischen Umgang mit dem Unendlichen im
Rahmen der Kritik der reinen Vernunft (B536ff).

20Koriako zitiert dazu Reflexion 672: ,Das was am Gegenstande gefilt und was wir als eine
Eigenschaft desselben ansehen, muf in dem bestehen, was vor jedermann gilt. Nun Gelten
die Verhiltnisse des Raumes und der Zeit vor jederman, welche Empfindungen man auch
haben mag. Demnach ist in allen Erscheinungen die Form allgemein giiltig; was also der
Regel der Coordination in Raum und Zeit gemaf ist, dafs gefélt nothwendig jederman und ist
schon.“ (Zitiert nach Koriako, 1999, S. 165)
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»Dies aber: die gegenstandliche Orientierung plus Verallgemeinerbar-
keit ist das iibereinstimmende Merkmal der mathematischen und der
dsthetischen Erkenntnis.“ (Koriako, 1999, S. 159)

Koriako macht durch die vergleichende Untersuchung des Kantischen Mathema-
tikkonzeptes auf der einen und seiner Kunstauffassung auf der anderen Seite in-
teressante Ahnlichkeiten sichtbar, die Kant selbst so jedoch nicht gesehen oder
wenigstens nicht expliziert hat. Fiir Kant bildet die Mathematik mindestens im
Rahmen der dritten Kritik ausdriicklich den Kontrast zur Kunst, wobei er endlich
auch die Moglichkeit ,dsthetischer Erkenntnis®, mit dem Hinweis darauf, dass die
Regeln der Kunst nicht begrifflich gegeben sind, ausdriicklich ausschlieft (s.o.).
Daher ist es m.E. zu weit gegriffen, wenn Koriako restimiert, dass sich ,fiir Kant
Mathematik und Kunst in ihren ,epistemischen Strukturen vereinigen (vgl. Ko-
riako, 1999, S. 166).

7.3.2 Die Rolle der Einbildungskraft in Kunst und Mathematik

Zentral fiir Kants Konzept der dsthetischen Idee ist die Rolle der Einbildungskraft.
Insbesondere kommt die Fahigkeit dieses Vermdgens zum Tragen, iiber einen be-
stimmten Begriff hinaus zu gehen und den Blick auf ein in diesem Begriff nicht
enthaltenes Feld zu fiithren. In diesem Sinne wird die Einbildungskraft ,schopfe-
risch® tétig, indem sie ,den Begriff auf unbegrenzte Art ésthetisch erweitert” (KU,
§49, S. 194). Folgt man der oben zitierten Begriffsbestimmung (,,Unter einer &s-
thetischen Idee aber verstehe ich diejenige Vorstellung der Einbildungskraft, die
viel zu denken veranlafst, ohne dafs ihr doch irgendein bestimmter Gedanke, d.i.
Begriff, addquat sein kann [...]*), so ist damit nicht nur eine Bereicherung auf
der emotionalen Ebenen gemeint. Vielmehr wird der Verstand angestofien, in eine
Vielzahl unterschiedlicher Richtungen zu denken und frei zu arbeiten, ohne dass
diese Moglichkeiten als Begriffe fiir den Verstand greifbar werden kénnten. Auf
diese Weise evoziert die dsthetische Idee hinter einem Kunstwerk beim Rezipien-
ten das unter 4.1.1 ausfiihrlich beschriebene freie Spiel der Erkenntniskrafte und
stellt damit eine Voraussetzung fiir ein Geschmacksurteil dar.

Diese Funktion der Einbildungskraft in der Kunst greift Anthony T. Winterbourne
auf und stellt sie der Rolle dieses Vermogens in Kants Konzept mathematischer
Konstruktion gegeniiber. So weist er iiber verschiedene Analogien ,deep connec-
tions between Kant’s views on the nature of imagination in art, and the doctrine of
the Schematism from the Critique of Pure Reason* (Winterbourne, 1988, S. 266)
nach, die Kant selbst aber nicht aufgezeigt hat: Winterbourne sieht dabei sowohl
in der Entstehung der Kunst als auch in der mathematischen Konstruktion einen
kreativen Prozess unter mafigeblicher Beteiligung der produktiven Einbildungs-
kraft. Dabei werde in beiden Bereichen die Einbildungskraft genutzt, um durch
den Einzelfall etwas Allgemeines auszudriicken; im Falle der Kunst die &sthetische
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Idee, im Bereich der Mathematik der Verstandesbegriff (vgl. Winterbourne, 1988,
S. 267). Bezogen auf die mathematischen Konstruktionen wirkt die Einbildungs-
kraft nach Kant durch die Erzeugung von Schemata als nur in der Vorstellung exis-
tierender Zwischeninstanzen von Verstandesbegriffen und sinnlich wahrnehmbaren
Bildern dieser Begriffe (vgl. KrV, B177ff).2! Hieraus ergibt sich fiir Winterbourne
nun folgende Parallele zur Kunst:

Just as the productive imagination of the geometrician produces that
which expresses a concept and serves as a schema for the production
of particular images (empirical intuitions), so the artistic genius pro-
duces that which expresses an Idea and serves as an exemplar for the
production of particular works of art.“ (Winterbourne, 1988, S. 275)

Dies wiederum fiihrt fiir Winterbourne zur ,signifikantesten Analogie* der beiden
Gebiete: Sowohl in der Kunst als auch in der Mathematik werden Anschauungen
von Objekten erzeugt, die an sich nicht sinnlich wahrnehmbar aber dennoch Pro-
dukte menschlichen Handelns sind, von Begriffen in der Mathematik und Ideen
innerhalb der Kunst. Wie das vorstehende Zitat zeigt, ist das in beiden Bereichen
mafgebliche Vermdgen fiir Winterbourne die produktive Einbildungskraft, was ihn
weiter darauf schliefsen lésst, dass auch fiir den kritischen Kant die Stiicke der Ma-
thematik, den Kunstwerken gleich, Produkte kreativer Prozesse sein miissen (vgl.
Winterbourne, 1988, S. 275f).

Das aber wiirde bedeuten, dass der Kantische Schluss, dass zur mathematischen
Konstruktion kein Genie erforderlich ist, nicht zuléssig wére ohne im Rahmen der
dritten Kritik der ersten zu widersprechen. Es ist also die Frage zu klaren, ob die
von Winterbourne herausgearbeitete Analogie einen impliziten Standpunktwech-
sel Kants beziiglich seiner Mathematikauffassung anzeigt. Ein Schliissel zu diesem
Problem koénnte in der innerhalb der Kritik der reinen Vernunft vorgenommenen
Unterscheidung zwischen produktiver und reiner Einbildungskraft liegen:

,Das Bild ist ein Produkt des empirischen Vermdgens der produktiven
Einbildungskraft, das Schema sinnlicher Begriffe (als der Figuren im
Raume) ein Produkt und gleichsam ein Monogramm der reinen Ein-
bildungskraft a priori [...]* (KrV, B181)

Zur Erzeugung mathematischer Schemata ist also die ,reine Einbildungskraft a
priori notwendig. Dies geschieht vor aller Anschauung auf der Grundlage der Ver-
standesbegriffe. Die produktive Einbildungskraft kommt erst zum Tragen, wenn
auf der Grundlage der nur in der Vorstellung existenten Schemata Bilder entste-
hen.?? Innerhalb der Kunst fungiert nun aber ein Kunstwerk nach Kant gleichzeitig
als Produkt eines Kiinstlers und als Modell fiir folgende Genies. Winterbournes

217Zur Funktion der Schemata innerhalb der mathematischen Konstruktion, wie Kant es in der
Kritik der reinen Vernunft ausfiihrt, siehe auch Shabel (2003) S. 109ff.

227Zur Funktionsweise der produktiven Einbildungskraft im Rahmen des Kantischen Konzepts
der mathematischen Konstruktion siehe Young (1992), insbesondere S. 172f.
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Parallele aufgreifend miisste demnach ein und dasselbe Kunstwerk je nach Situa-
tion sowohl dem Schema als auch dem Bild entsprechen. In beiden Féllen ist das
Kunstwerk aber eine empirisch gegebene Prasentation einer dsthetischen Idee, so
dass jeweils das Vermogen der produktiven Einbildungskraft — hier des erschaf-
fenden Kiinstlers, dort des vom Einzelfall abstrahierenden ,Schiilers* — zum Zuge
kommt.

Die Einbildungskraft spielt also sowohl innerhalb des mathematischen wie auch
des kiinstlerischen Schaffens fiir Kant die zentrale Rolle. Bei mathematischen Kon-
struktionen kommt es allerdings zu einem Zusammenspiel von reiner und produkti-
ver Einbildungskraft, wihrend es im Bereich der Kunst nur um die produktive Ein-
bildungskraft geht. Im ersten Fall werden auferhalb der Anschauung existierende
Verstandesbegriffe umgesetzt, im zweiten werden die Regeln aus der Anschauung
entnommen. Dies fiihrt auch dazu, dass im Rahmen der Mathematik ein Uber-
gang von der reinen zur empirischen Anschauung vollzogen wird, wahrend sich
die Présentationen innerhalb der Kunst nur im Empirischen bewegen. So wird es
vor dem Hintergrund der Kantischen Unterscheidung wenigstens fraglich, im Falle
mathematischer Konstruktion von ,kreativen Prozessen“ zu sprechen.

Auf die besondere Rolle der reinen Einbildungskraft a priori bezogen auf die
Mathematik weisen auch Leon Chernyak und David Kazhdan hin. Sie schlieten
hieraus auf einen speziellen Stand, der der mathematischen Kreativitit in Kants
kritischer Philosophie zukomme und sie vom philosophischen Denken abgrenzbar
mache (vgl. Chernyak und Kahdan, 1997, S. 215f). Thr Ansatz rdumt dabei der
Sprache im Zusammenwirken von Einbildungskraft und Verstand einen zentralen
Platz ein, der sie schlieflich auch Parallelen zwischen Mathematik und Kunst ins-
besondere der Dichtung ziehen ldsst. Diese sehen Chernyak und Kazhdan auch
bei Kant im Opus postumum (vgl. Chernyak und Kahdan, 1997, S. 221f), wo er
innerhalb seiner Uberlegungen zum Verhiltnis von Mathematik, Philosophie und
Naturwissenschaften anmerkt, dass ,Mathematuk [sic.] reine Dichtung® sei, und
sie sich daher ,subjektiv¢ mit der Poesie vereinigen lasse (Opus postumum, AA
XXII, S. 490).23

Mit den unterschiedlichen Funktionen der Einbildungskraft sind nach Kant auch
dem Verstand in Kunst und Mathematik verschiedene Moglichkeiten gegeben:

- - -] so erreicht bei einer dsthetischen Idee der Verstand, durch sei-
ne Begriffe, nicht die ganze innere Anschauung der Einbildungskraft,
welche sie mit einer gegebenen Vorstellung verbindet.“ (KU, §57 An-
merkung I, S. 242)

23 An dieser Stelle dufert sich Kant nicht weiter zu dieser méglichen Vereinigung. Eine Interpreta-
tion wére sicher interessant, wiirde aber iiber die hier im Zentrum stehenden Untersuchungen
zu Kants Ausfithrungen innerhalb der Kritik der Urteilskraft weit hinausfiihren. Daher wird
auch auf die sprachphilosophische Argumentationslinie von Chernyak und Kazhdan hier nicht
weiter eingegangen.
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Daher koénnen die einem Kunstwerk zugrunde liegenden Ideen und seine Schonheit
nur im freien Spiel von Einbildungskraft und Verstand erfahren, nicht aber wie bei
einem Stiick Mathematik allein auf verstandesméfig erfassbare Begriffe zuriickge-
fiihrt werden (vgl. 4.1.1). Diese Uberzeugung Kants konnte auch eine Erklirung
dafiir liefern, dass er keinen Vergleich zwischen Mathematik und Musik zieht und
sie ob ihres Kunststatus unterschiedlich bewertet, obwohl die Produkte hier wie
dort mathematisch fassbar sind. So regt die Musik insbesondere die Gefiihlswelt
an und lasst dariiber die dsthetische Idee nach dem ,Gesetze der Assoziation“ (KU,
§53, S. 219) aus einem ,zusammenhingenden Ganzen einer unnennbaren Gedan-
kenfiille (KU, §53, S. 220) erkennbar werden. Obgleich also ihre Produkte auf
mathematischen Formen beruhen, ist die Wirkung eines Musikstiicks ,junennbar*
also nicht verstandesméRig fassbar.?* Der Mathematik dagegen gesteht Kant keine
emotionale Wirksamkeit zu, die iiber den Verstand hinaus geht.

Dies korrespondiert mit der oben beschriebenen Auffassung Kants, dass das Um-
setzen von Verstandesbegriffen in empirische Anschauungen in der Mathematik
lehr- und lernbar ist, fiir die empirische Prasentation der &dsthetischen Ideen aber
ein besonderes Talent, also Genie erforderlich ist (vgl. 7.2). So wird im Abschnitt
Die Dialektik der dsthetischen Urteilskraft das Konzept der dsthetischen Idee mit
dem vorher entwickelten Geniegedanken in Verbindung gebracht: Fiir Kant kann
das Genie auch als ,das Vermogen &sthetischer Ideen* (KU, §57 Anmerkung I,
S. 242) bestimmt werden. In den Produkten des Genies gibt ,die Natur (des Sub-
jekts), nicht ein iiberlegter Zweck, der Kunst [...]| die Regel* (ebd.).

7.4 Probiersteine fiir den Kunstcharakter der
Mathematik

Auch innerhalb seiner Ausfiihrungen zur Kunst nutzt Kant wie dargestellt an zen-
tralen Stellen das Mathematische als Kontrast, um insbesondere seine Konzepte
des kiinstlerischen Genies und der &dsthetischen Idee zu konkretisieren. Somit erhal-
ten hier der Mathematiker und seine Produkte einen prominenten Platz innerhalb
einer wegweisenden Theorie der schonen Kunst, und die in Kapitel 4 dargestellte
Einschitzung Kants zu den Rezipientenurteilen {iber das ,,Schéne” in der Mathe-
matik wird durch den Blick auf die Produzenten erweitert.

24Das Primat des Emotionalen fiihrt Kant aber auch zu einer Abwertung der Musik gegeniiber
anderen Kiinsten, jedenfalls beziiglich der Hoffnung, mittels der Kunst zu einer Kultivierung
der Rezipienten beizutragen: ,Die bildenden Kiinste gehen ihr also in diesem Betracht weit
vor; denn indem sie die Einbildungskraft in ein freies und doch zugleich dem Verstande ange-
messenes Spiel versetzten, so treiben sie zugleich ein Geschéft indem sie ein Produkt zustande
bringen, welches den Verstandesbegriffen zu einem dauerhaften und fiir sich selbst sich emp-
fehlenden Vehikel dient, die Vereinigung der selben mit der Sinnlichkeit und so gleichsam die
Urbanitéit der oberen Erkenntniskréfte zu beférdern. (KU, §53, S. 221)
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Fiir die Mathematikisthetik kann Kants explizite Abgrenzung dariiber hinaus fiir
mogliche Unzulénglichkeiten sensibilisieren, wenn der Mathematiker als Kiinstler
dargestellt und der Mathematik ein Kunstcharakter zugesprochen wird. So kénnen
auf der Grundlage der Kantischen Gegenargumentation neuralgische Punkte fiir
die Untersuchung zum Kunststatus der Mathematik markiert werden. Dabei sind
diese Punkte natiirlich zundchst Kants Kunstauffassung und seinem speziellen Ma-
thematikbild geschuldet. Auch die Relevanz der im Folgenden geschilderten The-
mengebiete und Fragen bezogen etwa auf die in Kapitel 6 dargestellten Befiirworter
des Kunstcharakters der Mathematik muss daher variieren und héngt wiederum
von dem jeweils als Referenz herangezogenen Kunst- und Mathematikverstandnis
ab. Dennoch scheinen m.E. die hier aus Kants Absage an den Kunststatus der
Mathematik extrahierten Themengebiete zumindest geeignet, die verschiedenen
Begriindungsansatze zum Kunstcharakter der Mathematik vergleichend einzuord-
nen und aus einer definierten Perspektive zu hinterfragen.

Wie unter 7.2 dargestellt, spricht Kant den Mathematikern das fiir einen echten
Kiinstler notwendige angeborene Genie ab, indem er auf die Regelhaftigkeit ihrer
Produkte verweist. In einem Beweis etwa folgt jeder Schritt logisch korrekt und
kann (im Nachhinein) expliziert werden. Die niedergeschriebenen oder in einem
Vortrag prasentierten Schliisse konnen andere entsprechend gebildete Personen da-
her nachvollziehen. Die dazu nétigen Grundlagen konnen in einem systematischen
Lehrgang etwa im Rahmen des Mathematikstudiums weitergegeben werden. Da-
raus folgert Kant, dass auch das Mathematiktreiben prinzipiell lehr- und lernbar
ist, und mathematische Innovationen ebenso wie das Nachvollziehen mathemati-
scher Texte keines besonderen angeborenen Talentes bediirfen (vgl. auch 7.2.1).
In der Diskussion um den Kunstcharakter von Mathematik ist zum einen also
zu kléren, ob und inwiefern das Hervorbringen eines schénen Stiicks Mathematik
gelernt werden kann. Damit einher geht zum anderen die Frage nach den Vor-
aussetzungen, die ein schaffender Mathematiker notwendig erfiillen muss. Es sind
also insbesondere die persénlichen Bedingungen der Produzenten und der FEnt-
stehungsprozess in den Blick zu nehmen. Die Produkte allein geben hier wenig
Aufschluss.

Um einen angehenden Kiinstler anzuleiten, miissen einerseits gewisse handwerk-
liche und technische Grundfertigkeiten geschult werden und andererseits bedarf
es der Werke anderer als Modell. Das kiinstlerische Genie ist nun in der Lage, in
diesen Modellen die zugrunde liegenden Prinzipien zu sehen und diese in eigenen
Werken kreativ umzusetzen. Der Mathematiker muss dagegen die Regeln nicht
aus einzelnen Beispielen abstrahieren, sie kénnen ihm explizit gelehrt werden (vgl.
7.2.1).

Der Rolle von Beispielen fiir die Entstehung neuer Werke muss also besonderes
Augenmerk geschenkt werden. Diese bildet ein Spannungsfeld mit der Rolle des
systematisch lehrbaren Wissens innerhalb der Mathematik. Es stellt sich dabei die
Frage nach dem Wert bestehender Stiicke der Mathematik bzw. des weitergegebenen
Wissens fiir das mathematische Schaffen.
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Wie unter 7.1 dargestellt darf Kant folgend ein Gegenstand, um als Kunstwerk an-
gesehen zu werden, nicht nur angenehm fiir die Sinne sein, sondern muss vielmehr
etwas den Verstand Anregendes bereit halten. Ein Kunstwerk muss, wie Kant es
ausdriickt, ,Geist“ haben, mithin also eine ,Asthetische Idee transportieren (vgl.
7.3.1). Ein Kunstwerk steht demnach nicht fiir sich, sondern trégt ein mentales
Konstrukt, das nur in der Kunst ausgedriickt werden kann aber iiber das konkrete
Werk hinaus weist. So regt einerseits ein echtes Kunstwerk beim Rezipienten das
Jreie Spiel der Gemiitskrifte an (vgl. 4.1.1). Andererseits gilt, wie unter 7.3.2
diskutiert die Umsetzung einer abstrakten Idee in einem Kunstwerk als kreativer
Akt eines Genies.

Mit Blick auf die Produkte der Mathematiker ist also zu kléren, inwiefern sie et-
was transportieren, das im konkret gegebenen Text nicht explizit enthalten ist
bzw. ob das konkret gegebene mathematische Produkt nur der Ausdruck fir et-
was dariiber hinaus weisendes ist. Die Aufmerksamkeit muss damit auf der Rolle
der Einbildungskraft liegen. Damit einher geht bezogen auf die Entstehung die-
ser Gegenstiande die Frage, inwieweit dabei von einem kreativen Prozess die Rede
sein kann. Bezogen auf die Rezeption solcher Gegensténde ist entscheidend, ob im
Nachvollziehen die hinterliegende Idee rein verstandesméfig zu erfassen ist.

Insgesamt zeigen insbesondere die Untersuchung zur Kantischen Unterscheidung
von Genie und groffem Kopf, dass eine Entscheidung iiber den Kiinstlercharka-
ter des Mathematikers davon abhéngt, ob nur die Produkte oder auch ihr Ent-
stehungsprozess in den Blick genommen werden (vgl. 7.2). Die unter 7.3.2 darge-
stellten Ergebnisse zur Rolle der Einbildungskraft und dem Verhéltnis von konkre-
tem Kunstwerk und &sthetischer Idee weisen dariiber hinaus darauf hin, dass ein
weiteres entscheidendes Moment darin besteht, wie eng der Begriff der Produkte
gefasst wird. Die Entscheidung dariiber, was im Begriff des Kunstwerks mitgedacht
wird, gibt damit den Antworten aller hier abschliefend zusammengefassten Fragen
die Richtung vor und ist somit insbesondere auch fiir die Mathematikésthetik von
Bedeutung.






Kapitel 8

Eine Theorie der Kunstform
Mathematik

Soll die Mathematikésthetik als Subdisziplin einer Theorie der Kunst aufgefasst
und betrieben werden, so ist eine Voraussetzung unabdingbar: Der betrachtete
Gegenstand muss eine Kunstform sein oder mindestens begriindet als solche be-
handelt werden diirfen. In Kapitel 6 wurde eine Vielzahl von Ansétzen vorgestellt
und diskutiert, die diese Voraussetzung grundsétzlich bejahen und daraus inter-
essante und fruchtbringende Schliisse ziehen und ausfithren. Mit der Position Im-
manuel Kants dagegen wurde eine in einer ausfiihrlichen Kunsttheorie verankerte
Argumentation gegen die Moglichkeit, die Mathematik als Kunst und insbesondere
den Mathematiker als Kiinstler zu betrachten, vorgestellt. Im Folgenden werden
nun die zum Ende von Kapitel 7 herausgearbeiteten neuralgischen Punkte der Ge-
genargumentation aufgegriffen und mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 6 erneut
diskutiert. In einem zweiten Schritt wird dann die Frage nach dem Kunstcharak-
ter der Mathematik vor dem Hintergrund der bisherigen Ergebnisse erneut gestellt
und ein Antwortversuch gewagt.

8.1 Diskussion der Kantischen Gegenargumente

Zu den in Kapitel 7 herausgearbeiteten Punkten, an denen sich die Kantische
Gegenargumentation insbesondere entspinnt, zéhlt zum einen der schaffende Ma-
thematiker und die mathematische Praxis (vgl. 7.4): Im Fokus stehen hier die
personlichen Bedingungen der Produzenten, wie sie sich in den Produkten einer-
seits und im Entstehungsprozess der Mathematik andererseits niederschlagen. Eine
entscheidende Rolle spielen dabei die Méglichkeiten, der Lehr- und Lernbarkeit des
mathematischen Schaffens. Zum anderen stehen die Produkte im Zentrum des In-
teresses und die Frage, ob und inwiefern sie einen iiber den eigentlichen Inhalt
hinausgehenden #sthetischen Gehalt erkennen lassen. Sowohl auf die Einwénde
Kants gegen den Geniestatus des Mathematikers, als auch seine Argumente gegen
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den Kunstwerkcharakter mathematischer Produkte soll hier nun skizzenhaft mit
Ansiitzen und Ergebnissen aus Kapitel 6 geantwortet werden.

Zum mathematischen Genie

Kant gesteht den Mathematikern héchstens den Status ,,grofier Képfe zu, die sich
vom ,miihseligsten Nachahmer und Lehrlinge” nur graduell unterscheiden. Das ma-
thematische Schaffen ist demzufolge prinzipiell lernbar und steht somit im Gegen-
satz zum angeborenen Talent des kiinstlerischen Genies. (Vgl. 7.2.1) Dem stehen
die unter 6.1 dargestellten Ansétze zur Arbeitsweise des schaffenden Mathemati-
kers grundsétzlich entgegen: Stellvertretend kann hier Henri Poincaré angefiihrt
werden, fiir den es als ,selbstverstandlich” gilt, dass ,nicht jeder zu neuen Entde-
ckungen befihigt ist* (Poincaré, 1914, S. 36), und nur relativ wenige Menschen
seien mit der fiir die mathematische Erfindung nétigen &dsthetischen Intuition be-
gabt. Dabei bestehe ein prinzipieller Unterschied zwischen jenen, die ,jiiber eine
ungewoOhnliche Gedéachtnisstirke und iiber eine grofe Konzentrationskraft” verfi-
gen und damit in der Lage sind, durch Auswendiglernen Mathematik zu verstehen
und anzuwenden, und jenen, die auferdem schopferisch titig werden konnen (Poin-
caré, 1914, S. 39).

Das Hauptargument Kants gegen den Geniecharakter des Mathematikers entsteht
aus der Beobachtung, dass eine mathematische Argumentation im Nachhinein
Schritt fiir Schritt dargelegt und nachvollzogen werden kann, wodurch prinzipiell
jeder in die Lage versetzt werden koénne, selbst Mathematik hervorzubringen. Dem
kann erneut die Meinung Poincarés entgegengesetzt werden, der in Die mathema-
tischen Definitionen und der Unterricht den Unterschied zwischen der logischen
Priifung bereits vorliegender Mathematik und der mathematischen Erfindung neu-
er ,Muster der Mathematiker” deutlich herausstreicht:

»,Die Logik lehrt uns erkennen, ob eine Kombination korrekt ist; aber
wozu niitzt das, wenn wir nicht die Kunst besitzen, zwischen allen mog-
lichen Kombinationen die richtige zu wahlen. Die Logik lehrt uns, dafs
wir auf diesem oder jenem Wege sicher keinen Hindernissen begegnen
werden, sie sagt uns nicht, welcher Weg zum Ziele fiihrt. Um dahin
zu gelangen, mufs man das Ziel von weitem sehen, und die Intuition
ist eben die Fahigkeit, welche uns das Sehen lehrt. Ohne Sie wiirde es
dem Mathematiker ergehen wie dem Schriftsteller, der in der Gramma-
tik vollkommen bewandert ist, aber keine Ideen hat.“ (Poincaré, 1914,
S. 116, Hervorhebung S.Sp.)

Mit dieser Einschétzung unterstreicht Poincaré den unter 7.2.2 bereits dargestell-
ten Einwand Wenzels gegen die Kantische Argumentation: Die logischen Regeln
der Mathematik konnen begrifflich eindeutig expliziert werden, sie geben aber
nicht vor, wie sie zu verwenden sind. Letzteres bedarf der Kreativitdt und der
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dsthetischen Intuition' — ganz #hnlich der Arbeit des von Kant beschriebenen
kiinstlerischen Genies.

Mathematikasthetische Ideen

Kant folgend sind Kunstwerke Tréger &dsthetischer Ideen, die es moglich machen,
ohne begrifflich gegeben zu sein, Verstand und Einbildungskraft anzuregen und in
ein fiir Geschmacksurteile notwendiges ,freies Spiel“ zu versetzen. Einem Kunst-
werk wird so ein iiber den konkret fassbaren Gegenstand hinaus weisender dstheti-
scher Gehalt zugesprochen.(Vgl. 7.3.1) Wenn im mathematische Schonheitsbegriff
genuin asthetische Elemente identifiziert werden konnen, die zum Gegenstand ge-
horig beschrieben werden, so miissen auch in der Mathematik solche dsthetischen
Ideen eine Rolle spielen.? Die Ergebnisse aus Kapitel 6 liefern weitere Indizien,
die insbesondere den Umgang mit den mathematisch-ésthetischen Ideen beschrei-
ben: Grundsétzlich zeigen u.a. die oben vorgestellten Analysen Reviel Netz’ (vgl.
149), dass auch das mathematische Kunstwerk also das niedergeschriebene Pro-
dukt nicht vollstdndig logisch determiniert ist und somit Spielrdume fiir die dsthe-
tische Gestaltung bestehen. Dass diese ,kiinstlerische Freiheit* genutzt wird, um
dsthetische Ideen in den mathematischen Hervorbringungen zu realisieren, zeigen
nicht nur seine Untersuchungen antiker Beispiele: All die auf &sthetischen Ein-
schitzungen griindenden Urteile des Mathematikwelt-Publikums verweisen auf die
Umsetzung. Insbesondere die Moglichkeit, die Mathematik als ,Asthetische Kom-
munikation® zu sehen (vgl. 6.4.3) muss darauf zuriick greifen. Dass Positionen wie
die unter 6.3.1 vorgestellten das Nachvollziehen mathematischer Texte mit (&s-
thetischen) Literaturerlebnissen vergleichen, ist auferdem ein Beleg dafiir, dass
deren #sthetischer Gehalt nicht (allein) dem gelungenen Vortrag, geschuldet ist.3
Auch die Identifikation mathematischer Stile auf der Grundlage genuin &stheti-
scher Eigenschaften (vgl. 6.2) ist nur denkbar, wenn die betrachteten ,Muster der
Mathematiker* sich durch Eigenschaften auszeichnen, die iiber den ,rein* mathe-
matischen Gehalt hinausweisen.

Fiir Kant spielt sowohl zur Wahrnehmung als auch zur Umsetzung &sthetischer
Ideen die (produktive) Einbildungskraft eine besondere Rolle. Auch in seiner Ma-
thematikkonzeption nimmt die Einbildungskraft einen zentralen Platz ein, jedoch
mit einer von der Kunst klar unterschiedenen Funktion (vgl. 7.3.2). Diese Unter-
scheidung wird nicht von allen Autoren geteilt, so dass gerade Konzepte der Einbil-
dungskraft genutzt werden, um den Mathematik-Kunst-Vergleich zu begriinden.
Dazu zdhlen u.a. jene, die unter 6.1 dem Kiinstler Kreativitdt und phantasievol-
les Handeln unterstellen. Die grofse Bedeutung der Einbildungskraft, die fiir die
Mathematik aus der Abstraktheit ihrer Gegensténde erwéchst aufgreifend schliefst

1Vgl. dazu auch die Darstellungen zum mathematischen Schaffensprozess unter 6.1.

2Siehe dazu auch die Zusammenschau zur mathematischen Schénheit in Kapitel 5.

3Dem mathematischen Vortrag gesteht auch Kant gewisse dsthetische Eigenschaften zu (vgl.
4.3.3).
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Holger Wille schlieflich sogar auf einen ,wissenschaftsasthetischen Sonderstatus
des Mathematischen* (Wille, 2004, S. 212):

Es gibt in der reinen Mathematik wohl keinen Bereich, in dem die
Frage, ob die Wahrheit mathematischen Wissens durch &sthetische
Gesichtspunkte konstituiert wird, als illegitim verworfen werden kénn-
te. [...] Die Mathematik wire als ein wissenschaftsisthetisches For-
schungsfeld damit geradezu pradestiniert. (Wille, 2004, S. 209)

Sowohl dem Kantischen Einwand gegen das mathematische Genie als auch sei-
nem Einwand gegen mathematischer Produkte eigener dsthetischer Ideen kénnen
also Argumente entgegen gesetzt werden. Diese kénnen zwar die Kantische Ar-
gumentation gegen den Kunstcharakter der Mathematik nicht vollends entkriftet
— dazu unterscheiden sich Voraussetzungen, Ziel und Hintergrund der in Kapitel
6 dargestellten Positionen zu stark von Kants Theorie — jedoch relativieren sie
die Einwéinde soweit, dass ein weiteres Nachdenken iiber den Kunstcharakter des
Mathematischen vor dem Hintergrund eines eher weit gefassten Mathematikver-
stdndnisses moglich bleibt.

8.2 Der Kunstcharakter der Mathematik

Es ist naheliegend die Frage, ob ein Beweis als Kunstwerk oder sein Produzent
als Kiinstler gelten kann, anhand bereits existierender Kunstdefinitionen zu dis-
kutieren. Eine solche Herangehensweise birgt jedoch Probleme verschiedener Art:
Erstens zeigt sich eine generelle Schwierigkeit, den Begriff der Kunst zu fassen
darin, dass innerhalb der allgemeinen Kunsttheorie kein Konsens iiber eine giiltige
Definition besteht. Es wird nicht einmal mit Sicherheit davon ausgegangen, dass
eine solche iiberhaupt existieren kann.* Die bestehenden Begriffsbestimmungen
werden entweder als zu weit, wie etwa die oben vorgestellte Institutionstheorie,
oder als zu eng kritisiert, d.h. sie enthalten nicht alles, was allgemein zum Be-
griff der Kunst z&hlt bzw. beziehen sich nur auf eine bestimmte Zeit oder einen
bestimmten Kulturkreis (vgl. etwa Davies, 2001). Zweitens fiihrt eine Priifung ver-
schiedener Kunstdefinitionen beziiglich ihrer Anwendbarkeit auf die Mathematik
lediglich zu vagen Anhaltspunkten beziiglich der Ausgangsfrage und auf ein weites
Feld dariiber hinausweisender Fragen.® Die Auswahl eines bestimmten Kunstbe-
griffs, an dem dann die Mathematik gemessen wird, fiihrt, wie der abschliefende
Uberblick iiber Kapitel 6 zeigt, drittens zu einer zu stark eingegrenzten Sicht auf
die Mathematik. So wird in der Regel lediglich ein Aspekt aus dem Bereich der

4Diese skeptische Haltung vertritt etwa Weitz (2002).

5Das Feld zu klirender Voraussetzungen reicht von der Frage nach genuin dsthetischen Eigen-
schaften der Mathematik, iiber den ontologischen Status mathematischer Gegensténde bis
zu den Bedingungen &dsthetischer Erfahrungen im Bereich des Mathematischen (vgl. Spies,
2008b). Ein insbesondere iiber das Konzept der Familiendhnlichkeit argumentierender An-
satz ist auflerdem bei Reiner (1994) zu finden.
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Mathematik herausgegriffen und mit der entsprechenden Facette der Kunst ver-
glichen.

Denis Dutton begegnet dem ersten der genannten Probleme nicht mit dem Versuch
einer weiteren Kunstdefinition, sondern mit einer Liste universeller Eigenschaften,
die sich aus der Analyse géngiger Kunstbegriffe ergeben. Dabei zieht er sowohl
historische Kunstverstdndnisse als auch die Ergebnisse der Ethnodsthetik mit ein.
Duttons sieben ,,Universal features of art“ bieten explizit keine Auflistung hin-
reichender und notwendiger Kriterien, jedoch ist er der Uberzeugung, dass kein
kulturelles Phéanomen vorstellbar sei, das diesen Eigenschaften geniige und nicht
als Kunst gelten kénne (Dutton, 2001, S. 210). Im Folgenden soll daher der Frage
nachgegangen werden, inwiefern sich die Mathematik im vorgeschlagenen System
der ,Aesthetic Universals® wiederfindet. Die dritte der oben aufgezeigten Schwie-
rigkeiten ernst nehmend soll hier den in Kapitel 6 vorgestellten Ansétzen keine
weitere Einzelposition zur Seite gestellt werden. Vielmehr werden die Ergebnisse
der vorangegangenen Kapitel gemeinsam mit der vorgeschlagenen Kontrastierung
an den Kantischen Gegenargumenten die Grundlage bilden und als Referenz die-
nen. Auf diese Weise entsteht einerseits eine systematische Zusammenschau der
bisher diskutierten Ergebnisse und andererseits verspricht dies ein moglichst um-
fassendes Bild der potentiellen Kunstform Mathematik:

»Expertise or virtuosity"

Als erste universelle Eigenschaft beobachtet Dutton, dass die Kunstproduzenten
spezielle Voraussetzung erfiillen miissen. Dazu z&hlt er neben grundlegendem tech-
nischen Kénnen auch, dass es Personen gibt, die sich durch ein besonderes kiinst-
lerisches Talent auszeichnen und dafiir bewundert werden (vgl. Dutton, 2001,
S. 210). Bezogen auf die Mathematik zielt diese erste Eigenschaft bereits auf
einen der kritischen Punkte, ndmlich auf die kontrovers diskutierte Frage nach
dem Geniestatus des Mathematikers. Zunéchst kann festgehalten werden, dass
auch Immanuel Kant den Mathematikern keineswegs die Moglichkeit einer tech-
nischen Virtuositédt auf ihrem Gebiet abspricht, sondern vielmehr die Fahigkeiten
der ,Grofen Kopfe* anerkennt. Wie die Ausfiihrungen unter 7.2 und die Diskussion
unter 8.1 nahelegen, muss diesen grofen Képfen auferdem nur dann ein besonderes
kiinstlerisches Talent und damit der Geniestatus abgesprochen werden, wenn von
ihren Produkten auf einen vorbestimmbaren Entstehungsprozess geschlossen wird.
Da hier ein umfassendes Bild der mathematischen Kunst gezeichnet werden soll,
muss, wie unter 8.1 geschehen, diese Kantische Perspektive durch solche Argumen-
tationen ergéinzt werden, die zunéichst die Arbeitsweise des Mathematikers in den
Blick nehmen. Auf dieser Grundlage zeichnet sich ein schaffender Mathematiker
durch mehr aus als eine aufergewohnliche fachliche Expertise. Thm wird eine (auf
dsthetischer Intuition griindende) spezielle Begabung zugeschrieben.®

6Vgl. 8.1 auf der Grundlage von 6.1.
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»Non-utilitarian pleasure*

Mit der zweiten universellen Eigenschaft nimmt Dutton die Wirkung des Kunst-
werks auf den Rezipienten in den Blick:

»Aspects of the embodiment, however, give pleasure in experience aside
from these practical or informational/communicative considerations.”

(Dutton, 2001, S. 210)

Ein als Kunstwerk geltender Gegenstand darf niitzlich sein, aber und vor allem
muss er beim Rezipienten ein davon unabhéngiges Vergniigen auslosen koénnen
und somit das Potential besitzen, nur um seiner selbst willen zu gefallen. Solches,
den Kantischen Terminus aufgreifend, ,interesseloses Wohlgefallens* will Dutton
als ,dsthetisches Vergniigen“ bezeichnen, wenn der betrachtete Gegenstand ein
Kunstwerk ist (vgl. Dutton, 2001, S. 210). Bezogen auf die Mathematik kénnte hier
zunéchst auf die géngig Unterscheidung von reiner und angewandter Mathematik
Bezug genommen werden. Diese verweist jedoch nur darauf, dass reine Mathe-
matik nicht betrieben wird, um auflermathematischen Anwendungen zu geniigen.
Die Frage nach dem Status der innermathematischen Niitzlichkeit korrespondiert
dagegen mit der Diskussion, ob einem Stiick Mathematik ein iiber seine mathe-
matische Aussage hinausgehender Gehalt zugeschrieben werden kann, da es nur
so ein von Niitzlichkeitserwdgungen unabhéngiges Vergniigen bereiten kann. Dass
diese Voraussetzung fiir ,non-utilitarian pleasure” nicht so abwegig ist, wie Kants
Argumentation es zundchst vermuten ldsst, zeigen die oben skizzierten Antwor-
ten (vgl. S. 185ff). Dartiber hinaus bietet die Untersuchung des mathematischen
Schonheitsbegriffs viele Beispiele dafiir, dass die mathematisch-asthetischen Ideen
tatsachlich ein Vergniigen am einzelnen Stiick Mathematik um seiner selbst willen
auslosen kénnen und auch im mathematisch-dsthetischen Urteil die Zweckméfig-
keit zwar eine Rolle spielt, letztlich aber nicht die ausschlaggebende Eigenschaft
ist (vgl. ).

»otyle*

Ein erkennbarer Stil stellt Dutton folgend eine zentrale Eigenschaft von Kunstwer-
ken dar. Die stilistischen Eigenheiten diirfen dabei sehr unterschiedlicher Natur
und Grundlage sein. Zum Stil eines Werks zdhlen sowohl durch religitse Tradi-
tionen oder andere kulturelle Konstanten bedingte formale oder kompositorische
Eigenheiten als auch Zeugnisse der individuellen Kreativitdat des Produzenten. Ent-
sprechend beobachtet Dutton in der Entwicklungsgeschichte einer Kunstform so-
wohl langsame als auch plotzliche Stilwechsel. Obgleich solche Stile in nahezu allen
kurlturellen Hervorbringungen denkbar sind, bilden sie eine in der Kunst immer
auszumachende universelle Eigenschaft. Daraus folgt fiir Dutton “it is crucially but
not uniquely important to art (Dutton, 2001, S. 211). Die Ausfithrungen unter 6.2
belegen eindeutig, dass auch bezogen auf die Mathematik verschiedene Stile iden-
tifizierbar sind. Diese werden, wie von Dutton beschrieben, einerseits kulturellen
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Einfliissen zugeschrieben, was den Vergleich zu Stilepochen der Kunstgeschichte
erlaubt. Andererseits sind aber auch in Form und Aufbau mathematischer Texte
Elemente erkennbar, die auf den individuellen Stil des produzierenden Mathe-
matikers verweisen (vgl. 6.3.2). Bemerkenswert ist dabei weiter, dass einige der
identifizierten stilbildenden Eigenschaften mit den in Kapitel 2 herausgearbeite-
ten Charakteristika mathematischer Schonheit korrespondieren, so dass es sich
bei einem solchen Stil der Mathematik mindestens um eine genuin mathematik-
dsthetische Kategorie handelt. Zudem konnte die Relevanz mathematischer Stile
insbesondere fiir mathematikhistorische Betrachtungen dargestellt werden. (Vgl.
6.2.2)

,.Criticism*

Als vierte universelle Kunsteigenschaft stellt Dutton die Existenz einer Sprache
heraus, mit deren Hilfe einzelne Werke beurteilt, eingeordnet und kritisiert wer-
den konnen. Die kritische Instanz muss nicht notwendiger Weise in einem eigenen
Wissenschaftszweig bestehen, wie es fiir die bildenden Kiinste in westlichen Kul-
turkreisen iiblich ist. Die Kritik kann auch auf weniger elaborierter Ebene etwa
durch das Publikum oder auch durch die Kiinstler untereinander auftreten. (Vgl.
Dutton, 2001, S. 211) Auch die ,Muster der Mathematiker* werden systematisch
einschlagigen Bewertungen unterzogen. Stellvertretend kann hier an die oben zi-
tierte Beschreibung des mathematischen Arbeitens durch Martin Schiralli erinnert
werden, in der er parallel zum Kiinstler bzw. Kunstwissenschaftler dem Mathe-
matiker zuschreibt, die Leistungen anderer zu evaluieren (vgl. S. 125). Dabei wird
eine solche Bewertung nicht nur von der Frage geleitet, ob das gesteckte inner-
mathematische Ziel korrekt erreicht wird. Vielmehr sind es Eigenschaften, wie
die in Kapitel 2 zusammengestellten mathematikéisthetischen Charakteristika, die
die mathematische Kritik begleiten. Nicht zuletzt wird dem Asthetischen bezo-
gen auf die Mathematik eine evaluative Funktion zugesprochen (vgl. z.B. Sinclair,
2006a). Dem Mathematiker als Kritiker steht somit nicht nur grundsétzlich ein zur
mathematisch-inhaltlichen Beurteilungen notiges Vokabular zur Verfiigung, son-
dern er nutzt auch aus dem Bereich der Kunstkritik bekannte Begriffe. Die Kritik
im Bereich der Mathematik kann somit sogar als eine (mathematik-)ésthetische
beschrieben werden.” Argumente, die im Fehlen (professioneller) Kritiker einen
den Kunststatus in Frage stellenden Mangel der Mathematik sehen (vgl. 6.4.2),
greifen hier nicht, da Dutton die Kritik explizit nicht an einen exklusiven von den
Produzenten verschiedenen Personenkreis bindet.

"Da Dutton selbst bestiitigt, dass »|t|he development of a critical vocabulary and discourse,
including criteria for excellence, mediocrity, competence/incompetence, and for failure, |.. .|
intrinsic to almost all human activities outside of art* (Dutton, 2001, S. 211) ist, riickt durch
diese Beobachtung die Mathematik etwas ndher an die Kiinste.
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»Imitation®

Dutton beschreibt mit seiner fiinften universellen Kunsteigenschaft das Phéno-
men, dass mit Hilfe von Kunstwerken haufig Erfahrungen der Realitét représen-
tiert oder imitiert werden (vgl. Dutton, 2001, S. 211). Mindestens bezogen auf
die reine Mathematik liegt eine solche Imitation oder Reprisentation aufiermathe-
matischer Wirklichkeit nicht auf der Hand. Martin Schiralli beschreibt jedoch als
eine Handlungsweise der Mathematiker auch die Représentation und meint damit
vorrangig die Formalisierung innermathematischer Muster (,|They| represent pat-
terns, i.e. describe them in formal terms* (vgl. 125)).8

yJmitation” kann im Bereich des Mathematischen nur randsténdig verortet werden.
Jedoch sieht Dutton mit abstrakter Malerei und Musik auch Ausnahmen aus dem
Bereich der ,anerkannten Kiinste“, die dieser Eigenschaft nicht gerecht werden.

»Special focus*

Mit der sechsten Eigenschaft weist Dutton darauf hin, dass sich kiinstlerische
Darstellungsformen héufig vom Alltéglichen abheben und zu einem ,special and
dramatic focus of experience” (Dutton, 2001, S. 211) fiihren. Dazu zihlen u.a.
ritualisierte, formalisierte Darbietung, die das (Kunst)Erlebnis insbesondere auf
emotionaler Ebene intensivieren. (Vgl. Dutton, 2001, S. 211f) Bezogen auf die
,Muster der Mathematiker” ist ein spezieller Fokus zunéchst allein durch die Tat-
sache erfiillt, dass sie abgesehen von der Anwendung nicht im Alltéglichen rezipiert
wird, sondern hauptséchlich in ritualisierten Formen wie Vorlesungen, Schulunter-
richt 0.4. zur Auffiihrung kommt. Dem gegeniiber steht jedoch die Tatsache, dass
das mathematikésthetische Erleben nicht an eine solche Darbietung gebunden ist,
sondern sich héufig erst in der individuellen nicht zu institutionalisierenden Aus-
einandersetzung mit dem Gegenstand einstellt. Somit verweist der ,special focus®
hier auf die Unterscheidung der mathematikéisthetischen Kategorien Schonheit und
Eleganz: Wahrend ein Rezipient beziiglich eines Beweises unabhéngig von der Dar-
stellungsform zum Urteil schon kommen kann, beschreibt das Attribut ,elegant

8 An dieser Stelle kénnten zwar die in den Naturwissenschaften allenthalben zu findenden ma-
thematischen Beschreibungen bzw. Reprasentationen der beobachtbaren Welt oder auch das
mathematisch Modellieren in die Diskussion einbezogen werden. Die Mathematik kommt in
diesen Fallen jedoch hauptséichlich als Werkzeug zum tragen und wird auf Grund ihrer Niitz-
lichkeit, nicht aber um ihrer selbst willen geschétzt. Solche Anwendungen wiirden damit nicht
nur den durch die hier als Grundlage dienenden Untersuchungen der vorangegangen Kapi-
tel gesteckten Rahmen verlassen, sondern auch einen Widerspruch zur zweiten universellen
Eigenschaft bedeuten.

9Dutton entlehnt diese Eigenschaft dem von Ellen Dissanayake hervorgehobenen ethnoésthe-
tischen Universalie des ,making special®. Diese identifiziert Sinclair wiederum als die Not-
wendigkeit, in der Erfahrungswelt Dinge als beachtens- und schmiickenswert zu identifzieren.
Dies wiederum erkennt sie bezogen auf die das Lehren und Lernen von Mathematik als Mittel
zur Vermeidung von Monotonie oder Chaos. Wie genau sich ein solches ,making special® im
Mathematikunterricht auszeichnet und welche Rolle der emotionalen Ebenen dabei zukommt,
markiert Sinclair als offene Fragen. (Vgl. Sinclair, 2009, S. 53)
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gerade die Art der Présentation (vgl. 2.5.1) und ggf. den ,special focus, der so-
mit die mathematikésthetische Erfahrung intensivieren kann, fiir diese aber nicht
notwendig ist.

»imaginative experience"

Mit dem letzten Punkt der ,aesthetic universals® greift Dutton einen auch in der
Diskussion um den Kunststatus der Mathematik immer wieder zur Sprache kom-
menden Eigenschaftskomplex auf. Er beschreibt die Kunst sowohl fiir den Kiinstler
als auch fiir sein Publikum als imaginative Erfahrung (Dutton, 2001, S. 212). Da-
mit wird die Notwendigkeit von Phantasie und Kreativitét fiir die kiinstlerische
Produktivitét sowie die Rolle der Einbildungskraft bei der Rezeption betont. Be-
zogen auf die Mathematik wurde dieser Punkt und unter dem Eindruck der Kan-
tischen Einwénde unter 8.1 ausfiihrlich diskutiert. An dieser Stelle kann nochmals
betont werden, dass der mathematische Schaffensprozess unter 6.1 insbesondere
durch die Darstellung der individuellen mathematischen Erfindung als ,imagina-
tive experience” par excellence beschrieben wird. In der Diskussion um die Rolle
von Einbildungskraft in der Mathematik und die (mathematik)asthetischen Ideen
konnte aufserdem eine Vielzahl von Zeugnissen fiir imaginative Erfahrungen aus
Kapitel 6 als Antwort auf die skeptische Haltung Kants angefiihrt werden (vgl.
S. 185).

Der Abgleich von Duttons Universalien mit den im Zusammenhang mit der Kunst-
frage zur Sprache gebrachten Aussagen iiber die Mathematik der beiden vorange-
gangenen Kapitel zeigt, dass die Mathematik als eine kulturelle Praxis aufgefasst
werden kann, der mehr oder weniger umfassend jede der Eigenschaften zukommt
und damit Dutton folgend ,art in some sense* (Dutton, 2001, S. 210) ist. Die
zundchst auf Intuition und subjektiver Erfahrung griindende Annahme vieler mit
Mathematik Vertrauter, iiber eine Kunstform zu sprechen, steht nicht zuletzt durch
die Biindelung der Einzelindizien damit auf einer breiteren Grundlage. Der Ver-
gleich von Kunst und Mathematik kann somit nicht ldnger als Ausdruck der Ei-
telkeiten bestimmter Mathematiker, ,Selbststilisierung der Mathematik* (Heintz,
2000, S. 145) oder Rechtfertigungsversuch abseits der Anwendung abgetan wer-
den.

Gleichzeitig verstiarkt die Passung von Mathematik und Duttons kiinstlerischen
Universalien einen bereits in Kapitel 6 entstehenden Eindruck: Die Kunstnihe der
Mathematik in ihrer vollen Ausprigung kann nur erkannt werden, wenn sowohl die
mathematische Praxis als auch ihre Hervorbringungen einbezogen werden und da-
mit ein relativ breites Mathematikverstdndnis zu Grunde liegt. Die Kantische Po-
sition unterstreicht dies und liefert ein Beispiel dafiir, dass der Kunst-Mathematik-
Vergleich begriindet abwegig erscheinen kann, wenn bestimmte Aspekte der Ma-
thematik und insbesondere der mathematischen Praxis ausgeblendet werden.

Obgleich eine Entscheidung iiber den Kunststatus der Mathematik naturgeméf
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nicht abschliefend moglich ist, existieren hinreichend viele Indizien, um mindes-
tens situationsabhéngig den Kunstcharakter der Mathematik anzunehmen, ohne in
den Verdacht genereller Falschaussage geraten zu miissen. M.E. ist somit ein prag-
matischer Umgang geboten: Die Mathematik kann und sollte, wo dies niitzlich
erscheint, als kunstdhnliche Disziplin behandelt werden, und somit eine Mathe-
matikésthetik als Theorie der Kunstform Mathematik moglich machen. Eine so
verstandene mathematikisthetische Perspektive erweitert den Blick auf andere In-
teressensgebiet der Mathematikphilosophie und tragt zur addquaten Beschreibung
der unterschiedlichen Ebenen mathematischer Praxis bei.



Teil 11

Anwendung und
Konkretisierung






Kapitel 9

Asthetische Perspektiven fiir das
Lehren und Lernen von
Mathematik

»Es muss unter allen Umstédnden vermieden werden, dass Menschen
das Gymnasium verlassen, ohne auch nur einen Zipfel der ergreifenden
Schonheit der Mathematik gesehen und miterlebt zu haben.” (Barth,
2005, S. 76)

Die Integration des Asthetischen in den Mathematikunterricht muss Armin P.
Barth folgend ,eine der ersten Forderungen an guten Unterricht“ (Barth 2005, S.
76) sein. Vor dem Hintergrund der bisherigen Ausfiithrungen verwundert diese For-
derung zunéchst nicht: Es liegt nahe, dass auch fiir den schulischen Mathematikun-
terricht die Schonheit als Eigenschaft der zugrunde liegenden Wissenschaft, die von
vielen Mathematikern als zentral beschrieben wird und einen umfassenden Blick
auf den Gegenstand ermoglicht, von besonderem Interesse ist. Dies wird aufserdem
durch die Tatsache verstéirkt, dass die Mathematik aus guten Griinden als Kunst-
form behandelt werden kann. Der Mathematikésthetik einen wichtigen Platz im
Rahmen ,guten“ Mathematikunterrichts einzurdumen, ist somit eine naheliegen-
de Folgerung mathematikésthetischer Beobachtungen, deren konkrete Umsetzung
geboten ist. So fordert auch der Lehrplan Mathematik fiir die Sekundarstufe IT in
Nordrhein-Westfalen unter der Uberschrift , Forderung langfristiger Einstellungen®
u.a.:

,Sie [die Schiilerinnen und Schiiler] sollen fiir die Mathematik positiv
motiviert werden, sollen die Leistungsfahigkeit und Schonheit der Ma-
thematik erfahren.“ (Lehrplan Mathematik Sek. II NRW, 1999, S. 38)

Ein Blick in den Lehrplan, der iiber diese sehr allgemein formulierten Forderung
hinaus geht, zeigt aber, dass es nicht zur Konkretisierung fiir die Praxis kommt.
Es finden sich weder Hinweise darauf, wie diese ,langfristige Einstellung® im Un-
terricht vorbereitet werden kann, noch werden Verbindungen zu anderen Themen
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und Zielen des Lehrplans, wie sie sich etwa durch den Kunstcharakter der Ma-
thematik ergeben, gezogen. Die Schonheit der Mathematik wird mithin lediglich
als Leerformel verwendet und formuliert zunéchst nur ein hehres Ziel, das es im
Folgenden in Bezug zu setzen gilt.!

Ein dhnliches Bild liefert ein Blick auf die mathematikdidaktische Forschung. Wenn
Schonheit und Mathematisches zusammengebracht und fiir den Unterricht frucht-
bar gemacht werden sollen, sind visuelle Erfahrungen mit regelméfigen geometri-
schen Formen, Spiralen oder bestimmten Proportionen héufig genannte Beispiele.
Solche Ansétze werden von der Hoffnung getragen, durch diese Verbindung einer-
seits die Schiilermotivation zu stédrken und andererseits durch den visuellen Ein-
druck Erkenntnisse iiber die zugrunde liegende Mathematik zu erhalten und zum
kreativen Denken anzuregen. Die Untersuchung mathematischer Grundlagen der
bildenden Kunst verspricht zusétzlich, den Mathematikunterricht durch einen zu-
néchst nicht offensichtlichen Anwendungsbereich der Mathematik zu bereichern.
Das inhaltliche Spektrum kann in diesem Bereich nahezu alle mathematischen
Teildisziplinen und Jahrgangsstufen abdecken. Dariiber hinaus bietet sich fiir die
praktische Umsetzung der Computereinsatz an.?

Die Forderung, das Erleben der Schénheit innermathematischer Strukturen und
Argumentationsgénge wie etwa der Schénheit von Beweisen oder Theoremen auch
im Bereich didaktischer Uberlegungen zu beriicksichtigen, wird zwar im Rahmen
von Arbeiten zur Asthetik der Mathematik z.B. von Seymour Papert (1988) oder
Jerry P. King (1992) erhoben und meist aus der Relevanz des Schénen fiir die
mathematische Wissenschaftspraxis hergeleitet. Im Rahmen genuin mathematik-
didaktischer Literatur wird solches Ansinnen dagegen selten aufgegriffen und dis-
kutiert.? Damit kann die Literaturlage bezogen auf die in dieser Arbeit im Zentrum
des Interesses stehenden ,Muster der Mathematiker“ auch aus didaktischer Per-
spektive als eher diirftig beschrieben werden. Dabei ist diesem Gegenstandsbereich
m.E. gerade im Zusammenhang mit der oben zitierten Lehrplanforderung auch mit
Blick auf den Mathematikunterricht besonderes Augenmerk zu schenken, markiert
er doch nicht nur einen Zusammenhang von Mathematik und Schénheit, sondern
stellt die Schénheit der Mathematik selbst ins Zentrum!

Diese und die folgenden Uberlegungen zu den didaktischen Perspektiven der Mathematikés-
thetik entstanden als Erweiterung von Spies (2011) und Spies (2012).

2Eine Sammlung mdglicher Ankniipfungspunkte des Mathematikunterrichts an die bildende
Kunst von der Jahrgangsstufe 5 bis 13 bietet das Themenheft mathematik lehren 157 (2009).
Zur Anwendung von Kunstwerken zur Forderung des Entdeckens allgemeiner mathematischer
Prinzipien sieche auerdem Beckmann (2009). Konkrete Unterrichtsvorschlédge zur Nutzbar-
machung von Kunstwerken fiir den Mathematikunterricht im Ubergang von Primar- zur Se-
kundarstufe geben z.B. Maak (2006) oder Rademakers (2009) und Siller und Siller (2007)
besprechen Unterrichtsbeispiele zur Nutzung des Mathematischen in der Musik. Eine Mog-
lichkeit des Computereinsatzes zur Rekonstruktion konkreter Kunst beschreibt Roth (2007).
Dariiber hinaus beschreibt Gerstberger (2009) Theaterstiicke iiber die Mathematik als me-
thodisches Mittel im Mathematikunterricht.

3 Ausnahmen bilden die Arbeiten von Astrid Brinkmann (z.B. Brinkmann (2006)) und Nathalie
Sinclair Sinclair (2006b, 2009) sowie Barth (2005) und Dreyfus und Eisenberg (1986).
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Das Lehrplanzitat enthalt nicht nur die Aufforderung, eine mathematikésthetische
Perspektive auf Prozesse des Lehrens und Lernens einzunehmen, sondern verweist
zudem auf konkrete Untersuchungsbereiche: So wird die Schénheit der Mathematik
als eine Moglichkeit genannt, die Schiilerinnen und Schiiler positiv zu motivieren.
Daraus ergibt sich die Frage nach der individuellen Bedeutung des Asthetischen
fiir die Mathematiklernenden auch {iber einen anfinglichen Anreiz hinaus. Wenn
der mathematischen Schénheit weiterhin zugebilligt wird, einen Beitrag zu den
Hangfristigen Einstellungen®, also mithin zum Aufbau des durch die Schule vermit-
telten Mathematikbildes leisten zu konnen, so liegt die Frage nach der Legitimation
durch die Mathematikésthetik nahe. Um zur positiven affektiven Einstellung und
zu einem tragfihigen Bild von Mathematik beizutragen, sollen Schiilerinnen und
Schiiler den dsthetischen Reiz der Mathematik ,erfahren“. Dies fiihrt zu Fragen
beziiglich der konkreten Umsetzbarkeit in der Unterrichtsprazis. Dabei gesellen
sich zu den allgemeinen Fragen nach dem Schonheitsbegriff oder Beispielen fiir die
,Muster der Mathematiker” in der Schulmathematik auch die Frage nach notwen-
digen Voraussetzungen bei Schiilern und Lehrern sowie Anforderungen an Lernsi-
tuationen, in denen mathematikésthetische Erfahrung gelingen kénnen. Schliefilich
muss sich ein fiir die allgemeinbildende Schule formuliertes Ziel immer auch der
Diskussion um den Beitrag zum Bildungswert des Faches stellen. Die Forderung
nach dsthetischen Erfahrungen mit der Mathematik impliziert dabei zweierlei: Zum
einen stellt sich die Frage, inwieweit eine dsthetische Dimension im Mathematikun-
terricht zur Positionierung des Faches innerhalb der Allgemeinbildungsdiskussion
beitragen kann. Zum anderen liegt die Frage nach den Moglichkeiten, mittels Ma-
thematik einen Beitrag zur dsthetischen Bildung zu leisten, nahe.

Solche mathematikdidaktischen Fragen konnen nur befriedigend beantwortet wer-
den, wenn sie auf ausfiihrliche Vorarbeiten der Mathematikésthetik zuriickgreifen
konnen. Wenn also im Folgenden auf die hier explizierten Problembereiche auf der
Grundlage der Ergebnisse dieser Arbeit zum Schénheitsbegriff und zum Kunststa-
tus der Mathematik eingegangen wird, so handelt es sich nicht nur um eine mog-
liche Anwendung dieser Resultate aus dem Bereich der Mathematikéisthetik als
Konsequenz systematischer Uberlegungen. Vielmehr soll auch ein Beitrag geleistet
werden, relevante Fragen beziiglich des Lehrens und Lernens von Mathematik zu
beantworten.*

9.1 Individuelle Bedeutung fiir die Lernenden

Im folgenden sollen mégliche Folgen der Integration mathematikésthetischer Ele-
mente in den Unterricht fiir den einzelnen Schiiler skizziert werden. Diese reichen

4Der Stellung in der Systematik dieser nicht in erster Linie philosophischen Arbeit ist es aber
wiederum geschuldet, dass Antworten skizzenhaft bleiben miissen und insbesondere beziiglich
konkreter Beispiele unterichtspraktischer Umsetzungen hauptséchlich der weitere Forschungs-
bedarf markiert werden kann.
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von Auswirkungen auf die emotionale Verfasstheit in der Auseinandersetzung mit
der Mathematik liber einen Beitrag zu einem langfristig tragfahigen Mathematik-
bild bis hin zu zentralen Impulsen fiir den individuellen Problemléseprozess.

9.1.1 Mathematikimmanente Motivation

Die zahlreichen im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Zeugnisse mathematik-
dsthetischen Verhaltens unterstreichen, dass die Schonheit in der Mathematik ein
positiv konnotiertes Werturteil darstellt. Die Rolle, die die emotionale Wirksamkeit
im mathematischen Schonheitsbegriff spielt (vgl. 2.4), zeigt weiterhin, dass dieses
Urteil iiber ein schones Stiick Mathematik insbesondere von positiven Emotionen
getragen wird. Die Aussicht auf ein mathematisch-asthetisches Erlebnis kann so-
mit fiir den Einzelnen ein Motiv zur Beschéiftigung mit Mathematischem abseits
von Uberlegungen zur spiteren Brauchbarkeit oder dem kurzfristigen Erfolg durch
Kalkiilbeherrschen werden.

So findet Nathalie Sinclair den motivationalen Charakter des Asthetischen, den sie
im Bereich der Forschungsmathematik identifiziert hat, auch in Schiilerbeobach-
tungen bestétigt. Sie beschreibt Beispiele, in denen das Asthetische eines Problems
die Schiiler zur Beschéftigung iiber den Unterricht hinaus motivierte, ebenso wie
Beobachtungen, in denen bestimmte Aufgaben oder Probleme gerade auf Grund
ihres #sthetischen Reizes angegangen werden (vgl. Sinclair, 2006b, S. 69fF). So be-
richtet sie iiber einen Schiiler, der im Rahmen eines Projektkurses den Vier-Farben-
Satz kennengelernt hatte und nun mit der Stichhaltigkeit des computerbasierten
Beweises haderte. Die Motivation des Schiilers, sich iiber eine lange Zeit mit dem
Problem auseinandersetzte und immer wieder selbst Gegenbeispiele zu kreieren,
fithrt sie auf verschiedenen Faktoren mit &sthetischer Dimension zuriick:

,»Tim was attracted to the misleadingly simple nature of the problem, to
the sensory appeal of making and looking at the maps, and to the way
in which the problem connected with his own experiences.* (Sinclair,
2006b, S. 72)

Mindestens die Einfachheit der Problemstellung in Relation zur Komplexitét der
Losung, aber auch die Bedeutung des Problems iiber die konkrete Situation hin-
aus konnen auch im Rahmen der in Kapitel 2 herausgearbeiteten Charakteristi-
ka verortet werden und somit auch hier als Beispiel fiir motivational wirksame,
mathematisch-dsthetische Eigenschaften gelten.

Die dsthetisch wirksame Verbindung von Einfachheit mit anderen Kriterien im
Eigenschaftskomplex der Okonomie macht die im mathematischen Schénheitsur-
teil beteiligten Eigenschaften relativ bestimmbar: So kann auch das subjektive
Erschlieffen eines nicht ohne Miihe zugénglichen Argumentationsgangs als indi-
viduell lohnenswerte Anstrengung empfunden werden, wenn dies in Relation zur
Tragweite des bewiesenen Resultates ,,gemessen” und im Unterricht transparent
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wird. Diese Perspektive geht iiber Einfachheit im Sinne von kalkiilorientierter Be-
herrschbarkeit hinaus, die lediglich einen gewissen (Noten-) Erfolg verspricht und
auf Grund dessen fiir die Schiilerinnen und Schiiler positiv konnotiert ist.

Astrid Brinkmann weist in einer empirischen Studie unter Schiilern verschiedener
Altersstufen allerdings nach, dass im Bereich schulischen Mathematiklernens diese
an externen Erfolgsindikatoren gemessene Einfachheit mit dem Begriff der Schon-
heit in Verbindung gebracht wird. Tragweite dagegen gehe nur als auffermathema-
tische Anwendbarkeit in das Werturteil, das Schiiler mit ,,Schonheit* bezeichnen,
ein:

,Das dsthetische Empfinden von Schiiler /innen ist stark gekntipft an ihr
Interesse, das Vorhandensein eines Realitétsbezugs (bei élteren Schii-
ler/innen) aber auch an ein Gefiihl von Sicherheit und Erfolg.* (vgl.
Brinkmann, 2006, S. 212)

Der Vergleich mit den in Kapitel 2 herausgearbeiteten Charakteristika mathemati-
scher Schonheit, wie sie in der mathematischen Praxis Verwendung finden, mahnt
hier allerdings zur Vorsicht. So zeigt sich dort, dass auch innerhalb der Mathe-
matik nicht jede Annehmlichkeit eine mathematisch-asthetische Kategorie ist. Bei
aller subjektiven Féarbung ist es m.E. somit nicht zuléssig, die dsthetischen Wert-
urteile in schulischer und wissenschaftlicher Praxis mit unterschiedlichem Maf zu
messen.® Auch wenn bestimmte Eigenschaften im Rahmen der Schiilerbefragung
mehrheitlich dem Urteil ,;schon® zugeordnet wurden, so muss wenigstens die Frage
gestellt werden, ob es sich dabei tatsdchlich um die Beschreibung einer ,&stheti-
schen Empfindung* handelt oder ob hier die Schonheit als Sammelbegriff positiv
konnotierter Eigenschaften wie Interesse, Realitdtsbezug oder unterrichtlicher Er-
folg verwendet wird. Fiir eine solche Deutung spricht auch Brinkmanns Befund,
dass die Schiilerinnen und Schiiler der Oberstufe ,mehrheitlich [angaben|, niemals
eine wirklich schone mathematische Aufgabe kennen gelernt zu haben“ (Brink-
mann, 2006, S. 210). Dies deutet m.E. insbesondere auf ein fehlendes Bewusstsein
der Lernenden fiir die Moglichkeiten und die Bedeutung genuin &dsthetischer Wert-
urteile im Rahmen der (Schul-)Mathematik hin. Ergebnisse wie das von Brink-
mann kénnen somit nur bedingt direkt fiir die Unterrichtspraxis nutzbar gemacht
werden. Sie betonen aber die Notwendigkeit expliziter Thematisierung moglicher
Schonheitskriterien der mathematischen Wissenschaftspraxis fiir einen Unterricht,
in dem die Schonheit der Mathematik erfahren werden soll.

5Brinkmann pladiert abschlieRend dafiir, den bei den Schiilern festgestellten , Schénheitsbegriff
zu bedienen, um im Mathematikunterricht die Schonheit erfahrbar zu machen: ,Wollen wir
mathematische Schonheit fiir Schiiler /innen erfahrbar machen, so sollten wir im Unterricht
vermehrt Aufgaben présentieren, die das Interesse der Lernenden stédrker beriicksichtigen
und moglichst auch realistische Anwendungsbeziige aufzeigen. [...] Wichtig ist allerdings ein
Bewusstsein der Lehrenden tiber das mathematische Leistungsvermdogen ihrer Schiiler/innen,
da diese eher dann Schoénheit empfinden kénnen, wenn sie gefordert, aber nicht iiberfordert
werden.“ (Brinkmann, 2006, S. 212)
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Mathematische Schonheit motiviert also nicht nur den Mathematiker zur fort-
gesetzten Beschéftigung mit bestimmten Gegenstinden, sondern kénnte &hnliche
Wirkungen auch im Mathematikunterricht entfalten. Der aufgrund (erwarteter)
dsthetischer Erfahrungen ausgeléste Anreiz stellt ein Beispiel einer intrinsischen
Motivation fiir die Mathematik dar, welche wiederum durch mathematikimmanen-
te Eigenschaften evoziert wird.® Die Hoffnung des Lehrplans, durch die Beschafti-
gung mit dem Schoénen eine langfristig wirksame, positive affektive Beziehung zur
Mathematik aufzubauen, scheint daher durchaus berechtigt.

Der in den mathematischen Schénheitsbegriff eingehende Eigenschaftskomplex der
epistemischen Transparenz verweist auf eine weitere Moglichkeit einer von exter-
nen Faktoren unabhingigen Motivation: Dem in das dsthetische Urteil eingehenden
Verstehen ist keine extrinsische Zielsetzung notwendig voran gestellt. Aus Sicht der
(Mathematik-)Asthetik ist vielmehr der Luxus des Verstehens um seiner selbst
willen erlaubt und férderlich. Dies korrespondiert mit der Forderung, ein guter
Mathematikunterricht miisse iiber blof syntaktisches Wissen und Kénnen hinaus-
gehen. Auch das tiefe Verstehen im Umgang mit schéner Mathematik integriert die
Durchdringung auf semantischer Ebene, bereichert diesen Aspekt aber noch durch
das Moment des Ahal-Erlebnisses (vgl. 2.3.2). Gerade dieses als plotzliche Klarheit
beschriebene Verstehen kann dabei einen pragenden Eindruck hinterlassen und so-
mit ebenfalls eine ,langfristige positive Beziehung* zur Mathematik mitgestalten.
Wenn auch insbesondere der Kantische Einwand gegen dsthetische Erfahrungen
mit der Mathematik u.a. die Méglichkeit einer Motivation ohne Riicksicht auf be-
stimmte Zwecksetzungen in Frage stellt (vgl. 4.3), spielt diese doch gerade fiir
den unterrichtlichen Wert der Mathematikésthetik eine zentrale Rolle. Dass die
Annahme dieser Moglichkeit gerechtfertigt ist, kann auch zusammenfassend die
Diskussion um den Kunststatus bestétigen (vgl. S. 188f): Schéne Stiicke der Ma-
thematik ermdoglichen ,Non-utilitarian pleasure” und erfiillen damit nicht nur ei-
ne von Duttons universalen Eigenschaften, sondern versprechen einen besonderen
Wert insbesondere motivationaler Art fiir den Mathematikunterricht und dariiber
hinaus fiir die individuelle Beziehung zur Mathematik.

9.1.2 Ein Beitrag zum mathematischen Weltbild

Ein Ziel des Mathematikunterrichts muss darin bestehen, ein stimmiges Bild der
Mathematik, ihrer Grundlagen, zentraler Ideen und Werturteile erlebbar zu ma-
chen. Dazu trégt die Orientierung des Mathematikunterrichts an der aktuellen
Wissenschaftspraxis ebenso bei wie die Orientierung an der Genese des Faches.

Der Streifzug durch die Geschichte der Beziehung von Mathematik und Schoén-
heit (Kapitel 3) zeigt, dass die dsthetische Komponente entwicklungsgeschichtlich

6Dies gilt jedenfalls dann, wenn die in dieser Arbeit herausgearbeiteten Eigenschaftskomplexe
mathematischer Schonheit zu Grunde gelegt werden.
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gesehen Teil der Mathematik ist, wie auch die allgemeine Asthetik hiufig Bezug
auf Mathematisches nimmt. So ist das Mathematische in den antiken Schriften
das Paradebeispiel fiir besondere Schonheit und nimmt etwa in der rationalisti-
schen Asthetik der Aufklirung eine prominente Stellung innerhalb der allgemeinen
Kunsttheorie ein. In diesem Sinne kann die mathematikésthetische Erfahrung etwa
an schon seit der Antike bekannten und als &sthetisch relevant behandelten Bei-
spielen, wie dem im folgenden Kapitel ausfiihrlich besprochenen Beispielkomplex
um Irrationalitdt und Inkommensurabilitdt (vgl. 10.2) dazu beitragen, ,exempla-
rische Einblicke in die historische Genese der Mathematik und ihre Bedeutung fiir
die Entwicklung unserer Zivilisation* (Lehrplan Mathematik Sek. II NRW, 1999,
S. 6) zu erhalten und somit eine weitere Forderung des Lehrplans zu erfiillen.

Auch der besondere mathematikisthetische Blick auf die Mathematikgeschichte
durch die Identifizierung unterschiedlicher Stile kann m.E. das individuelle Ma-
thematikbild nachhaltig verdndern: Einerseits verweist eine solche Perspektive auf
die Moglichkeit der hinter der Mathematik stehenden Menschen, ihren Produk-
ten eine ,personliche Note* zu verleihen. Ein Bewusstsein fiir derlei dsthetische
Einflussmoglichkeiten im Entstehungsprozess nimmt auch den Gegensténden der
Schulmathematik den Eindruck schon immer da gewesener, einzig logischen Zwén-
gen unterstehender Produkte und betont den Prozesscharakter und insbesondere
das menschliche Moment der Mathematik. Ein Bewusstsein fiir verschiedene stilis-
tische Moglichkeiten konnte beispielsweise durch die (mathematikésthetische) Re-
flexion verschiedener Zugénge zu zentralen mathematischen Konzepten, wie etwa
dem Ableitungsbegriff im Rahmen der Analysis’, geschaffen werden. Die Bezie-
hungen von Stilen in Mathematik und Kunst kénnen andererseits die Mathema-
tik in besonderer Weise als Kulturleistung beschreiben und in einen kulturellen
Zusammenhang stellen. Zusétzlich zu den Chancen, die eine Integration der Ma-
thematikgeschichte im Unterricht iiber das Anekdotenhafte hinaus bereithélt, hat
das exemplarische Aufzeigen moglicher stilistischer Entwicklungen das Potential,
neuartige Einblicke in Wert und Genese der Kulturleistung Mathematik zu eroff-
nen.8

Ein bewusster Blick auf die Schénheit der behandelten Gegensténde muss, wie
die Zusammenstellung in Kapitel 2 zeigt, neben moglicher emotionaler Wirkun-
gen auch deren Tragweite deutlich werden lassen. Dies wiederum fiihrt auf die
inner- und aufermathematischen Beziehungen, in denen ein Stiick Mathematik
steht, ebenso wie auf die Rolle innerhalb der Mathematikgeschichte. Beides ver-
mittelt Schiilerinnen und Schiilern einen Eindruck von der Relevanz des konkreten

"Eine ausfiihrliche Diskussion der Unterschiede der Ableitungsinterpretation als lokaler Ande-
rungsrate einerseits und lokaler Linearisierung andererseits und der jeweiligen didaktischen
Implikationen wird ausgefiihrt von Danckwerts und Vogel (2006). Ein Aufgreifen der Eigen-
schaften vor dem Hintergrund der Stilfrage ware sicher aufschlussreich.

8Zu den Problemen der unterrichtlichen Implementierung der Mathematikgeschichte im Allge-
meinen kommt dabei zwar noch die Schwierigkeit, dass es keine eindeutige oder wenigstens
breit geteilte Stilzuordnung in der Mathematik gibt. Jedoch verspricht m.E. bereits das ex-
emplarische Aufzeigen moglicher stilbildender Elemente eine fruchtbringende Akzentuierung.



202 Kapitel 9 Perspektiven fiir das Lehren und Lernen

Beispiels auf verschiedenen Ebenen und ein Gefiihl fiir die Wechselwirkungen im
Rahmen der Mathematik. Speziell die Identifikation einer mathematischen Heran-
gehensweise als ,weitreichende Heuristik mit dem &sthetischen Wert der betrach-
teten Methode trégt zu einem giiltigen Bild von Mathematik bei und verweist
gleichzeitig auf die Bedeutung ihrer Beherrschung im Rahmen der allgemeinen
Problemlésekompetenz.

9.1.3 Kreativitdt und Reflexion im ProblemlGseprozess

Neben der nicht zu unterschéitzenden Stéarkung der generellen Einstellung gegen-
iiber dem Fach durch die mathematikimmanente Motivation und den Beitrag zu
einem adéquaten Wissenschaftsbild kann das Bewusstsein fiir das Asthetische auch
ganz konkret zur individuellen Problemlésekompetenz beitragen. Nathalie Sinclair
etwa betont in diesem Zusammenhang den ,Sinn fiir Ordnung", den sie auch bei
Mathematikern beobachtet hat und der erfolgreichen Problemldsern eigen sein
miisse:

s+ - - | students might have more success in problem solving — and here
I refer to truly problematic problems — if they could engage their ,sense
of order‘. (Sinclair, 2006a, S. 66)

Damit {ibertrégt sie neben der motivationalen auch die ,,generative” Funktion des
Asthetischen aus dem Bereich der mathematischen Wissenschaftspraxis auf die
Schule und unterstellt Ahnlichkeiten zwischen der Titigkeit von echte Probleme
16senden Schiilern einerseits und produktiven Mathematikern andererseits. Weiter
vermutet Sinclair, dass diese besondere Sensibilitdt explizit geschult werden miis-
se: ,And perhaps this ,sense of order‘ is something that must be explicitly evoked,
developed, and nurtured.” (Sinclair, 2006a, S. 66)

Die Rolle, die hier einem &sthetischen Vermogen in Bezug auf die Problemlose-
féhigkeiten von Schiilern zugesprochen wird, erinnert stark an die unter 6.1 dar-
gestellten Positionen zum kiinstlerdhnlichen Verhalten schaffender Mathematiker.
Damit ergeben sich mit Blick auf die Mathematikdidaktik verschiedene Folgerun-
gen: Zum einen verweist der Vergleich erfolgreicher Problemléser in der Schule mit
dem mathematischen Kiinstler auf die Notwendigkeit eines angeborenen Talentes,
das es in der Schule herauszubilden gilt. Ob dies &hnlich der von Kant vorge-
schlagenen Kiinstlerschulung etwa am Beispiel grofer Meister und ihrer Werke,
wie etwa der in Kapitel 10 vorgestellten Beispiele (vgl. 7.2.1) gelingen kann, bleibt
zu untersuchen. Mithin schliefst sich diese Sichtweise an die mathematikdidakti-
sche Kreativitdtsdiskussion an. Andererseits ist dies auch ein in gewisser Weise
erniichternder Befund, verweist doch diese produzentenzentrierte Sicht zun&chst
nur auf die Méglichkeit besonders begabter Schiiler, ihren Sinn fiir das Asthetische
im Probleml6seprozess fruchtbar werden zu lassen.
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Im Rahmen des schulischen Problemlésens spielt das Asthetische aber nicht nur
eine Rolle, wenn es darum geht, erfolgreich kreative Losungen zu finden. Vielmehr
sollte mathematisch-asthetischen Werturteilen insbesondere in Bezug auf vorhan-
dene Argumentationsginge ein besonderes Gewicht zukommen. So gehort etwa
ein exemplarisches Benennen der beteiligten Emotionen wie auch die Reflexion
der weiteren zur mathematischen Schonheit beitragenden Eigenschaftskomplexe
zur (nachtriglichen) Bewertung eines vorliegenden Losungsweges. Auch hier han-
delt es sich um eine Tétigkeit, die Mathematiker und Kiinstler bzw. Kritiker und
Publikum beider Disziplinen im Umgang mit den jeweiligen Gegenstdnden glei-
chermafien auszeichnet.? Sinclair folgend triigt somit die Beriicksichtigung der von
ihr in der mathematischen Praxis identifizierten ,evaluativen* Funktion des Asthe-
tischen dazu bei, dass Schiiler handeln wie die Mathematiker selbst, was wiederum
ein Ziel des Mathematikunterrichts sein solle (vgl. Sinclair, 2006a, S. 66).

Vor dem Hintergrund des Polyaschen Problemléseplans bekommt das Astheti-
sche somit auch und insbesondere im Rahmen der ,Riickschau“ (vgl. Pélya, 1949,
S. 28f) seinen Platz — unabhéngig von der Frage nach einem besonderen produktiv-
kreativen Talent. Dennoch bedarf gerade das tiber die Frage nach korrektem Schlie-
fen hinausgehende Urteil einer Sensibilisierung fiir die dsthetischen Eigenschaften
der Mathematik. Insofern trigt die Integration mathematikisthetischer Urteile in
die Evaluation von Lésungswegen nicht nur zu einer umfassenderen individuellen
Einschétzung dieser bei, sondern ist fiir die Vorbereitung einer kundigen Rezeption
mathematischer Kunstwerke besonders geeignet.

Andersherum kénnen Emotionen, wie sie im Rahmen mathematikésthetischer Er-
fahrungen entstehen, auch dazu beitragen, dass die ,Riickschau® auf den positiv
erlebten Prozess zum Bediirfnis wird. Gerald Goldin beschreibt diesen Effekt als
Folge der das Aha!-Erlebnis begleitenden Emotionen (vgl. Goldin, 2000, S. 216f):

»The problem solver’s imagistic representations may have been drasti-
cally recontstructed, with new insights resulting. A formal expression
may have been greatly simplified, through an elegant algebraic techni-
que. A far-reaching structural relationship with another problem may
have been detected.“ (Goldin, 2000, S. 216)

Der aktive Umgang mit schonen Problemen und diesen begleitende Emotionen
fiihren somit nicht nur dazu, verschiedene der oben beschriebenen Charakteristika
mathematischer Schonheit aufzudecken, sondern zu einer Reflexion iiber die eigene
Vorgehensweise und damit potentiell zur Steigerung der generellen ProblemlGse-
kompetenz. Der emotionalen Wirksamkeit schoner Mathematik kommt somit eine
Bedeutung zu, die weit iiber die motivationale Rolle hinaus geht.

9Vgl. dazu insbesondere die unter 6.1.1 diskutierte Gegeniiberstellung Schirallis sowie die Hin-
weise zur Rolle von Kritikern und Publikum im Rahmen der Mathematik unter 6.4.2.
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9.2 Moglichkeiten der unterrichtspraktischen
Umsetzung

Angesichts der bisher beschriebenen Hoffnungen, die in die Integration der Ma-
thematikésthetik in den Unterricht gelegt werden diirfen, liegt die Frage nach
Voraussetzungen und Mdoglichkeiten der praktischen Umsetzung nahe. Aus den
Ergebnissen zum mathematischen Schonheitsbegriff und dem Kunstcharakter der
Mathematik kénnen Hinweise fiir die Auswahl moglicher Inhalte und unterstiitzen-
der Methoden gezogen werden, sowie bestimmte, die Schiilerinnen und Schiiler be-
treffende Voraussetzungen formuliert werden. Diese werden im Folgenden zun#chst
skizziert. Da die Integration mathematikdsthetischer Elemente in den Unterricht
in hohem Mafs vom auf Erfahrungen fullenden Bewusstsein der Lehrerinnen und
Lehrer fiir das Asthetische der Mathematik abhingt, werden auerdem solche Vor-
aussetzungen und die damit verbundenen Forderungen an die Lehrerbildung naher
beleuchtet.

9.2.1 Ubung, Anleitung und GewShnung

Wie bei allem Kunstschénen bedarf auch das Erkennen der mathematischen Schon-
heit der Ubung, Anleitung und Gewshnung. Eigenschaften wie Tragweite und Oko-
nomie (vgl. 2.1 und 2.2) miissen an Beispielen instruktiv aufgezeigt werden und
bediirfen zusétzlicher Informationen iiber das konkrete Problem hinaus. Dies gilt
auch fiir den Kunstcharakter der Mathematik. Was im jeweiligen Umfeld als Kunst
gilt, beruht letztlich immer auch auf sozialer Ubereinkunft und muss als solche am
Vorbild gelernt werden. Armin Barth fasst dies innerhalb einer Sammlung von
seiner Meinung nach schénen Stiicken der Mathematik wie folgt zusammen:

»Einige der in diesem Abschnitt erwdhnten Sétze sind am Gymnasium
Standard, aber es ist natiirlich wesentlich, dass man ihre Schonheit
,zelebriert‘, dass man das Schiilerauge schult, die Schénheit daran auch
zu sehen.“ (Barth, 2005, S. 71)

Um der mathematischen Schénheit im Unterricht einen Platz zu geben, muss somit
nicht unbedingt iiber den géngigen Schulstoff hinausgegangen werden, was nicht
zuletzt die unter 10.2 Beispiele belegen.!? Vielmehr gilt es, im bereits bestehenden
Kanon Kunstwerke zu identifizieren und als solche zu behandeln.

Eigenschaften wie epistemische Transparenz oder emotionale Wirksamkeit dage-
gen konnen sicher nicht im klassischen Sinne gelehrt werden, sondern bediirfen
insbesondere des eigensténdigen erforschenden Umgangs mit den Gegensténden.

10Djes bestétigt auch die Tatsache, dass die von Mathematikern in Ausfiihrungen zur mathema-
tischen Schonheit ins Spiel gebrachten Beispiele selten mehr als die Kenntnisse zur Mittelstu-
fenmathematik voraussetzen.
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Nathalie Sinclair weist in diesem Zusammenhang bereits auf empirische Erfahrun-
gen hin, nach denen auch Mittelstufenschiiler dsthetische Kriterien der Bewertung
verwenden, wenn ihnen entsprechende ,inquiry opportunities in rich environments*
zur Verfiigung stehen (Sinclair, 2009, S. 49). Und Brinkmann und Sriraman be-
tonen im Zusammenhang mit der Reflexionsfahigkeit im Probleml6seprozess die
Notwendigkeit offener Aufgabentypen und des entdeckenden Lernens:

[[Jndependent thinking can be cultivated by offering students the op-
portunity to explore problem situations without any explicit instruc-
tion.“ (Brinkmann und Sriraman, 2009, S. 63)

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass Lerngelegenheiten geschaffen
werden miissen, in denen die Schénheitscharakteristika erlernt und erfahren werden
konnen.

Gegenstand von Demonstration und Erfahrung kénnen dabei nicht nur Beweise
im engeren Sinne, sondern allgemeiner auch mathematisches Argumentieren und
Begriinden — einschliefslich praformal-inhaltlicher Beweise — sowie das Losen von
Problemen und die Reflexion dieser Prozesse sein (vgl. Dreyfus und Eisenberg,
1986, S. 4f). Die hauptséichlich auf der Analyse der Produkte beruhende Kanti-
sche Gegenargumentation (vgl. 7.2.2) ldsst dabei vermuten, dass die dsthetischen
Qualitdten der Mathematik insbesondere durch eine Betonung ihres Prozesscha-
rakters hervortreten kénnen. Insgesamt steht fiir die unterrichtliche Praxis aufser
Frage, dass ein Sprechen tber das Asthetische der behandelten mathematischen
Gegensténde eine entscheidende Rolle spielt.

Die emotionale Wirksamkeit ist sicher die zentrale Eigenschaft schoner Mathema-
tik, sowohl bezogen auf die aktuelle Motivation wie auch auf den Aufbau einer
langfristigen positiven Haltung zur Mathematik. Gleichzeitig ist sie aber auch
besonders stark von der subjektiven Verfassung abhingig und kann somit we-
der durch die Wahl der Beispiele noch durch geplante Unterrichtsarrangements
erzwungen, sondern héchstens angebahnt und unterstiitzt werden. Die Tatsache,
dass im mathematikdsthetischen Werturteil Gefiihle hdufig genutzt werden, um an-
dere Charakteristika zu qualifizieren zeigt jedoch, dass die beteiligten Emotionen
nicht unabhéngig vom betrachteten Gegenstand zu sehen sind. So kann etwa die
héufig im Zusammenhang mit dem Widerspruchsbeweis fiir die Irrationalitdt von
v/2 beschriebene Unausweichlichkeit (vgl. 10.2) nicht ohne das aktive Nachvollzie-
hen und Zueigenmachen der Argumentation empfunden werden.'! Das bedeutet
zunéchst, dass das Emotionale als wichtige Komponente &sthetischer Erfahrung
durch die Wahl passender Beispiele unterstiitzt werden kann. Dabei kénnen etwa
authentische Hinweise auf eine erstaunliche Tragweite o0.4. durch die Lehrerinnen
und Lehrer dazu beitragen, die emotionale Seite bewusst zu machen.

11 Zur emotionalen Wirksamkeit dieses Beispiels siehe auch 10.2, S. 240f.
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9.2.2 Voraussetzungen auf Seiten der Schiilerinnen und Schiiler

Héufig wird der Mathematikéisthetik im schulischen Kontext kaum eine Chance
eingerdumt und dies mit der Notwenigkeit einer besonderen mathematischen Be-
gabung begriindet, die bei Schiilern nur in seltenen Féllen zu finden sei. Dazu ist
zunéchst festzustellen, dass dieses Argument haufig nicht nur bezogen auf &dsthe-
tische Werturteile angefithrt wird, sondern das offentliche Bild von Mathematik
generell pragt. So stellt Heinrich Winter mit Blick auf die allgemeine Wertschét-
zung des Faches folgendes fest:

HIhr intellektueller Anspruch wird als etwas gedeutet, was nur Spezial-
begabungen zugénglich ist und also fiir die breite Masse von Natur aus
uninteressant sein muss. Es ist eine Art hoheres Schachspiel, schon und
spannend fiir dafiir eigens begabte Menschen.“ (Winter, 1995, S. 44)

Insofern nimmt die mathematikésthetische Perspektive keine Sonderstellung ein.
Jedoch scheint das Misstrauen bezogen auf das Asthetische besonders ausgeprigt,
so dass der Fokus auf die mathematische Schonheit im schulischen Mathematikun-
terricht fiir ein besonders ,elitdres* Ansinnen, wie Sinclair es beschreibt (Sinclair,
2009, S. 45), gehalten wird.

Griinde fiir diese Einschétzung sind vielféltig und ergeben sich insbesondere aus
verschiedenen Facetten der in Kapitel 6 dargestellten Diskussion um den Kunst-
charakter der Mathematik. Neben einer grundsétzlichen Aversion gegeniiber der
Mathematik, die generell positive Werturteile fernliegend erscheinen lasst, wird als
ein weiterer Grund das hiufig herausgestellte Fehlen von Kritikern und Publikum
(vgl. 6.4.2) genannt. Es fehle generell eine Instanz, die den Wert der Mathematik
reflektiere und ihre Ergebnisse und Fragestellungen in den Mathematikunterricht
integriere (Sinclair und Pimm, 2010, S. 9). Aus Sicht der Schiiler formuliert: Sie
brauchen Lehrer, die den &sthetischen Wert der behandelten Gegenstdnde auf-
zeigen, diskutieren und authentisch vermitteln kénnen. Dabei geht es m.E. nicht
darum einen intuitiven Schonheitsbegriff der Schiiler zu bedienen, wie dies verschie-
dentlich als Ausweg vorgeschlagen wird'2, sondern vielmehr die Schiilerinnen und
Schiiler an den Schonheitsbegriff der mathematischen Wissenschaftspraxis heran-
zufiihren.

Ein weiterer Grund nimmt seinen Ursprung im Geniecharakter der Mathematik-
produzenten. Aus der Beobachtung, dass sich produktive Mathematiker durch eine
kiinstlerdhnliche Begabung auszeichnen, die unter anderem mit einem mathema-
tisch-dsthetischen Gefiihl einhergeht (vgl. 6.1 bzw. 8.1), wird der Schluss gezogen,
dass auch die Wahrnehmung &sthetischer Eigenschaften der Mathematik einer sol-
chen Begabung bediirfe. Dies bedeutet nicht nur bezogen auf die Frage nach der

12Vgl. etwa die oben bereits diskutierten Schliisse von Brinkmann aus der empirischen Erhebung
von Schiilervorstellungen zur ,Schénheit* im Rahmen der Mathematik (Brinkmann, 2006, S.
212) oder die Hinweise auf verschiedene Untersuchungen mit dhnlichem Ergebnis in (Sinclair
und Pimm, 2010, S. 11f).
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Kultivierbarkeit mathematischer Kreativitét einen Riickzug der didaktischen Dis-
kussion mit Verweis auf einige wenige Begabte. Vielmehr wird auch die Mdoglich-
keit zur Rezeption schoner Mathematik nur diesen Wenigen zugeschrieben, woran
die Umsetzung mathematikisthetischer Uberlegungen im Unterricht im Allgemein
scheitern miisste. Eine solche Argumentation muss nicht nur auf der Grundlage
der vorangegangenen Untersuchungen zum Schonheitsbegriff (vgl. Kapitel 2) ent-
schieden zuriickgewiesen werden, wiirde sie doch bedeuten, dass eine &dsthetische
Erfahrung mit der Mathematik notwendig produktive mathematische Kreativitit
voraussetzt. Brinkmann und Sriraman zeigen auferdem an Beispielen, dass dies
sowohl Beobachtungen der mathematischen Wissenschaftspraxis als auch der Un-
terrichtspraxis widerspricht (vgl. Brinkmann und Sriraman, 2009, S. 65).

Hier wird daher ein Versuch unternommen, Voraussetzung der Schiilerinnen und
Schiiler nur mit Blick auf das Rezipieren schoner Mathematik zu skizzieren: In
weiten Teilen handelt es sich bei den in mathematische Schonheitsurteile einflie-
fenden Eigenschaftskomplexen um relativ zu bestimmende Eigenschaften. Dies
wird etwa deutlich, wenn in das Kriterium der Okonomie die Einfachheit als ,sub-
jektive Zuginglichkeit“ eingeht (vgl. 2.2.1). Je nach persdnlichen Vorerfahrungen
und kognitiver Leistungsfahigkeit des Einzelnen kénnen verschiedene Argumente
also als besonders einfach empfunden werden. In das Urteil der Okonomie geht
wie beschrieben weiter die Bedeutsamkeit des betrachteten Gegenstandes mit ein,
welche an der Einfachheit gemessen wird. Um dies zu beurteilen, bedarf es neben
der subjektiven Zuginglichkeit auch eines gewissen Vorwissens etwa um die Trag-
weite eines Argumentes. Insbesondere der Eigenschaftskomplex der epistemischen
Transparenz (vgl. 2.3) verweist auf eine hiufig angefiithrte und auch fiir den schu-
lischen Kontext nicht zu unterschitzende Voraussetzung: Die besondere Klarheit
oder ein Ahal-Erlebnis kann nur erfahren werden, wenn der betrachtete Gegen-
stand generell inhaltlich durchdrungen wurde. Mathematisch-ésthetisches Erleben
setzt bei den Schiilerinnen und Schiilern die grundsétzliche kognitive und motiva-
tionale Moglichkeit zum allgemeinen Verstdndnis voraus. Obgleich die Moglichkeit
zu Ahal!-Erlebnissen an herausfordernden Problemen als ein Prinzip zur Forde-
rung der mathematischen Kreativitét fiir besonders Begabte beschrieben wird (vgl.
Brinkmann und Sriraman, 2009, S. 62), sind solche Erfahrungen auch fiir diejeni-
gen, die nicht zu den angehenden mathematischen Genies zu zéhlen sind, moglich,
sind doch die allgemeinen Beschreibungen zur epistemischen Transparenz nicht
auf Probleme mit einem bestimmten Schwierigkeitsgrad o.4. beschrankt. Die Wir-
kung des tiefen Verstehens ist aber sicher davon abhéngig, ob das Erschliefsen des
betrachteten Problems als subjektiv herausfordernd empfunden wurde. Auch die
emotionale Wirksamkeit (vgl. 2.4) schoner Mathematik ist nicht von vorne herein
an bestimmte Inhalte oder ein bestimmtes ,Verstdndnisniveau* gebunden, bedarf
jedoch einer gewissen Offenheit gegeniiber positiven Gefiihlen im Mathematikun-
terricht.

Die Rezeption mathematischer Schonheiten bedarf also nicht zwingend einer be-
sonderen Begabung, wie sie fiir den produzierenden Mathematiker beschrieben
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wird. Auch ist sie nicht an ein bestimmtes Niveau von Komplexitdt oder Vor-
wissen gebunden, so dass mathematisch-asthetische Erfahrungen, wie sie aus der
Wissenschaftspraxis bekannt sind, prinzipiell in jeder Schulstufe moglich sind. Dies
soll aber nicht iiber die Voraussetzung hinwegtéuschen, dass die Gegensténde, an
denen die mathematische Schonheit erfahren werden kann, zuallererst inhaltlich
durchdrungen sein miissen und ein Wissen um ihren Kontext aufgebaut werden
muss.

9.2.3 Voraussetzungen auf Seiten der Lehrenden

»Als Lehrer bin ich die Linse, durch die der Schiiler die Mathematik
sieht, sie stellt sich ihm so dar, wie ich sie ihm zeige. Allein dieser
Gedanke regt uns Lehrende dazu an, [...| dem Schiiler ein moglichst
genaues, vielschichtiges und anregend schones Bild der Mathematik zu
entwerfen.“ (Barth, 2005, S. 69)

Armin P. Barth mahnt die besondere Verantwortung an, die aus der weitgehen-
den Konzentration des Mathematiklernens auf den schulischen Unterricht auch
beziiglich der mathematikésthetischen Bildung auf den Lehrerinnen und Lehrern
lastet. Die oben herausgestellte Rolle, die die mathematische Schonheit und ein
Bewusstsein fiir den Kunstcharakter der Mathematik fiir die individuelle Haltung
der Schiilerinnen und Schiiler sowie ihre Fahigkeiten im Umgang mit Mathematik
spielt, fordert eine Beschéftigung mit den Erfordernissen auf Seiten der Lehrper-
sonen aus mathematikisthetischer Perspektive. Auf der Grundlage der vorange-
gangenen Uberlegungen zur unterrichtlichen Ausgestaltung und den Ergebnissen
dieser Arbeit sollen hier solche Voraussetzungen skizziert werden. Die Integration
mathematikisthetischer Fragen in den Unterricht setzt auf Seiten der Lehrerinnen
und Lehrer Erfahrungen verschiedener Art voraus, die iiber die erste Forderung
nach einem grundsitzlichen Bewusstsein fiir die Relevanz des Asthetischen im
Rahmen der Mathematik sowie ihren Kunstcharakter hinausgehen.

Mit Blick auf die Ergebnisse aus Teil I zum mathematischen Schénheitsbegriff kon-
nen die Anforderungen konkretisiert werden: Mathematiklehrerinnen und -lehrer
miissen mindestens eine Ahnung von der Tragweite der unterrichteten Gegensténde
haben. Dazu sind sowohl Einblicke in deren (innermathematische) Anwendungen
als auch in die Entwicklungsgeschichte notwendig, um wie es Armin Barth fordert
,ein moglichst genaues, vielschichtiges und anregend schones Bild der Mathematik*
im Unterricht fiir die Schiilerinnen und Schiiler ,entwerfen* konnen (Barth, 2005,
S. 69). Sie sollten auch in der Lage sein, authentisch die emotionale Wirksamkeit
zu vermitteln. Dazu z&hlt insbesondere auch die emotional gefdrbte Qualifikation
anderer Eigenschaften, wie die Betonung erstaunlicher Okonomie oder unerwarte-
ter Tragweite eines Beispiels. Weiter muss eine Lehrperson das Moment des tiefen
Verstehens oder des Ahal-Erlebnisses aus eigener Erfahrung kennen und diese epis-
temische Transparenz als dsthetisches Kriterium einordnen kénnen.
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Die Ergebnisse zum Kunststatus der Mathematik aus Teil II verweisen dariiber
hinaus darauf, dass zum Erleben solcher epistemischen Transparenz auch die Er-
fahrung gehort, dass sich das besondere Verstehen héufig erst nach ldngerer einge-
hender Beschéftigung mit einem schénen Gegenstand einstellt und iiber das erste
Erfassen etwa eines Argumentationsgangs hinaus geht. Dies gilt nicht nur im Rah-
men des produktiven Umgangs mit Mathematik, wie er etwa von Poincaré und
anderen beschrieben wird (vgl. 6.1). Ein solch forschender Umgang ist auch und
insbesondere fiir die Rezeption mathematischer Kunst notwendig. Dies muss den
Mathematiklehrerinnen und -lehrern insbesondere mit Blick auf die methodische
Ausgestaltung des Unterrichts bewusst sein. Sollen im Mathematikunterricht auch
Stile innerhalb der Mathematik(-geschichte) ausgewiesen und die damit verbun-
denen Erfahrungsmoglichkeiten genutzt werden, setzt das bei den Lehrpersonen
zunéchst generell das Wissen um diese Moglichkeit und verschiedenen Beispiele
voraus. Neben Kenntnissen zur Geschichte des Faches zeigen die unter 6.3 beschrie-
benen Ansédtze zum mathematischen Text als Kunstwerk, dass auch hier wiederum
Erfahrungen durch die vertiefte Analyse mit einzelnen Beispielen hilfreich ist, ein
Gespiir fiir die stilbildenden Elemente zu erhalten.!3

Bereits diese kurze Skizze zeigt, dass auf Seiten der Lehrerinnen und Lehrer ein
spezielles Bewusstsein fiir das mathematisch Schéne und den Kunststatus der Ma-
thematik existieren muss, das sich auf das Wissen um mathematikésthetische Ka-
tegorien und Funktionen mathematischer Schonheit einerseits und auf eigene Er-
fahrungen mit den #sthetischen Gegenstinden andererseits griinden muss.!* Die
Integration des Asthetischen in die Unterrichtspraxis, wie sie etwa im Lehrplan
gefordert wird, macht also Reflexion iber Mathematik sowie Einblicke in die und
eigene Erfahrungen mit der mathematischen Praxis notwendig — Voraussetzungen,
die bereits im Studium geschaffen werden kénnen und miissen. Damit kénnen auch
aus mathematikésthetischer Perspektive zentrale Pfeiler einer gelungenen Lehrer-
bildung (vgl. Beutelspacher u.a., 2011, S. 187ff) unterstrichen werden.

9.3 Zum Bildungswert schoner Mathematik

»Die Unterrichtsqualitit steigt in dem Mafse, in dem Lernen fiir die
Schiilerinnen und Schiiler zu einer sinnvollen Tétigkeit wird. Dies setzt

13Dje Analyse von Felix Kleins Zwischenstiick: Uber die moderne Entwicklung und den Aufbau
der Mathematik tiberhaupt zeigt dariiber hinaus, dass die bewusste Reflexion verschiedener
Stile in der Mathematikgeschichte durch die Lehrperson zur begriindeten Wahl von Inhalten
und Herangehensweisen des Mathematiklehrens herangezogen werden kann (vgl. Allmendin-
ger und Spies, 2013).

4 Mit der Eulerschen Gerade schligt Heinrich Winter (2007) ein konkretes Beispiel, an dem im
Rahmen der Lehrerbildung eine mathematischésthetische Erfahrung gemacht werden konne,
inhaltlich vor, ohne dieses jedoch vor theoretischen Uberlegungen zur Mathematikisthetik
weiter zu diskutieren.
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voraus, dass der Unterricht die in den Féachern liegenden Bildungswerte
aufschliefst.* (Miiller u. a., 2002, S. 58)

Die Verbindung von Asthetik und Mathematik, wie sie in dieser Arbeit in den
Blick genommen wird, ruft mit Blick auf die Umsetzung in der Schule auch grund-
séitzlich die Frage nach der Legitimation eines solchen Ansinnens hervor. Bisher
wurden die Facetten und erwarteten (positiven) Folgen der Integration des As-
thetischen in den Mathematikunterricht bezogen auf die individuelle Motivation,
die Problemlésekompetenz oder ein giiltiges Wissenschaftsbild zunéchst isoliert
herausgearbeitet. Dies kann nun zusammengefiihrt und in den Dienst der umfas-
senderen Fragen nach dem Beitrag der Mathematikéisthetik zum Bildungswert des
Faches gestellt werden. Wenn also die Forderung nach &sthetischen Erfahrungen
im Rahmen eines Mathematikunterrichts an allgemeinbildenden Schulen gestellt
wird (vgl. z.B. Lehrplan Mathematik Sek. II NRW, 1999, S. 38), so ergibt sich da-
raus zunéchst die Frage nach der Verortung der Mathematikésthetik in Konzepten
mathematischer Allgemeinbildung. Aus der Bedeutung, die &sthetischen Wertur-
teilen wie der mathematischen Schonheit beigemessen wird, einerseits und dem
Ergebnis, durchaus gerechtfertigt von der Mathematik als Kunstform zu sprechen,
andererseits entsteht weiter die Frage danach, ob und inwiefern die Mathematik
so betrachtet einen Beitrag zur dsthetischen Bildung leisten kann.

9.3.1 Der Beitrag zur Allgemeinbildung

Hier sollen nun zunéchst Ankniipfungspunkte zwischen den bisherigen Ergebnis-
sen zur Mathematikésthetik und zwei Vorschlagen zum Allgemeinbildungswert der
Mathematik in der Schule skizziert werden: Zuerst wird eine Anbindung an die
,Grunderfahrungen“ nach Heinrich Winter (1995) vorgeschlagen, gefolgt von einer
Verortung innerhalb der Heymannschen ,,Aufgaben der allgemeinbildenden Schu-
le¢“ (vgl. Heymann, 1996). Die beiden Konzepte unterscheiden sich nicht nur in
ihrer grundsétzlichen Anlage, sondern geben auch Ankniipfungspunkte zu jeweils
unterschiedlichen Bereichen, die bisher mit der Integration des Asthetischen in den
Mathematikunterricht angesprochen wurden und koénnen so verschiedene Facetten
der Bildungswirksamkeit der Mathematikéisthetik im schulischen Mathematikun-
terricht aufdecken.

Heinrich Winter fordert in einem haufig aufgegriffenen und diskutierten Artikel un-
ter dem Titel Mathematikunterricht und Allgemeinbildung, dass Schiilerinnen und
Schiiler im Mathematikunterricht aller Stufen an allgemeinbildenden Schulen drei
,Grunderfahrungen* machen sollen: Allgemeinbildender Mathematikunterricht soll
es erstens ermdglichen ,Erscheinungen der Welt um uns, [...] aus Natur, Gesell-
schaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen‘.
Zweitens sollen Schiilerinnen und Schiiler ,mathematische Gegensténde und Sach-
verhalte, représentiert in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige
Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art* kennen und auffassen
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lernen. Schliefslich soll drittens die Moglichkeit geschaffen werden, ,in der Aus-
einandersetzung mit Aufgaben Problemlosefiahigkeiten, die iiber die Mathematik
hinaus gehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben” (Winter, 1995, S. 37).

Mit der ersten Grunderfahrung verweist Winter explizit auf die auftermathemati-
sche Anwendung und damit u.a. auf das mathematische Modellieren. Dazu nennt
er Beispiele aus Naturwissenschaft, Technik und Finanzmathematik und stellt fest,
dass ,|d|ariiber hinaus |...] die Kenntnis der Beziehungen zu Kunst, Design und
Architektur von beiderseitigem Nutzen® (Winter, 1995, S. 39) sei. Es geht ihm
dabei insbesondere um die Anwendung von Geometrie im Bereich der bildenden
Kiinste, also um Erfahrungen mit den vom Gegenstandsbereich dieser Arbeit ab-
zugrenzenden ,Mustern durch Mathematik* und den ,Mustern iiber Mathematik*
(vgl. 1.1.1 bzw. 1.1.1). Aulerdem weist er auf die ,fundamentale Idee der Symme-
trie“ zur Beschreibung der Phénomene im Raum hin (vgl. Winter, 1995, S. 39).
Asthetische Erfahrungen mit Beweisen oder Theoremen kénnen zu dieser ersten
Grunderfahrung nur insofern einen Beitrag leisten, als dass auch die aufermathe-
matische Anwendung einen (randstdndigen) Teil des Eigenschaftskomplexes der
Tragweite ausmacht und insofern Anwendungserfahrungen auch im Rahmen der
Mathematikéisthetik eine Rolle spielen. Deutlicheren Einfluss kann die Mathema-
tikdsthetik naturgeméf im Rahmen der zweiten Grunderfahrung haben. So zeigt
insbesondere Kapitel 6, dass die Betrachtung innermathematischer Gegenstén-
de als Kunstwerke und ihrer Produzenten als Menschen mit kreativem Potential
verborgene Facetten der Wissenschaft und Kulturleistung Mathematik offenbart.
Winter selbst weist diesbeziiglich auf das zu erfahrene Bild vom Mathematiker
als Architekt innermathematischer Strukturen hin: ,Jeder Schiiler sollte erfahren,
dass Menschen imstande sind, Begriffe zu bilden und daraus ganze Architektu-
ren zu schaffen. (Winter, 1995, S. 39) Bemerkenswert ist auierdem, dass Winter
als Beispiele, an denen die zweite Grunderfahrung gemacht werden kann, gerade
die Paradebeispiele der Mathematikésthetik anfiihrt: Der griechische Beweis fiir
die Unendlichkeit der Primzahlreihe sei ,eine deduktive Figur, die etwas von der
Kraft autonomen Denkens verspiiren lisst* (Winter, 1995, S. 40). Ahnlich hebt
er die Argumentationen um die Irrationalitdt von v/2 und ihre geometrische Deu-
tung hervor (vgl. auch 10.2). Auch beziiglich der methodischen Voraussetzung der
zweiten Grunderfahrung kommt er zu einem dhnlichen Ergebnis, wie es oben fiir
die mathematikésthetische Erfahrung hergeleitet wird: Die ,Deduktivitidt [kann]
nur erfahren werden, wenn sie von einer kreativen Konstruktivitdt [...] geleitet
wird“ (Winter, 1995, S. 41). Die mathematikisthetische Erfahrung im schulischen
Unterricht kann somit mindestens in Teilen ein Beispiel der zweiten Winterschen
Grunderfahrung werden.

Die Uberlegungen zur Rolle des Asthetischen im mathematischen Problemlose-
prozess unter 9.1.3 verweisen auf den Beitrag der Mathematikésthetik zur dritten
Grunderfahrung. Dabei zeigen sich Einflussmoglichkeiten der mathematikésthe-
tischen Perspektive auf die Problemlésekompetenz sowohl im Bereich des aktiven
Problemlésens als auch und insbesondere in der Reflexion bestehender Argumen-
tationsgédnge. Auch Winter greift letzteres implizit auf, in dem er als mogliche
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Fragen zur Reflexion der Losung u.a. die folgenden vorschlégt: ,War das Ergebnis
zu erwarten, oder ist das Ergebnis irgendwie iiberraschend? Gibt es womdoglich
einen kiirzeren, eleganteren Losungsweg?‘ (Winter, 1995, S. 42) Es stehen also
Facetten des mathematischen Schonheitsbegriffs (vgl. Kapitel 2) zur Diskussion.
Danckwerts und Vogel deuten die dritte Grunderfahrung dariiber hinaus, indem
sie darauf verweisen, dass heuristische Fahigkeiten ,eingebettet [sind] in eine in-
tellektuelle Haltung, zu der auch die Bereitschaft gehort, sich frei, kreativ und
positiv gestimmt einer gedanklichen Herausforderung zu stellen” (Danckwerts und
Vogel, 2006, S. 6). Zu einer solchen intellektuellen Haltung mindestens gegeniiber
der Mathematik kann die Mathematikiisthetik beitragen (vgl. 9.1.1 und 9.1.2).%°

Mit dem Begriff ,Grunderfahrungen' bringt Winter explizit auch eine methodi-
sche Forderung an allgemeinbildenden Unterricht ins Spiel, und er betont, ,dass
das Lernen von Mathematik weit mehr sein muss als eine Entgegennahme und
Abspeicherung von Information, dass Mathematik erlebt (moglicherweise auch er-
litten) werden muss”‘ (Winter, 1995, S. 38). In 9.2 wurde herausgearbeitet, dass ein
Unterricht, der das dsthetische Moment der Mathematik aufgreifen und erfahrbar
machen will, genau das leisten muss.

,Der entscheidende Punkt ist: Erst in der expliziten wechselseitigen In-
tegration aller drei Grunderfahrungen kann der Mathematikunterricht
in der gymnasialen Oberstufe seine spezifisch bildende Kraft entfalten.*
(Danckwerts und Vogel, 2006, S. 7)

Zur Erfillung dieser Forderung, die auch in den Ausfithrungen Winters immer wie-
der durchscheint, kann die mathematikésthetische Perspektive entscheidend bei-
tragen. So bietet die Integration des Asthetischen in den Mathematikunterricht,
wie sie oben skizziert wird, etwa mit dem Begriff mathematischer Schonheit eine
konzeptionelle Grundlage zur ,wechselseitigen Integration®: Die mathematikésthe-
tische Erfahrung integriert in Elementen jede der Grunderfahrungen und setzt sie
so in eine spezifische Beziehung. Die mit dem &sthetischen Erleben in Verbindung
gebrachten positiven subjektiven Wirkungen (vgl. 9.1.1) verweisen dariiber hinaus
auf Werte im Bereich der Personlichkeitsbildung, die im Winterschen Allgemein-
bildungskonzept nicht explizit enthalten sind.

Anders als Winter préasentiert Hans Werner Heymann (1996) zunéchst unabhéng-
ig vom Fach sieben Aufgaben, die ein als allgemeinbildend geltender Unterricht
erfiillen sollte, um dann im zweiten Schritt die Mathematik an diesen zu messen.
Dies fithrt Heymann u.a. zu dem Schluss, dass ein Teil der Aufgaben keinen in-
haltlichen Bezug zum Fach Mathematik aufweisen und daher lediglich durch die

15Winter sieht den allgemeinbildenden Wert des mathematischen Problemlsens u.a. in der Uber-
tragbarkeit der heuristischen Strategien auf Probleme des Alltags. Sicher spielt die Asthetik
insbesondere bei alltdglichen Entscheidungsproblemen eine zentrale Rolle. Ob hier aber die
mathematikésthetische Perspektive aus dem Unterricht nutzbar gemacht werden kann oder
ob es nicht vielmehr umgekehrt der Fall ist, dass die géngige Praxis &sthetischer Werturteile
im Alltag bewusst fiir den Mathematikunterricht nutzbar gemacht wird, bleibt zu klaren.
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Verdnderung der Unterrichtskultur im Rahmen des Mathematikunterrichts wirk-
sam werden kénnen. Hierzu zéhlen die Aufgaben ,Entfaltung von Verantwortungs-
bereitschaft”, Einiibung in Verstédndigung und Kooperation* sowie ,Starkung des
Schiiler-Ichs®. Zu kléren ist, ob die ,personenbezogenen Effekte der Beschéftigung
mit mathematisch Asthetischem hier einen Beitrag leisten kénnen.

Um auch den Aufgaben mit ,sozialethischer und personenbezogenener Zielsetzung'*
(Heymann, 1996, S. 249) im Mathematikunterricht Raum zu schaffen, gibt Hey-
mann eine Reihe methodischer Anregungen wie etwa das ,Zulassen individuell
unterschiedlicher Losungswege, Gelegenheit zum spielerischen Umgang mit Ma-
thematik, Aufgreifen auch ungewdhnlicher Ideen sowie |.. .| eine Offnung des Ma-
thematikunterrichts fiir philosophische und wissenschaftstheoretische Fragestellun-
gen“ oder auch ,mehr ,offene‘ Aufgaben“ (Heymann, 1996, S. 261), und widmet
auferdem ein ganzes Unterkapitel den ,Merkmalen einer neuen Unterrichtskultur
(vgl. Heymann, 1996, S. 262ff). Diese methodisch-pddagogischen Ergebnisse und
Anregungen bereiten der Integration des Asthetischen einen besonders fruchtbaren
Boden und unterstiitzen die in 9.2.1 herausgearbeiteten unterrichtlichen Voraus-
setzungen. Auf die Moglichkeiten mathematikisthetischer Erfahrungen geht Hey-
mann jedoch nur insofern ein, als dass er im Rahmen einer ,allgemeinbildenden
Unterrichtskultur® Moglichkeiten zur Erprobung von Phantasie und Kreativitat
fordert. Dass die Schiilerinnen und Schiiler dies lediglich ,auf spielerische Weise in
mathematikhaltigen Situationen* (Heymann, 1996, S. 266, Hervorhebung S. Sp.)
erproben sollen, weist aber darauf hin, dass Heymann hier nicht primér auf den
phantasievollen und kreativen Umgang mit innermathematischen Inhalten abzielt.
Ein mathematisch-kiinstlerisches Handeln, wie es unter 6.1 fiir den produktiven
Mathematiker beschrieben wurde, steht also nicht im Vordergrund.

Somit verwundert es auch nicht, dass Heymann die mit der Schénheit als fachim-
manente Eigenschaft und dem Kunstcharakter der Mathematik verbundenen Aus-
wirkungen fiir die Schiilerpersonlichkeit (vgl. 9.1) nicht heranzieht und behaupten
kann, dass ,Mathematik mit den |...] sozialethischen und auf die Person des Schii-
lers bezogenen Aufgaben der Schule inhaltlich zunéchst nichts zu schaffen” (Hey-
mann, 1996, S. 249) habe. Die Ausfithrungen unter 9.1 weisen jedoch m.E. darauf
hin, dass mit den mathematisch-&sthetischen Eigenschaften der Mathematik auch
die personenbezogenen Aufgaben inhaltsbezogen bedient werden konnen. Insbeson-
dere bezogen auf die ,,Stdrkung des Schiiler-Ichs* kann die mathematikésthetische
Perspektive durch den subjektiv-emotional wirksamen Charakter mathematischer
Schonheit einen Beitrag leisten. Dies gilt nicht nur bezogen auf die aktuelle Mo-
tivation und die affektive Haltung (vgl. 9.1.1), sondern auch auf das subjektive
Mathematikbild (vgl. 9.1.2), welches Heymann folgend héiufig eine ,hemmende*
Rolle im Rahmen der Ich-Stiarkung einnimmt (vgl. Heymann, 1996, S. 261). Au-
ferdem bildet das bewusste Einbeziehen mathematisch-asthetischer Werturteile in
die Reflexion iiber mathematische Argumentationsgéinge oder Problemldsestrategi-
en ein Moment der inhaltlichen Verstdndigung abseits der Frage nach richtig oder
falsch. Das individuelle asthetische Werturteil der Beteiligten gehort dabei zum
mathematischen Diskurs. Die dsthetische Dimension der Mathematik ertffnet also
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auch dort die Moglichkeit eines Beitrags inhaltlicher Art zur Allgemeinbildung, wo
Heymann ausschlieklich methodische Méglichkeiten sieht.

Dabei darf nicht vergessen werden, dass die Integration des Asthetischen in den
Mathematikunterricht nicht auf das subjektiv emotionale Moment reduziert wer-
den darf und somit auch zu den anderen Heymannschen Aufgaben allgemeinbil-
dender Schulen einen Beitrag leisten kann: Im Rahmen der ,Lebensvorbereitung
im weiteren Sinne* bietet die Beschéftigung mit mathematischer Schonheit die
Erfahrung eines lohnenden Umgangs mit ,,geistig herausfordernden Stoffen” (Hey-
mann, 1996, S. 60) und damit einen Beitrag, der iiber die Orientierung an der
aulermathematischen Anwendung hinaus geht.

Da das Schéne mindestens seit der griechischen Antike — mit unterschiedlichen
Begriindungen — eng mit der Wissenschaft Mathematik verbunden ist (vgl. Kapi-
tel 3), gehort mindestens ein Wissen darum zur ,Stiftung kultureller Kohéirenz“.
Ahnliches gilt fiir die verschiedenen Wechselbezichungen zwischen Mathematik
und anderen Kulturleistungen, wie der Kunst oder der Musik. Dazu zéhlen ne-
ben der in dieser Arbeit weitgehend ausgeblendeten Anwendung der Mathematik
zur Herstellung und Analyse bildender Kunst auch die Versuche zur Identifikation
gemeinsamer Stile, wie sie unter 6.2 vorgestellt und diskutiert werden.

Die mit mathematikésthetischen Erfahrungen einhergehende epistemische Trans-
parenz ist gekennzeichnet durch das Erleben eines besonderen tiefen Verstehens.
Ein mathematisches Verstehen verbunden etwa mit dem Ahal-Erlebnis beschreibt
Heymann als eine Voraussetzung fiir den ,kritischen Vernunftgebrauch® im Rah-
men der Mathematik (vgl. Heymann, 1996, S. 210fF). Somit kénnen mathematische
Schonheitserfahrungen in besonderer Weise zur Erfiillung dieser Aufgabe beitra-
gen.

9.3.2 Der Beitrag zur dsthetischen Bildung

Im Rahmen von Uberlegungen zum Lehren und Lernen von Mathematik mit und
durch ihre Asthetik ergibt sich neben der Frage nach dem Beitrag zur Allgemein-
bildung — mithin also nach der Legitimation der Umsetzung an allgemeinbildenden
Schulen — auch die Frage nach dem Bildungswert fiir den Einzelnen. Im Folgen-
den soll ein Antwortversuch gegeben werden, in dem speziell auf den Beitrag der
Mathematik zur dsthetischen Bildung eingegangen wird. Im Fokus steht also die
Frage, inwiefern die Auseinandersetzung mit der Kunstform Mathematik &sthe-
tisch bildsam sein kann und was eine solche Subjektbildung durch die Erfahrung
mathematischer Schonheit bedeutet.

Der Begriff der asthetischen Bildung wird — wie bereits seine Bestandteile ,asthe-
tisch* und ,Bildung“ — auf verschiedenste Weise und in unterschiedlichen Zusam-
menhdngen verwendet. Die Verwendung reicht von einem Synonym fiir die Didak-
tik des Faches Kunst {iber ein Ziel der Museumspadagogik bis hin zu dem Mittel
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zur Moralerziehung'® und Identit#tsstiftung.!” Dieser breite Rahmen verweist wie-
derum auf ein groftes Spektrum an Gelegenheiten, Mitteln und Hoffnungen, die mit
der #sthetischen Bildung in Verbindung gebracht werden (vgl. Spies, 2005).

In den allermeisten Féllen sind es die traditionellen Formen bildender Kunst, die
als Gegenstand zur dsthetischen Bildung im Mittelpunkt der Untersuchungen ste-
hen. Seltener wird auch der Frage nachgegangen, inwiefern dsthetische Bildung in
anderen Bereichen und Schulfichern gelingen kann. Dabei stehen an erster Stelle
die sprachlichen Féacher und die Gesellschaftswissenschaften, wobei auch hier héu-
fig die dsthetische Bildung durch die methodische Bezugnahme auf Gegensténde,
die allgemein als Kunstwerke anerkannt sind, und weniger durch die je fachspe-
zifischen Inhalte angestrebt wird (vgl. z.B. Engel (2004)). Bezogen auf naturwis-
senschaftlich orientierte Fiicher sind etwa die Uberlegungen zum Sachunterricht in
der Grundschule von Claudia Schomake (2008) zu nennen.

Uberlegungen zum Beitrag der Mathematik zur #sthetischen Bildung beschriinken
sich im Wesentlichen auf die Anwendung bildender Kunst im Rahmen des Lehren
und Lernens von Mathematik. Hiufig wird gar ein nicht hinterfragter Gegensatz
zwischen den Fachern mit traditionell dsthetischem Bildungswert wie Kunst oder
Musik einerseits und den ,PISA-bezogenen“ (Rittelmeyer, 2010, S. 7) Féchern
wie Mathematik und Naturwissenschaften anderseits aufgebaut (vgl. Rittelmeyer,
2010, S. 9ff). Die Frage allerdings, inwiefern mathematische Bildung auch &stheti-
sche Bildung sein kann, wird meines Wissens nicht thematisiert. Dies ist angesichts
der generell diinnen Literaturlage zur Integration der Mathematikésthetik, wie sie
hier verstanden werden soll, in das Lehren und Lernen von Mathematik zunéchst
nicht erstaunlich, obgleich die Zustimmung zu einer dsthetischen Seite der Mathe-
matik diese Frage eigentlich nahelegt.'®

Insbesondere vor dem Hintergrund der Ergebnisse aus Teil II und der vorange-
gangenen Uberlegungen zu den Moglichkeiten, mathematische Schonheit im Un-
terricht erfahrbar zu machen, liegt eine triviale Antwort auf die Frage nach dem
Beitrag zur asthetischen Bildung auf der Hand: Mathematik ist eine Kunstform
oder kann mindestens berechtigt als eine solche behandelt werden. Damit sind die
auf die Kiinste bezogenen Uberlegungen im Rahmen der #sthetischen Bildung auf
die Mathematik iibertragbar. Insbesondere wenn davon ausgegangen wird, dass
der vertiefte Umgang mit Kunstwerken zu Prozessen &sthetischer Bildung fiihrt,
muss mathematische Bildung in direkter Weise zur &sthetischen Bildung beitra-

16Dies ist insbesondere in der Tradition der dsthetischen Bildung begriindet, war doch die Erzie-
hung zur Humanitit durch die Kunst eines der Hauptanliegen von Schillers 27 Briefen Uber
die dsthetische Erziehung des Menschen, als erstem Werk, da sich explizit mit dsthetischer
Erziehung auseinandersetzt.

17Wie die viel beachteten Ausfithrungen Klaus Mollenhauers zur Frage Ist dsthetische Bildung
maoglich? (Mollenhauer, 1988) zeigen, wird auch die Frage, ob eine institutionalisierte dsthe-
tische Bildung tiberhaupt moglich ist, durchaus als berechtigt angesehen.

18Die folgenden Ausfiihrungen sind somit ein erster Schritt zur Beantwortung dieser Frage und
bleiben daher eine Skizze auf theoretischer Ebene. Eine Konkretisierung etwa mit Blick auf die
unterrichtspraktische Umsetzung mathematik-asthetischer Bildung wiirde in diesem Rahmen
zu weit fiihren.
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gen. Mit dieser grundsétzlichen Feststellung kann aber das Nachdenken iiber den
Beitrag der Mathematik zur adsthetischen Bildung sicher noch nicht abgeschlossen
sein. Um fruchtbar fiir Uberlegungen zum schulischen Mathematikunterricht zu
werden, bedarf es Konkretisierungen. Im Folgenden sollen daher die Méglichkeiten
der Mathematik beziiglich der &sthetischen Bildung in den Blick genommen wer-
den. Um dabei nicht der Gefahr einseitiger Schliisse durch die Priifung an einem
einzigen isolierten Konzept zu erliegen, wird die Charakterisierung von Johannes
Bilstein und Jorg Zirfas als Grundlage herangezogen, die verschiedene Ansétze, és-
thetische Bildung zu fassen, integriert und gleichzeitig klar angelegt ist.'® Die von
Bilstein und Zirfas (2009) herausgearbeiteten ,,Dimensionen Asthetischer Bildung*
sollen dabei die Untersuchung gliedern.

,Asthetische Bildung meint hier: Die (bewusste und reflexive) Entwick-
lung von Sinnestétigkeiten bzw. von einzelnen Sinnen; bzw. stérker auf
die Kunst bezogen: die Entfaltung der Sinnlichkeiten im Kontext ei-
nes kunstférmigen, vielfache Entfaltungen zulassenden Rahmens.“ (Bil-
stein und Zirfas, 2009, S. 17)

Da bei dieser ersten Dimension die sinnliche Wahrnehmung im Zentrum der Refle-
xion steht, bezeichnen Bilstein und Zirfas sie als ,aisthetische Bildung®. Natiirlich
ist auch alles Nachdenken iiber ein Stiick Mathematik letztlich durch einen Sin-
neseindruck evoziert, welcher Art dieser ist, ist aber wenig entscheidend fiir das
mathematisch-dsthetische Werturteil. Ein Stiick Mathematik wird nicht schoner
oder hasslicher, ob es gehort oder gelesen wird. Je nach Rezipiententyp wird der
Gegenstand lediglich leichter zuginglich.?? Bezogen auf Bildbeweise oder stark an-
schauungsgebundene Argumenationen im schulischen Geometrieunterricht spielt
die visuelle Wahrnehmung sicher eine etwas stéirkere Rolle. Das mathematisch-
dsthetische Werturteil bezieht sich jedoch auch hier letztlich auf die zugrunde
liegende Idee und somit auf einen abstrakten Gegenstand.

Obgleich der Gedanke der Aisthesis bezogen auf den Gegenstandsbereich der Ma-
thematikésthetik, wie er in dieser Arbeit im Mittelpunkt steht, also problematisch
ist, erlaubt der Ansatz von Bilstein und Zirfas dennoch Querverbindungen. So
zéhlen sie neben den klassischen Fern- und Nahsinnen auch die propriozeptiven
und emotionalen Wahrnehmungen zu den &sthetischen Wahrnehmungsmoglichkei-
ten, die im Bewusstsein des Wahrnehmenden gespiegelt werden sollen. Fiir die
Mathematikésthetik riickt bei dieser Dimension der &sthetischen Bildung also ins-

19 Angelegt, um die verschiedensten historischen Ansétze aus der Geschichte der Asthetischen
Bildung (Zirfas u.a. (2009)) zu verorten, ist das Konzept einerseits breit genug, um die as-
thetische Mathematik nicht gleich als ,Exoten“ zuriickzuweisen. Andererseits beziehen sich
Bilstein und Zirfas aber auch auf breitgeteilte Kerncharakteristika und verhindern so, dass der
Begriff der asthetischen Bildung zu weit verwendet werden kann und somit seine Aussagekraft
verliert.

20Vgl. hierzu auch die Diskussion um den Begriff der Eleganz als Eigenschaft mathematischer
Darstellungen unter 2.5.1 und insbesondere den aisthetischen Wert der Mathematik unter
5.3.
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besondere die individuelle emotionale Betroffenheit im Umgang mit schoner Ma-
thematik in den Vordergrund. Eine mathematisch-&sthetische Bildung in diesem
Sinne kann und muss dazu einerseits bewusst Raum fiir den individuellen Umgang
mit den Gegenstdnden schaffen, in dem nicht nur ,die* Losung eines Problems an-
visiert wird. Andererseits miissen diese Gefiihlsqualitdten und ihre Wahrnehmung
bewusst gemacht und reflektiert werden. Es gilt also den dsthetisch zu bildenden
Schiiler auf den Eigenschaftskomplex der ,emotionale Wirksamkeit* und sein sub-
jektives Erleben der Mathematik aufmerksam werden zu lassen.

Zu dieser Dimension zdhlen auch sogenannte Sinneserfahrungen. Diese unterschei-
den Bilstein und Zirfas insofern von den Sinneswahrnehmungen, als dass mit
ihnen ,eine mit dem Vollziehen von sinnlichen Tétigkeiten vorhandene (Einstel-
lungs-) Verdnderung zu dem, was erfahren wurde* (Bilstein und Zirfas, 2009, S. 17)
einhergeht. Insofern sind Motivations- und Haltungsdnderungen, die durch die po-
sitiven emotionalen Erfahrungen im Umgang mit schéner Mathematik hervorge-
rufen werden (vgl. 9.1.1), ein Aspekt dsthetischer Bildung.

JAsthetische Bildung betrifft hier die Ausdifferenzierung der imagina-
tio, der Einbildungskraft, der Phantasie.“ (Bilstein und Zirfas, 2009,
S. 18)

Die Schulung der Einbildungskraft bezogen auf die Schonheit der Mathematik geht
iber die Rolle von mathematischer Kreativitdt im Rahmen der Problemldsekom-
petenz (vgl. 9.1.3) hinaus. Diese dritte?! Dimension der disthetischen Bildung setzt
grundlegender an und markiert somit gleichzeitig einen oben noch nicht beachte-
ten Aspekt: Um die Schonheit einer mathematischen Argumentation erkennen zu
kénnen, muss die Einbildungskraft entsprechend sensibilisiert und ausdifferenziert
werden. Dazu zdhlt — der Diskussion unter 8.1 folgend — die iiber das technische
Abarbeiten hinausgehende Phantasie im Rahmen der Produktion von Mathematik
einerseits und andererseits das Wissen um und ein Gespiir fiir die inhaltlich nicht
determinierte Aussagekraft eines Stiicks Mathematik auf Seiten der Rezipienten.
Mathematisch-ésthetische Bildung in diesem Sinne zielt somit auf den &sthetisch-
semantischen Gehalt von Mathematik ab.

Bilstein und Zirfas verweisen aufferdem darauf, dass ,jmagindre Bilder immer mehr
als nur pure Wahrnehmungen [sind], gehen in sie doch dsthetische Wertungen, indi-
viduelle und kollektive Symbolisierungen, traditionelle Codierungen, biographische
Reminiszenzen und kollektive Symbolisierungen mit ein“ (Bilstein und Zirfas, 2009,
S. 18). Damit ist dsthetische Bildung im Sinne einer ,, Ausdifferenzierung der imagi-
natio einerseits Voraussetzung fiir die oben mit der Integration des Asthetischen
in den Mathematikunterricht verbundenen Hoffnungen, andererseits bedeutet sie

21Die zweite von Bilstein und Zirfas aufgezeigte Dimension &sthetischer Bildung zielt auf die
bildenden Wirkungen direkter subjektiver, korperlicher Erfahrung etwa im Tanz und beim
Theater ab (vgl. Bilstein und Zirfas, 2009, S. 18). Die Mathematik wie auch andere nicht
notwendig korperlich involvierende Kunstformen — etwa die Literatur — kann dabei keinen
entscheidenden Beitrag leisten, so dass hier auf diese Dimension nicht weiter eingegangen
wird.
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aber auch eine eigenstandige Zielsetzung. Zum Mathematiklernen muss also auch
das Verinnerlichen der tradierten Wertungen und Symbolisierungen gehéren. Hier
spielt erneut der Vorbildcharkater der Lehrperson eine entscheidende Rolle.

Der Aspekt, im Rahmen &sthetischer Bildung die Kulturleistung Kunst bzw. Ma-
thematik als solche verstehen zu lernen, wird in der folgenden Dimension ausge-
schirft und auf die Ebene des bewussten Lernens gehoben:

Asthetische Bildung meint hier einerseits das Erlernen spezifischer kul-
tureller und symbolischer Zeichensysteme, meint Befdhigung zur (uni-
versalisierbaren) dsthetischen Urteilsbildung (#sthetische Alphabetisie-
rung); und sie betrifft andererseits den kreativen Denk- und Urteilspro-
zess, der in der Lage ist, bislang Giiltiges neu und anders zu verstehen
(&sthetische Kreativitdt).“ (Bilstein und Zirfas, 2009, S. 19)

Mit dieser Dimension &sthetischer Bildung kniipfen Bilstein und Zirfas an Klaus
Mollenhauer an. Fiir ihn besteht eine unerléssliche Aufgabe der dsthetischen Bil-
dung darin, die ,,Lesbarkeit der dsthetischen Objektivationen unserer Kultur* (Mol-
lenhauer, 1990, S. 11) weiterzugeben. Mollenhauer geht davon aus, dass mittels der
Kunst etwas mitgeteilt werden kann, was andere Zeichen nicht vermogen. Diese
Zeichen lesen zu lernen, sei vergleichbar mit dem Schriftspracherwerb, so dass
es sich bei der dsthetischen Alphabetisierung um einen klassischen Alphabetisie-
rungsprozess handele (vgl. Mollenhauer, 1990, S. 10). Dies impliziert wiederum,
dass das Zeichensystem Kunst jeweils kulturell gegebenen Regeln gehorcht, die
es zu lernen und zu interpretieren gilt. In diesem Sinne bestimmt Mollenhauer
die ,4sthetische Alphabetisierung |[...] als [den] vielleicht nicht ganz treffende[n],
aber mogliche[n| Ausdruck fiir den Lernvorgang |...], in dem nichtsprachliche kul-
turell produzierte Figurationen in einem historisch bestimmten Bedeutungsfeld
lokalisiert, das heifit als bedeutungsvolle Zeichen ,lesbar‘ werden“ (Mollenhauer,
1990, S. 11). Bezogen auf eine mogliche mathematisch-asthetische Bildung bedeu-
tet das, dass die behandelten Gegenstéande als Trager dsthetischer ,Informationen®
verstanden werden miissen. Dies geht deutlich {iber das klassische mathematische
,Lesenlernen im Sinne eines Erfassens der inhaltlichen Bedeutung der Zeichen
hinaus. Die Lernenden miissen zusétzlich auf den intersubjektiven und kulturell
geprigten dsthetischen Gehalt der Gegenstéinde aufmerksam werden. Dazu geho-
ren einerseits Eigenschaften wie die erstaunliche Tragweite oder die Okonomie (vgl.
2.1 bzw. 2.2), aber auch die Zugehdrigkeit zu einer bestimmten Stilepoche und die
damit ggf. einhergehende kulturelle und historische Farbung (vgl. 6.2). Diese le-
sen zu lernen bedeutet dann wiederum, ihre je spezifische Bedeutung kennen und
einschétzen zu kdnnen.

Der kreative Produktionsprozess wird von Bilstein und Zirfas in einer weiteren
Dimension ausgeschérft:

JAsthetische Bildung meint hier die rezeptive und produktive Ausein-
andersetzung mit Kunst und mit als #sthetisch — oftmals als schén
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— qualifizierten Gegenstandsbereichen; sie ist insofern bezogen auf die
kreativen Umwandlungs- und Gestaltungspotentiale von kunstférmi-
gem Material.“ (Bilstein und Zirfas, 2009, S. 20)

Diese Dimension entspricht der Deutung der &dsthetischen Bildung als klassischem
Kunstunterricht mit Fokus auf den eigenen kreativen Umgang. Wird die Mathe-
matik als Kunst bzw. ihre Gegensténde als ,kunstférmiges Material“* behandelt, so
ist dsthetische Bildung in diesem Sinne auch Teil eines Mathematikunterricht, in
dem auf den dsthetischen Gehalt der Gegensténde hingewiesen wird und aufferdem
Raum fiir den eigenen kreativen Arbeitsprozess der Schiilerinnen und Schiiler be-
steht. In einem Unterricht, der das Mathematikéisthetische integriert, bedeutet das
mathematische Lernen generell die ,rezeptive und produktive Auseinandersetzung
mit [der Kunstform Mathematik] und mit als &sthetischen — oftmals als schon —
qualifizierten Gegenstandsbereichen.” Dies bestitigen insbesondere die Uberlegun-
gen zur Unterrichtspraxis unter 9.2.1.

Die letzte der von Bilstein und Zirfas angefiihrten Dimensionen zielt auf den nor-
mativen Charakter dsthetischer Werturteile ab:

JAsthetische Bildung als Geschmacksbildung impliziert den Umgang
mit sozial-dsthetischen Distinktionsformen der Wahrnehmung, des Ur-
teilens und des Verhaltens und Handelns.“ (Bilstein und Zirfas, 2009,
S. 20)

Im Rahmen von mathematischer Bildung als Geschmacksbildung in diesem Sin-
ne miisste nicht nur generell die Moglichkeit mathematikésthetischen Urteilens
deutlich werden. Dariiber hinaus wéren etwa auf verschiedenen Werturteilen griin-
dende Stromungen herauszustellen. Es miissen also insbesondere unterschiedliche
Denkstile, mindestens sofern die stilbildenden Elemente &sthetischer Art sind, the-
matisiert werden. Dazu zéhlen dann auch bestimmte Vorlieben und Abneigungen
innerhalb der einzelnen Teildisziplinen der Mathematik. Mindestens muss aber bei
den Lehrkréften ein Bewusstsein dafiir entstehen, dass sie im Mathematikunter-
richt geschmacksbildend wirken, was sich in der generellen Haltung der Schiilerin-
nen und Schiiler der Mathematik gegeniiber widerspiegeln kann.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, dass mathematische Bildung nicht per se
als dsthetische Bildung angesehen werden kann, nur weil die Mathematik einer
Kunstform #hnlich ist. Es gibt aber zumindest Uberschneidungen der beiden Be-
reiche, so dass m.E. dsthetische Bildung am Medium Mathematik unter bestimm-
ten Bedingungen sehr gut moglich ist. Dies setzt allerdings generell voraus, dass
im mathematischen Bildungsprozess die mathematikésthetische Komponente kon-
sequent integriert wird. Die Kunstférmigkeit der Mathematik und die Moglichkeit
asthetischer Werturteile muss dabei bewusst und mit dem Ziel, dsthetische Bildung
zu ermoglichen, eingesetzt werden. Da dabei insbesondere die Subjektorientierung
eine zentrale Rolle spielt, geht dieses Ziel {iber die oben skizzierte Integration der
Mathematikésthetik in den Unterricht hinaus.
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Im Nachdenken iiber das Lehren und Lernen von Mathematik ermo6glicht der Bei-
trag zu einer mathematisch-asthetischen Bildung eine Legitimation jenseits der
klassischen Outputorientierung, der aulerdem explizit den Lernenden ganzheit-
lich in den Blick nimmt. Insofern ergénzt die Perspektive auf die Subjektbildung
den Beitrag des Asthetischen zur schulischen Allgemeinbildung. Es handelt sich
aullerdem um eine Sichtweise von der Mathematik aus auf das Mathematiklehren
und -lernen, bei der die Natur der zugrunde liegenden Gegensténde direkt die Per-
spektive bestimmt und nicht in erster Linie ihr Potential fiir auftermathematische
Anwendungen oder die Ausbildung epistemischer Kompetenzen.

9.4 Mathematikasthetik im Rahmen des Lehrens
und Lernens

Die hier eingenommene mathematikésthetische Perspektive auf das Lehren und
Lernen zeigt, dass die geforderte Integration der Mathematikésthetik eine Hori-
zonterweiterung auf den verschiedensten Ebenen mathematikdidaktischer Uberle-
gungen ermoglicht. Dies gilt sowohl fiir die konkrete Auswahl und Legitimation
der Unterrichtsinhalte und Unterrichtsmethoden als auch iibergreifend fiir Bereiche
wie das Problemlésen, das Argumentieren und Begriinden oder die Wissenschafts-
orientierung. Ebenso vielfiltig sind die Hoffnungen, die begriindet mit einem die
mathematische Schonheit erfahrbar machenden Unterricht verbunden sind. Sie
reichen von einem Beitrag zur individuellen Motivation und Problemlésekompe-
tenz iiber authentische und wissenschaftsnahe Erfahrungen mit der Mathematik
bis hin zu einer positiven Haltung gegeniiber und Beziehung zu der Mathematik.
Ein Hervorheben der &sthetischen Eigenschaften sowie der Kunstférmigkeit von
Mathematik erweitert aufferdem den Beitrag des Unterrichtsfachs zur Allgemein-
bildung und verweist darauf, dass auch die Beschéftigung mit Mathematik zur
dsthetischen Subjektbildung beitragen kann. Insbesondere der subjektive Charak-
ter des mathematischen Schonheitsbegriffs ldsst die fiir das Lehren und Lernen
von Mathematik zentrale Beziehung von Mensch und Mathematik auf spezifische
Art greifbar und wirksam werden.



Kapitel 10

Klassiker der Mathematikasthetik

wBut, as with other subjective experiences, examples provide the best
guide to what is meant.“ (Gardiner, 1983, S. 80)

Cyril Gardiner nutzt in seinem Essay Beauty in Mathematics diesen Hinweis, um
von einer kurzen Einleitung iiber die Relevanz des Asthetischen fiir die Mathe-
matik und Bemerkungen zu den von Hardy angefiihrten Schonheitskriterien (vgl.
Zitat S. 28) zu einer ausfiihrlichen Besprechung mehrerer Beispiele iiberzuleiten.
Obgleich den theoretischen Uberlegungen zum mathematischen Schénheitsbegriff
und zum Kunstcharakter der Mathematik in dieser Arbeit ungleich mehr Gewicht
eingerdumt wird als der Darstellung konkreter Beispiele, kann Gardiners Eindruck
in mehrfacher Hinsicht zugestimmt werden: Zunéchst verweisen die Ergebnisse aus
Teil T und IT immer wieder auf den Aspekt der Subjektivitéit, der in Werturteilen
iiber die und im Umgang mit der Kunstform Mathematik zum Tragen kommt. Da-
bei zeigt sich, dass gerade im Versuch, diese Facette des Mathematikésthetischen
zu fassen, auf mogliche individuelle mathematikésthetische Erfahrungen und da-
mit auch auf konkrete Beispiele zuriickgegriffen werden muss. An ausgewéahlten
Gegenstianden werden aber auch die leichter greifbaren oben herausgearbeiteten
Eigenschaften und Zusammenhénge in besonderer Weises deutlich, werden doch
am Beispiel die Ergebnisse aus ihrer systematischen Darstellung gelost. Ein solcher
Perspektivwechsel bietet nicht zuletzt die Moglichkeit, Querverbindungen zwischen
in den Teilen I und II aus systematischen Griinden unterschiedenen Gebieten zu
ziehen.

Der Raum, der der Untersuchung konkreter Beispiele hier eingerdumt wird, zeigt
dabei jedoch, dass die Einschatzung Gardiners, ,examples provide the best guide
to what is meant* (s.o.) hier nicht geteilt wird. Um allgemeine, vergleichbare und
etwa in anderen Gebieten anwendbare Ergebnisse im diffusen Feld der Mathe-
matikésthetik zu identifizieren, ist es m.E. unumgénglich, zunéichst die vielen —
héufig aus Beispielen gezogenen — Einzelpositionen zusammenzubringen und sys-
tematisch darzustellen. Nur ein solcher Hintergrund erlaubt es, in einer darauf
folgenden Analyse konkreter Gegenstdnde iiber persoénliche Eindriicke und ma-
thematikésthetische Erfahrungen — so wertvoll diese fiir die Anndherung sind —
hinauszugehen. Die folgende Konkretisierung an héufig genannten Beispielen der
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Mathematikdsthetik bietet somit nicht den ,besten, aber einen wichtigen ergén-
zenden Weg, um das Phinomen mathematikéisthetischer Erfahrungen zu fassen.

Im Folgenden sollen mit der Eulerschen Formel und zwei verschiedenen Beweisen
aus dem Komplex Irrationalitit und Inkommensurabilitit Klassiker der Mathe-
matikdsthetik vorgestellt und diskutiert werden. Die Wahl der Beispiele erhebt
dabei nicht den Anspruch ein innovativer Vorschlag zu sein, sondern greift auf
Bewéhrtes zuriick und nutzt die breit geteilte Einschédtzung, so besonders schéne
,Muster der Mathematiker” zu prasentieren und diese als Anstofs zur Diskussion
der erarbeiteten Ergebnisse zu nutzen.

10.1 Die schonste Formel der Welt

Hine Zahl, die sich in der Unendlichkeit verlor, und eine andere, die
niemals ihr wahres Gesicht offenbarte, zogen elegant ihre Bahnen und
trafen sich an einem fernen Punkt. Obwohl nirgendwo ein Kreis zu se-
hen ist, schwebt unerwartet m aus dem Nichts herab und gesellt sich
zu ihnen, um sich dann mit dem schiichternen ¢ zusammenzutun.
Aneinandergelehnt verharren sie nun gemeinsam in aller Stille, mucks-
maéuschenstill, aber man braucht nur eine 1 hinzuzufiigen, und schon
verdndert sich schlagartig die Welt. Alles 16st sich in 0 auf.” (Ogawa,
2012, S. 180f)

Nicht immer wird der berithmte Spezialfall der Eulerschen Formel
e +1=0

so poetisch beschrieben wie hier von der Autorin Yoko Ogawa. IThr mathematisch-
dsthetischer Wert jedoch wird immer wieder hervorgehoben, und sie gilt als die
schonste Formel der Mathematik. So wurde sie in der Form e = —1 etwa von
den Lesern des mathematical intelligencer 1990 unter vielen schénen Stiicken der
Mathematik auf den ersten Platz gewahlt (vgl. Wells, 1990). Dabei hat die Glei-
chung eine solche Popularitat erlangt, dass sie in belletristischen Darstellungen
wie dem eingangs zitierten kiirzlich erschienen Roman Das Geheimnis der Fuler-
schen Formel zum Synonym fiir die geheime Faszination der Mathematik werden
kann.

Interessant dabei ist, dass es sich hier um ein Theorem handelt, dessen asthetischer
Wert nicht — auch nicht in Teilen — auf seinen Beweis zuriickgefiihrt wird. Anders
als im nachfolgend besprochenen Beispielkomplex um die Beweise zu Irrationali-
tdt und Inkommensurabilitdt wird hier das mathematisch-asthetische Erlebnis an
einem (mindestens auf den ersten Blick) verhaltnisméfig kurzen und wenig komple-
xen Stiick Mathematik festgemacht. Wenn im Folgenden also die Eulersche Formel
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vorgestellt und aus mathematikésthetischer Perspektive beleuchtet wird, so steht
das Paradebeispiel einer schonen mathematischen Gleichung im Mittelpunkt.

Im Gegensatz zu den unter 10.2 vorgestellten, bereits in der griechischen Antike
bekannten Beweisen handelt es sich hier um ein relativ junges Beispiel besonderer
mathematischer Schonheit. So veroffentlichte Leonhard Euler (1707-1783) die nach
ihm benannte Formel samt ihrer Herleitung erstmals 1748 im ersten Band des
zweibéindigen Werks Introductio in analysis infinitorum (E101/102)* (vgl. Jahnke,
1999, S. 146). Das Vorgehen Eulers in der Introductio soll im Folgenden auch die
Darstellung des Beispiels leiten.?

10.1.1 Die Eulersche Formel

In Kapitel 7 der Introductio (Bd. 1) wird zunéchst die heute als ,Eulersche Zahl*
bezeichnete Grofe definiert und zum ersten Mal mit dem heute gdngigen Buchsta-
ben e bezeichnet. Unter der programmatischen Uberschrift Von der Darstellung
der Exponentialgréfien und der Logarithmen durch Reihen stellt Euler zun&chst
das monotone Wachstum der Funktion z +— a” fest, indem er wie folgt beginnt:

,Da a® = 1 ist, und mit wachsendem Exponenten zugleich auch der
Wert, der Potenz zunimmt, falls a eine Zahl gréfser als 1 ist, so folgt
daraus, dass, wenn der Exponent nur unendlich wenig grofier ist als 0,
auch die Potenz die Einheit nur um unendlich wenig iibersteigen wird.

Ist daher w eine unendlich kleine Zahl |[...], so wird
o =1+,
wenn ¢ ebenfalls eine unendlich kleine Zahl bedeutet. [...] Da nun a

noch unbekannt ist, so wollen wir ¢ = kw setzen. Alsdann wird:
a¥ =1+ kw
[...] (Euler, 1885, S. 86)
Damit gilt fiir beliebiges® j und beliebig kleines w
(a®)? = (1 + kw)?

IHier in der deutschen Ubersetzung von H. Maser, 1885.

2Je nach systematischem Ansatz kann die Gleichung etwa im Rahmen einer Einfihrung in die
Analysis naturgeméft auf unterschiedliche Weise motiviert und hergeleitet werden. Um hier
der Diskussion iiber das angemessene Vorgehen aus dem Wege zu gehen, aber auch, um einen
Einblick in die historische Quelle zu erhalten, wird die Herleitung eng an Eulers Original
gehalten. Neben der Quelle selbst werden die Ausfithrungen dazu von Hans Niels Jahnke
(1999) herangezogen.

3Euler verwendet im Original fiir die hier mit j bezeichnete Versinderliche den Buchstaben i, da
dieser zu seiner Zeit noch nicht als Bezeichnung der Imagindren Einheit festgelegt war. Um
Verwechslungen mit der heute géngigen Notation zu vermeiden, wird hier und im Folgenden
der Buchstabe j verwendet.



224 Kapitel 10 Klassiker der Mathematikésthetik

und somit
a?? = (1 + kw)l.

Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes erhilt er nun zunéichst eine Reihendarstel-
lung der Form

Ji— )k2 2, JE -1 — )k3 34

“=1 k:
+ +1 1-2-3

Mit j = Z bei endlichem z ,wird j, weil w eine unendlich kleine Zahl ist, unendlich
groff“ (Euler, 1885, S. 87) und Euler kann a* schreiben als

1 —1 1 —1)( 1G—1)(G —2)(j —
(j .)k222+ (-1 — )k“ (j )(q b)(J. i’>)k424+
1-2j 1-25-35 1-25-35-43

1
a® = 1+Ikz+

In dem er z = 1 annimmt und mittels einiger Uberlegungen zum Verhalten von
Briichen der Form =% fiir beliebig grokes j und eine natiirliche Zahl b kommt
Euler in §116 zunachst zu folgendem Ergebnis (vgl. Euler, 1885, S. 88):

1 + F + K + — K +.
a= A

1-2 1-2-3
Diese Reihe kann er dann nach einigen Uberlegungen zum zugehorigen Logarith-
mus in §122 zu der folgenden, fiir das hier zu besprechende Beispiel entscheidenden
Definition verwenden:

»,Da man nun bei der Verfertigung dieses Logarithmussystems die Basis
a nach Belieben wahlen kann, so kann man sie auch so annehmen, dass
k = 1 wird. Setzen wir nun k& = 1, so erhalten wir nach der in §116
gefundenen Reihe

1 1
= 1 _—
R N A TR
Verwandelt man diese Briiche in Dezimalbriiche und addiert sie sodann,
so erhélt man fiir a folgenden Wert

a = 2,71828182845904523536028,

wo auch noch die letzte Ziffer genau ist. Die auf Grund dieser Basis
berechneten Logarithmen werden gewohnlich natiirliche oder hyperbo-
lische Logarithmen genannt, weil die Quadratur der Hyperbel durch
solche Logarithmen ausgefiihrt werden kann. Wir werden nun in der
Folge der Kiirze wegen fiir diese Zahl 2,718281828459... stets den
Buchstaben e gebrauchen, so dass also e die Basis des natiirlichen oder
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hyperbolischen Logarithmus bedeutet, welcher der Wert & = 1 ent-
spricht, oder es soll e stets die Summe der unendlichen Reihe

FEE G
17127 1-2-3

+...

bezeichnen.“ (Euler, 1885, S. 91)

Euler geht also von der Frage nach dem Grenzwert der Folge (1 + %)” fiir n — oo
aus, um diesen dann als Basis des natiirlichen Logarithmus einerseits bzw. als Wert
der Reihe 3° - andererseits zu beschreiben sowie den nummerischen Wert auf 23

Nachkommastellen genau anzugeben.

»Nach den Logarithmen und Exponentialgréfen miissen die Kreisbo-
gen und deren Sinus und Cosinus betrachtet werden, |[...| weil sie aus
den Logarithmen und Exponentialgréfen selbst entspringen, so bald
dieselben imaginédre Zahlgrofen enthalten.“ (Euler, 1885, S. 95)

Mit Hilfe dieser Voriiberlegung leitet Euler in Kapitel 8 unter dem Titel Von den
transcendenten Zahlgréfien, welche aus dem Kreis entspringen zunichst Eigen-
schaften und Zusammenhénge der trigonometrischen Funktionen (Additionstheo-
reme usw.) aus Uberlegungen am Einheitskreis und darauf aufbauend die Reihen-
darstellung von Sinus und Kosinus her. Euler ist dabei der erste, der sin und cos
als Funktionen auffasst und diese konsequent an einem Kreis mit Radius 1 einfiihrt
(vgl. Jahnke, 1999, S. 146).

In §138 gelangt Euler dabei fiir unendlich grofies j zu folgenden Darstellungen:

(14210 (1 — /Ty (14210 (1 — /=y
cosv = J J und sinv = J J

2 2v/-1

Unter Riickgriff auf die oben skizzierte Herleitung der Eulerschen Zahl e erinnert
er zunéichst an den Zusammenhang (1+ $)? = e®. In dem er nun ohne besonderes
Aufsehen auch imagindre Grofien als Argument zulésst, erhélt er

6+V\/71 + 671/\/71 ) 6+l/\/71 _ 671/\/71
cosv = und sinv = .

2 2v/—1

Damit fahrt Euler wie folgt fort:

~Hieraus ist ersichtlich wie die imaginidren Exponentialgréfsen auf den
Sinus und Cosinus reeller Bogen zuriick gefiihrt werden kénnen. Es ist
némlich:

et"V=l — cosv + v/—1sinv

[...] (Euler, 1885, S. 106)
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Obgleich die Verwendung von Zahlenbeispielen ein besonderes Merkmal der Intro-
ductio ist (vgl. Jahnke, 1999, S. 145f), verzichtet Euler an dieser Stelle auf den
naheliegenden Schritt, den Spezialfall fiir v = 7 zu betrachten. Fiir den mathe-
matikésthetischen Diskurs ist jedoch gerade die daraus entstehende Gleichung von
besonderer Bedeutung, gilt sie doch als die schénste Formel iiberhaupt:

em+1=0

Anzumerken ist dazu, dass andere Arbeiten die Gleichung auch in der Form
e’™ = —1 oder auch ez = i~* als schonste Formel der Mathematik benennen.
Aus mathematikéisthetischer Sicht stellt sich also auch die Frage nach moglichen
Unterschieden dieser mathematisch dquivalenten Darstellungsformen. Wenn im
Folgenden die Frage nach den Griinden fiir den mathematikésthetischen Ruhm
dieser Formel gesucht und sie dazu auf der Grundlage der Ergebnisse aus Teil 1

und IT analysiert wird, wird auch dieser Frage nachzugehen sein.

10.1.2 Zur Asthetik von ¢™ +1 =0

»Elegant und kompakt, vereint diese Beziehung alle Grundkonstanten
der Analysis und ist gleichermafen fiir Mystiker, Wissenschaftler, Phi-
losophen und Mathematiker voller Deutungsmoglichkeiten: Vielleicht
ist sie die faszinierendste Formel aller Zeiten.“ (Basieux, 2003, S. 71)

So wie hier von Piere Basieux wird immer wieder der #sthetische Wert der Eu-
lerschen Formel hervorgehoben und eine Begriindung versucht.* Wie das Beispiel
Basieuxs zeigt, wird dazu hdufig die Tatsache angefiihrt, dass sich in der Form
€™ +1 =0 mit e, i, 7, 0 und 1 die wichtigsten Zahlen der Mathematik vereinen.
Dies allein ist jedoch zunéichst kein (mathematik-)asthetisches Kriterium und es
stellt sich die Frage, wie der Reiz, der von dieser Gleichung ausgeht, spezifiziert
werden kann. Aus mathematikéisthetischer Sicht bietet sich dazu ein Abgleich mit
den in Kapitel 2 herausgearbeiteten Eigenschaftskomplexen an. Dabei ergeben sich
auch immer wieder Hinweise auf den Kunstwerkcharakter der Formel im Sinne von
Kapitel 6 bzw. 8.

Bereits Euler betont in seiner Introductio die innermathematischen Beziehung in-
nerhalb der Gleichung in der von ihm hergeleiteten Form e™ = sinz + icosz,
wenn er darauf hinweist, dass in dieser Gleichung der Zusammenhang von kom-
plexer Exponentialfunktion und reellen Winkelfunktionen gegeben sei (vgl. Zitat
S. 225): sinz und cosz bilden Real- bzw. Imaginérteil von €. Mit Hilfe dieser
Beziehung werden also Grundbausteine zunichst disparater mathematischer Diszi-
plinen in Beziehung gesetzt. Sie bildet somit einen Punkt der innermathematischen
Vernetzung (vgl. 2.1.1).

4Vgl. z.B. Emil Fellmann (1983), Francois Le Lionnais (2004) oder Doris Schattschneider (2006).
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Auch verwendete bereits Euler selbst die Gleichung in seinen Arbeiten in den
unterschiedlichsten Zusammenhéngen. So etwa in §183 der Introductio, um umge-
kehrt die trigonometrischen Funktionen mit komplexem Argument mit Hilfe der
Exponentialfunktion darzustellen. Aufserdem kommt sie dort nach Jahnke in ver-
schiedenen Beweisen und Herleitungen etwa von Reihendarstellungen zum Zuge
(vgl Jahnke, 1999, S. 146). Jahnke weist aufferdem auf die Suche nach einem ana-
lytischen Ausdruck fiir die Fakultdten hin, an der neben James Stirling, Daniel
Bernoulli und Christian Goldbach auch Euler mafsgeblich beteiligt war und sich
ebenfalls die Gleichung zu Nutze machen konnte (vgl. Jahnke, 1999, S. 147).

Als weiteres elementares Beispiel fiir eine konkrete Anwendung der Eulerschen For-
mel kann die Darstellung der komplexen Zahlen durch Polarkoordinaten ins Feld
gefiihrt werden: Fiir eine komplexe Zahl z € C mit z = a+ib gilt z = || (ﬁJrzl—l;l) =
|z|(cos ¢ +isin ), wobei ¢ den Winkel zur reellen Achse beschreibt. Mit Hilfe der
Eulerschen Formel lésst sich dies nun in die kompakte und gut handhabbare Form
z = |z|e’ bringen. Zur Losung des zunichst geometrischen Problems der Dar-
stellung eines Punktes in der Gaufsschen Zahlenebene mit Hilfe eines Winkels und
des Abstands zum Ursprung wird auf die leichter handhabbare Exponentialfunk-
tion zuriickgegriffen. Dieses Beispiel ist insofern paradigmatisch fiir die Tragweite
des betrachteten Zusammenhangs, als dass hier einerseits ein Ergebnis von grofser
Niitzlichkeit durch die Eulersche Gleichung erhalten wird, das als solches wieder-
um in den verschiedensten inner- und aufsermathematischen Gebieten Anwendung
findet. Andererseits wirkt sie in gewissem Sinne im Verborgenen, da wéhrend der
Anwendung der Polarkoordinaten die Exponentialfunktion ganz selbstverstédndlich
auch zur Beschreibung geometrischer Zusammenhénge oder allgemein fiir Rech-
nungen im Komplexen verwendet wird. Der ,,Umweg" iiber die trigonometrischen
Funktionen und damit die Verwunderung iiber den hinterliegenden Zusammen-
hang wird dabei hochstens auf den zweiten Blick deutlich.

Wie weitgehend der Aspekt der interdisziplindren Vernetzung gesehen wird, zeigt
sich in Aussagen von Mathematikern, die in der Formel e™ + 1 = 0 nicht nur
wichtige Konstanten vereint, sondern die gesamte Mathematik reprasentiert sehen:
Die Eulersche Zahl e bzw. die Exponentialfunktion spielt eine zentrale Rolle in der
Analysis. Die Gleichungslehre macht die imaginire Einheit ¢ notwendig, so dass
hier die Algebra représentiert wird. Ergédnzt wird dies durch 7 als zentrale Grofe
der Geometrie.? Fiir diese Einschitzung spricht nicht zuletzt ihre Anwendbarkeit
in weiten Teilen der Mathematik.®

Obwohl dies mit Blick auf eine Gleichung zunéchst etwas fern liegt, erfiillt die
Eulersche Formel auch den Tragweiteaspekt der weitreichenden Heuristik (vgl.
2.1.2). Dabei zeigt sich diese Eigenschaft nicht in einer iibergreifenden Beweisidee,
sondern als Hilfsmittel zur Strukturierung. Dies wird etwa in Verallgemeinerungen

5Ein Dank fiir Informationen und Einschitzungen rund um Bedeutung und Anwendungsgebiete
der Eulerschen Formel gilt Prof. Dr. Gerd Mockenhaupt.
6Fi{ir eine Zusammenstellung vieler interessanter Beispiele siche McCartin (2006).
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wie der folgenden deutlich:
¢ [ cost —sint . (0 =1
€ _( sint  cost ) m1t[—< 1 0
So kann ein Zusammenhang zwischen Exponentialabbildung und Drehgruppen

hergestellt werden, der dhnlich der komplexen Euler-Formel wiederum zum Ver-
netzungspunkt verschiedener mathematischer Disziplinen wird.

Es ist nicht nur die Tatsache, dass die wichtigsten Zahlen der Mathematik in der
Formel e’ 41 = 0 vereint sind”, sondern auch die Art, wie diese zusammengebracht
werden koénnen, die zu einer besonderen mathematikésthetischen Wertschatzung
der Eulerschen Formel fiihren miissen. Le Lionnais bringt dies wie folgt auf den
Punkt:

,»The brilliance of this expression is due to the nearly perfect elimination
of every element foreign to the three numbers® just cited.“ (Le Lionnais,
2004, S. 128)

Die Formel erfiillt also das oben angefiihrte Minimalitdtskriterium (vgl. 2.2.1)
in besonderer Weise und stellt einen in diesem Sinne einfachen Gegenstand der
Mathematik dar. In Relation zu der auferordentlichen Tragweite ist die Eulersche
Formel somit ein Paradebeispiel fiir ein 6konomisches ,Muster der Mathematiker*
im Sinne der unter 2.2.2 beschriebenen klassischen Form der Okonomie.

Die Frage nach der subjektiven Zugénglichkeit der Gleichung ist dagegen weniger
eindeutig zu beantworten. Zunéichst kann festgehalten werden, dass die Formel
durch ihre Minimalitdt leicht — evtl. auch quasi ,,auf einen Blick” — zu erfassen ist.
Dies zeigt sich u.a. darin, dass sie leicht memoriert werden kann. Auch sind die
Elemente aus denen sie aufgebaut ist, aus anderen Zusammenhingen bekannt.’
Jedoch bedarf selbst ein erstes inhaltliches Verstehen eines Vorwissens, das iiber
die iiblichen Schulkenntnisse hinaus geht. Insbesondere der Ausdruck e’™ setzt die
Kenntnis der komplexen Zahlen und der imaginéren Einheit sowie eine Vorstellung
der Exponentialfunktion voraus. Dariiber hinaus verlangt selbst ein erster Einblick
in die Herleitung und Tragweite dieses Stiicks Mathematik weitergehende Kennt-
nisse und Erfahrungen. Die zunéchst so schlicht anmutende Gleichung lasst also
ihre Komplexitdt und auch die Tragweite als ein Grund ihres mathematikésthe-
tischen Ruhms erst auf den zweiten Blick offenbar werden.'°

"Das wiirde auch die mathematisch korrekte Gleichung 0- (e + i+ 7 + 1) = 0 erfiillen, der wohl
kein besonderer dsthetischer Wert zugesprochen wiirde.

8Le Lionnais zahlt als wichtigste Zahlen der Mathematik, die in der Eulerformel vorkommen
nur 1, 7w und e auf.

9Die Zahl 7 ist bekannt aus der Kreisgeometrie, e zur funktionalen Beschreibung von Wachs-
tum und die Art des Terms aus der Arithmetik.

10In diesem verborgenen Reiz kann unter Umstéinden auch ein starkes motivationales Potential
liegen. So berichtet ein heutiger Mathematikdozent, dass ihn der Wunsch, diese Formel zu
verstehen in das Mathematikstudium gefiihrt hat.
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Die Moglichkeit zu epistemischer Transparenz dieses Beispiels ist also stark von den
Kenntnissen des Rezipienten abhéingig. Auflerdem besteht eine grofe Diskrepanz
in der Einschétzung dieser Moglichkeiten: Auf der einen Seite stellt Le Lionnais
die Behauptung auf, dass der dargestellte Zusammenhang in heutigen Zeiten so
offensichtlich geworden sei, dass die Formel inzwischen ,abgestanden sei oder zu-
mindest sehr natiirlich daher komme (vgl. Le Lionnais, 2004, S. 128). David Wells
greift diese Behauptung kritisch auf und stellt die Frage nach dem Personenkreis,
fiir den diese Offensichtlichkeit gegeben sei (vgl. Wells, 1990, S. 38). Dieser Ein-
wand scheint berechtigt, betrachtet man auf der anderen Seite Hinweise, die selbst
aus dem Kreis der Mathematiker ihre Skepsis dariiber &ufiern, ob die Formel iiber-
haupt in vollem Umfang und Tiefe erfasst werden kann. Um die eigene Skepsis
auszudriicken, wird dazu immer wieder der folgende Ausspruch des Mathemati-
kers Benjamin Peirce (1809-1880) angefiihrt:

»Gentleman, we have not the slightest idea what this equation means,
but we may be sure that it means something very important.“ (hier
zitiert nach McCartin, 2006, S. 12)

Bedeutung und Tiefe der Euler-Formel ist fiir Peirce bestenfalls erahnbar. Dem
tiefen Verstehen oder gar einem Ahal-Erlebnis, also der unter 2.3 beschriebenen
epistemischen Transparenz, verschliefst sie sich solchen Bekenntnissen zufolge je-
doch. Genau dieses Spannungsfeld einer besonders einfach fasslich anmutenden
Darstellung und der nur vage erreichbaren epistemischen Transparenz scheint je-
doch fiir die besondere (&sthetischen) Anziehungskraft der Gleichung verantwort-
lich zu sein.

Die u.a. hochschuldidaktischen Uberlegungen des Mathematikers Felix Klein ge-
ben in der Diskussion um die Moglichkeit epistemischer Transparenz in Bezug
auf die Eulersche Formel dem Vorwissen bzw. konkret der Art der Herleitung ein
besonderes Gewicht:

om System A — und leider schlieft man sich diesem auf der Schule
fast ausschliefslich an — treten beide Funktionen ganz heterogen auf: e*
bzw. der Logarithmus erscheint als bequemes Hilfsmittel beim numeri-
schen Rechnen, sinx aber entsteht in der Dreiecksgeometrie. Wie soll
man da verstehen, dafs beide in so einfacher Weise zusammenhéngen,
und noch mehr, dafs sie sich in den verschiedensten Gebieten, die weder
mit der Technik des nummerischen Rechnens noch mit der Geometrie
das mindeste zu tun haben, immer wieder ganz von selbst als natur-
geméfer Ausdruck der dort obwaltenden Gesetze darbieten? [...] Im
System B erscheinen diese Zusammenhénge ganz verstdndlich und der
von Anfang an hervorgehobenen Bedeutung der Funktionen durchaus
angemessen: Hier entstehen ja e* und sinx aus der selben Quelle, der
Quadratur einfacher Kurven |...].“ (Klein, 1908, S. 85)

Die oben vorgestellte Herleitung der Gleichung aus Eulers Introductio wiirde da-
bei dem ,System A“ entsprechen, wahrend Klein selbst vorschldgt, die Funktio-
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nen jeweils aus der Integration von Hyperbel bzw. Kreis zu definieren, um dann
die Reihenentwicklung ,wiederum nach einem einheitlichen Prinzip, dem Taylor-
schen Lehrsatze” (Klein, 1908, S. 84) zu erhalten.!! Klein bezieht sich hier auf die
Grundform e = cosx + isinz, die bei entsprechender Einfiihrung als natiirlich
und transparent angesehen werden miisse. Ob auf diese Weise auch die Gleichung
in der Form €™ + 1 = 0 ihren mysteritsen Charakter verlieren wiirde, bleibt offen
— erhélt man sie doch unabhéingig von der Herleitung der Ausgangsbeziehung in
jedem Fall ,lediglich“ durch Einsetzen von .

Immer wieder wird nicht nur die Besonderheit hervorgehoben, dass die Euler-
Formel die wichtigsten Zahlen verbindet, sondern auch die emotionale Wirksam-
keit dieser Tatsache in AuRerungen zum #sthetischen Wert der Gleichung deut-
lich. So driickt etwa Doris Schattschneider das Moment des Erstaunens aus und
spricht von €™ + 1 = 0 als ,perhaps one of the most surprising of all mathema-
tical truths* (Schattschneider, 2006, S. 41). Gleichzeitig qualifiziert sie die oben
bereits angesprochene Schlichtheit emotional und beschreibt die Euler-Formel als
sncredibly spare equation® (ebd.). Damit ist sie ein Beispiel unter vielen, die ihre
emotionale Betroffenheit ob der Einfachheit und der grofsen Tragweite dufsern. Ins-
besondere scheint es das Zusammenspiel von weitreichender innermathematischer
Vernetzung und einer besonders einfach anmutenden Form zu sein, die die Eu-
lersche Formel so ,unglaublich“ erscheinen lassen. Diese emotionale Qualitdt der
Eigenschaftskomplexe Tragweite und Okonomie bildet schlieflich die Grundlage
des mathematikisthetischen Werturteils.

Als Klassiker der Mathematikdsthetik wird die Eulersche Formel naturgeméf auch
in Konzepten zur Stilgeschichte der Mathematik zum Beispiel. Dabei spiegeln sich
die beschriebenen, zum Schonheitsurteil beitragenden Eigenschaften als stilbilden-
de Elemente wider: Le Lionnais zahlt die Gleichung etwa zu den ,Fakten klassischer
Schonheit“, also zu denjenigen mathematischen Aussagen, die durch eine harmo-
nische Verbindung von knapper, sparsamer Form und der Beherrschung grofser
Vielfalt beeindrucken (vgl. 6.2.1, S. 138f). Bense dagegen nutzt nicht die Formel,
das Werk selbst, um es einem Stil zuzuordnen, sondern greift auf den Kiinstler
zuriick. Insbesondere Eulers Leistungen im Rahmen der Analysis ordnet er dem
mathematischen Barock zu (vgl. Bense, 1946, S. 127). Ahnlich wiirde wohl Karl
Heinrich Hofmann vorgehen. Obgleich er Euler nicht explizit nennt, kann dieser
sicher zur hofmannschen ,Renaissance der Mathematik® gerechnet werden, die sich
gerade durch eine grofie Genie-Dichte auszeichnet (vgl. 6.2.1, S. 133f).

Dass Euler als mathematisches Genie gilt, zeigt sich in Urteilen von Biographen
und Mathematikhistorikern. Dabei wird in der Riickschau insbesondere auf die
bemerkenswerte Grofe seines Gesamtwerkes und die enorme Bandbreite der bear-
beiteten Gebiete hingewiesen. So stellt Jahnke beispielsweise fest, dass Euler ,der

HFiir eine ausfithrliche Darstellung der beiden Systeme A und B — Klein spricht auch von
HEntwicklungsreihen“ — und eine Einordnung aus mathematikésthetischer Perspektive vgl.
Allmendinger und Spies (2013).
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iiberragende Mathematiker und theoretische Physiker des 18. Jahrhunderts* gewe-
sen sei und ,,Umfang, Spannweite und Tiefe seines Werkes |[. .. | ohne Beispiel* seien
(Jahnke, 1999, S. 132). Dariiberhinaus wurde bereits zu Lebzeiten seine besondere
mathematische Begabung erkannt. Sein Lehrer Johann Bernoulli etwa bescheinigt
Euler im Anhang einer eigenen Arbeit die ,gliicklichsten Anlagen* und bezeichnet
ihn an anderer Stelle als ,ingenitsen jungen Mann® (zitiert nach Fellmann, 1995,
S. 23f). Dass Euler, wie dies fiir das kiinstlerische Genie hiufig beschrieben wird, in
der Lage war, Neues und auch iiber seinen beriihmten Lehrer hinaus Weisendes zu
schaffen, zeigt ein Blick in die Entwicklungsgeschichte derjenigen Gebiete, an de-
nen Euler mitgearbeitet hat. So war er es, der die Analysis von der geometrischen
Deutung losléste und in seiner Introductio zu einer algebraischen Auffassung und
Strukturierung der behandelten Gegenstidnde fiihrte (vgl. Jahnke, 1999, S. 133).
Die hier beleuchtete Gleichung in der oben dargestellten Form'? ist also das Werk
eines groffen Wissenschaftlers und Kiinstlers der Mathematik mit innovativem und
breitgefdchertem Oevre.

Das mathematische Kunstwerk Euler-Formel wird in der Mathematikwelt auch
als solches gehandelt. Die Einschatzung, sie sei ein besonders schénes, wenn nicht
das schonste Stiick Mathematik, wird diszipliniibergreifend geteilt. Dies verwun-
dert aufgrund der Anwendbarkeit in den verschiedensten Teildisziplinen und der
groflen Tragweite (s.0.) nicht. Da sie nicht ohne Weiteres mit Mitteln der (aktu-
ellen) Schulmathematik erfasst werden kann, existiert das ganz breite Publikum
nicht per se.!®> Dennoch ist die Gleichung elementar genug, um im Mathematik-
grundstudium hergeleitet zu werden, so dass auch hier Publikum und Kritiker
nicht ausschlieflich aus der Gruppe der schaffenden Mathematiker also der Kiinst-
ler selbst stammen miissen (vgl. die Diskussion unter 6.4.2). Interessanter Weise
wird e™ 4+ 1 = 0 von ihren Interpreten zwar einhellig als besondere Schénheit
beschrieben, eine explizite Begriindung abgesehen vom gemeinsamen Auftreten
der wichtigsten Zahlen der Mathematik bleiben sie jedoch meist schuldig, obgleich
die vorangegangene Analyse zeigt, dass bestimmte géingige mathematikésthetische
Kriterien, wie etwa die Okonomie, auf besondere Weise erfiillt sind. Dies konnte
auf das beschriebene Gefiihl mangelnder epistemischer Transparenz zuriickgefiihrt
werden, das der Gleichung einen leicht ,,mystischen* Charakter gibt. So wurde hier
mit der Eulerschen Formel in gewissem Sinne die Mona Lisa der Mathematik-Welt
untersucht.

12 Anzumerken ist, dass ein dhnlicher Zusammenhang bereits frither auch von anderen Mathema-
tikern in Eulers Umfeld (Johann Bernoulli und Roger Cotes) diskutiert wurde, dieser in der
Introductio jedoch zum ersten Mal explizit in dieser Form hergeleitet und verwendet wurde
(vgl. Jahnke, 1999, S. 146f).

13Popularwissenschaftliche Arbeiten, die sich diesem Kunstwerk nihern wollen, miissen vielmehr
fiir die notigen Vorinformationen mindestens beziiglich der komplexen Zahlen sorgen (vgl.
etwa Basieux (2003)).



232 Kapitel 10 Klassiker der Mathematikésthetik

10.2 Schon irrational

Ein weiteres haufig behandeltes Beispiel im Zusammenhang mit mathematikésthe-
tischen Uberlegungen und damit ein weiterer Klassiker der Mathematikisthetik ist
der Beweis fiir die Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2. Genauer werden immer
wieder verschiedenen Argumentation, die mit dieser Aussage in Verbindung ste-
hen, als Paradebeispiele schéner Beweise oder mathematischer Kunst angefiihrt.
Dazu zdhlen neben verschiedenen indirekten Argumentationen tiber den Charakter
von v/2 auch Beweise fiir das geometrische Problem der Inkommensurabilitdt von
Seite und Diagonale im Einheitsquadrat. Es handelt sich hierbei auch in dem Sinne
um klassische Beispiele, dass sowohl Widerspruchsbeweise als auch die direkte geo-
metrische Argumentation iiber die Wechselwegnahme — jeweils im Zusammenhang
mit der geometrischen Deutung — bereits in der griechischen Antike bekannt waren.
Obgleich es sich also um einen sehr alten und in der Literatur sowohl im Rahmen
mathematikésthetischen Verhaltens als auch entsprechend reflektierender Arbei-
ten hdufig angefiihrten Beispielkomplex handelt, sprechen verschiedene Griinde
dafiir, auch die Ergebnisse dieser Arbeit daran zu konkretisieren: Aus dem nahe-
liegenden und historisch relevanten Zusammenhang von zahlentheoretischer und
geometrischer Deutung ergeben sich erstens sehr verschiedene Herangehensweisen,
die auf Unterschiede in ihrem mathematikéisthetischen Gehalt gepriift werden kon-
nen. Daher soll im folgenden je eine Moglichkeit der Argumentation aus den beiden
Bereichen vorgestellt werden. Diese lassen einerseits zwei Facetten eines Problem-
bereiches zur Geltung kommen. Andererseits sind sie hinreichend verschieden, um
zwei eigensténdige Beispiele fiir Schonheit und Kunstcharakter der Mathematik
darzustellen.'*

Bei beiden Beispielen handelt es sich zweitens um elementar zugéngliche Problem-
stellungen und Argumentationsgénge, die z.B. Hardy dennoch zu den ,Mustern
der Mathematiker zihlt, denen aufgrund ihrer Asthetik ein dauerhafter Platz in
der Welt gesichert ist:

»They are ,simple‘ theorems, simple both in idea and in execution,
but there is no doubt at all about their being theorems of the highest
class. Each is as fresh and significant as when it was discovered — two
thousend years have not written a wrinkle on either of them.“ (Hardy,
1940, S. 92)

An solchen , Evergreens* der Mathematikésthetik wird gleichzeitig ein interessan-
tes mathematikésthetisches Phanomen deutlich: die Konstanz von Beispielen und
Werturteilen iiber die Geschichte bei gleichzeitig subjektiv gepriagtem Urteil. So
erwartet Hardy nach der Vorstellung u.a. eines Widerspruchsbeweises fiir die Ir-
rationalitit von /2 die generelle Zustimmung seiner Leser:

4Wenn im Folgenden von Beispielkomplex die Rede ist, ist darunter die generelle Problemstel-
lung wie auch beide Beispiele zu verstehen.
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I can hardly believe that anyone who has understood the two theo-
rems'® will dispute that they pass these tests [of beauty and serious-
ness|.“ (Hardy, 1940, S. 98)

Der Beispielkomplex um die Irrationalitit von v/2 bietet sich somit in besonderer
Weise an, die Tendenzen zur Intersubjektivitdt des mathematikésthetischen Wert-
urteils am Beispiel des mathematischen Schonheitsbegriffs zu priifen.

Die Auswahl bietet sich aufferdem aus systematischen Griinden an: In der Literatur
werden beide Beispiele nicht nur als mathematisch besonders schéne Gegensténde
gehandelt, sondern auch immer wieder einer Kunstform dhnlich behandelt, in dem
sie etwa zur Veranschaulichung bestimmter Stilrichtungen herangezogen werden.
Somit konnen an ihnen die Ergebnisse der beiden vorangegangenen Hauptteile zur
Schoénheit und zum Kunstcharakter der Mathematik diskutiert werden. Bezogen
auf die Anwendungen der Ergebnisse mit Blick auf das Lehren und Lernen von Ma-
thematik (Kapitel 9) bieten sich die Beispiele auferdem insbesondere auf Grund
ihrer elementaren Zuginglichkeit an und der damit verbundenen Mdoglichkeit, die-
se prinzipiell im Unterricht der Mittelstufe zu behandeln.

Hier werden nun jeweils eine geometrische und eine zahlentheoretische Variante
des Beispielkomplexes zunéchst kurz skizziert und in den historischen Kontext
der Elemente des Euklid gestellt. In einem zweiten Schritt werden dann die sys-
tematischen Ergebnisse aus Teil I und II auf diese Beispiele angewendet und so
konkretisiert. Andererseits fithrt dies auch zur Ausschéirfung der Beispiele unter
mathematikasthetischer Perspektive.

10.2.1 Der klassische Widerspruchsbeweis

Im schulischen Mathematikunterricht wird die Irrationalitdt von /2 im Rahmen
der Erweiterung der rationalen zu den reellen Zahlen problematisiert. Damit ist
v/2 hiufig die erste nichtrationale Zahl, der Schiilerinnen und Schiiler bewusst be-
gegnen, und der Beweis dieser Tatsache ist der erste Irrationalititsbeweis. Haufig
wird dabei auf die historische Argumentation, wie sie in den Euklidschen Elemen-
ten ausgefiihrt wird, verwiesen. Anders als bei Euklid kommt in Lehrbiichern aber
die geometrische Deutung von v/2 als Diagonale im Einheitsquadrat nur vor, um
etwa die Lage auf der Zahlengeraden zu konstruieren. Der eigentliche Beweis fiir
die Irrationalitéit kann dann losgeldst von geometrischen Uberlegungen auf rein
algebraischer Ebene erbracht werden. Eine solche Mdoglichkeit wird im folgenden
vorgestellt. Mit Blick auf Kapitel 9 wird aus systematischen Griinden ein Argu-
mentationsgang vorgestellt, wie er hdufig auch in Schulbiichern fiir die Mittelstufe
zu finden ist'6:

15Hardy stellt auferdem die Euklidische Argumentation zur Unendlichkeit der Primzahlmenge
als Beispiel fiir ,theorems of the highest class* vor (vgl. Hardy, 1940, S. 92ff).

16 Anhand dieses Klassikers finden sich sogar duferst seltene Hinweise auf den dsthetischen Gehalt
in der Schule. So wird im Begleittext einer der folgenden &hnlichen Argumentation in ,Neue
Wege 9“ beispielsweise darauf hingewiesen, dass es sich hierbei um ,ein besonders schones
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Satz:
Die Quadratwurzel aus 2 ist irrational.

Beweis (per Widerspruch):

Es wird indirekt argumentiert und zunéchst angenommen, V2 sei rational und
damit in der Form v2 = % darstellbar. Dabei kann angenommen werden, dass p
und ¢ ganze Zahlen sind und % ein vollstdndig gekiirzter Bruch ist. Durch Qua-
drieren erhalt man 2 = g—z und damit p? = 2¢%. Das heifit p? und damit auch p
selbst sind gerade Zahlen. In diesem Fall ist p darstellbar als p = 2r und Einsetzen
ergibt 412 = 2¢? also 2r2 = ¢%. Somit sind ¢? und damit auch g ebenfalls gerade
Zahlen. Dies steht nun im Widerspruch zu der Annahme, dass % einen vollstéandig
gekiirzten Bruch darstellt.

v/2 kann demnach nicht rational sein, ist also irrational. -

H&ufig werden Argumentationen wie die hier vorgestellte auf Buch X der Euklid-
schen Elemente (§115a) bzw. auf Aristoteles (Erste Analytik 41a) zuriickgefiihrt.1”
Neben der Beobachtung, dass es den antiken Mathematikern einzig um die geome-
trische Frage der Inkommensurabilitdt und nicht um den Zahlbereich der rationa-
len Zahlen geht, ist dieser Verweis auch strukturell immer dann nicht vollstandig
haltbar, wenn wie hier geschehen aus der Rationalitdtsannahme ein Widerspruch
dazu abgeleitet wird, dass v/2 bzw. das Verhiltnis von Seite und Diagonale als Ver-
héltnis zweier teilerfremder ganzer Zahlen darstellbar ist. In den Elementen wird
zwar ebenfalls indirekt argumentiert und das geometrische Problem mittels der
vorweg in Buch X gemachten Erkenntnis, dass kommensurable Gréfien zueinander
in einem Verhiltnis stehen wie ,eine Zahl zu einer Zahl“ (Euklid, Buch X, §5),
iibertragen. Durch die Wahl dieser Zahlen derart, dass sie die kleinsten sind, die
in dem selben Verhaltnis stehen wie Seite und Diagonale, wird dies dann aber zu
dem Widerspruch gefiihrt, dass eine der beiden Zahlen dann zugleich gerade und
ungerade sein miisse, dass heiftt es ist keine Eigenschaft des Verhéltnisses sondern
eine Eigenschaft einer der beiden Groéfen, die zum Widerspruch gefithrt wird.

10.2.2 Beweis mittels Wechselwegnahme

Das geometrisch formulierte Problem der Inkommensurabilitéit von Seite und Dia-
gonale im Einheitsquadrat bedarf zum Beweis nicht unbedingt eines Ubergangs zu
Zahlentheorie und Algebra, wie dies in Buch X der Euklidischen Elemente vorge-
schlagen wird. Auch der rein geometrische Beweis ist bereits seit der griechischen

Beispiel fiir einen indirekten Beweis“ (Neue Wege 9, 2003, S. 26) handele.

17Clemens Thaer, dessen deutsche Euklidiibersetzung hier zugrunde gelegt wird, merkt an, dass
§115a erst spater den FElementen hinzugefiigt wurde und vermutlich aus einem wesentlich
alteren Werk iibernommen wurde (Euklid, Elemente, Anmerkungen, S. 462). Darauf weist
auch die Tatsache hin, dass Aristoteles den Beweis ganz dhnlich wiedergibt.
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Antike bekannt, fulit er doch auf dem klassischen Prinzip der Wechselwegnah-
me!8.

So behaupten Rademacher und Toeplitz, der Beweis durch Wechselwegnahme sei
»ganz im griechischen Geist abgefafft und in der Gedankensphére vom X. Buch
des Euklid gelegen* (Rademacher und Toeplitz, 1933, S. 16). Diese Folgerung liegt
zunachst nahe, gibt doch Euklid das Prinzip der Wechselwegnahme allgemein zur
Bestimmung der Inkommensurabilitat in Buch X an:

Buch X, §2:

Mifst, wenn man unter zwei ungleichen Gréfsen abwechselnd immer die kleinere
von der grofseren wegnimmt, der Rest niemals genau die vorhergehende Grofe, so
miissen die Grofen inkommensurabel sein.

Anzumerken ist jedoch, dass fiir den speziellen Fall von Seite und Diagonale im
Quadrat das Verfahren in den Elementen nicht zur Anwendung kommt. Dennoch
ist Rademacher und Toeplitz aber mindestens darin zuzustimmen, dass der folgen-
de Beweis iiber die Wechselwegnahme zu jenen ,kleinen Liedern gehort, die ohne
grofles Vorwissen den ,entscheidenden Gedanken“ erkennen lassen (Rademacher
und Toeplitz, 1933, S. VIIIf).

Satz:
Diagonale und Seite eines Quadrates sind inkommensurabel.
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Abbildung 10.1: Wechselwegnahme am Quadrat

18Fiir eine Beschreibung des Wechselwegnahmeprinzips in heutiger Schreibweise und weiterer
moglicher Anwendungen etwa zur Bestimmung des ggT {iber den sogenannten ,Euklidischen
Algorithmus® siehe z.B. Beutelspacher u.a. (2011) (S. 64).
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Beweis (mittels Wechselwegnahme):
Zu einem Quadrat mit Seitenldnge s und Diagonale d wird ein weiteres Quadrat
mit Seitenldnge s; und Diagonale d; so konstruiert, dass gilt

d=s+s;, s <s

(vgl. Abbildung 10.1). Durch Kongruenzbetrachtungen an den beiden rechtwink-
ligen Dreiecken B;BA und By BC; erhilt man fiir die Strecke AB; die Lange s;
und damit fiir die Lédnge der Ursprungsseite s = s1 + d; .

Auch am Quadrat mit der Seitenldnge s; kann auf gleiche Weise ein weiteres Qua-
drat mit Seite so und Diagonale d konstruiert werden, so dass wiederum gilt
di = $1 + so und somit:

§ =281+ S92, 82 < S1.

Dieses Verfahren kann sukzessive fortgesetzt werden, ohne jemals abzubrechen.
Fiir die aufeinanderfolgenden Quadratseiten heifst das:

§ =251+ S2, 82 < 81

S1 =289 + 53, 83 < S9

82 = 283+ 54, 84 < 53

Sk41 = 25, + Sp—1, Sp—1 < Sk

Fiir die Differenz von Diagonalen und Seiten gilt dabei
d—s=581>d1—S1 =82 >do—Sy =83 >d3—S3=54...>dp—S = Sk41 .- > 0.

Das Verfahren bricht nicht ab, d.h. es gilt s # 0 fiir alle £k = 1,2,3..., und die
Quadratseiten werden beliebig klein. Damit wird man zu jedem vorgegeben noch
so kleinen Maf e eine Seite s; finden, die kleiner ist als dieses. Damit kann e auch
kein gemeinsames Mafs von Seite und Diagonale im Ausgangsquadrat sein.

Beide vorgestellten Beweise zéhlen in der Literatur zu den Paradebeispielen scho-
ner Mathematik und sind gleichzeitig Beispiele dafiir, dass auch aktive Mathema-
tiker mathematikéisthetisches Erleben nicht nur mit Gegensténden ihrer aktuellen
Forschung verbinden. Vielmehr sind es hdufig gerade Probleme und Argumenta-
tionen wie der vorgestellte Beispielkomplex, die mit relativ geringem mathema-
tischem Vorwissen erschlossen werden konnen, denen aber dennoch oder gerade
deshalb immer wieder ein besonderer dsthetischer Reiz zugesprochen wird. Dies
ist nicht nur mit Blick auf die Verwendung im schulischen Mathematikunterricht
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oder in popularwissenschaftlicher Literatur von Bedeutung, sondern ermoglicht
auch eine direkte Anwendung. Es wird sich zeigen, dass beide Beispiele, wie sie
sich in der zugrundeliegenden Beweisidee und der mathematischen Disziplin, derer
sie sich bedienen, unterscheiden, auch unterschiedliche Facetten des mathemati-
schen Schonheitsbegriffs ansprechen und als Kunstwerke unterschiedlich behandelt
werden miissen.

10.2.3 Ein schoner Schluss

Hier soll nun der vorgestellte Beweiskomplex zunéchst vor dem Hintergrund der
Ergebnisse aus Teil I beleuchtet werden. Obgleich die vorgestellten Beweise schon
seit der Antike bekannt sind und somit auch Beispiele fiir die Positionen des his-
torischen Streifzugs sein kénnten, soll auch hier der Schwerpunkt insbesondere auf
der Frage liegen, inwieweit sich die in Kapitel 2 herausgearbeiteten Eigenschaften
mathematischer Schénheit daran konkretisieren lassen. Dies ist insbesondere der
iibergreifenden Frage dieser Arbeit nach der zeitgendssischen Asthetik der Mathe-
matik bzw. der mathematischen Praxis und der Erkenntnis aus Kapitel 3 geschul-
det, dass sich Schonheitsverstdndnis und Anwendungsbereich iiber die Geschichte
stark gewandelt haben. In einem zweiten Schritt wird dann die Frage nach dem
Kunstcharakter der vorgestellten Beweise gestellt.

| The irrationality of v/2] is a deep result of great generality, in that it
opens up a whole new region of mathematics, namely the real numbers,
and eventually the calculus and classical analysis.“ (Gardiner, 1983, S.
80)

Was Gardiner hier als besondere, die Argumentationen um die Irrationalitdt von
V/2 charakterisierende , Tiefe“ anfiihrt und damit als Begriindung fiir ihren #sthe-
tischen Wert, entspricht in weiten Teilen dem unter 2.1 dargestellten Eigenschafts-
komplex der Tragweite. Dabei betont er insbesondere die durch die Entdeckung
der Irrationalitdt im Allgemeinen angestofsene Zahlbereichserweiterung und die
damit verbundene Entstehung neuer mathematischer Gebiete.

Ein Blick auf die Mathematikgeschichte unterstreicht dies und zeigt auferdem
weitere Facetten der Tragweite des Beispielkomplexes. So sorgte zum einen die Er-
kenntnis der Inkommensurabilitit scheinbar offensichtlich gegebener Grofen wie
der Seite und der Diagonale im Quadrat fiir fruchtbare innermathematische Irrita-
tionen, die umfangreiche Forschungen zur Zahlbereichserweiterung anstiefen (vgl.
zusammenfassend Schmidt-Thieme und Weigand, 2003, S. 43).19 In der Wechselbe-
ziechungen des geometrischen und des arithmetischen Beweises zeigt sich weiter ein
Paradebeispiel fiir die niitzliche Verbindung von zunéchst disparaten Disziplinen.

9Der Legende nach wurde die Inkommensurabilitdt zunsichst am regelméRigen Fiinfeck, dem
Wahrzeichen der Phythagoreer entdeckt. Fiir eine skizzenhafte Darstellung und Einordnung
vgl. Beutelspacher u.a. (2011), S. 62ff.
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Bereits Euklid erkennt in (Euklid, Elemente, Buch X, §5 bis 7) den Zusammen-
hang des geometrischen Problems der (In)Kommensurabilitdt mit der Darstellbar-
keit der beteiligten Grofen als Zahlverh&ltnis und kann sich so fiir seinen Beweis
(Buch x, §115a) die Erkenntnisse der Arithmetik aus den vorhergehenden Biichern
nun im Kontext der Geometrie zu Nutze mache. Ahnliches ist auch umgekehrt
denkbar, kann doch die Frage nach der Rationalitit von v/2 erst durch die geome-
trische Argumentation iiber die Wechselwegnahme visuell fassbar werden.

Mit der geometrischen Deutung ist auch die Erweiterung des subjektiven Zahlkon-
zepts beziiglich der ,Liickenhaftigkeit“ der rationalen Zahlengeraden verbunden.
Damit geht die Moglichkeit einher, im rein zahlentheoretisch angelegten Beweis
einen fiir das dsthetische Empfinden zentralen subjektiven Mehrwert zu erleben.
Bezogen auf die Tragweite im Sinne einer weitreichenden Heuristik werden weniger
die moglichen Wechselwirkungen, als vielmehr Unterschiede der beiden Beispiele
deutlich. So ist die zahlentheoretische Argumentation ein elementar zugénglicher
Beweis durch Widerspruch und damit ein Beispiel fiir eine in der gesamten Mathe-
matik zentrale Beweismethode. Des Weiteren kann der Argumentationsgang in der
Art, wie er oben zitiert wird, leicht zum Nachweis der Irrationalitdt von Quadrat-
wurzeln aus weiteren Nichtquadratzahlen iibertragen werden.?° Auch die Methode
der Wechselwegnahme ist eine in weiteren Kontexten verwendbare Strategie. Mit
ihrer Hilfe konnen beispielsweise inkommensurable Strecken im regelméfigen Fiinf-
eck nachgewiesen werden?!, und bezogen auf die natiirlichen Zahlen entspricht sie
dem euklidischen Algorithmus. Thre Anwendung muss jedoch ,fiir jede Grofienart
gesondert definiert werden* (Thiele, 1999, S. 18).

Hinweise auf die Tragweite der vorgestellten Resultate bzw. der zugrunde liegen-
den Beweisideen zeigen somit die besondere innermathematische Bedeutung der
vorgestellten Beispiele auf. Vor dem Hintergrund der Ergebnisse zur Rolle dieses
Eigenschaftskomplexes (vgl. 2.1.3) sind sie jedoch noch nicht dazu geeignet, den
asthetischen Wert der Beispiele vollstandig zu erfassen.

Insbesondere die Zusammenschau der beiden unterschiedlichen Beweisformen lésst
das &sthetisch wirksame Moment der Einfachheit als subjektive Zugénglichkeit
(vgl. 2.2.1) deutlich werden: Sowohl der Widerspruchsbeweis als auch die Argumen-
tation liber die Wechselwegnahme lassen erkennen, dass gerade die Bestimmung
der Einfachheit als Fehlen epistemischer Hiirden von den jeweiligen subjektiven
Voraussetzungen abhingig ist. So wird ein Rezipient, der mit der Ubertragbarkeit
von Teilereigenschaften einer Zahl auf ihr Quadrat (und umgekehrt) vertraut ist,
im Irrationalitdtsbeweis keine Hindernisse wahrnehmen, die fiir die geometrische
Argumentation notwendigen Kongruenzbetrachtungen moglicherweise jedoch als
unnotigen technischen Uberbau® empfinden. Hier wird deutlich, dass nicht nur
ein grundstidndiges Verstehen des konkreten mathematischen Sachverhaltes dem

20Fine noch stirkere Verallgemeinerungsfihigkeit bergen Irrationalitidtsbeweise, die iiber die
Primfaktorzerlegung argumentieren. Diese sind sogar leicht auf n-te Wurzeln iibertragbar.

21Die Wechselwegnahme am regelmifigen Fiinfeck verliuft ,intuitiver* als am Quadrat. Vgl.
dazu etwa Beutelspacher u.a. (2011) S. 64f oder Hischer (2000) S. 97ff.
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mathematisch-dsthetischen Urteil vorausgehen muss, sondern ein solches Wertur-
teil entscheidend vom Vorwissen des Rezipienten geprégt ist. So zeigt sich in der
Gegeniiberstellung der beiden Beweise ein konkretes Beispiel fiir die in Kapitel 5
herausgestellte zusammenfassende Beobachtung, dass das mathematikésthetische
Wohlgefallen ein rational vermitteltes ist.

Einen weiteren, die subjektive Zugénglichkeit beeinflussenden Faktor stellt die Re-
préasentationsform dar. So kann die Visualisierung im geometrischen Beweis dem
einen die Strukturdhnlichkeit der Quadrate und den weiteren Verlauf der Wegnah-
me sofort offenbaren, wihrend ein anderer mit der Fortfiihrbarkeit ins Unendli-
che hadert. Fiir Letzteren kénnte dann aber wiederum durch den evtl. einfacher
handhabbaren Ubergang auf ein Problem der Darstellbarkeit als Zahlverhiltnis
die Spannung von der Komplexitét des Unendlichen und der Schlichtheit des Wi-
derspruchsbeweises erlebbar werden. Auch in diesem Sinne ist die Entscheidung,
welcher der beiden Beweise die einfacheren Mittel verwendet, um ein Resultat von
solcher Tragweite zu zeigen, welcher also im klassischen Sinne der 6konomischere
ist, vom wertenden Subjekt abhéngig.

Der geometrische Beweis iiber die Wechselwegnahme bzw. eine Skizze der Vorge-
hensweise, wie sie Abbildung 10.1 zeigt, bildet ein Beispiel fiir einen Gegenstands-
bereich aus der ,Grauzone” zwischen ,Mustern der Mathematiker* und ,Mustern
aus der Mathematik“ wie sie unter 5.3 dargestellt wurde. Dem geiibten Rezipien-
ten geniigt bereits der Blick auf die Abbildung, um die Argumentation ohne den
Umweg iiber die fachsprachliche Représentation zu erfassen. Moglicherweise ist
so ein Innewerden ,als Ganzes* unmittelbarer gegeben als im Falle des sprachlich
abgefassten Widerspruchsbeweises. Die insbesondere auf dem Vorwissen beruhen-
den Unterschiede beziiglich der subjektiven Zugénglichkeit der beiden Beispiele
verweisen jedoch darauf, dass nicht per se der aisthetisch zugénglichere Beweis
als schoneres Stiick Mathematik bewertet werden muss, und es entsteht aufier-
dem der Verdacht, dass sich das Objekt unmittelbarer visueller Wahrnehmung
vom Gegenstand mathematikésthetischer Urteile unterscheidet. Ein aisthetisches
Werturteil iiber Abbildung 10.1 folgt anderen Qualitdten, etwa der Linienfithrung
oder Farbgebung, und entspriiche demnach nicht der (mathematik)asthetischen
Beurteilung des Wechselwegnahmebeweises auf der Grundlage von Kriterien, wie
den in Kapitel 2 herausgearbeiteten.

Die beiden vorgestellten Beispiele offenbaren jedoch auch die in den Gegensténden
selbst liegenden Unterschiede beziiglich der epistemischen Transparenz. Der indi-
rekte Beweis zur Irrationalitdt ermoglicht von seiner Anlage her einen Einblick in
die grundlegende Struktur der rationalen Zahlen als generell durch Briiche darstell-
bare Objekte. Dariiber hinaus fiihrt der erzeugte Widerspruch zunéchst aber nur
zu der Erkenntnis, dass /2 diese Eigenschaft nicht hat. Eine Begriindung dafiir
oder weiteres iiber die Beschaffenheit des Objektes v/2 legt er jedoch nicht offen.
Einen solchen unbefriedigenden Mangel erkennt Francois Le Lionnais in Wider-
spruchsbeweisen im allgemeinen und nennt den hier diskutierten als ein Beispiel
unter vielen: ,While just as convincing as other proofs, these actually do not shed
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any light on the structure of the propositions they establish.“ (Le Lionnais, 2004,
S. 141) Im vorgestellten Widerspruchsbeweis bleibt die Frage nach dem ,Warum®
der Irrationalitit somit ungeklirt.??

Dies ist in der geometrischen Argumentation zumindest potenziell anders. Durch
die fortgesetzte Wechselwegnahme entstehen sichtbar immer kleinere Vierecke, de-
ren Struktur jeweils mit der des Ausgangsquadrats iibereinstimmt. Uber diese Er-
kenntnis ist nun der Weg geebnet zu verstehen, dass der Prozess niemals abbrechen
und somit — weil die Quadratseiten beliebig klein werden — kein gemeinsames Maf$
von Seite und Diagonale gefunden werden kann. Der epistemische Mehrwert der
geometrischen Argumentation liegt dabei wie oben bereits angedeutet nicht dar-
in, dass sie voraussetzungsdrmer wire oder in einer besseren Zugéanglichkeit durch
die Visualisierung, sondern vielmehr in ihrer eher suchend, konstruktiv angelegten
Grundstruktur.

Inwiefern die unterschiedlichen Beispiele Aha!-Erlebnisse evozieren kénnen, ist vom
Rezipienten abhingig, wie schon die Uberlegungen zur subjektiven Zuginglichkeit
zeigen. So gibt es Beispiele, die zur Beschreibung einer solchen Erfahrung gerade
den Widerspruchsbeweis zur Irrationalitdt heranziehen, andere dagegen sehen in
diesem Widerspruchsbeweis gerade ein Paradebeispiel des ,step-by-step reasoning*,
das dem Ahal-Erlebnis entgegenstehe??. Ob sich im Fall der Beispiele ein tieferes
Verstehen in Form eines Ahal-Erlebnisses einstellt oder das Verstehen gar ganz
ausbleibt, kann durch die Wahl der Beweisart sicher beeinflusst werden, bleibt
letztlich jedoch wieder vom rezipierenden Subjekt und den jeweiligen Moglichkei-
ten zum Umgang mit dem Gegenstand abhéngig.

Als Klassiker der Mathematikéisthetik und damit als besonders schéne Stiicke der
Mathematik werden auch die hier besprochenen Beweise aus dem Beispielkomplex
der Irrationalitidt/ Inkommensurabilitit immer wieder mit den unter 2.4 beschrie-
benen Emotionen in Verbindung gebracht. So kann etwa die generelle Tragweite
des Resultates zu mehr oder weniger stark ausgeprégten emotionalen Reaktionen
fithren — wird doch unter Umstédnden das gesamte bisherige Zahlkonzept in Frage
gestellt.

Dariiber hinaus kann die geometrische Argumentation etwa durch das Erstau-
nen iiber die Strukturdhnlichkeiten im unendlich Kleinen begleitet werden. Aber
auch die Erkenntnis, dass das gesuchte gemeinsame Maf nun sicher nicht gefun-
den werden kann, kann je nach Vorwissen und Erwartungen ein grofes Mafs an
Uberraschung bereit halten. Der Widerspruchsbeweis provoziert dagegen eher das
Gefiihl der Unausweichlichkeit. So scheint nach der formulierten Annahme jeder

22Dies fithrt Le Lionnais zu der Einschitzung, dass etwa im schulischen Kontext solche Beweise
als schwierig erlebt werden, da sie haufig auf Tricks beruhten, die lediglich Bewunderung
fiir den Autor des Beweises hervorriefen, fiir die Rezipienten jedoch besondere Hindernisse
darstellten (vgl. Le Lionnais, 2004, S. 141).

23Vgl. Papert (1988) S. 114. Als Beispiel fiir ein ,aha-single-flash-insight“ beschreibt Papert
einen Beweis fiir die Irrationalitat liber den Vergleich der Primfaktoranzahlen, der bereits die
Gleichung p? = 2¢? als elementar erkennbar widerspriichlich aufzeigt.
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Schritt den n#chsten nahezulegen, und der Beweisgang lauft unausweichlich auf
den Widerspruch zu. Seymour Papert beschreibt aus einem Experiment mit Studie-
renden, dass diese Unausweichlichkeit wiederum emotional unterschiedlich erlebt
und eingeordnet werden kann:

,One can experience the process of inevitability in very different ways
with very different kinds of affect. One can experience it as being taken
over in a relationship of temporary submission. One can experience this
as surrender to Mathematics, or to another person, or of one part of
oneself to another. One can experince it not as submission but as the
exercise of an exhilarating power.“ (Papert, 1988, S. 115)

Paperts Beobachtung zeigt, dass das emotionale Erleben des Beweisprozesses auch
negativ konnotiert sein kann. Die Unausweichlichkeit bedeutet nicht per se eine
positive Schonheitserfahrung, sondern kann auch Abscheu oder Angst hervorrufen.
Dies verweist darauf, dass nicht die Anwesenheit bestimmter Gefiihle angesichts
eines ,Musters der Mathematiker* allein zu Schonheitsurteilen fiihrt. Andererseits
zeigt sich, dass die Moglichkeit einer mathematikdsthetischen Erfahrung auch an
einem anerkannten Klassiker von der (emotionalen) Verfasstheit des Rezipienten
abhingt.?*

Die Eindriicke und Emotionen, die Papert hier beschreibt, sind dariiber hinaus
ein Beispiel fiir die Wirkung, die der mathematische Text auf den nacherfindenen
Rezipienten haben kann. Der Leser wird im Beweisverlauf von Schritt zu Schritt
mitgenommen, um schlieflich unausweichlich den Widerspruch zu erkennen. Aus-
gehend von der Annahme, v/2 sei als vollstéindig gekiirzter Bruch darstellbar, wird
einem literarischen Text gleich ein Spannungsbogen aufgebaut, der auf unterschied-
liche Weise erlebt werden kann. Solche Erlebnisse zeigen, dass der Vergleich ma-
thematischer Texte im Allgemeinen und mindestens des oben vorgestellten Wider-
spruchsbeweises mit Romanen oder Kurzgeschichten, wie es exemplarisch unter
6.3 vorgestellt wird, nicht von der Hand zu weisen ist.?”

Uber den Entstehungsprozess der hier im Vordergrund stehenden mathematischen
Kunstwerke und die Fahigkeiten und Begabungen der daran beteiligten Mathe-
matiker wére hier naturgemi® jede Aussage rein spekulativ.?6 Das auch in der
aktuellen mathematischen Praxis zu beobachtende Phianomen, im Endprodukt die
Spuren des Produktionsprozesses so weit wie moglich durch einen deduktiv ge-
ordneten Beweistext zu verwischen, zeigt das Werk Euklids jedoch in besonderem

24Dies wird #hnlich auch fiir dsthetische Erfahrungen etwa mit Formen der bildenden Kiinste
beschrieben.

25Eine genaue strukturelle Analyse der Beispiele, wie sie etwa Reviel Netz vorschligt (vgl. 6.3.2),
ware in diesem Zusammenhang interessant, wiirde aber eine Abhandlung mit eigenem Schwer-
punkt erfordern und den Rahmen dieses Kapitels sprengen.

26Das vermutlich einzige ,personliche Zeugnis dazu aus dieser Zeit ist wohl die Legende, nach
der die Pythagoreer von der Entdeckung der Inkommensurabilitdt — an ihrem Wahrzeichen,
dem regelméfigen Fiinfeck — so getroffen waren, dass dies der Entdecker Hippassos mit dem
Leben bezahlen musste.
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Mafe. Dies ldsst mindestens vermuten, dass auch die antiken Beweise (wie etwa
Euklid, Buch X, 115a) sich den griechischen Mathematikern nicht in der vollende-
ten klassischen Argumentationsform offen gelegt haben, wie sie dort zu lesen ist.
Um dennoch etwas iiber den kiinstlerischen Schaffensprozess und die Rolle des
Asthetischen beziiglich der hier besprochenen Beispiele zu erfahren, kann die Be-
obachtung des Nacherfindens solcher Gedanken herangezogen werden. Solche em-
pirischen Untersuchungen mit Studierenden bzw. Schiilern beschreiben etwa Sey-
mour Papert (1988) und auch Martin Wagenschein (1970). Die empirische Studie
Paperts ist dabei explizit angelegt, um an die Ausfiithrungen Poincarés zur mathe-
matischen Erfindung anzukniipfen, und will die Rolle des Asthetischen in solchen
Erfahrungen beim Mathematiktreiben im Kleinen aufzeigen (vgl. Papert, 1988, S.
110). Untersuchungen wie diese weisen darauf hin, dass auch in Bezug auf die Ent-
stehung der hier betrachteten Beispiele das Asthetische eine zentrale Rolle spielt
und Prozesse, wie sie unter 6.1 fiir die Arbeit des Mathematikers als Kiinstler be-
schrieben wurden, auch im erneuten Umgang mit diesen Problemen zu beobachten
sind.?” Die in solchen Untersuchungen beschriebenen Um- und Irrwege der Pro-
banden zeigen am Beispiel die in der theoretischen Untersuchung immer wieder
naheliegende These, dass zwischen dem Nachvollziehen der Argumentation, also
der Rezeption eines mathematischen Produkts, und der Arbeit des schaffenden
Produzenten selbst im Bereich elementarer Beispiele unterschieden werden muss.
Obwohl die von Papert beobachteten Studierenden vermutlich dem Beweis in einer
Vorlesung leicht Schritt fiir Schritt folgen kénnten, geschieht das Auffinden der Be-
weisidee ohne Vorkenntnisse und Hilfen nicht geradlinig.?® Das konkrete Beispiel
unterstreicht somit erneut, dass das kantische Vorgehen vom Produkt und seiner
Rezipierbarkeit auf die Lernbarkeit mathematischen Schaffens zu schliefsen nicht
gerechtfertigt ist.

Aus der bisher dargestellten Anwendbarkeit mathematikisthetischer Eigenschaf-
ten ergibt sich, dass auch die Beweise des Beispielkomplexes Irrationalitdt/ In-
kommensurabilitit stilbildende Elemente aufweisen und mathematischen Stilen
zugeordnet werden kénnen. Im Rahmen von Systematiken, die zeitlich aufeinan-
derfolgende, nicht wiederkehrende Stilepochen auszeichnen und dabei die gesamte
griechische Mathematik (bis zur Rennaissance) der ,Klassik* zuordnen, wiirde der
gesamte Beispielkomplex eindeutig auch im stilistischen Sinne als klassisch gel-
ten.2? Positionen, die persénliche Stile bestimmter Mathematiker auszeichnen und
bezogen auf die Antike insbesondere den ,euklidischen Stil* von anderen abgren-
zen®", wiirden den Widerspruchsbeweis — obgleich er wie beschrieben nicht ganz
dem Vorgehen in den Elementen entspricht — vermutlich auch stilistisch von der

27Vgl. dazu auch die Uberlegungen zum Beitrag des Asthetischen im mathematischen Problem-
16seprozess unter 9.1.3.

28Die unterschiedlichsten (Irr-)Wege beschreibt auch Wagenschein fiir die von ihm beobachteten
Schiilergruppen (vgl. Wagenschein, 1970, S. 139ff).

29Vgl. die Darstellung der Ansitze von Max Bense oder Karl Heinrich Hofmann (S. 133ff).

30Siehe insbesondere die Zuordnung Reviel Netz’ (S. 152ff.) aber auch Hinweise dazu bei Felix
Klein (1908) und Helmut Hasse (1952).
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eher iterativ, konstruktiv angelegten Wechselwegnahem unterscheiden. Auch in der
quer zur historischen Entwicklung liegenden Systematik nach Le Lionnais zeigen
sich Unterschiede in der dsthetischen Wahrnehmung und stilistischen Zuordnung
zwischen den beiden Beweisen des Beispielkomplexes. Er behandelt das hier be-
sprochene Irrationalitdtsbeispiel explizit und bezeichnet den Widerspruchsbeweis
als Paradebeispiel fiir eine mathematische Methode romantischer Schonheit (vgl.
Le Lionnais, 2004, S. 141). Die oben dargestellte Wechselwegnahme jedoch wiir-
de er als rekursive Methode wohl dem klassischen Stil zuordnen und ihr somit
wiederum eine besondere Okonomie bescheinigen. Der Beispielkomplex als Ganzes
bzw. der Zusammenhang der Resultate zur Inkommensurabilitét einerseits und zur
Irrationalitdt andererseits, als Beispiel der innermathematischen Vernetzung von
Geometrie und Zahlentheorie, wire wiederum der klassischen Schénheit mathe-
matischer Fakten zuzuordnen (vgl. Le Lionnais, 2004, S. 124). Durch eine solche
stilistische Einordnung kénnen also verschiedene mathematikésthetische Einschét-
zungen sichtbar gemacht und benannt werden. Die Verortung in der Systematik
Le Lionnais’ verweist dabei sowohl auf die mdgliche Unterscheidung zwischen der
Schonheit der Beweismethoden und der Schonheit der bewiesenen Sétze, als auch
darauf, dass bei den betrachteten Beispielen je sehr unterschiedliche Facetten des
mathematischen Schonheitsbegriffs mehr oder weniger stark ausgepragt sind.

Die Analyse des Beispielkomplexes aus mathematikésthetischer Perspektive zeigt
einerseits, dass die verschiedenen Beweise vor dem Hintergrund der Ergebnisse
von Teil I und IT differenziert beschrieben werden kénnen. Obgleich sie aus einem
inhaltlich verwandten Beispielkomplex stammen, kommen einzelne Charakteristi-
ka mathematischer Schonheit je unterschiedlich zum Tragen. Dies fiithrt iiber die
Begriindung mathematikésthetischer Werturteile hinaus zu einer umfassenden in-
haltlichen Einordnung der Beispiele, sowie zu einer Beschreibung der Beziehung
moglicher Rezipienten zu den genannten Beweisen. Die Zuordnung zu je verschiede-
nen mathematischen Stilen unterstreicht die mathematikésthetischen Unterschie-
de innerhalb des Beispielkomplexes und bietet einen Rahmen, diese einzuordnen
und zu benennen. Die Méglichkeit der stilistischen Einordnung bildet aufserdem
ein Argument fiir den Kunstwerkcharakter der untersuchten Beispiele (vgl. 8.2).
Dies wird durch die Stellung der Beispiele in der ,Mathematikwelt* bestétigt. So
werden beide Beweise immer wieder in populdrwissenschaftlichen Arbeiten einem
breiten Publikum vorgefiihrt. Aufgrund der elementaren Zugénglichkeit handelt es
sich hier um Beispiele dafiir, dass Rezipienten wie auch Kritiker nicht selbst aus
der Gruppe der schaffenden Mathematiker stammen miissen. Sie sind also auch
fiir Nichtmathematiker als Gegensténde mathematikdsthetischer Kommunikation
(vgl. 6.4.3) geeignet.

Die Analyse zeigt nicht zuletzt, dass die gewéahlten Beispiele zurecht zu den Klassi-
kern der Mathematikéisthetik gezahlt und in diesem Zusammenhang immer wieder
aufgegriffen werden.
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10.3 Ausblick und Schlussbemerkungen

Wie dies hier fiir zwei Klassiker der Mathematikésthetik, die Eulersche Formel
und den Beispielkomplex um Irrationalitdt und Inkommensurabilitdt vorgeschla-
gen wurde, konnten viele weitere ,Muster der Mathematiker” auf ihren mathema-
tikésthetischen Wert untersucht werden. Dabei wéren je nach Forschungsinteresse
neben weiteren haufig genannten Klassikern, wie etwa dem Beweis fiir die Unend-
lichkeit der Primzahlmenge, sowohl Stiicke der aktuellen Forschungsmathematik
als auch Beispiele auf ganz elementarem Level, wie etwa priformale Beweise oder
schiilereigene Problemlésungen, interessante Gegensténde.

Die Ergebnisse beziiglich der hier behandelten Beispiele zeigen bereits, dass es
bei der Analyse aus mathematikésthetischer Perspektive zu einer umfinglichen
Darstellung des betrachteten Stiicks Mathematik kommen muss, was insbesondere
dem facettenreichen mathematischen Schénheitsbegriff geschuldet ist. Dabei wird
das jeweilige Beispiel nicht nur mit der Frage nach seinem Kunstcharakter in den
Kontext mathematischer Praxis gestellt. Der betrachtete Gegenstand ist dazu zu
einem gewissen Grad sowohl in seinem historischen Kontext als auch beziiglich
seiner Einbettung in grofere mathematische Zusammenhénge zu betrachten. Dies
muss durch (potentielle) subjektive Erfahrungen im Umgang mit dem untersuch-
ten Gegenstand wesentlich ergénzt werden. Empirische Untersuchungen auf der
Grundlage der vorliegenden hauptséchlich theoretischen Ergebnisse mit geeigne-
tem Design in unterschiedlichen Bereichen und Zielgruppen — vom schaffenden
Fachmathematiker bis hin zum Grundschiiler — konnten dies unterstreichen und
evtl. zu einer weiteren wissenschaftssoziologisch fundierten Beschreibung dieses
Aspekts flihren. Auf der Grundlage solcher Untersuchungen wéren dann auch wei-
tere Aussagen iiber Funktion und Rolle des Asthetischen beziiglich der Rezeption
und Produktion von Mathematik zu verankern.

Die mathematikéisthetische Perspektive, wie sie im Rahmen dieser Arbeit aufge-
spannt wird, fiihrt somit angewandt auf ein bestimmtes ,Muster der Mathema-
tiker* zu Informationen abseits von Fragen nach formaler Korrektheit oder on-
tologischem Status wie sie in der klassischen Mathematikphilosophie behandelt
werden. Es handelt sich vielmehr um eine Metareflexion mit Fokus auf den objek-
tiven und subjektiven Wirkungsweisen der Gegensténde und reiht sich somit wie
eingangs vorgeschlagen in die Beitrége zur mathematikphilosophischen Diskussion
ein, deren Interesse auf die mathematische Praxis gerichtet ist. Umgekehrt liefern
die Untersuchungen dieser Arbeit zum mathematischen Schonheitsbegriff und zum
Kunststatus der Mathematik als ein Versuch einer disziplindren Wissenschaftsés-
thetik gerade den Rahmen und Hintergrund, einen auch in solchen Ansétzen immer
nur angedeuteten Aspekt der Mathematik und ihrer Praxis fassbarer zu machen —
das Phénomen der dsthetischen Erfahrung Mathematik.
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